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Kapitel 1

Einleitung

Mit Konvektions-Diffusions-Gleichungen (im Folgenden kurz KDG) werden Proble-
me modelliert, in denen das Verhalten einer physikalische Grofie - etwa die Vertei-
lung von Ol in einem Fluss - im wesentlichen durch das Auftreten zweier namens-
gebender Phénomene Konvektion und Diffusion bedingt ist. Des Weiteren treten
sie als Teil der, aus der Stromungsmechanik bekannten, Navier-Stokes-Gleichungen
auf.

Diese Gleichungen wollen wir mit einer Kombination aus spektraler Kollokations-
methode und Least-Squares-Verfahren 16sen. Dabei werden insbesondere die fiir die
Ingenieurswissenschaft und Physik wichtigen, singulédr gestorten KDG betrachtet.
Bei diesen Problemen verhélt sich die Losung der KDG in einem Bereich nahezu
unstetig, was die numerische Losung dieser Gleichung erschwert.

Spektrale Verfahren allgemein und insbesondere spektrale Least-Squares Verfahren
approximieren die Losung einer Differentialgleichung (im Folgenden kurz DGL)
mittels globaler Polynome. Sie liefern bei Beispielen, in denen sich die Losung
glatt verhélt, die fiir sie typischen, sehr genauen Approximationsergebnisse (sie-
he z.B. [2]), so dass man in diesem Zusammenhang von spektraler Konvergenz
spricht. Als problematisch erweisen sich Aufgaben, in denen die gesuchte Losung
ungiinstige Glattheitseigenschaften aufweist. In diesen Féllen erhélt man meist un-
gleich schlechtere Approximationsgiiten, die den Wunsch nach geeigneten Stabili-
sierungstechniken aufkommen lassen.

Heinrichs hat fiir die eindimensionale KDG in [6] den Ansatz gewéhlt, das Losungs-
intervall € geeignet in K Teilintervalle (., k = 1,..., K zu zerlegen. Fiir diese Teil-
intervalle wurden geeignete Interfacebedingungen formuliert und das betrachtete
Problem auf diesen, dann gekoppelten Teilintervallen gelost. Kattelans hat diese
Technik in [8] erfolgreich auf die Navier-Stokes-Gleichung angewendet und damit
das in [7] beschriebene spektrale Least-Squares Verfahren erweitert. Vorteile dieses
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Ansatzes sind die bessere Auflésung evtl. Layerregionen und die Moglichkeit, auch
komplexere Gebiete betrachten zu kénnen.

Ziel dieser Arbeit ist es, das in [6] auf die eindimensionale KDG angewende-
te Verfahren auf die zweidimensionale KDG zu iibertragen und die entstehen-
den Gleichungssysteme mittels direkter Verfahren zu losen. Dabei untersuchen wir
fiir diesen Gleichungstyp die Eigenschaften dieses Verfahrens und verifizieren die
grundsétzliche Anwendbarkeit. Aulerdem formulieren wir die KDG als dquivalentes
System um und vergleichen die Approximationsergebnisse.

Die Diplomarbeit ist wie folgt aufgebaut:
e In Kapitel 2 werden wir die KDG in allgemeiner Form einfithren und die
Problematik singuldrer Stérungen aufzeigen.

e In Kapitel 3 werden wir die in dieser Arbeit verwendete Diskretisierung vor-
stellen.

e In Kapitel 4 zeigen wir verschiedene direkte Loser fiir die sich bei dieser
Diskretisierung ergebenden Gleichungssysteme auf und gehen kurz auf die
theoretischen Hintergriinde ein.

e In Kapitel 5 16sen wir mit dem hier vorgestellten Verfahren die KDG in ihrer
skalaren Formulierung und stellen die Approximationsergebnisse vor.

e In Kapitel 6 l6sen wir in gleicher Weise die KDG in der Formulierung als
System und vergleichen die Ergebnisse mit denen der skalaren Formulierung.

e Im Ausblick in Kapitel 7 werden abschliefend Fragestellungen fiir die Zukunft
aufgeworfen.



Kapitel 2

Konvektions-Diffusions-
Gleichungen

Im folgenden sei 2 C R™ ein offenes Gebiet mit Rand 0. Als Konvektions-
Diffusions-Gleichung bezeichnen wir eine Gleichung der Form

Lu:=—Au+b-Vu+cu=f in Q. (2.1)

Dabei sei € > 0 und b = (by(z), ba(x)) sowie ¢ = ¢(x) hinreichend glatt fiir x € Q.

Auf dem Rand 0f) seien Dirichlet-Randbedingungen vorausgesetzt, also

u = g auf 052 (2.2)

Den Term —eAu bezeichnet man als Diffusionsanteil, wihrend b - Vu als der Kon-
vektionsanteil bezeichnet wird. Den Ausdruck cu nennt man den Reaktionsterm.

Fiir die Beschreibung naturwissenschaftlicher Vorgénge spielt die KDG insbesonde-
re in der Stromungsmechanik, etwa als Teilproblem der Navier-Stokes-Gleichungen,
eine wichtige Rolle. Dariiber hinaus ist sie aber auch von eigenstdndigem Interesse.
Stellt man sich beispielsweise einen Fluss mit einer Verschmutzungsquelle - z.B.
zugefiihrtem Ol - vor und ist an der Verteilung des Ols im Fluss interessiert, so
sind fiir die Modellbildung im wesentlichen zwei Phdnomene interessant. Zum einen
dndert sich die Verteilung des Ols bedingt durch die Stromung des Flusses, zum
anderen findet ein Diffusionsprozess statt, d.h. das Ol verteilt sich unabhéngig von
der Stromung im Raum. Das erste Phdnomen wird durch den Konvektionsanteil
und das zweite durch den Diffusionsanteil modelliert.
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14 2.1. Singulédre Stérungen

2.1 Singuldre Storungen

Partielle DGL werden zu ihrer Charakterisierung in verschiedene Typen eingeteilt.
Dabei unterscheidet man zwischen elliptischen, parabolischen und hyperbolischen
DGL. Jeder dieser Fille bedarf einer eigenen Losungstheorie und einer unterschied-
lichen numerischen Behandlungsweise. Die KDG gehort zur Familie der elliptischen
DGL. Die Typen wollen wir an dieser Stelle definieren.

Definition 2.1. Gegeben sei eine Differentialgleichung der Form Lu = f in x =

(x1,...,x,) mit dem Differentialoperator
n 2 n
L= ]ZZI aij(v) 5o ; ai(z) -t a(x)

1. Lu = f heifit elliptisch in z, falls alle n Eigenwerte der Matriz A = (a;;(x))
das gleiche Vorzeichen £1 besitzen.

2. Lu = f heifit hyperbolisch in x, falls n — 1 FEigenwerte von A gleiches Vorzei-
chen +1 besitzen und ein Eigenwert das entgegengesetzte Vorzeichen hat.

3. Lu = f heifit parabolisch in z, falls ein Figenwert verschwindet, die tibrigen
n — 1 Eigenwerte das gleiche Vorzeichen besitzen und Rang([A, a]) = n gilt,
wobei & = (a1(x), ..., an(x))".

Ferner sagt man, dass Lu = f elliptisch (hyperbolisch, parabolisch) in  C R”
ist, wenn sie in allen x €  elliptisch (hyperbolisch, parabolisch) ist. Aus dieser
Definition ist ersichtlich, dass durchaus auch unklassifizierte DGL existieren. Eine
unklassifizierte Gleichung liegt beispielweise dann vor, wenn A zwei positive und
zwei negative Eigenwerte besitzt.

Fir 0 < e < 1 stellt (2.1) einen hyperbolisch-elliptischen Grenzfall dar und man
spricht von einem singuléar gestorten Problem. Ein typisches Phénomen ist in diesen
Fillen das Auftreten sogenannter Layerregionen. In diesen Teilgebieten von €2 weist
die Losung u ein extrem starkes Anstiegsverhalten auf, was sich in der numerischen
Approximation als quasi unstetiges Verhalten duflert und die Losung erschwert bzw.
die Losungsgenauigkeit zerstort.

2.2 Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

In der numerischen Lésung von DGL ist oft schon durch die Problemstellung klar,
dass eine eindeutige Losung existiert. Bei den in Kapitel 5 und 6 betrachteten Bei-
spielen geben wir uns zur bequemeren Beurteilung der Approximationsgenauigkeit
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sogar eine Losung vor. Trotzdem wollen wir an dieser Stelle ein Resultat anfiihren,
welches fiir bestimmte Voraussetzungen die eindeutige Existenz von Losungen si-
chert.

Satz 2.2. Sei die DGL (2.1) mit ‘homogenen Dirichlet-Randbedingungen gegeben
und b,c und f Holder-Stetig auf Q. Falls ferner ¢ = 0 gilt und § ein reguldres
Gebiet ist, so existiert eine eindeutige Lisung u € C(Q) N C?(Q).

Beweis: siche [11] O






Kapitel 3

Diskretisierung

Zur Darstellung der verwendeten Methode werden wir diese im ersten Abschnitt
in relativ allgemeiner Form einfithren. Dabei identifizieren wir die fiir die konkrete
Implementierung nétigen Bausteine und beschreiben diese in den Folgeabschnitten.
Im letzten Abschnitt haben wir dann alle benétigten Bausteine in der Hand und
stellen das daraus resultierende spektrale System auf.

3.1 Die verwendete Methode

Zunichst betrachten wir die allgemeine Konvektions-Diffusions-Gleichung in der
skalaren Formulierung:

—eAu+b-Vut+cu=f, inQ=(0,1)73

3.1
u=g, aufd. (3:1)

Dabei sind b = (b1, b;)" und ¢ ebenfalls Funktionen in z und .

Nun unterteilen wir, &hnlich wie in [6] oder wie in [9], das Gebiet ©Q in K €
{q € N: /g € Z} Teilgebiete Q;j := (z;-1,2;) X (yj-1,9;), 6,5 =1,..., VK mit

021‘0<l‘1<...<l‘\/?:1,
0:y0<y1<...<y\/g:1.

Abbildung 3.1 veranschaulicht uns exemplarisch eine dquidistante Unterteilung fiir
K=9.

17



18 3.1. Die verwendete Methode

1
QlS QZ3 Q33
0.6667
QlZ Q22 QSZ
0.3333
Qll QZl Q31
00 0.3333 0.6667 1

Abb. 3.1: dquidistante Gitterunterteilung fiir K =9

Ferner definieren wir die Indizes aller Teilgebiete €2;;, deren Rand iiber eine Schnitt-
stelle mit dem Rand eines rechten bzw. oberen Nachbargebiets verfiigt, fiir eine
gegebene Zerlegung im obigen Sinne {iber die folgenden Mengen

I, = {1,...,\/?—1}>< {1\/?}
I, := {1,...,@}x{1,...,\/ﬁ—1}.

AuBlerdem seien die Indizes der Elemente, deren Rand iiber eine Schnittstelle mit
dem Rand von {2 verfiigt, wie folgt beschrieben:

B = {(s,t)e{L...,ﬁ} x{1,...,\/?}:693m89¢®}.

Da es sich hier um ein Problem zweiter Ordnung handelt, wird an den Schnittstellen
der einzelnen Elemente C-Stetigkeit gefordert. Insgesamt erhalten wir das zu (3.1)
dquivalente Problem:

Finde Funktionen w;;,%,7 = 1,..., VK auf Q;;, mit den Eigenschaften
— EA’LLU‘ + bij . Vuij + CijUi; = fij7 ({L‘, y) - Qij) (32)
uiJrl,j — qu = 07 (Zaj) € I[ma (l’,y) € {xl} X [yjfla yj]7

0 %, o (3.3)
a—xuiﬂ,j — a_xuij =0, (4,4) €Ly, (z,y) € {zi} X [yj—1, 5],
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Ui —uy; =0, (4,7) €Ly, (x,y) € (w1, 2] x {y;},
0 0 o (3.4)
a—yui,j+1 - a_yuij =0, (’%]) S Hya (x,y) € [901‘—1,901‘] X {yj},

uij = gij, (4,7) € B, (x,y) € 084; N O (3.5)

Dabei deuten b;;, ¢;j, fi; und g;; die Einschrankung der jeweiligen Funktion auf das
Gebiet €2;; an.

Im spéteren Verlauf der Arbeit werden wir (3.1) auch in einer abgewandelten For-
mulierung betrachten. Indem man die Hilfsfunktion

-1

einfiihrt, ergibt sich das dquivalente System erster Ordnung;:

—eV-v+b-v+cu=f, (z,y) € Q= (0,1)?
v — u, =0, (z,y) € Q= (0,1)2 (3.6)
vy —uy =0, (z,y) € Q= (0,1) '
u=g, (x,y) € 00N.

Die Gleichungen (3.2) bis (3.5) lassen sich analog auf Formulierung (3.6) iibertragen.
Zu beachten ist dabei, dass durch den Wegfall des A-Operators nur noch C°-
Uberginge auf den Interfaces notig sind, also entsprechende Gleichungen entfallen.
Es ergibt sich also folgendes Problem:

Finde Funktionen wu;; und v;; = (vl,ij,vg,ij)T,i j=1,...,vVK auf Q;, mit den
Eigenschaften

— eV vy + by v+ ciju = fii,  (x,y) € Qy, (3.7)

VUsyi+1,j — Usjij = 07 s = 17 27 (’ij) € Hxa (%?J) € {xl} X [yj—hyj]a

o (3.8)
i1 —ui; =0, (i,5) € L, (z,y) € {x:} % [yj-1, y;],
Usijr1 —Usi; =0, s=1,2,(¢,7) € L, (z,y) € [xi—1, @] x {y;}, (3.9)
Ui —uy; =0, (4,7) €Ly, (x,y) € (@1, 2] x {y;},
uij = gij’ (Zvj) € Ba (l’, y) € 892] N aQ (310)

Zur Diskretisierung der obigen Funktionen benotigt man entsprechende Operato-
ren zur Approximation der (partiellen) Ableitungen. Daher werden wir die entspre-
chende spektrale Differentiationsmatrix fiir den eindimensionalen Fall (2 = [—1, 1])
einfithren. Aus dieser Darstellung gewinnen wir dann die entsprechend benétigten
Matrizen fiir den zweidimensionalen Fall (€ = [—1, 1]?) mittels Tensorprodukten.
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Um eine Unterteilung des Grundgebietes €2 in verschiedene kleinere Gebiete €2;;
vornehmen zu konnen, erweitern wir anschliefend die Darstellung der Ableitungs-
Operatoren und Kollokationspunkte auf beliebige Intervalle [x; 1, z;] bzw. Gebiete

[4172;17 sz] X [yjfla yj]-

Zur Realisierung der Interfacebedingungen (3.3) bis (3.4) bzw. (3.8) bis (3.9) und
der Randbedingungen (3.5) bzw. (3.10) werden anschlieffend Operatoren zum Aus-
lesen der entsprechenden Punkte auf dem Rand angegeben.

Damit haben wir zum Ende des Kapitels alle oben angesprochenen Bausteine bei-
sammen, welche notig sind das spektrale System in konkreter Form angeben zu
konnen.

3.2 Die Kollokationspunkte

Zur spektralen Approximation der oben eingefithrten Funktionen u;; (bzw. vy 5, s =
1,2) werden diese durch Polynome gleichen Grades angenédhert. Sei Py der Raum
der Polynome in zwei Variablen mit Grad < N, so gilt dann w;j, vs;; € Py, 4,5 =

1,....vVK,s=1,2.

Die Wahl der Kollokationspunkte hat einen entscheidenden Einfluss auf die Grofie
des Interpolationsfehlers. Dies wird anhand des sogenannten Runge-Phidnomens
deutlich. Verwendet man dquidistant verteilte Stiitzstellen, wird bei einer Erh6hung
des Polynomgrades der Interpolationsfehler unter Umsténden wegen starker Oszil-
lationen in der Néhe der Intervallgrenzen nicht automatisch kleiner (siehe z.B.[14]).
Dieses Phanomen lésst sich unter Verwendung von Chebyshev-Gauf-Lobatto Kno-
ten

(Eksmn) := (—cosk—7T —cosl—ﬂ), k,l=0,...,N,

welche in der Nahe der Intervallgrenzen dichter liegen, umgehen.

Stellt man sich den Einheitskreis um den Nullpunkt vor und verteilt N + 1 Punkte
in Abstdnden gleicher Bogenldnge auf dem oberen Halbkreis, so lassen sich die
eindimensionalen Chebyshev-Gauf-Lobatto Knoten & := — cos %’T geometrisch als
orthogonale Projektion dieser Punkte auf das Intervall [—1, 1] definieren.
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3.3 Die pseudospektrale Ableitungsmatrix

3.3.1 Eindimensionaler Fall

Die Approximation der Ableitung geschieht in drei Schritten. Im ersten Schritt wird
eine Tranformation vom physikalischen in den (Chebyshev-)Koeffizientenraum fiir
das Intervall [—1,1] vorgenommen. Im Koeffizientenraum wird anschlieend die
Funktion abgeleitet und im letzten Schritt wieder zuriick in den physikalischen
Raum transformiert. Alle drei Schritte werden wir mit Hilfe entsprechender Ma-
trizen notieren und dann die eindimensionale Ableitungsmatrix als Produkt dieser
drei Matrizen darstellen.

Fiir die Transformationsmatrix 7" erhalten wir aufgrund der Verwendung der Che-
byshev-Entwicklung die folgende Darstellung:
(N
T = (t;;) = cos <%), ,j=0,...,N.

Die Differentiationsmatrix D = (d;;) € RN *N+1im Chebyshev-Koeffizientenraum
ist nun explizit durch

i B j=i+1,i+3,...,N,
Y 0, sonst
mit
2, 1=
¢ =
1, sonst
gegeben.

Die Riicktransformation in den physikalischen Raum geschieht iiber die Inverse der
Transformationsmatrix und man erhélt insgesamt fiir die spektrale Ableitungsma-
trix D die Darstellung

D =TDT™' ¢ RNFIXN+L (3.11)

Mittels Fast-Fourier-Transformation ist der spektrale Operator in O(N log(NV))
arithmetischen Operationen auswertbar (siehe [7]).

3.3.2 Zweidimensionaler Fall

Die Darstellung der Ableitungsmatrizen im Zweidimensionalen werden wir wie in [7]
und auch [5] tibersichtlich mit Hilfe von Tensorprodukten angeben. Dazu folgende
Definition:



22 3.3. Die pseudospektrale Ableitungsmatrix

Definition 3.1. Sei A = (a;;) € R™4*"4 B = (b;;) € Rm5>X"5,
A®B = (Ab”) € RmAmenAnB,i - 17---7mB7j = 17"'7”3

heifst das das Tensorprodukt von A und B.

Sei nun E € RVYT*XN+1 dije Einheitsmatrix und D € RN XN+l der oben ein-
gefithrte Ableitungsoperator, so lassen sich die spektralen Ableitungsmatrizen wie
folgt darstellen:

0
—=~D, =D®F
o0x ®

0

— =D, =FE®D

dy Y ©
Die Auswertung des spektralen Operators betriigt hier per FFT O(N?log(N))
arithmetische Operationen (siehe ebenfalls [7]).

3.3.3 Erweiterung auf beliebige Intervalle

Betrachtet man im eindimensionalen Fall nicht das Intervall [—1, 1], sondern allge-
mein das Intervall [z;_1, x;], miissen die Kollokationspunkte & und die Ableitungs-
matrix D auf dieses Intervall transformiert werden. Die transformierten Kollokati-
onspunkte ék erhédlt man dann durch

~

e == (@ —xim1)& + 2o + 2]

DO | —

Fiir die transformierte Ableitungsmatrix D; ergibt sich durch einfache Rechnung

die Darstellung

2
Dj:=—> D,

Ty — Tj—1

Fiir den zweidimensionalen Fall ergeben sich die Kollokationspunkte (ék, 7;) analog.
Seien nun mit D, ;; bzw. D, ;; die partiellen spektralen Ableitungsmatrizen in -
bezichungsweise y-Richtung fiir das Gebiet [x;_1, x;] X [yj_1,y;] bezeichnet. Fiir sie
ergibt sich dann:

0 2

A D= ——D,
ox " Ty — Ti—1

0 2
—~D,;; :=—D

dy POy =y
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3.4 Die Randoperatoren

Um die Kopplung der Elemente an den Interfaces vornehmen zu kénnen, benotigen
wir entsprechende Operatoren, welche jeweils nur die Punkte der jeweiligen Schnitt-
kante repriisentieren. Da wir Ubergangsbedingungen in z- und y-Richtung vorsehen,
bendtigen wir also vier Operatoren, die wir mit B,, B, B, und B, bezeichnen. B,
reprasentiert dabei die Punkte eines Elementes, die auf der rechten Elementkante
liegen, wihrend die Punkte der linken Elementkante mit B ausgelesen werden.
Analog werden die Punkte der oberen, bzw. unteren Elementkante durch B, bzw.
B représentiert.

Um nun diese Operatoren konkret angeben zu konnen, miissen die Kollokations-
punkte in geeigneter Weise durchnummeriert werden, was beispielhaft fiir B, =
(by) € RNFIXINHD? wie in [7] getan werden soll. Der erste Index i durchliuft die
entsprechenden Knoten auf dem Rand, wobei eine spaltenweise Nummerierung be-
ginnend mit der linken unteren hin zur rechten oberen Ecke benutzt wird. Der
Index j durchlauft dabei alle diskretisierten Punkte eines Elementes im gleichen
Sinne. Also ergeben sich die Eintrége von B folgendermafen:

b 1, (i,7) gehort zu einem Punkt auf dem rechten Rand
v 0, sonst

Fiir N = 2 erhélt man beispielsweise die Matrix

BT =

T

o O O
o O O
o O O
o O O
o O O
o O O
o O =

B, B und B/ werden analog definiert.

Des Weiteren bendtigt man einen Operator B € RINVVEXE(N+D? " qar pro Variable
die Punkte reprasentiert, die auf 02 liegen. Dazu seien die Punkte eines jeden
Elementes in der obigen Form durchlaufen. Nun setzen wir

ki=i+ (G- 1)VK (3.12)

und durchlaufen die Elemente ), := ;; per Iteration iiber den neuen Index k =
1,... K.

Anhand einer dquidistanten Gittereinteilung ist fiir K = 9 in Abbildung 3.2 die
Elementnummerierung mit diesem einfachen Index illustriert.
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1
Q, Qg Q
0.6667
Q, Q Q,
0.3333
Q Q, Q
% 0.3333 0.6667 1

Abb. 3.2: dquidistante Gitterunterteilung fiir K = 9 mit einfachem Index
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Fir K =4 und N = 2 ist B damit explizit in der folgenden Form gegeben:

c R36><16

1 0 0000 O0O0O0O0O0OGO0OGO0OO0OO0 0]
01000O0O0OO0OO0OO0OO0O0OO0O0O00QO0
00100O0O0O0OO0OO0OO0O0OO0OO0O0O0
000100O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O0OQO0
0000O0OO0OOOOOO0OOOO0O00QO0
0000O0O0O0OOOOOOOOO0O00QO0
0000100O0OO0OO0OO0OO0OO0O0O0O0
0000O0OO0OO0OO0OO0OOO0OO0OOO0O00QO0
0000O0OO0OO0OO0OOOOOOO0O00QO0
0000O0OO0OO0OO0OOOOOOO0O00QO0
0000O0O0OOO0OOOOOOO0O00QO0
0000O0OO0OO0OO0OO0OOO0OO0OO0OO0O0O0
0000O01O0O0OO0OO0OO0OO0OOO0O0O0
0000O0O0OO0OOOOOOOO0O00QO0
0000O0OO0OOOOOOOOO0O00QO0
0000O0OO0OT1TO0OO0OO0OO0OOOO0O0OQO0
0o0000O0OO0O1O0O0OO0OO0OO0O0O0QO0

0000O0OO0OO0OO0OT1TO0OO0O0OO0OO0O0O0

0000O0OO0OO0OO0OO0OOO0OOOO0O0O0

0000O0OO0OO0OO0OOT1O0O0OO0OO0®O00QO0

0000O0OO0OO0OO0OO0OO0O1O0O0OO0O0OQO0

0000O0O0OO0OO0OO0OOO0OOOO0O00O0
0000O0OO0OO0OO0OO0OOO0OOOO0O00QO0

0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OTI1TO0OO0O0O0

0000O0OO0OO0OO0OOOOOOO0O00QO0
0000O0OO0OO0OOOOOOOO0O00QO0

0000O0O0OO0OO0OOOO0OOT1L1IO0® 0O

0000O0OO0OO0OO0OO0OOO0OOOO0O00QO0
0000O0OO0OO0OO0OOOO0OOOO0O00QO0
0000O0OO0OOOOOOOOO0O00QO0
0000O0OO0OO0OO0OOOOOOO0O00QO0
0000O0OO0OOO0OOOOOOO0O00QO0

0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OT1O00®O0

0000O0OO0OO0OO0OO0OOO0OOOO0O00QO0

0000O0O0OO0OO0OOOO0OOOO0OT1TOQO0

0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OOSO0OO0OT®O01

B" =
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3.5 Das Spektrale System

Unter Verwendung der oben eingefiithrten Operatoren lassen sich nun die Gleichun-
gen (3.2) bis (3.5) bzw. (3.7) bis (3.10) direkt in ein spektrales System iiberfiihren.
Dies wollen wir abhéngig von der gewéhlten Formulierung exemplarisch fiir den
Fall K =4 tun.

Fiir die Formulierung als skalare Gleichung seien der Ubersicht halber zunichst
einige Notationen eingefithrt. Mit 0 sei die Nullmatrix im RNTXN+D* ynd mit
0 der Nullvektor im RV*! bezeichnet. AuBerdem definieren wir fiir einen Vektor
h € R" die Matrix

hy
h* = diag(hy, ..., hy) = e R™",
hn,
Den Differentialoperator D schreiben wir wie folgt:
D1y
Dy
D= )
Di
Doy
mit
Dij = —¢ (D?c,ij + D;,ij) + 01,45 Daij 4 0335 Dy.ij + ¢35

Zusammen mit dem Interfaceoperator

[ —B, B 0 0 |
—B,;Dy11 BfD,xn 0 0
0 0 -B; Bf
T.— 0 0 —B; D12 BiD,oo
o —B, 0 B;r 0 ’
—B;D%H 0 B;D%lg 0
0 —B; 0 BF
i 0 —B, Dyn 0 B;Dy,m_
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und den Definitionen

;
I
=2
—
2
I
OOl O O Ol O O

o
zZRznz

erhalten wir dann das Gleichungssystem
Az = fN.

Der obere Index N der Vektoren ug , izjv , gg soll andeuten, dass die entsprechen-
den Funktionen aus Abschnitt 3.1 ausgewertet an den entsprechenden Kollokati-

onspunkten gemeint sind.
Im Allgemeinen gilt:

Ae RK(N+1)2+4(K—\/?)(N+1)+4N\/?><K(N+1)2.

Wir haben also stets ein {iberbestimmtes Gleichungssystem zu l6sen.

Fiir die Formulierung als System #ndert sich natiirlich 4,z und f&. Mit

Da:,ll

D e D{L’,21
xr Y

Dm,12
DJ:,QQ_

Dy711

. Dy721
v Dy,12 7
Dy 22
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—eDy 11 + b1y
—eDy 01 + b

D, =
' —€Dy 12 + 0749 ’
—€Dy5 20 + b o
—eDy 11 + 0543
D — —eDy 01 + 055
v2 T * I
—eDy 12 + b5 15
*
—eDy 20 + b5 99
sowie

*

1

Du — C;l
Cla
Cao
hat D dann die folgende Struktur:

D,, D,, D,
D=|FE 0 -D,|,

0 FE -D,

wobei 0 hier die Nullmatrix und E die Einheitsmatrix im RANV+D*x4WN+1)? pagaich-
net.

Fiir den Interfaceoperator 7 ergibt sich folgende Darstellung:

—-B, B 0 0

: 0 0 —-B, Bf
1= 1 ; , mit [ := _B- 0 B; 0
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Mit diesen Bezeichnungen und 0 € R*Y VEXA(N+D? getzen wir dann

_fN_
11
N
21
fN
12
fN
22
r N 0
U111 G
N
U1 21 G
N
U112 2
N
U1 22 (_),
N
D Va11 Q
S~ vl N 0
B:=[B 0 0], A= |T|, z:==|3", fN=]=
B CORD) 0
vl 0
2,22 0
N —
Uy 0
N
at
“
9
| 922 |

Auch hier ist das Geichungsystem stets iiberbestimmt, denn es gilt allgemein:

Ae R3K(N+1)2+3-2(K—\/f)(N+1)+4N\/F><3K(N+1)2.






Kapitel 4

Vorstellung verschiedener Loser

Wie wir gesehen haben, fiihrt das in Kapitel 3 vorgestellte Verfahren auf ein
iiberbestimmtes Gleichungssystem der Form

Ar = b,
mit A € R™" m > n.

Da Probleme dieser Art im Allgemeinen nicht l6sbar sind, suchen wir hier die
Losung  des sogenannten linearen Ausgleichsproblems

minimiere ||b— Az||, tiber z € R"
oder in abgekiirzter Schreibweise
b — Az, = min. (4.1)
Losungen des Problems (4.1) werden auch Kleinste-Quadrate-Losungen oder, aus

dem englischen entlehnt, Least-Squares-Losungen genannt. Die Existenz und Ein-
deutigkeit dieser Losungen werden spéter durch Satz (4.1) gesichert.

Zur Losung der Gleichungssysteme in diesem Sinne werden wir in Kapitel 5 die
drei Varianten

1. Losung per Normalengleichungen
2. Losung per Pseudoinverser von A

3. Losung per Q) R-Zerlegung von A
heranziehen und vergleichen. Deswegen wollen wir in diesem Kapitel eine kurze

Einfiihrung und die wichtigsten theoretischen Aussagen zu den einzelnen Verfahren
angeben. Tiefergehende Resultate findet man beispielsweise in [4] oder [13].

31
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4.1 Die Gauflschen Normalengleichungen
Eine Moglichkeit, an eine Losung des Problems (4.1) zu gelangen, ist die Losung
der sogenannten Normalengleichungen.

AT Az = ATb (4.2)
Dieser Sachverhalt ist durch den folgenden Satz beschrieben.

Satz 4.1. Sei A € R™" ynd b € R™.

1. Das lineare Ausgleichsproblem (4.1) besitzt eine Lisung xq.
2. Ist xy eine weitere Lisung, so gilt Arg = Axy.

3. Das Residuum r := b— Axq ist eindeutig bestimmt und gentigt der Gleichung

ATr = 0.
4. Jede Losung xo ist auch Losung der Normalengleichungen (4.2) und umge-
kehrt.
Beweis: siehe [13] 0

Die Normalengleichungen haben ihren Namen aufgrund der Beziehung
r1 Bild(A) C R™,

also daher, dass r eine Normale auf dem Bildraum von A ist. Beispielweise fiir m = 2
und n = 1 ist dies auch anschaulich klar, denn r muss hier gerade senkrecht auf
dem Unterraum Bild(A) stehen. Bild(A) ist ndmlich hier entweder der Nullpunkt
selbst oder eine Gerade durch diesen.

4.2 Singuldrwertzerlegung und Pseudoinverse

Eine weitere Moglichkeit, Problem (4.1) zu losen, besteht darin, die sogenannte
Pseudoinverse A" von A zu berechnen. Zum weiteren Verstindnis bendtigen wir
aber zunéchst die folgenden Resultate und stellen dann mit Satz 4.5 den Zusam-
menhang zu linearen Ausgleichsproblemen her.
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Satz 4.2. Sei A € R™*™ mit Rang p. Dann besitzt A eine Singuldrwertzerlegung,
d.h. ein System

{oi,ujopi=1,...,p;5=1,....m;k=1,...,n}

mit den sogenannten Singuldrwerten oy = o9 = ... = 0, > 0 und Orthonormalba-
sen {u; 15, und {vifp_; des R™ bzw. R", so dass mit

U:=luy,...,uy) € R™™  Vi=vq,...,0,) € R

und
01 0 O
= | e R
0 op, 0
0 0 0
qgilt:
A=UxvT, AT =vETyUT.
Beweis: siehe [4] O

Definition 4.3. Sei A € R™™ und ULV die Singulirwertzerlequng von A aus
Satz 4.2. Dann heifit die Matriz AT = VETUT € R™™ mit

ot 0 0
ZT: eRnXm
0 ot 0

Pseudoinverse oder Moore-Penrose-Inverse von A. Insbesondere ist 21 die Pseu-
doinverse von .

Der Begriff der Pseudoinversen wird durch den néchsten Satz klarer:

Satz 4.4. Die Pseudoinverse AT von A € R™™ ist durch die folgenden vier Glei-
chungen eindeutig bestimmt

1. AATA=A

2. ATAAT = At
3. (AAhHT = AAt
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4. (ATA)" = AtA.

Beweis: siehe [4] O
Die Pseudoinverse A' einer Matrix A hat also d#hnliche Eigenschaften wie die Inverse
einer Matrix. Fiir nicht singulire A € R™" gilt sogar A~! = AT,

Der Zusammenhang zwischen der Pseudoinversen und der Losung von Problem
(4.1) wird durch das folgende Resultat deutlich.

Satz 4.5. Der Vektor A'b ist die eindeutig bestimmte Lisung des linearen Aus-
gleichsproblems (4.1) mit minimaler euklidischer Norm.

Beweis: siehe [4] O

In Matlab ist die Berechnung der Pseudoinversen bequem iiber den Befehl pinv(A)
verfiighar. Matlabintern erfolgt dabei eine Berechnung der Singuldrwertzerlegung
von A.

4.3 Die Q)QR-Zerlegung

Die dritte Moglichkeit ist hier die Verwendung der sogenannten @) R-Zerlegung, die
wie folgt definiert ist:

Definition 4.6. Sei A € R™*"™ mit m > n und Rang(A) = n. Dann ezistiert eine
orthogonale Matrix Q € R™ ™ und eine rechte obere Dreiecksmatriz

rin - Tin
R = e c Rmxn
0 -
0o --- 0
mit A = QR. Dabei sind riy,..., 7T, jeweils von Null verschieden. Eine solche

Faktorisierung wird QQ R-Zerlegung genannt.

Auch hier existiert ein entsprechendes Resultat, welches die Berechnung der )R-
Zerlegung zum Losen linearer Ausgleichsprobleme motiviert.
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Satz 4.7. Sei A € R™" b e R™ und A= QR die QR-Zerlegung von A mit

~

R:ﬁﬂ, undc:QTb:{

C A~ A
Cl} ., ReER™™ ) eR™™" ¢ € R" ¢y € R
2

Dann ist # = Rey Lésung des linearen Ausgleichsproblems (4.1)

Beweis: siehe [4] O

Matlab verfiigt hier ebenfalls {iber eine entsprechende Routine. Mit dem Befehl
qr (A) erhélt man Matrizen (Q und R im Sinne von Definition 4.6.






Kapitel 5

Numerische Ergebnisse:
Formulierung als skalare
Gleichung

In diesem Kapitel werden wir das oben eingefiihrte Verfahren eingehenden nu-
merischen Tests fiir die Formulierung als skalare Gleichung unterziehen, d.h. wir
betrachten Problem (3.1), also Gleichung

—eAu+b-Vutcu=f, inQ=(0,1)>

und ihre Randbedingungen.

Konkret geben wir uns jeweils eine Funktion u(x,y) mit den dazugehérigen Pa-
rametern £,b = (by(z,y),bo(z,y))" und ¢ = ¢(z,y) vor und wihlen die rechte
Seite f(z,y) entsprechend. Durch das Wissen um die exakte Losung sind dann
detaillierte Approximationsaussagen moglich. Ein Vergleich der Ergebnisse bzgl.
der unterschiedlichen Formulierungen erfolgt in Kapitel 6. Bei den ausgewihlten
Beispielen orientierten wir uns an der Dissertation von Schamberg (siche [12]).

Teilweise werden wir auf Eigenschaften der approximierten Lésung in bestimmten
Teilgebieten €2;; eingehen. Zur Indizierung dieser Teilgebiete werden wir ab jetzt im
Regelfall die einfache Indizierung, wie sie in (3.12) eingefiihrt wurde, verwenden.

Bei allen Beispielen werden wir Aussagen iiber Normen und Konditionszahlen ma-
chen. Daher fiihren wir an dieser Stelle zwei Definitionen ein:

Im Allgemeinen sei die Kondition r,(A) einer Matrix A € R™*™ stets wie folgt
definiert (siehe [3]):

37
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Definition 5.1.
max ||Ax
e

Kp(A) == (5.1)

min ||Az||.
||m||p=1” I,

Die Definition der Kondition in dieser Form hat den Vorteil, dass sie auch fiir

allgemeine rechteckige Matrizen wohldefiniert ist.

Speziell fiir die 2-Norm, also fiir den Fall p = 2, gilt aulerdem

Korollar 5.2. Set A € R™*™,

1. Sei ferner ¥ = diag(oy,...,0s) die Singuldirwertzerlegung von A mit s =
o1

min{m,n} und o; > o; firi < j. Dann git rz(A) = 2!

2. ka(ATA) = ka(A)2.

Beweis: siehe [3] O

Eine bequeme und effizient implementierte Auswertungsmoglichkeit steht mittels
des Matlab-Befehls cond(A) zur Verfiigung. Auch matlabintern wird dazu eine
Singuldrwertzerlegung berechnet (siehe [10]).

Wie man experimentell bestédtigen kann, gilt fiir die Kondition der in Kapitel 3
eingefiihrten Ableitungsmatrizen

Ko(D) = O(N?) und ky(D?) =~ O(N*). (5.2)
Zur Darstellung der Approximationsfehler werden wir im weiteren Verlauf der Ar-
beit stets die diskrete L?-Norm ||-||,» benutzen.

Definition 5.3. Unter der [*-Norm ||-||,» eines Vektors x € R™ verstehen wir die
folgende Abbildung




5. Numerische Ergebnisse: Formulierung als skalare Gleichung 39

5.1 Beispiel 1: moderater Randlayer

In diesem Beispiel wird das folgende Problem betrachtet. Die Funktion w ist hier

durch
(z-D-1)

u(z,y) =exp | — . (5.3)

gegeben. Mit ¢ = 10716 = (1,1)" und ¢ = 1 wird die rechte Seite f(z,y) so
gewihlt, dass u(z,y) Losung des Problems ist.

Auf fast dem gesamten Gebiet {2 ist u nahezu konstant 0 und steigt abhingig
vom Parameter ¢ am rechten bzw. oberen Rand mehr oder weniger steil auf 1 an.
Je kleiner dabei € gewéhlt wird, desto steiler geht dieser Anstieg vonstatten. Wir
wollen hier den ,,moderaten* Fall ¢ = 10~! betrachten. In Abschnitt 5.2 werden wir
dann mit € = 1073 den Fall eines ,,echten“ Randlayers betrachten. Die Abbildung
5.1 veranschaulicht den Funktionsverlauf.
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Abb. 5.1: Plot der exakten Losung

5.1.1 Auswertung der Konditionszahlen

Tabelle 5.1 zeigt die Konditionszahlen von A fiir die Parameter K € {4, 9, 16,25, 36}
und N € {4,8,12,16,20} fiir eine dquidistante Gittereinteilung. Im weiteren Ver-
lauf der Arbeit werden die Konditionszahlen stets bzgl. dieser Gittereinteilung an-
gegeben, so dass wir auf eine explizite Angabe des jeweiligen Gitters verzichten
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werden. Erkennbar ist, dass ko(A) deutlich starker mit einer Erhéhung des Poly-
nomgrades N als mit einer Erhéhung der Elementanzahl K wiéchst.

Tabelle 5.2 zeigt die Konditionszahlen von AT A fiir den Parametersatz

K €{4,9,16,25,36} und N € {4,8,12,16,20}. Nach Korollar 5.2 war ein quadra-
tisches Wachstum der Konditionszahlen von AT A verglichen mit den Konditions-
zahlen von A zu erwarten, also

ko (AT A) & iy (A). (5.4)

Wie man sieht, bestétigt sich dies auch in den numerischen Experimenten. In Ab-
schnitt 5.1.2 wird sich dieses Verhalten auch in den vergleichsweise schlechten Feh-
lerresultaten niederschlagen, denn fiir hohe Polynomgrade N oder grofle Elem-
entzahlen K macht sich der Einfluss der hohen Kondition in Form von verstéarkten
Rundungsfehlereinfliissen auf die Losungsgenauigkeit stark bemerkbar. Da die Kon-
dition von A ohnehin fiir grole N bzw. K sehr grof§ ist, wird dieser Einfluss bei
der Verwendung der Normalengleichungen nochmal verstérkt.

| | N=4 | N=8 [ N=12 | N=16 | N=20 |
=4 [3.627-10% | 5.614 - 10% | 3.064 - 10* | 1.059 - 10° | 2.811 - 10°
=9 [ 1.002-10% | 1.696 - 10" | 9.454 - 107 | 3.292 - 10° | 8.760 - 10°
K =16 | 2.156 - 10° | 3.821 - 10* | 2.149 - 10° | 7.507 - 10° | 2.000 - 10°

K =253.998-10°% | 7.254- 10" | 4.097 - 10° | 1.434 - 10° | 3.823 - 10°
K =36]6.682-10° | 1.231-10° | 6.971 - 10° | 2.441-10° | 6.513 - 10°
Tab. 5.1: ko(A) fiir Beispiel 1

N =4 N=8 | N=12 N =16 N =20
K =4 [1315-10° | 3.151-10" | 9.387-10° | 1.122-10" | 7.902 - 10"
K =9 [1.003-10°] 2.878-10° | 8.938-10° | 1.084-10" | 7.675- 10"

K =16 | 4.649-10° | 1.460-10° | 4.616-10'° | 5.636 - 10'* | 4.001 - 10'2
=25 1.598-107 | 5.262-10° | 1.678- 10" | 2.055-10'% | 1.462- 103
=36 | 4.465-107 | 1.515-10'° | 4.859- 10'* | 5.958 - 10'% | 4.234 - 103

Tab. 5.2: k(AT A) fiir Beispiel 1

5.1.2 Auswertung der Approximationsfehler

In diesem Abschnitt werden verschiedene Loser auf einer dquidistanten Gitterein-
teilung verwendet. Dabei wird der Frage nachgegangen, welcher der in Kapitel 4
vorgestellten Loser sich hier in der Verwendung als numerisch sinnvoll erweist.
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Zur Unterscheidung der exakten und der ndherungsweise berechneten Losung wird
die niherungsweise Losung mit u” bezeichnet.

Die Frage der numerischen Sinnhaftigkeit der Verwendung eines bestimmten Ver-
fahrens geschieht im Spannungsfeld mehrerer moglicher Anforderungen an den
Losungsprozess. Zum einen konnte man hauptséchlich an einer moglichst exakten
Néherungslosung interessiert sein und dementsprechend als Kriterium den kleins-
ten erzielten Fehler ming Hu —ul H 2 betrachten. In der Ingenieurs-Praxis ist man
bei bestimmten Aufgabenstellungen aber oftmals schon mit einem vergleichsweise
groflen Fehler zufrieden und versucht daher die Berechnungszeiten, welche not-
wendig sind um diese Approximationsgiite zu erhalten, zu reduzieren. Aus diesem
Grunde werden wir die hier erzielten Ergebnisse unter beiden Gesichtspunkten ver-
gleichen.

In den Tabellen 5.3 bis 5.6 sind die Approximationsfehler Hu —ul HIQ unter Ver-
wendung der in Kapitel 4 vorgestellten Losungsverfahren anhand verschiedener
Elementanzahlen K und Polynomgraden N dargestellt. Wie man sieht, wurden in
Tabelle 5.6 die Daten fiir K € {25,36} bei N = 20 ausgelassen. Da die Berechnung
der Pseudoinversen extrem zeitaufwéndig ist und sich zudem die Approximations-
fehler schon bei N = 16 verschlechterten, wurde auf die Berechnung dieser Daten
verzichtet.

| N=4 | N=38 N=12 | N=16 | N=20
K =413926-10"7[6.305-107° [ 1.533-107% [ 8.931-10"" [ 4510-10""
K =9 |1855-10"%]6.206-10° [ 3.124-107" | 3.342-10"" | 7.900 - 10~ "
K =16[8743-10"% | 1.147-1075 [ 1.686- 10" [ 8.858 - 10~ | 8.260 - 10~ '3
K
K

=2514.426-107% [ 2.889-1077 | 1.772- 10712 | 1.293 - 1072 | 2.380 - 10~'2
=36 | 2.361-107% | 8.596- 107 | 1.202- 10712 | 2.877- 1072 | 4.677- 10712

Tab. 5.3: Hu — UNHP fiir Beispiel 1 per QR-Zerlegung (Teil 1)

| | N=21 |
| K=4[8104-10"" |

Tab. 5.4: Hu — UNHP fiir Beispiel 1 per QR-~Zerlegung (Teil 2)
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| N=4 | N=8 | N=12 | N=16 | N=20 |
K=4[3926-10"7]6.305-107° [ 1.626-10° | 6.524-10°% | 4.877 10"
K=9 [1855-107%]6.206-10° [ 4.796-107° [ 4.162-10"" | 7.620- 10°°
K =16]8743-107% [ 1.147-107° [ 1.326-10" | 7.014-10°° | 2.745-10°°
K
K

=2514.426-1072 | 2.888-1077 | 2.578-10"7 | 1.748-10~° | 1.390 - 10~*
=3612361-1031]1.292-10"7 | 3.400-10°° | 2.127-107° | 4.086 - 103

Tab. 5.5: Hu — uNle fiir Beispiel 1 per Normalengleichungen

| N=4 | N=8 | N=12 | N=16 | N=20
—4 [3.926-1077[6.305-107° [ 1.533-107% | 1.117-107 "2 [ 1.382- 10" "
=9 [1.855-1072 | 6.206-10°° | 3.125-10""" [ 1.312-10""2 | 2.844 - 10~ "
K =168.743-10"% [ 1.147-10°° | 1.690 - 10" [ 3.367-10"" | 5.703 - 10" "
K =25]4426-10"°[2.889-10""[2.442-107" | 5.914-10"" —
K =36]2361-10"% [ 8.596- 107" [ 3.126- 10" | 8.536 - 10~ —

Tab. 5.6: Hu —ulN ng fiir Beispiel 1 per Pseudoinverse

Wie den Tabellen zu entnehmen ist, liegt hier exponentielle Konvergenz vor. Ver-
anschaulicht ist dies in Abbildung 5.2. Beispielhaft sind dort die erzielten Appro-
ximationsgenauigkeiten fiir K = 9 im Vergleich der verschieden Loser erkennbar.
Erst ab einem Polynomgrad von N > 16 ist bei der QR-Zerlegung - bedingt durch
die hohe Kondition und der damit verbundenen Zunahme von Rundungsfehlerein-
fliissen - ein ,,Knick“ im Graphen erkennbar und die Approximationsgenauigkeit ist
fiir N = 20 schlechter als fiir N = 16. Bei der Pseudoinversen ist die Verbesserungs-
rate des Fehlers ab N = 12 schlechter als bei Verwendung der @) R-Zerlegung und
ab N = 16 ist dann ebenfalls eine Fehlerverschlechterung zu beobachten. Dieses
Verhalten tritt in extremerer Form némlich frither und stérker bei der Verwendung
der Normalengleichungen auf, was unter Einbezug der Ergebnisse in 5.1.1 zu er-
warten war. Bei exakter Rechnerarithmetik wére natiirlich bei jedem Verfahren das
gleiche Ergebnis zu erwarten, jedoch machen sich hier die Eigenarten der Verfahren
hinsichtlich der Kondition bemerkbar, was am deutlichsten bei der Verwendung der
Normalengleichungen zu erkennen ist.

Im Sinne des geringsten Fehlers ist also die Verwendung der QR-Zerlegung sicherlich
die beste Wahl. Etwas schlechtere Resultate wurden mit der Pseudoinversen erzielt.
Der minimale Fehler liegt aber hier mit 1.117 - 107!2 bei K = 4 und N = 16
deutlich {iber einem erreichten Wert von 3.342 - 10713 bei K = 9 und N = 16 und
Verwendung der QR-Zerlegung. Aufgrund der hohen Kondition war bei keinem der
Loser zu erwarten, dass anndhernd Maschinengenauigkeit erreicht wird.



5. Numerische Ergebnisse: Formulierung als skalare Gleichung 43

T
—6— QR-Zerlegung
—&— Normalengleichungen
10 ¢ —>— Pseudoinverse

Fehler

10°®

10—10 |

-12|

10

107

Abb. 5.2: Hu — UNHP fiir K =9 im Vergleich der verschiedenen Loser

Die Verwendung der Normalengleichungen hat aber bzgl. der Berechnungszeiten
gegeniiber den beiden anderen Losern deutliche Vorteile. Die benétigten CPU-
Sekunden sind verglichen mit der Verwendung der QR-Zerlegung bei gleichem N
und K um die Hélfte kleiner. Eindeutig nicht zu empfehlen ist hier die Berechnung
per Pseudoinverser. Tabelle 5.7 stellt diesen Sachverhalt im Vergleich fiir K €
{4,9,16,25,36} und N = 16 dar. Abbildung 5.3 veranschaulicht dies in einem
entsprechenden Plot.

‘ QR-Zerlegung ‘ Normalengleichung ‘ Pseudoinverse

K=1 24 1.5 24.7
K=9 25.7 13.3 272.3
K =16 | 141.0 69.8 1750.9
K =25] 54438 259.9 6149.5
K =36 | 1579.6 769.8 42087.3

Tab. 5.7: Benotigte CPU-Sekunden fiir Beispiel 1 im Vergleich fiir N = 16
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—6— QR-Zerlegung
10*}| —=— Normalengleichungen J
—<— Pseudoinverse

CPU-Sek.

Abb. 5.3: Bendtigte CPU-Sekunden fiir Beispiel 1 im Vergleich fiir N = 16

Die spéter zu rechnenden Beispiele werden sich in der numerischen Behandlung
als deutlich schwieriger erweisen. Um eine zufriedenstellende Approximationsgiite
sicherzustellen, werden sehr hohe Polynomgrade notig sein. Unter Einbeziehung
von (5.4) und den entsprechenden hier erzielten Ergebnissen wollen wir die QR-
Zerlegung daher in diesem Kontext als numerisch brauchbarer bezeichnen und sie
im weiteren Verlauf der Arbeit verwenden.

5.2 Beispiel 2: verschirfter Randlayer

In diesem Beispiel wollen wir Funktion (5.3) in einer verschérften Form wieder
aufgreifen, indem wir fiir € den Wert 10~2 wihlen. Dadurch ergibt sich das Vorliegen
eines ,echten“ Randlayers. Im Bereich sehr nahe bei 1 steigt also die Losung u
extrem schnell auf 1 an, so dass man von einer singuldren Stérung sprechen kann.
Abbildung 5.4 veranschaulicht diesen Sachverhalt. Zu beachten ist dabei, dass die
- bzw. y-Achse aus Griinden der Ubersicht erst bei 0.9 beginnt.
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Abb. 5.4: Plot der exakten Losung

5.2.1 Auswertung der Konditionszahlen

Wie auch im vorigen Abschnitt haben wir hier die Konditionszahlen untersucht.
Dadurch wird einerseits der Einfluss des Parameters ¢ auf die Losung von (5.3)
deutlich, andererseits ertffnet sich in die Moglichkeit, den Vergleich der Approxi-
mationsergebnisse fiir die beiden dquivalenten Formulierungen auch auf Basis der
Konditionszahlen zu bewerkstelligen. In diesem Zusammenhang sei auf Abschnitt
6.2.1 hingewiesen. Dort werden wir die Frage anschneiden, wie stabil die Konditi-
onsbestimmung fiir diese Beispiele bzgl. der unterschiedlichen Formulierungen oder
variiertem e ist.

Abbildung 5.5 zeigt einen Vergleich der Konditionszahlen ry(A) exemplarisch fiir
K = 36.

Vergleicht man die Konditionszahlen in Tabelle 5.8 mit den entsprechenden Werten
des vorigen Abschnitts 5.1.1, fillt sofort auf, dass die Kondition fiir e = 1072 im
Durchschnitt um eine Zehnerpotenz besser ist. Abbildung 5.5 zeigt dies in einem
entsprechenden Plot. Offenbar hat diese Verkleinerung von ¢ hier einen konditi-
onsddmpfenden Einfluss.

Die Konditionsverbesserung wird sich - wie wir in Abschnitt 5.2.2 sehen werden
- trotzdem nicht in einer Verbesserung der Approximationsfehler niederschlagen.
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5.2. Beispiel 2: verschérfter Randlayer

Dieses Verhalten entspricht den in Kapitel 2 beschriebenen Problemen bzgl. sin-
gular gestorter Differentialgleichungen und unterstreicht damit die numerischen

Schwierigkeiten, die bei Gleichungen dieser Art auftreten.

Tabelle 5.9 zeigt die Konditionszahlen xy(ATA) in Abhingigkeit von K und N.
Vergleicht man sie mit den Daten aus Tabelle 5.8, bestétigt sich auch hier das in
(5.4) beschriebene Verhalten bzgl. des Verhéltnisses der Kondition der Normalen-

gleichungen und der Kondition von A.

| N=4 N=8 | N=12 | N=16 | N=20
K =4 [1.987-10% [ 1.036 - 10° | 2.798 - 10° | 5.860 - 10° | 1.075 - 10
K =9 [4.368-10% | 2.185-10% | 5.965 - 10° | 1.285 - 10* | 2.449 - 10*
K =16 | 7.561-10% [ 3.709 - 10 | 1.031 - 10" | 2.290 - 10* | 4.539 - 10*
K =25 1.157-10% | 5.645-10% | 1.602- 10" | 3.672-10* | 7.571 - 10°
K =36 1.639-10% [ 8.021 -10% | 2.326 - 10" | 5.502- 10" | 1.181 - 10°
Tab. 5.8: ko(A) fiir Beispiel 2
—6— £=0.001

—8—¢e=0.1

Kondition
=
o

Abb. 5.5: kg(A) fiir K =36 und € € {1071,1073}

16

20
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| | N=4 | N=8 | N=12 | N=16 | N=20 |
K =4 ]3948-10" [ 1.074-10° | 7.830- 10° | 3.434 - 107 | 1.157 - 10°
K =9 [1.908-10° [ 4.775-10° | 3.558 - 107 | 1.651 -10% | 5.996 - 10°
K =16 | 5.717-10° | 1.376- 10" | 1.062 - 10% | 5.244 - 10° | 2.061 - 10°
K
K

=2511.338-10° | 3.187-107 | 2.565 - 10® | 1.348 - 10° | 5.731 - 10°
=36 | 2.687-10° | 6.434-107 | 5.412-10% | 3.027-10° | 1.394 - 10'°

Tab. 5.9: k(AT A) fiir Beispiel 2

5.2.2 Auswertung der Approximationsfehler

Weil der Bereich, in dem Schwierigkeiten bei der Approximation zu erwarten sind,
nur am rechten bzw. obere Rand von (2 liegt, stellt sich die Frage, ob man durch spe-
ziell angepasste Gittergeometrien und einer damit verbundenen feineren Auflésung
der Layerregionen bessere Approximationsergebnisse erzielt.

In den néchsten Abschnitten werden daher verschiedene Gittertypen untersucht,
um der Frage nachzugehen, welcher sich dem Problem als adédquat erweist. Dabei
werden wir zunéchst die einfachste Gitterform, also ein dquidistantes Gitter, ver-
wenden. AnschlieBend rechnen wir die Aufgabe unter Verwendung eines speziellen,
zum Rand hin clusternden, Gitters. Als dritte Variante werden wir ein Chebyshev-
Gitter verwenden und die Ergebnisse untereinander vergleichen.

Bei allen Gittertypen werden wir die Ergebnisse aus Abschnitt 5.1.2 berticksichtigen
und stets die QQR-Zerlegung zur Losung der sich ergebenden Gleichungssysteme
verwenden.

In den Tabellen 5.10 und 5.11 sind die Approximationsfehler Hu —ul H ;2 anhand
verschiedener Elementanzahlen K und Polynomgraden N fiir das dquidistante Git-
ter dargestellt.

| | N=4 | N=8 | N=12 | N=16 | N=20 |
K=41]3851-10° [8.901-107"[3.099-10"" [ 2.029-10"" | 1.498 - 10!
K=9 | 1.905-10° [ 4.284-10~' [ 1.788-107" | 1.427- 10! | 1.062 - 10!
K=16] 1.379-10° [2.782-10' | 1.463- 10" | 1.161- 10! | 8.680 - 10~*
K =259.951-10""]2.045-10"" [ 1.350- 10" | 1.004- 10~ [ 7.776 - 102
K =36]7544-10"" | 1.703-10" [ 1.264-10"" | 9.073-1072 [ 7.190 - 10~*

Tab. 5.10: Hu —ulv Hl2 fiir Beispiel 2 bei Verwendung des dquidistanten Gitters (Teil 1)
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| N=24 | N=28 | N=32 |
K=4[1242-107* [ 1.055- 107 | 9.325 - 102
K=9 | 8707-1072]7652-10"2 | 6.825-1072
K =16 |7.357-10"2 | 6.403-10"2 | 5.570 - 102

Tab. 5.11: Hu —ulv H ;2 fiir Beispiel 2 bei Verwendung des dquidistanten Gitters (Teil 2)

Als néchstes werden wir zur Losung des Problems (5.3) ein folgendermaflen an-
gepasstes Gitter verwenden: Ausgehend von einer dquidistanten Gittereinteilung
fir K = 4 werden fiir hohere Elementanzahlen (K = 9,16,25,...) die Elemente,
welche direkt am rechten bzw. oberen Rand abschlielen, so verkleinert, dass die
Lénge ihrer Projektion auf die z- bzw. y-Achse halbiert wird. Dadurch clustern die
Elemente am rechten bzw. oberen Rand von €. Abbildung 5.6 zeigt die Gitterein-
teilung exemplarisch fiir K = 16 und N = 4. Die blauen Kreuze deuten dabei die
Position der Kollokationspunkte an; die roten Linien die Elementgrenzen.

1¥ X X X X X X X X XXX X X
X X X X X X X X XXX X X
X X X X X X X X XXX X X
X X X X X X X X XXX X ¥
0.875 X X X X X X X X XXX X X
X X X X X X X X XXX X X
X X X X X X X X XXX X X
0.75
X X X X X X X X XXX X X
X X X X X X X X XXX X X
X X X X X X X X XXX X X
0.5
X X X X X X X X XXX X X
X X X X X X X X XXX X X
X X X X X X X X XXX X X
0
0 0.5 0.75 0.875 1

Abb. 5.6: Angepasste Gitterstruktur fiir Beispiel 2 fiir K = 16 und N =4

In den Tabellen 5.12 und 5.13 sieht man die mit dem oben eingefiihrten Gitter
erzielten Ergebnisse. Da die Gitterstruktur bei K = 4 Elementen die gleiche ist,
wie bei der dquidistanten Gittereinteilung, wurden die Werte hier weggelassen. Wie
man erkennt, liegt der hier kleinste erzielte Fehler deutlich iiber dem Wert, welcher
mit einer dquidistanten Einteilung erzielt wurde.
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| | N=4 | N=8 | N=12 | N=16 N =20
K=9]1239-10° [ 2.839-10" [ 1.556-10"" | 1.195- 10" | 1.095 - 10"
K =16|5887-10"" [ 2.473-10' [ 1.605-10"" | 1.481-10"' | 1.475- 10"
K =25]5803-10""[2.069-10"" | 1.618-10" | 1.602-10"" [ 1.620- 10"
K=3614192-10"" [1.603-10~' [ 1.564-10"' | 1.600-10~' | 1.626 - 10"

Tab. 5.12: Hu —ulv Hl2 fiir Beispiel 2 bei Verwendung des angepassten Gitters (Teil 1)

| | N=24 | N=28 | N=32
K=9 [1.071-107' | 1.059- 107" | 1.054 - 10!
K=16|1485-10"* | 1.501-107* | 1.530-10~*

Tab. 5.13: Hu - uNHl2 fiir Beispiel 2 bei Verwendung des angepassten Gitters (Teil 2)

In der folgenden Variante werden wir auch die Gittereinteilung anhand der Cheby-
shev-GauB-Lobatto-Knoten (CGL-Knoten) vornehmen.

Abbildung 5.7 zeigt die Gittereinteilung exemplarisch fiir K = 16 und N = 4. Die
blauen Kreuze deuten dabei, wie oben, die Position der Kollokationspunkte an; die
roten Linien die Elementgrenzen.

LEX X X X X X X X X X X X
XXX X X X X X X XXX
X X X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X X X
0.8536
X X X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X X X
0.5
X X X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X X X
0146483 X X X X X X X X
X X X X X X X X X X
okx % % X X X X X X X X X
0 0.1464 0.5 0.8536 1

Abb. 5.7: CGL-Gitterstruktur fiir Beispiel 2 fiir K = 16 und N =4
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Die Tabellen 5.14 und 5.15 geben uns einen genauen Aufschluss iiber die erzielten

Fehlergenauigkeiten.

| N =4 N=8 | N=12 [ N=16 | N=20
K=9]1729-10° [4463-10'[2.374-107" | 1.872-10"' [ 1.705- 10"
K =16]9.336-10"" [ 3.154-107" [ 2.172-107"' | 2.031-10~! | 1.973- 10"
K =25]6534-10"" [ 2.693-10~" [ 2.225-107" | 2.167-10~' | 2.140- 10"
K =36]5114-10"" [ 2469 107" [ 2.283-107" | 2.257-10~' | 2.236- 10"

Tab. 5.14: Hu - uNHlQ fiir Beispiel 2 bei Verwendung des CGL-Gitters (Teil 1)

N =24 N =28 N =32
K=9 [ 1616-1071 | 1.544-107* | 1.494 - 107!
K=16[1930-10"' [ 1.892-107! | 1.810- 107!

Tab. 5.15: Hu — uNHl2 fiir Beispiel 2 bei Verwendung des CGL-Gitters (Teil 2)

Wie auch in der zweiten Variante ergeben sich, verglichen mit der Verwendung
eines aquidistanten Gitters, deutlich schlechtere Fehler. Bei einer deutlichen Ver-
feinerung eines Elementes liegen wesentlich mehr Kollokationspunkte im kritischen
Bereich des Randlayers und das singulére Verhalten wirkt sich iiber die Interface-
Bedingungenn global auf die Losungsgenauigkeit aus. Ab einer Unterschreitung
einer gewisssen Elementgrofie wird bei festem N also die Approximation in diesem
Element wieder schlechter statt besser. Abschnitt 5.2.4 wird den Zusammenhang
zwischen der Elementgrofie und der sich daraus ergebenden Approximationsge-
nauigkeit fiir K = 4 aufzeigen, indem fiir verschiedene N die jeweils optimale
Gitterstruktur berechnet wird.

Um die Gitter bzgl. ihrer Genauigkeiten auf einzelnen Elementen vergleichen zu
konnen, sieht man in Tabelle 5.16 bei festem K = 25 fiir jedes Element den ent-
sprechenden Fehler Hul —ul H ;2- Die Notation u; bedeutet dabei die Einschrankung
von u auf das Element €2;. Die Elemente, die in der Randlayerregion liegen, wurden
durch eine vorangestellte Raute kenntlich gemacht.
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‘ ‘ aquidistant ‘ angepasst ‘ CGL ‘
O 9.271-107% | 5.928 - 1072 | 5.442 - 1073
Oy [2311-1073 | 8.964-1072 | 2.668-1072
Qs | 7512-103 | 1.524-10° 1 | 9.852- 102
Q4 5.976-1072 | 2.265-1071 | 2.175- 107!
005 2.395-1071 | 3.336- 1071 | 3.589 - 101
Qs | 2.311-10°3 | 8.964- 102 | 2.668 - 102
Q; |2.194-1073 | 5.468- 102 | 1.878- 102
Qg [3.030-1073 | 1.180- 107" [ 9.902- 102
Qy [2500-1072|1.970-10"1 | 2.509 - 1071

O | 1.128 1071 | 25511071 | 4.313-107¢
Qu | 7.512-1073 | 1.524-107! | 9.852- 1072
Qs | 3.030-1073 | 1.180-107' [ 9.902- 1072
Qi3 | 2258102 | 2.611-10-2 | 6.107 - 102
Qy | 6.460-1073 | 5.671-1072 | 1.529- 1071

Oy | 3.354-1072 1 9.577-1072 | 2.914-107¢
Qi | 5.976-1072 | 2.265- 1071 | 2.175- 10!
Q7 | 2.497-1072 | 1.970-1071 | 2.509 - 1071
Qg | 6.460-1073 | 5.671-1072 | 1.529- 1071
Q9 | 1.076-1072 | 9.522- 1072 | 7.184 - 1072

Oy | 6.522-1073 | 1.241-1072 | 1.181- 107!

009y | 2.395-1071 [ 3.336-107" | 3.589 - 1071

00y | 1128101 | 2.551- 10" | 4.313- 107

093 | 3.354-1072 | 9.577-1072 | 2.914 - 1071

Oy | 6.522-1073 | 1.241-1072 | 1.181- 107!

0095 | 1.659-1072 | 3.992-1073 | 2.160- 1072

Tab. 5.16: Hu — ulNle fiir Beispiel 2 fiir K = 25 und N = 20 im Vergleich der Gitter.
Randelemente sind durch eine Raute kenntlichgemacht.

Betrachtet man nun die Randelemente, die nahe an der Ecke (1,1) liegen, also
Q9o und gy, so fallt auf, dass die Ergebnisse unter Verwendung des dquidistanten
Gitters ungefdhr um eine Zehnerpotenz oder mehr besser sind. Selbst das Element
in der Ecke, also 295, welches von den beiden anderen Gittertypen wesentlich feiner
aufgelost wird, wird vom dquidistanten Gitter besser approximiert. Im Vergleich
zum angepassten Gitter ist dieser Unterschied zwar vergleichsweise klein, jedoch
ist das dquidistante Gitter im Vergleich zum CGL-Gitter auch hier um ungefahr
eine Zehnerpotenz besser. Hieran erkennt man deutlich die oben beschriebenen
Probleme der nicht dquidistanten Gitter.

Fraglich ist die durchweg schlechte Approximation der Elemente €25 und 9, also
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der Elemente im rechten unteren und linken oberen Rand. Schaut man sich die
entsprechenden Plots der exakten Losung an (siehe Abbildung 5.4, aber prinzipiell
auch Abbildung 5.1), so ist erkennbar, dass das Anstiegsverhalten in diesen Elemen-
ten noch extremer ist, als in den Ubrigen. Element (5 weist hier den moderatesten
Anstieg auf und wird, wie wir oben sehen, auch von allen Randelementen am bes-
ten approximiert. Je néher die Randelemente an den Ecken (1,0) bzw. (0, 1) liegen,
desto schlechter ist auch die errechnete Losung. Die schlechte Approximation in
diesen Eckenelementen ist also auch dem noch etwas extremeren Anstiegsverhalten
zuzuschreiben.

Der Nachteil der teilweise schlecht aufgelosten Randregionen liefle sich vielleicht
durch die Verwendung eines nichtkonformen Gitters beheben, was aber in dieser
Arbeit nicht weiter verfolgt werden soll.

Tabelle 5.17 zeigt uns zusammenfassend den Gesamtfehler eingeschrinkt auf die
Elemente, welche direkt am rechten oder oberen Rand abschliefen fiir K = 25
und N € {4,8,12,16,20}. Fiir relativ kleine Polynomgrade erzielt man zwar bes-
sere Ergebnisse mit dem angepassten oder dem CGL-Gitter, bei grofler werdenden
Polynomgraden stellt sich aber ein gegenteiliger Effekt ein und die erzielten Genau-
igkeiten auf dem Rand sind bei der Verwendung des dquidistanten Gitters besser.
Abbildung 5.8 veranschaulicht uns diesen Zusammenhang. Der Zusammenhang von
Elementgrofie und Polynomgrad wird auch noch mal in Abschnitt 5.2.4 auftauchen.
Bei kleineren Polynomgraden ist zudem die Approximation von u auf den rand-
fernen Elementen schlechter und ein stabilisierender Einfluss iiber die Interface-
Bedingungen bleibt hier noch aus.

‘ aquidistant ‘ angepasst ‘ CGL ‘
N=4 | 1.496-10° | 6.633-107! | 8.961- 101
N=8 [2815-10"']2.103-107"' | 3.782-10!
N=12|2045-10"* | 1.951-10"* | 3.161-10~*
N =16 |1562-10"" | 2.004-10~" | 3.080 - 10~*
N =2011258-10"'|2031-10"" | 3.033-10~*

Tab. 5.17: Hu —ulv HP fiir Beispiel 2 in den Randelementen rechts und oben im Vergleich
der verschiedenen Gittertypen
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Abb. 5.8: Vergleich der Gitter bzgl. des Fehlers in den Randelementen rechts und oben
fiir Beispiel 2

Insgesamt scheint bei einem konformen Gitter die dquidistante Gitterzerlegung von
den drei betrachteten Varianten die optimale zu sein.

5.2.3 Gewichtung der Interface-Bedingungen

Heinrichs hat in [6] den Einfluss unterschiedlicher Interface-Gewichtungen auf die
Losungsgenauigkeit untersucht. Diesen Ansatz wollen wir in diesem Abschnitt auch
verfolgen. Dazu multiplizieren wir die Interface-Bedingungen mit einem Skalie-
rungsfaktor u. A hat dann die folgende Struktur:

A= |u-T|. (5.5)
B

Eine stiarkere Gewichtung, also ein gréfleres u, erzwingt anschaulich gesprochen
glattere Ubergéinge auf den Interfaces. Eine vergleichsweise kleine Gewichtung er-
laubt dagegen Spriinge auf den Interfaces. Wie sich die verschiedenen Gewichtun-
gen auf die Losungsgenauigkeit auswirken und insbesondere in welchen Bereichen
des betrachteten Gebietes €2 diese Auswirkungen stattfinden, wollen wir in diesem
Abschnitt herausfinden.
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Da sich die Ergebnisse fiir unterschiedliche Elementanzahlen in der Tendenz gleich
verhalten haben, betrachten wir - wie im vorigen Abschnitt - exemplarisch den Fall
K = 25. Auflerdem verwenden wir hier ein dquidistantes Gitter.

Tabelle 5.18 zeigt uns den Gesamtfehler Hu — “NHp fir u € {100, 1,0.01} fiir un-
terschiedliche Polynomgrade. Erkennbar ist die vom Polynomgrad unabhéngige
schlechtere Approximation von u bei der sehr kleinen Gewichtung mit p = 0.01.
Vergleicht man nun die Approximationsgiiten bei Skalierungen von g = 1 und
i = 100, lasst sich feststellen, dass fiir hohe Polynomgrade N ein - wenn auch
sehr kleiner - stabilisierender Effekt eintritt. Unter Betrachtung der Ergebnisse in
Tabelle 5.20 ist diese Verbesserung ab N = 12 auch durch eine Verbesserung in
den Randlayergebieten bedingt. Fiir die Elemente auflerhalb des Randes, also in
den Bereichen, in denen sich die Losung glatt verhélt, kann man fiir © = 100 und
N € {12,16} ebenfalls eine leichte Verbesserung der Approximation feststellen (sie-
he Tabelle 5.10). Ab N = 20 ist die Losung jedoch schlechter als fiir 4 = 1, was
auftretenden Rundungsfehlereinfliisssen zuzuordnen ist, die bei groflerem p stérker
ihre Nachbarelemente beeinflussen. Die Abbildungen 5.9 bis 5.11 veranschaulichen
die Daten der eben genannten Tabellen exemplarisch fiir K = 25.

Grundsétzlich wurden mit einer kleinen Gewichtung von p = 0.01 durchgéingig
schlechtere Ergebnisse erzielt. Das Ausmafl der Verschlechterung nahm jedoch mit
wachsendem N leicht ab.

In [6] konnte Heinrichs mit unterschiedlichen Gewichtungen gezielt das Losungs-
verhalten auf den einzelnen Elementen beeinflussen. Insbesondere wirkte sich bei
kleinen Polynomgraden eine kleine Gewichtung positiv auf den layerfernen Bereich
aus. Diesen Effekt konnen wir, wie in den Tabellen ersichtlich ist, so nicht fest-
stellen. Das von Heinrichs betrachtete Beispiel unterscheidet sich aber von dem
hier betrachteten in zwei Punkten. Zum einen lag die Layerregion dort in einem
Element isolierbar und deshalb wurden dort nur zwei Elemente betrachtet. Zum
anderen war das Verhalten der Losung im Layerbereich wesentlich moderater.

| | p=100 | pu=1 | p=001 |
N =14 19.852-10"119.951-10"" [ 1.536 - 10°
N =38 [2573-10"1[2.045-1071 | 6.727 - 10°
N=12]1152-10"1 [ 1.350- 10~ | 3.191-10°
N
N

=16 | 9.033-1072 | 1.004 - 107" | 5.405- 107!
=20 | 7.491-1072 | 7.776 - 1072 | 2.666 - 10~*

Tab. 5.18: |ju — uV||, fiir Beispiel 2 fiir K = 25 und p € {100,1,0.01}
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Abb. 5.9: ||u — u®||, fiir Beispiel 2 fiir K = 25 und p € {100,1,0.01}

p=100 [ p=1 [ p=001 |
4 [5808-107" [5.362-10~" | 1.783- 107
8 [2.238-10" [ 1.441-107' | 5.539 - 10°

12 6.489-1072 | 7.019-1072 | 3.779-10°
16 | 4.346-1072 | 4.491-107% | 5.834-107*
20 | 3.191-1072 | 2.322-1072 | 2.939- 107!

\)

=== ==
I

Tab. 5.19: Hu —ulv H ;2 in den Elementen auflerhalb des Randlayers fiir Beispiel 2 fiir
K =25 und p € {100,1,0.01}
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1>~Fehler
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Abb. 5.10: Hu —ulv H ;2 in den Elementen auflerhalb des Randlayers fiir Beispiel 2 fiir

K =25 und p € {100,1,0.01}

16 20

| p =100 p=1 | p=001 |
N =4 ] 1.448-10° | 1.496-10° | 9.507 - 10"
N =28 13.080-10"" | 2.815-10°" | 8.434-10°
N=12[1713-10"" | 2.045-10"* | 1.705 - 10°
N=16]138-10"" | 1.562-10"" [ 4.542- 10"
N=20]1174-10"" | 1.258 - 10~ [ 2.094- 10"

Tab. 5.20: Hu — uNHl2 in den Elementen im Randlayer fiir Beispiel 2 fiir K = 25 und
w € {100,1,0.01}
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Abb. 5.11: Hu - uNHl2 in den Elementen im Randlayer fiir Beispiel 2 fiir K = 25 und
w € {100,1,0.01}

5.2.4 Berechnung der optimalen Gitterstruktur fiir K =4

In diesem Abschnitt verwenden wir eine Elementzahl von K = 4 und gehen der
Frage nach, wie das Grundgebiet ) in optimaler Weise konform zerlegt werden
kann. Eine Zerlegung wollen wir in diesem Fall optimal nennen, wenn mit ihr bei
gegebenem ¢, K und N der kleinste Gesamtfehler Hu —ul H ;2 erreicht wird. Die
Interfacebedingungen werden wir hier nicht gewichten.

Aufgrund der Symmetrieeigenschaften der exakten Losung u bzw. der hier ge-
suchten Niherungslosung u” wird die - bzw. y-Achse jeweils an derselben Stelle
¢ € (0,1) unterteilt. Abbildung 5.12 zeigt uns exemplarisch eine Unterteilung bei

£=08.
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Abb. 5.12: Exemplarische Unterteilung von §2

Zerlegen wir € in diesem Sinne, so ist obiges Problem &quivalent zu der eindimen-
sionalen Optimierungsaufgabe, einen Unterteilungspunkt { € (0,1) zu finden, so
dass Hu —ul H ;2 bzgl. £ minimal wird. Sei nun uév die Approximation von u, welche

man mit einer Unterteilung bei £ erhélt und f(&) := Hu — uév H ;2+ 50 haben wir das
Problem '

£(6) + min
zu 16sen.

Eine plausible Annahme ist dabei die Stetigkeit von f(§), sowie die Konvexitét
in [0,1]. Als Verfahren zur Bestimmung von ¢ withlen wir hier das Verfahren des
goldenen Schnittes, bei dem eine Folge von Intervallen Ij, = [ay, b] berechnet wird
mit by — arr1 < by — ag, so dass stets é € I gilt. Eine eingehende Beschreibung
dieses Verfahrens findet sich z.B. in [1].

Den Algorithmus wollen wir an dieser Stelle in Pseudocode wie folgt formulieren:

initialisiere Iy:= [ag,bo], c:@ und 0 >0
for k=1,2,...

.%']19 = bk—c(bk—ak)

xi = ay + c(by — ag)

if f(z}) < f(z})

Q41 = A
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2
bk+1 = ,Ik
|
§ =xy

else
1
A1 = T,
bry1 = by
5 = mk
end

if bpp1—app1 <96
STOPP!
end
end

r; und 7 unterteilen dabei das Intervall I, im Verhéltnis des goldenen Schnittes,
was anhand des Faktors ¢ geschieht. Daher hat das Verfahren auch seinen Namen.
In jedem Schritt des Verfahrens gilt die Gleichung

bpt1 — Qpy1 = C<bk - ak)-

Bei der Implementierung dieses Verfahrens braucht in jedem Schritt & > 1 nur eine
neue Funktionsauswertung vorgenommen werden. Falls ndamlich Iy, = [ag, :ci], SO
gilt

2=l—c
zhoq = ap+ () —ap) = ap + (b —ag) © = by — c(by — ay) = 3y,

Analog gilt fiir Iy, = [z}, by]

1 2
Lpy1 = Lk

Zu erwarten ist, dass é von N abhéngig ist, was sich in unseren Ergebnissen
bestéitigt. In Tabelle 5.21 sieht man die optimalen Unterteilungspunkte éN fiir
N € {8,12,16,20}. Hierbei gilt le < €N2, falls Ny > N,. Bemerkenswert ist
dabei, dass fiir N = 20 unter Verwendung eines dquidistanten Gitters schon fast
eine Optimalunterteilung verwendet wurde. Auflerdem ist der Abstand zwischen
516 und 520 deutlich grofler als bei den anderen Polynomgraden, was vielleicht auf
starker werdende Oszillationen zuriickzufiihren ist.

Fiir N = 12 ist die Approximationsgenauigkeit besser als fiir N € {16,20} unter
Verwendung des jeweils optimalen Unterteilungspunktes. Dies unterstreicht allge-
mein die starke Abhéingigkeit des Approximationsfehlers von der verwendeten Git-
tergeometrie und das Potential, durch eine Optimierung des verwendeten Gitters
die numerischen Kosten zu senken.
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| | N=38 N=12 | N=16 N=20 |

¢ 0.9430 0.933 0.933 0.520
F(€)]2316-1071 [ 1.317-107! [ 1.334- 107! | 1.318- 10

Tab. 5.21: Optimale Unterteilungspunkte é fiir verschiedene Polynomgrade N

5.3 Beispiel 3: Hutlayer

In diesem Beispiel handelt es sich um einen Hutlayer, d.h. im Inneren des betrach-
teten Gebiets liegt eine etwa kreisrunde Region, in der die Funktion von vergleichs-
weise kleinen Ausgangswerten (hier —1) auf ein hoherliegendes Plateau (hier bei
+1) ansteigt. Wie im vorigen Beispiel steigen die Funktionswerte fiir & < 1 sehr
schnell an. Als exakte Losung wéhlen wir

1(1 1\?2 1\2
—tanh |- | = = (z—-2) = (y—=2=
u(z,y) = tan “| 16 <93 2) <y 2) :

mit ¢ = 0.05. Die restlichen Parameter sind b(z,y) = ((4z — 2)u, (4y — 2)u)"
c(x,y) = 4, sowie f(z,y) entsprechend. Die Abbildung 5.13 gibt uns einen genaue-
ren Aufschluss iiber den Funktionsverlauf.

0.8

m,sq‘t ‘\\\\ T
om \“\ \\\\

‘ !,\\\

/

i N I\
//’ll'l,‘o'mm 0‘ i
/,,';l," i '.:o:o:o“..., i ‘\8\ \“\\\\\\\\

A il

() ‘0‘““"” \\\\

i ‘:\

/ i
’/:’"
im

|
‘ \“ \

Abb. 5.13: Plot fiir e = 0.05
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5.3.1 Auswertung der Konditionszahlen

Analog zu den vorangegangenen Beispielen betrachten wir in diesem Abschnitt
Kko(A) und k(AT A). Wie den Tabellen 5.22 und 5.23 zu entnehmen ist, ist das
Verhéltnis von ky(A) und ky( AT A) ebenfalls dasselbe wie in den vorangegangenen
Abschnitten (siehe auch (5.2)).

| | N=4 | N=8 [ N=12 | N=16 | N=20
K =4 ]2.029-10% | 2.164- 10 | 1.043 - 10 | 3.376 - 10* | 8.656 - 107
=9 | 4.565-10% | 5.155-10% | 2.570 - 10* | 8.562- 10* | 2.231 - 10°
K =16 | 7.809-107 | 1.011- 10" | 5.230 - 10* | 1.769 - 10° | 4.643 - 10°
K =25]1.297-10% | 1.755- 10" | 9.303 - 10* [ 3.176 - 10° | 8.374 - 10°
K =36]1.939-10% [ 2.792-10% | 1.504 - 10° [ 5.168 - 10° | 1.367 - 10°
Tab. 5.22: ky(A) fiir Beispiel 3
N=4 | N=8 | N=12 | N=16 [ N=20 |
K =4 [4119-10" | 4.683-10° | 1.088-10% | 1.140- 10" [ 7.492-10°
K =9 |2084-10° | 2.657-107 | 6.604-10° | 7.330-10° | 4.977- 10"
K =16]6.098-10° | 1.022-10° | 2.736 - 10° | 3.129- 10" | 2.155 - 10"
K =25 ] 1.681-10° [ 3.081-10° | 8.654-10° [ 1.009 - 10" | 7.013 - 10"
K =36 ]3.761-10°] 7.794-10° | 2.262 - 10" | 2.671 - 10" | 1.868 - 10"

Tab. 5.23: ko(AT A) fiir Beispiel 3

5.3.2 Auswertung der Approximationsfehler

Die hier vorgestellen Ergebnisse dieses und auch des néchsten Abschnittes wur-
den mit einer dquidistanten Gittereinteilung gerechnet. Durch die Lage und Gréfie
des Hutlayers - also des numerisch problematischen Gebietes - haben wir uns da-
von die bestmogliche Auflosung des betrachteten Gebietes €2 versprochen. Wie
man in Tabelle 5.24 sieht, ergeben sich bei dieser Wahl der Parameter recht gute
Néaherungen der exakten Losung. Erkennbar ist fiir N > 12 eine deutliche Verbes-
serung der Approximationsgenauigkeiten bei einer Erhéhung der Elementanzahl
K. Fir N € {4,8} wird Hu — UNHP bei einer Vergroferung von K nicht jedes Mal
besser. Offenbar wird bei diesem Polynomgrad und der jeweiligen Gittereinteilung
der Layer teilweise schlechter aufgelost. Um ein bzgl. K konvergentes Verhalten zu
erzielen, ist also ein Polynomgrad von N > 12 zu empfehlen.
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N =4 N=8 | N=12 N =16 N=20 |
K=4 | 1.035-10° | 3.071-1071 | 2.929-10"% | 1.392- 1073 | 4.567-107°
K = 5.320-1071 | 2.988-1072 | 9.811-10"% | 5.800-107° | 2.855-107°
K =16 | 4.680-1071 | 1.209- 1072 | 9.781-107° | 1.289-107% | 2.180-10~®
K=25[1582-10"1|1.512-1072 | 2.679-107° | 2.159-10~" | 2.969 - 10~°
K=36|1716-10"1|5.539-107* | 6.877-107° | 4.034-107% | 1.744 - 10710

Tab. 5.24: Hu — uNHl2 fiir Beispiel 3

5.3.3 Gewichtung der Interface-Bedingungen

Da die Fehler auf den einzelnen Elementen ungefihr dieselbe Gréflenordnung ha-
ben, verzichten wir hier auf eine detaillierte tabellarische Darstellung der Fehler
auf den einzelnen Elementen. Die Tabellen 5.25 und 5.26 zeigen auch hier einen
positiven Einfluss einer Erhohung des Gewichtungsfaktors p auf den Gesamtfehler.
Dieser Einfluss ist aber hier deutlich stérker als im vorherigen Beispiel. Offenbar
ist der Einfluss hoherer Interfacegewichtungen bei vergleichsweise guten Approxi-
mationsergebnissen deutlich stérker. Veranschaulicht wird dies in Abbildung 6.7.

| N =4 N=8 | N=12 N =16 N=20 |
K=41]1087-10° | 4634-10"'[4.363-102 | 2.372-1073 | 1.523-10~*
K=9 [6377-1071]2154-1072]5.923-10"%]9.292-107% | 3.957- 10"
K=16|5.118-10"1 [ 9.719-107%] 9.243-10"° | 1.654-10°% | 6.459-107°
K =25{1453-10""]3.038-107%]2.234-107° | 6.721 - 1077 | 6.436 - 107!
K =236|1.59-10"1]5.115-10°]9.200-10°8 | 3.730-107° | 2.117- 10~
Tab. 5.25: Hu — UNHP fiir Beispiel 3 fiir p = 100
N =4 N=2S8 N =12 N =16 N =20
K=412064-10° [6.359-10"' ] 2.805-10""' [ 3.308-1072 [ 2.659 - 103
K = 1.455-10° | 1.615-10° [ 4.170-10"' | 1.865-1072 | 6.225-10~*
K =16[9.668-10"" ] 4.635-10"* | 5.027-10"% | 7.899-107° | 1.103-10°°
K =25 1.126-10° | 2.400-10"* | 2.063-10"2 | 9.993-10% | 3.216- 107
K =36 1.152-10° | 1.043-10"* [ 6.130-10"* | 4.429-10°°% | 2.266- 10~®

Tab. 5.26: Hu — uNHl2 fiir Beispiel 3 fir u = 0.01
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Abb. 5.14: Plot fiir Beispiel 3 mit ¢ = 0.05, K = 36,N € {4,12,16,20} und p €
{0.01,1,100}

5.3.4 Einfluss des Parameters ¢

In diesem Abschnitt verschirfen wir das obige Beispiel, indem wir ¢ = 5 - 1073
setzen. Die erhaltenen Approximationsergebnisse sind in Tabelle 5.27 dargestellt
und fiir K = 36 in Abbildung 5.15 veranschaulicht. Wie man sieht, erhédlt man
deutlich schlechtere Ergebnisse fiir diese Wahl von e, was auf das extremere An-
stiegsverhalten im Layerbereich zuriickzufiithren ist. Grundsétzlich wirkt sich hier
fiir N > 12 - wenn auch nicht so stark wie oben fiir ¢ = 0.05 - eine Erhéhung der
Elementanzahl K in einer Verkleinerung des Approximationsfehlers aus. Fiir festes
N < 12 ergibt sich bei einer Erhohung der Elementanzahl K nicht grundsétzlich
eine Verbesserung.

In Tabelle 5.28 untersuchen wir das Approximationsverhalten fiir wachsende K
und festem N = 8. Hier Wie in Tabelle 5.27 ist auffillig, dass die Approximations-
genauigkeit nicht zwangldufig bei jeder Erh6hung von K besser wird. Hier macht
sich bei festem N die Abhéngigkeit der Approximationsgiite von der relativen Lage
des Layers zu den Interfaces bemerkbar. Dieses Verhalten ist damit konsistent zu
den Beobachtungen in Abschnitt 5.2.4. Durch eine geschickte Anordnung der Ele-
mente liefle sich also der Fehler weiter reduzieren, was die Verwendung adaptiver
Methoden zur Gitterwahl nahe legt.
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| N=4 | N=38 N=12 | N=16 | N=20 |
K=41 1409-10° | 1.975-10° | 2.112-10° | 2.079-10° | 2.345-10°
K = 1.248 -10° | 9.504- 107" | 8.381-107" | 8.624- 107" | 8.057 - 10!
K=16] 1.375-10° [ 9.944-107" [ 8.162-107" | 7.718 - 107! | 7.171- 107!
K =25[9.086-10"" [ 8.366-107" | 8.317-107" | 7.536-10~" | 6.868 - 107!
K =36 1.153-10° | 9.031-107! | 8.065-10"' | 7.141-107' | 6.311- 10"

Tab. 5.27: |lu — uV||,, fiir Beispiel 3 mit & = 0.005
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0.9031
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0.7141F

0.6311
4

Abb. 5.15: Plot fiir Beispiel 3 mit ¢ = 0.005 und K = 36
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| | N-=8 |
K=4 | 1975 10°
K =9 950410
K =16 | 9.944-10"
K =25 | 836610
K =36 | 9.031-10°!

K =49 | 7.445-1071
K=64 |6.722-107"
K =281 {7190 10"
K =100 | 7.202- 107!
K =121 |6.531-10""
K =144 | 5.785- 1071
K =169 | 6.376 - 107!

Tab. 5.28: Hu — uNHl2 fiir Beispiel 3 mit € = 0.005 und N =8

1>~Fehler

4916 25 36 49 64 81 100 121 144 169
K

Abb. 5.16: Plot fiir Beispiel 3 mit € = 0.005 und N = 8

5.4 Beispiel 4: Eckenlayer

Als letztes Beispiel wollen wir hier ein Eckenlayer-Problem betrachten. Als Para-
meter wihlen wir dazu e = 1074, b= (4 —z, 1 — y)T, ¢ =1und f(z,y) wieder so,
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dass

3

u(z,y) = exp (-”“"6 i yﬁ) (5.6)

exakte Losung des Problems ist.

Auch in diesem Beispiel ldsst sich das Verhalten beobachten, dass die Losung im
grofiten Teil des betrachteten Gebietes €2 nahezu konstant ist (u = 0). Zur Ecke
(0,0) steigt sie dann sehr steil auf ungefdhr 1 an. In Abbildung 5.17 ist ein Plot
des Funktionsverhaltens dargestellt.
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Abb. 5.17: Plot fiir e = 104

5.4.1 Auswertung der Konditionszahlen

Auch hier seien zum spiiteren Vergleich ky(A) und ry(AT A) aufgefiihrt. Wie auch
in den letzten Abschnitten sehen wir in den folgenden Tabellen (5.29 und 5.30) die
Konditionszahlen fiir die Parametersitze K € {4,9,16,25} und N € {4, 8,12, 16, 20}.
Zusammenhang 5.4 bestétigt sich ebenfalls.
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| | N=4 | N=8 | N=12 | N=16 [ N=20 |
K =4 [1266-10%|6.459-10% | 1.760 - 10° | 3.609 - 10° | 6.319 - 103
K =9 |2554-10% | 1.295-10% | 3.511-10° | 7.194 - 10 | 1.256 - 10*
K =16 | 4.245-10% | 2.089 - 10% | 5.716 - 10° | 1.170 - 10* | 2.035 - 10*
K =2516.464-10% | 3.153-10% | 8.612-10° | 1.756 - 10* | 3.059 - 10*
Tab. 5.29: ko(A) fiir Beispiel 4
N=4 | N=8 | N=12 | N=16 | N=20 |
K =4 [1602-10* | 4.172-10° | 3.098 - 10° | 1.302- 107 | 3.993 - 107
K =9 |6.525-10" | 1.676 - 10° | 1.233-10" | 5.175- 10" | 1.577 - 10®
K =16 | 1.802-10° | 4.363 - 10° | 3.267 - 107 | 1.368 - 10° | 4.142 - 108
K =251]4.178-10° | 9.940-10° | 7.416 - 107 | 3.082-10% | 9.357 - 10®
Tab. 5.30: ko( AT A) fiir Beispiel 4

5.4.2 Auswertung der Approximationsfehler

Die Tabellen 5.31 bis 5.32 zeigen die Approximationsgenauigkeiten fiir den Para-
metersatz K € {4,9,16,25} und N € {4,8,12, 16,20} fiir eine dquidistante Gitter-
zerlegung und das CGL-Gitter.

Auftillig sind die durchgéngig etwas schlechteren Ergebnisse bei Verwendung des
CGL-Gitters. Auch hier wirken sich die in Abschnitt 5.2.2 festgestellten Probleme
auf die Approximationsgenauigkeit aus. Bei hinreichend groflem K kommt hinzu,
dass sich der Eckenlayerbereich unabhéngig von der Wahl des Gitters iiber mehrere
Elemente erstreckt, was dann zu einer Verschlechterung der Approximationsergeb-
nisse in den betroffenen Elementen fiihrt. Bei der Verwendung des CGL-Gitters
tritt dieses Problem schon fiir kleinere K als beim dquidistanten Gitter auf. Fiir
diese Wahl der Parameter ist das dquidistante Gitter also auch dem CGL-Gitter
vorzuziehen.

N=4 | N=8 | N=12 | N=16 | N=20 |

6.378 - 1072

2.493 - 1072

7.128 -1073

2.909 -

1073

1.783 - 1073

2.241-1072

7.010-107°

1.852-1073

1.656 -

1073

1.710- 1073

2.376 - 1072

3.374-1073

3.232-1073

3.241 -

1073

3.232-107°

7.038-107°

2.561-1073

2.553-107°

2.582 -

1073

2.594 1073

Tab. 5.31: Hu —ulN Hl2 fiir Beispiel 4 mit dquidistantem Gitter (Teil 1)
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| N=4 | N=8 | N=12 N=16 | N=20 |
K=9 |4124-1072 | 5.738-1073 | 5.181-107% | 5.120-107% | 5.083 - 10~
K=16 | 3.713-1072 | 7.361-1073 | 4.514-1073 | 4.001-1073 | 3.985- 1073
K=2512699-1072 | 4.784-1073 | 3.444-1073 | 3.502-1073 | 3.546 - 103

Tab. 5.32: Hu — UNHP fiir Beispiel 4 mit CGL-Gitter

Vergleicht man nun die Ergebnisse des dquidistanten Gitters bei variiertem K bzgl.
der besten Approximation des Eckenlayergebietes, fillt auf, dass fiir K = 4 die bes-
ten Ergebnisse erzielt werden. Da zudem bei dieser Gitterunterteilung der geringste
numerische Aufwand entsteht, wollen wir diese Elementanzahl als geeigneter be-
zeichnen. Tabelle 5.33 zeigt die besten erzielten Ergebnisse fiir das Element, in dem
jeweils der Eckenlayer liegt.

| K=4,N=24[ K=9,N =16 |
| 3330-107° | 4.968-107° |

Tab. 5.33: Hu1 — u]lv Hl2 fiir Beispiel 4 mit dquidistantem Gitter

5.4.3 Gewichtung der Interface-Bedingungen

Die Tabellen 5.34 bis 5.35 zeigen die Approximationsfehler Hu —u fiir unter-

schiedliche Interface-Gewichtungen (o € {100,0.01}).

i
12

Die Ergebnisse bei einer Gewichtung von p = 100 unterscheiden sich nicht nennens-
wert von den Ergebnissen fiir 4 = 1. Auch eine Auswertung bzgl. der Ergebnisse
auf den einzelnen Elementen konnte keine nennenswerten Unterschiede zu Tage
fordern, weswegen wir auf eine detaillierte tabellarische Darstellung dieser Feh-
ler verzichten. Auch bei der Verwendung des CGL-Gitters bestétigten sich obige
Ergebnisse, weswegen wir hier ebenfalls eine detaillierte Darstellung auslassen.

Fiir 4 = 0.01 ergeben sich durchgéngig etwas schlechtere Ergebnisse. Hier lasst sich
ein dhnliches Verhalten wie in [6] beobachten. Die Ergebnisse auf dem numerisch
problematischen Element sind zwar, verglichen mit den Werten ohne Gewichtung
(1 = 1), etwas schlechter, dafiir erzielt man aber bessere Ergebnisse auf den anderen
Elementen. Erst bei einem Polynomgrad von N = 20 dreht sich dieses Verhéltnis
um und man erhélt grundsitzlich bessere Ergebnisse mit einer Gewichtung von
i = 1. Tabelle 5.36 bestétigt diesen Sachverhalt. Die Abbildungen 5.18 und 5.19
verdeutlichen ihn in entsprechenden Plots.
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| N=4 | N=8 | N=12 | N=16 | N=20

K=416313-10"%]2493-102[7.129-107% | 2.909-10* | 1.783 - 10~®
K=9 12332-10%]7.022-10°[1.852-107% | 1.656- 10° | 1.710 - 10~®
K =16]2322-10" [ 3.377-107° [ 3.232-107% | 3.241- 107 | 3.232-10°°
K =25]7591-107% [ 25671073 [ 2.551-107% | 2.583 - 1077 | 2.594 - 10~°

Tab. 5.34: Hu — UNHR fiir Beispiel 4 mit dquidistantem Gitter und p = 100

| N=4 | N=8 | N=12 | N=16 | N=20
9.231-1072]2.531-10"2 ] 1.058 - 1072 | 3.621- 103 | 2.013-107?
2.769-1072 | 7.067 - 1073 [ 2.185- 1073 | 1.706 - 103 | 1.726 - 1073
3.741-107% | 4.349-107% | 3.248 - 1073 | 3.265- 1072 | 3.230 - 1073
2.914-1072 ] 6.387-1073 [ 3.272- 1073 | 2.896 - 103 | 2.648 - 103

I
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Tab. 5.35: Hu - uNHlQ fiir Beispiel 4 mit dquidistantem Gitter und p = 0.01

| | p=1 | p=0.01 |
O Q O Q

N=4]1270-10""]8532-10* [ 1.846-10"' | 2.620-10°
N =28 [4.986-10"2|1.946-10~" [ 5.060- 10~ | 1.764-10~°
N=12]1426-10"%]2.722-10° [ 2.115-102 | 1.630- 10°
N=16[5818-10"° | 7.763-1075 [ 7.240-10* | 6.854-10°F
N =20[3565-10""°]3.460-1075]4.024-10° | 3.529-10°F

Tab. 5.36: ||u; — u]" ||, fiir Beispiel 4 mit dquidistantem Gitter, u € {1,0.01} und K = 4
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Abb. 5.18: Hu1 — u{VHl2 fiir Beispiel 4 mit dquidistantem Gitter, p € {1,0.01} und K =4
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Abb. 5.19: HU4 — uﬁtVHl2 fiir Beispiel 4 mit dquidistantem Gitter, p € {1,0.01} und K =4
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5.4.4 Berechnung der optimalen Gitterstruktur fiir K =4

Auch fiir dieses Beispiel wollen wir die optimale Gittereinteilung bei einer Ele-
mentanzahl K = 4 im Sinne von Abschnitt 5.2.4 ermitteln. In Tabelle 5.37 sind
deshalb fiir N € {8,12,16,20} die jeweils optimalen Unterteilungspunkte é darge-
stellt. Wie auch beim Randlayerbeispiel ist der optimale Unterteilungspunkt mit
f = 0.489 schon anndhernd identisch mit dem Unterteilungspunkt & = 0.5 beim
dquidistanten Gitter. Fiir die untersuchten Polynomgrade erreicht man hier bei ei-
ner Vergrofferung von N auch immer eine Verbesserung der Approximationsgiite,
so dass die Verwendung hoher Polynomgrade zu empfehlen ist.

| | N=8 | N=12 | N=16 | N=20 |
0.281 0.320 0.405 0.489
S(€) 145191073 | 2.581-107% | 2.017-1073 | 1.725-10°®

Tab. 5.37: Optimale Unterteilungspunkte é fiir verschiedene Polynomgrade N

5.5 Zusammenfassung

Bevor wir im néchsten Kapitel die KDG in der Formulierung als System an den
bisher besprochenen Beispielen testen, wollen wir in diesem Abschnitt kurz die
wesentlichen Resultate zusammenfassen.

In [6] wurde die eindimensionale KDG mit dem in Kapitel 3 eingefiihrten spektralen
Least-Squares Verfahren gelost. Den dort angewendeten Ansatz, das Grundgebiet
) in verschiedene Teilgebiete zu zerlegen und diese mittels geeigneter Interface-
bedingungen aneinander zu koppeln, haben wir auf die zweidimensionale KDG
iibertragen. Dabei hat sich das Verfahren in den numerischen Experimenten als
stabil herausgestellt und gute Approximationsergebnisse geliefert. Insbesondere fiir
moderate Beispiele, wie etwa in Abschnitt 5.1 und 5.3.2, konnte man sehr gut die
fiir spektrale Methoden typische exponentielle Konvergenz feststellen.

Die Verwendung der @) R-Zerlegung erwies sich unter dem Aspekt moglichst genau-
er Approximationergebnisse den anderen Verfahren iiberlegen. Kann man leicht
erhohte numerische Kosten im Vergleich zur Losung per Normalengleichungen in
Kauf nehmen, ist dieses Verfahren zu empfehlen.

Es wurde die starke Abhéngigkeit der Approximationsergebnisse von der Geometrie
des betrachteten Layers herausgearbeitet. Wurden mit vergleichsweise moderaten
€ sowieso schon gute Approximationen erzielt, so erhielt man in den verschérften
Beispielen dann gute Ergebnisse, wenn sich der Layerbereich iiber relativ wenige
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Elemente erstreckte. Dies konnten wir z.B. in Abschnitt 5.4 beobachten. Hier ist
dann eine Elementanzahl von K = 4 und ein hoher Polynomgrad N zu empfehlen.
Im Randlayerbeispiel in Abschnitt 5.2 sowie beim Hutlayer in Abschnitt 5.3.4 wa-
ren die Ergebnisse vergleichsweise schlecht, was den Einsatz adaptiver Gitter zur
feineren Auflosung der Layerregionen motiviert. Grundsétzlich aber liefl sich das
verwendete Verfahren auch hier stabil anwenden.

Im Eckenlayer- und im Randlayerbeispiel wurde fiir eine Elementanzahl von K = 4
die optimale Gitterunterteilung berechnet. Dabei zeigte sich, dass die optimale Ele-
mentgrofe im Layerbereich sehr stark vom Polynomgrad abhéngt. Fiir vergleichs-
weise hohe Polynomgrade erwies sich die dquidistante Gittereinteilung in beiden
Beispielen als fast optimal. Fiir kleinere Polynomgrade konnten die Ergebnisse mit
einer feineren Layerelementfliche optimiert werden. Fiir das Randlayer- und das
Eckenlayerbeispiel wurde fiir K > 9 das Optimierungspotential der verwendeten
Gitter anhand spezieller Zerlegungen untersucht. Dabei hat sich das dquidistante
Gitter stets als robuster erwiesen. Es stellt einen guten Kompromiss zwischen der
Anforderung, die Layergebiete fein aufzulésen und gleichzeitig eine hohe Approxi-
mationsgenauigkeit im glatten Bereich sicherzustellen, dar.

AuBlerdem wurde der Einfluss verschiedener Interfacegewichtungen auf die Approxi-
mationsgenauigkeit untersucht. Dabei stellte sich stets ein stabilisierender Einfluss
auf die Genauigkeit heraus, wenn man den Gewichtungsfaktor erhohte. Die Grofie
dieses Einflusses war in den betrachteten Gebieten stark von der jeweiligen Aufgabe
abhéngig.



Kapitel 6

Numerische Ergebnisse:
Formulierung als System

In diesem Kapitel werden wir das oben eingefiihrte Verfahren eingehenden nume-
rischen Tests fiir die Formulierung als System unterziehen. Dabei behalten wir die
Kapitelgliederung im Wesentlichen bei, beriicksichtigen aber die in Kapitel 5 ge-
wonnenen Erkenntnisse hinsichtlich der zu untersuchenden Aspekte. So werden wir
den Vergleich der verschiedenen Loser hier nicht noch einmal aufgreifen und stets
die Q)R-Zerlegung verwenden. Ebenso werden die Vergleiche bestimmter Gitter-
geometrien nicht wieder gezogen und stattdessen - falls nicht explizit angegeben -
dquidistante Gitter verwendet.

Formuliert man die KDG als System, sind die Diskretisierung und Losung we-
sentlich hauptspeicherintensiver als die skalare Formulierung (siche Abschnitt 3.5).
Deshalb haben wir die jeweiligen Beispiele nur bis zu einer Elementanzahl K = 16
untersuchen koénnen.

6.1 Beispiel 1: moderater Randlayer

In diesem Abschnitt greifen wir das erste Beispiel aus Kapitel 5 mit identischem
Parametersatz auf.

6.1.1 Auswertung der Konditionszahlen

In den Tabellen 6.1 und 6.2 sind die Konditionszahlen fir K € {4,9,16} und
N € {4,8,12,16,20} prisentiert. Es bestitigt sich auch hier das in Korollar 5.2

73



74
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aufgezeigte Verhiltnis der Konditionszahlen ro(A) und ky(AT A).

Hier sind rg(A) und k(AT A) um teilweise eine Zehnerpotenz grofer als in Ab-
schnitt 6.1.1. Abbildung 6.1 zeigt uns diesen Sachverhalt in einem entsprechenden
Plot. Wie wir im néchsten Abschnitt 6.1.2 sehen werden, erzielen wir aber dort

trotzdem deutlich bessere Approximationen.

| N=4 | N=8 | N=12 | N=16 | N=20 |
K =4 [1.594-10% | 1.902-10* | 8.767 - 10* | 2.419- 10° | 5.664 - 10°
K =9 [2753-103]3.935-10% | 1.798 - 10° | 5.202- 10° | 1.220 - 10°
K =16 | 4.174-10% | 6.711 - 10* | 3.027 - 10° | 8.995 - 10° —
Tab. 6.1: ko(A) fiir Beispiel 1
xlO5

Abb. 6.1: Vergleich von kg(A) fiir K = 4 beziiglich der verschiedenen Formulierungen

—O— System
—+&— Skalar

Kondition
w

| N=4 | N=38 N=12 | N=16 | N=20
K =4 [2541-10° [ 3.619-10% | 7.687-10° | 5.851-10" | 3.208 - 10"
K =9 [7577-10° [ 1.548-10% | 3.231-10" | 2.707 - 10" [ 1.489 - 10"
K =16 | 1.742- 10" [ 4.503 - 10° | 9.161 - 10" [ 8.091 - 10" —

Tab. 6.2: ka(AT A) fiir Beispiel 1
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6.1.2 Auswertung der Approximationsfehler

Tabelle 6.3 zeigt die Approximationsfehler Hu —ulv Hz? fir K € {4,9,16} und N €
{4,8,12,16,20}.

Verglichen mit den entsprechenden Ergebnissen bzgl. der skalaren Formulierung
ist eine deutliche Verbesserung erkennbar. Der kleinste Fehler liegt hier in einer
GroBenordnung von 1071 und ist damit um zwei Zehnerpotenzen kleiner als in der
skalaren Formulierung (vgl. 5.3). Abbildung 6.2 zeigt einen Vergleich der Ergebnisse
fiir K = 4. Erkennbar ist auch hier das Vorliegen exponentieller Konvergenz. Ab
einem Polynomgrad von N = 16 machen sich in beiden Beispielen die aufgrund
der hohen Kondition stérker werdenden Rundungsfehlereinfliisse bemerkbar. Fiir
N = 20 ist zwar in beiden Formulierungen eine Verbesserung des Fehlers gegeniiber
einem Polynomgrad von N = 16 zu erkennnen, jedoch ist die Verbesserungsrate
schlechter als bei kleineren N. Dies macht sich im ,, Abknicken“ des Graphen bei
N = 16 bemerkbar.

Die hohere Kondition schléagt sich in diesem Beispiel - also bei einem vergleichsweise
groffem e - nicht in einer Verschlechterung der Approximationsergebnisse nieder
(siche auch Abschnitt 6.2.1).

| | N=4 | N=8 | N=12 | N=16 | N=2 |
K=4[2544-10"2]1.926-10° | 3.382-107° | 1.511-10" " [ 9.748 - 10"
K =09 [8885-107%]1.234-10° [ 4.211-10"" [ 1.230- 10" | 2.116 - 10
K =16]3.167-10"%] 1.488-10"" | 1.589-10~** | 2.283 - 10 —

Tab. 6.3: Hu - UNHP fiir Beispiel 1

10°

10° |

1078

Abb. 6.2: Hu — uNHZQ fir K =4 im Vergleich der Formulierungen
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6.2 Beispiel 2: verschirfter Randlayer

Analog zu Abschnitt 5.2 wollen wir das vorangegangene Beispiel verschérfen, indem
wir € = 1072 wiihlen.

6.2.1 Auswertung der Konditionszahlen

Die Tabellen 6.4 und 6.5 stellen die Konditionszahlen fiir K € {4,9,16} und N €
{4,8,12,16,20} dar.

Zum einen bestétigt sich auch hier wieder - wie zu erwarten war - Korollar 5.2, zum
anderen fillt hier aber der Unterschied zwischen ky(A) fiir e = 107! und ¢ = 1073
auf. Fiir e = 1073 ist xo(A) stets ungefihr um eine Zehnerpotenz grofer als rg(A)
fir ¢ = 107!, In den skalaren Beispielen war dieses Verhiltnis genau umgekehrt.
Diese Beobachtung ist konform zu den experimentell bestimmten Konditionszah-
len ky(aD) und ky(aD?), wobei D die Chebyshev-Matrix in der Darstellung 3.11
bezeichnet und o > 0 ist. Fasst man ro(aD) und ro(aD?) fiir konstantes N als
Funktion in « auf, so weisen diese Funktionen ein hiufig wechselndes Monoto-
nieverhalten auf. Auch bei Verwendung der Ableitungsmatrizen, wie sie in [14]
implementiert sind, ergibt sich das gleiche Phénomen.

Zu erwarten wire eigentlich die Beziehung ks (D) & ko(aD) gewesen. Es scheint al-
so, dass hier moglicherweise Rundungsfehler bei der matlabinternen Konditionsbe-
stimmung die Ursache sind. Insofern werden in den spéteren Kapiteln zwar weiter-
hin die Konditionszahlen genannt, da diese eine tendenzielle Ubersicht gew#hren,
aber bei Approximationsaussagen bzgl. des Vergleichs der Formulierungen oder
bzgl. variiertem ¢ werden keine kausalen Schliisse auf Basis der Konditionszahlen
gezogen.

Tabelle 6.3 zeigt ko(A) fiir K = 9 und ¢ € {107!,107®} in einem entsprechenden
Plot.

| | N=4 | N=8 [ N=12 | N=16 | N=20 |
K =4 [1781-10%[2.701-10% | 1.394 - 10° | 4.482-10° | 1.107 - 10°
K =9 [3717-10% | 5.827-10" | 3.035-10° | 9.800-10° | 2.433 - 10°
K =16 | 6.277-10% | 1.002- 10° | 5.261 - 10° [ 1.707 - 10° —

Tab. 6.4: ko(A) fiir Beispiel 2
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Abb. 6.3: Vergleich von ry(A) fir K =9 und e € {107,107}

| N=4 | N=8 | N=12 | N=16 [ N=20
K =4 ]3174-10° [ 7.295-10% | 1.943- 10" [ 2.009 - 10'" | 1.227 - 10"
K =9 |1.382-10" [ 3.395-10° | 9.211- 10" [ 9.604 - 10" | 5.919 - 10"
K =16 3.940-10" [ 1.005- 10" [ 2.768 - 10" | 2.916 - 10" —

Tab. 6.5: k(AT A) fiir Beispiel 2

6.2.2 Auswertung der Approximationsfehler

Erzielten wir im vorigen Abschnitt bei gleicher Aufgabe aber moderatem ¢ = 107!
um zwei Zehnerpotenzen bessere Ergebnisse als bei der skalaren Formulierung, so
sind hier fiir ¢ = 1073 die Approximationsgiiten zwar immer noch besser als in
der skalaren Formulierung, aber der Unterschied ist nur marginal. Die Formulie-
rung als System scheint sich also bei schirfer werdenden Layereigenschaften unter
Berticksichtigung der numerischen Kosten fiir dieses Beispiel nicht zu lohnen. Auch
die entsprechenden Abschnitte der anderen Beispiele werden zeigen, das dies zumin-
dest fiir die hier betrachteten Aufgaben eine generelle Eigenschaft zu sein scheint.
Exemplarisch seien in Abbildung 6.3 die Approximationsergebnisse fiir K = 9 im
Vergleich der Formulierungen gezeigt.
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| N =4 N =38 N=12 | N=16 | N=20 |
K=412938-10"[7.090-107' [ 2.913-107" | 1.832-10~' | 1.392- 10"
K =9 [1649-10° [3.630-107" [ 1.881-107" | 1.341-10"" [ 1.030 - 10"
K =16]1.089-10° [ 2.430-107" | 1.516-10~' | 1.090 - 10" —

Tab. 6.6: Hu — uNHZQ fiir Beispiel 2

—6— System
B - Skalar

100.1 |

107tk

10*0.3 |

[>-Fehler

10°%

107

10*0.9 |

Abb. 6.4: Hu —ulV HP fiir Beispiel 2 mit K = 9 im Vergleich der verschiedenen Formulie-
rungen

6.2.3 Gewichtung der Interface-Bedingungen

Bei der Gewichtung der Interfacebedingungen mit dem Faktor p sind wir aus
Griinden der Vergleichbarkeit mit den gleichen Parametern vorgegangen wie bei
der skalaren Formulierung. Bei dieser Aufgabe sind die Ergebnisse in der Relati-
on identisch mit denen der skalaren Aufgabe. Auch hier wird mit einer grofleren
Gewichtung eine geringfiigig bessere Approximation erzielt. Verkleinert man p,
verschlechtert sich die erzielte Approximation, wie man in den Tabellen 6.7 und
6.8 erkennen kann. Abbildung 6.5 zeigt einen exemplarischen Plot fiir K = 9 und
p € {100,0.01}.
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| N=4 N=8 | N=12 | N=16 | N=20 |
K =4 [2898-10" [ 7.767-10"" | 3.024- 10" [ 1.698-10"' | 1.307 - 10"
K=9 [1608-10"[3.842-107" | 1.747-10"" | 1.167-10"" | 9.691 - 10~*
K =16 ]1.035-10° [ 2.465-107" | 1.285- 10" | 9.744 - 10* —

Tab. 6.7: Hu — UNHP fiir Beispiel 2 fiir u = 100

N=4 | N=38 N =12 N=16 | N=20
K=414417-10' [ 4412-10° | 1.725-10° | 7.174-10"" | 3.490- 10"
K =9 [4523-10' | 3.070-10° | 9.951-10"' [ 4.030-10"' | 1.918 - 10"
K =16[3333-10" [ 2.591-10° | 9.734- 10" | 3.497 10" —

Tab. 6.8: Hu — uNHZQ fiir Beispiel 2 fiir u = 0.01

T T T
\
N —6— =100
o] p:]_
—O— u=0.01

1>~Fehler

Abb. 6.5: ||u — u”||, fiir Beispiel 2 fir K = 9 und p € {100,1,0.01}

6.3 Beispiel 3: Hutlayer

In diesem Abschnitt werden wir das Hutlayerbeispiel aus Abschnitt 5.3 mit identi-
schen Parametersatz aufgreifen, also zunéchst € = 0.05 wéhlen.
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6.3. Beispiel 3: Hutlayer

6.3.1 Auswertung der Konditionszahlen

Wie man in den Tabellen 6.9 und 6.10 sieht, bestétigen sich auch hier die Beob-

achtungen aus Abschnitt 6.2.

| | N=4 | N=8 [ N=12 | N=16 | N=20 |

K =4 3.032-10% [ 4.633-10* | 1.755- 10° | 3.698 - 10° | 6.378 - 10°

K =9 | 7.143-10% [ 1.260 - 10° | 6.830 - 10° | 1.590 - 10° | 2.734 - 10°

K =16 | 3.505-10% | 4.553 - 10" | 2.414-10° | 7.724 - 10° —

Tab. 6.9: ko(A) fiir Beispiel 3
N=4 | N=8 | N=12 N=16 | N=20 |

K =4 19.195-10°] 2.147-10° | 3.081-10" [ 1.368 - 10"" | 4.068 - 10"
K =9 [5102-10" | 1.587-10" | 4.665- 10" [ 2.528 - 10"* | 7.476 - 10"
K =16]1.228-10" | 2.073-10 | 5.830-10" | 5.966 - 10" -

Tab. 6.10: ro(AT A) fiir Beispiel 3

6.3.2 Auswertung der Approximationsfehler

Wie im ersten Beispiel sind die erzielten Approximationsgenauigkeiten deutlich
besser als in der skalaren Formulierung, was durch einen Vergleich von Tabelle 6.11
mit den entsprechenden Daten aus Tabelle 5.22 klar wird. Abbildung 6.6 illustriert
uns die Verbesserung bei einer Elementanzahl von K = 9und N € {4,8,12, 16, 20}.
Wie sich unten in Abschnitt 6.3.4 zeigen wird und in Abschnitt 6.2 schon angedeutet
wurde, scheint sich die Formulierung als System fiir moderate € - mit dem Aufpreis
hoherer numerischer Kosten - zu lohnen. Fiir vergleichsweise kleine ¢ erzielt man
zwar auch bessere Ergebnisse, jedoch ist diese Verbesserung nur marginal.

| N=4 | N=8 | N=12 | N=16 [ N=20
K=414929-10""]1.318-10"" [ 1.454-1072 [ 9.246-10~* | 9.653 - 10~°
K=9[3945-10"" [ 5.777-107 [ 9.830-10"° | 3.204-10°° [ 1.215-10°7
K =16]1167-10"" [4.130-10"* [ 1.233-107° | 6.627-10° —

Tab. 6.11: Hu — uNHl2 fiir Beispiel 3
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12-Fehler

6.3.3 Gewichtung der Interface-Bedingungen

Abb. 6.6: Hu — uNng fir K =9 im Vergleich der Formulierungen

Die Approximationsergebnisse bzgl. unterschiedlicher Interfacegewichtungen sind
in der Relation &hnlich zu denen in der skalaren Formulierung. Die Tabellen 6.12
und 6.13 zeigen fiir dieses Beispiel, dass fiir stirkere Interfacegewichtungen auch
deutlich bessere Approximationsergebnisse erzielt werden. Es bestétigt sich also
auch die im vorigem Kapitel herausgearbeitete Tendenz, dass sich eine Verstarkung
der Interfacegewichtungen dann am stérksten in einer Verbesserung der Approxi-
mationsergebnisse niederschliagt, wenn die erzielten Genauigkeiten ohne Gewich-
tung ohnehin gut waren. Abbildung 6.7 zeigt uns die Approximationsgenauigkeiten

fir K = 9.
| | N=4 | N=8 | N=12 | N=16 N=20 |
K=415210-10""]1.632-107' [ 1.942-1072 [ 1.002- 10~* | 3.070 - 10~°
K=9 [3955-10"" [ 5.629-107° [ 9.118-107° | 1.937-10°° | 3.618-10"®
K =16]8395-10"2[3.994-10"* [ 4.301-10°° | 1.062- 10" -
Tab. 6.12: Hu — uNle fiir Beispiel 3 fiir = 100
| N=4 | N=8 | N=12 | N=16 | N=20
K=41]1752-10° [ 5.037-107" [ 5.761-107% | 7.813-10"% | 9.142-10~*
K=9 | 1.156-10° [ 3.525-10~" [ 1.810-10~" | 2.117- 10" | 4.499 - 10~°
K=16]7910-10""[2.471-1072 [ 5.245-10* | 3.578- 10" —

Tab. 6.13: Hu — uNHZQ fiir Beispiel 3 fir u = 0.01
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——p=1
O p=100

1?-Fehler

Abb. 6.7: Plot fiir Beispiel 3 mit ¢ =
{0.01, 1,100}

= 9,N € {4,12,16,20} und p €

6.3.4 Einfluss des Parameters ¢

In diesem verschéarften Beispiel sind die Approximationsergebnisse sogar leicht
schlechter als die analogen Ergebnisse des Abschnitts 5.3.4, wie man in einem Ver-
gleich der Tabellen 5.27 und 6.14 feststellen kann. Abbildung 6.8 zeigt fiir K =9
den entsprechenden Vergleich zwischen den Formulierungen. Zusétzlich zu dem
Nachteil der hohen numerischen Kosten, zeigt sich also in diesem Beispiel, dass fiir
sehr kleine £ durchaus auch eine leichte Verschlechterung des Ergebnisses auftreten
kann.

| N =4 N=8 | N=12 | N=16 N =20
K =4 11259-10" [ 1.599-10° | 1.842-10° | 1.825-10° | 2.057-10°
K =9 [1.258-10° | 1.081-10° | 9.570-10"" [ 9.719-10"" | 8.985-10""
K =16]1.393-10° [ 9.344-10"" | 8.086-10"" | 7.898- 10" —

Tab. 6.14: ||u — u'V||, fiir Beispiel 3 fiir € = 0.005
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>~Fehler

10° |

—o6— System |
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16

20

Abb. 6.8: Plot fiir Beispiel 3 mit ¢ = 0.005, K =9, N € {4,8,12,16,20} im Vergleich der

Formulierungen

6.4 Beispiel 4: Eckenlayer

6.4.1 Auswertung der Konditionszahlen

Auch hier seien in den Tabellen 6.15 und 6.16, wie in den anderen Abschnitten,
kurz die Konditionszahlen angegeben.

| | N=4 | N=8 | N=12 | N=16 [ N=20 |
K =4 19475-10* [ 7.939-10° | 2.979-10* | 7.876 - 10* | 1.719 - 10°
K =9 [2569-10% [ 2.296 - 10" | 9.362- 10" | 2.529 - 10° | 5.547 - 10°
K =16 7.358-10% | 7.154 - 10" | 2.796 - 10° | 7.642 - 10° —

Tab. 6.15: ko(A) fiir Beispiel 4
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6.4. Beispiel 4: Eckenlayer

N=4 | N=8 | N=12 N=16 | N=20 |
K =4 [8977-10° [ 6.302- 107 | 8.872-10% | 6.202-10° | 2.955 10"
K =9 [6.599-10° [ 5.272-10% | 8.764-10° | 6.395-10" | 3.077 - 10"
K =16 ]5415-10" [ 5.119-10° | 7.816- 10" | 5.839 - 10" —

Tab. 6.16: ro(AT A) fiir Beispiel 4

6.4.2 Auswertung der Approximationsfehler

Vergleicht man die Approximationsergebnisse, dargestellt in Tabelle 6.17, fiir dieses
Beispiel mit den entsprechenden Daten in Tabelle 5.31, fallt wie in 6.2 auf, dass diese
nur marginal voneinander abweichen, oft sogar im Rahmen der hier angezeigten
Stellenanzahl identisch sind. Aus diesem Grund verzichten wir auf eine graphische
Darstellung.

Auch hier bestétigt sich also die Beobachtung, dass sich fiir schéirfere Randlayerei-
genschaften kein Vorteil bei der Formulierung als System ergibt.

| | N=4 | N=8 | N=12 | N=16 | N=20 |
K=416.200-10"%]2478-10"2[7.093-10° | 2.890- 1073 [ 1.779 - 10~®
K =9 [2255-10"%]6.955-1073 [ 1.846-10° | 1.656- 1073 | 1.710-10~°
K =16]2318-10"%[3.375-107° [ 3.232-107% | 3.241-10° —

Tab. 6.17: Hu - uNHl2 fiir Beispiel 4

6.4.3 Gewichtung der Interface-Bedingungen

Auch unter variierter Gewichtung der Interfacebedingungen ist der Unterschied
in den Approximationen dhnlich gering wie im vorigen Abschnitt. Dies ist in den
Tabellen 6.18 und 6.19 verdeutlicht. Auch hier verzichten wir aus den gleichen
Griinden wie oben auf entsprechende Plots.

| | N=4 | N=8 | N=12 N=16 [ N=20
K=4[6165-10"7]2478-102[7.093-10° | 2.890-107% [ 1.779 - 10®
K=9 [2312-107%]6.959-10"% [ 1.846-107% [ 1.656-10~% | 1.710- 10~°
K =1612290-10"%[3.375-107[3.232-1077 [ 3.241- 10 —

Tab. 6.18: ||u — u'V||,, fiir Beispiel 4 mit 4 = 100
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N =4

[ N=38

| N=12

| N=16

| N=20

=4

8.214-1072

2.501-1072

8.213-1073

3.022-107°

1.800 - 1073

=9

2.744 - 1072

6.986 - 1072

1.920- 1073

1.681-1073

1.711-1073

K
K
K

=16

2.136- 1072

3.620- 1072

3.238-107°

3.241-107°

Tab. 6.19: ||u — V||, fiir Beispiel 4 mit y = 0.01






Kapitel 7

Ausblick

Die numerischen Ergebnisse in den Kapiteln 6.1 und 6.3 haben deutlich gemacht,
dass bei den hier betrachteten Problemen, welche sich mittels der skalaren Formu-
lierung relativ genau 16sen lieflen, die Formulierung als System Genauigkeitsvorteile
aufwies.

Auch bei den Problemen, bei denen mit der skalaren Formulierung vergleichsweise
schlechte Approximationen erzielt wurden, waren die Approximationsergebnisse
fiir die Formlierung als System meist besser, allerdings war der Unterschied stets
marginal. Beriicksichtigt man die deutlich héheren numerischen Kosten, welche
durch die wesentlich gréfleren Gleichungssysteme entstanden sind, ist die Losung
der zweidimensionelen KDG in ihrer Formulierung als System nicht zu empfehlen.
Zudem wird sich das Problem der grofleren Gleichungssysteme bei Betrachtung
hoherdimensionaler Probleme, also fiir €2 C R™, n > 2, noch verschérfen.

Fiir die Zukunft bleibt die Aufgabe, die hier verwendete Diskretisierung auf ad-
aptive Gitter zu erweitern, um iiber eine gezielte, fehlerschétzerbasierte Verfeine-
rung der numerischen Problemgebiete die Approximationsgenauigkeiten zu stei-
gern, bzw. bei gleicher Genauigkeit die numerischen Kosten zu senken.
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