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1. Vorbemerkungen

1.1. Quellen dieser Seminarunterlagen

WWW: http://ibm.rhrz.uni-bonn.de/~uzs6pq
Lokal: ~drabhol/randgraph
E-Mail: Dreibholz@bigfoot.com (Thomas Dreibholz)

1.2. Einige Definitionen zur Wiederholung

Definition: Grad eines Knotens v

Der Grad eines Knatens v ist die Anzahl der vom diesem Knoten ausgehenden oder abgehenden
Kanten.

Definition: adjazent/inzident

Zwe Knoten heil3en adjazent, falls se durch eine Kante verbuncen sind. Zwel Kanten heif3en
adjazent, falls se @nen gemeinsamen Endpunk besitzen. Ein Knoten x und de Kante (x,y) heil3en
inzident.

Definition: r-regularer Graph

Ein Graph G ist r-regulér, falls alle Knoten des Graphen den gleichen Grad r besitzen. Er ist
kubisch, falls r = 3.

Definition: bipartiter Graph

Ein Graph G ist bipartit, wenn sich seine Knotenmenge V in zwei digunkte Mengen Rot und Blau
zerlegen 183, wobei keine zwel Knoten aus der gleichen Menge aljazent, also miteinander
verbunden sind.

Ein hipartiter Graphen G ist (r,9)-biregulér, falls der Grad eines jeden Knatens der Menge Rot r ist
und der Grad eines jeden Knotens der MaBiga s ist.

Fur weitere Definitionen siehe auch Kapitel 1.2im Informatik 111/1V-Skript unter ftp://theory.cs.uni-
bonn.de/pub/reports/scripts/Eidl.ps.gz

1.3. Motivation

Es gibt viele noch unlekannte Eigenschaften vonr-reguléaren Graphen. Zum Beispiel ist noch nicht
bekannt, obfast all e r-reguldren Graphen hamiltonisch sind? Um r-regulére Graphen auf bestimmte
maogli che Eigenschaften zu testen, ist es deshalb sinnvdl, zufélli ge r-regulére Graphen zu erzeugen
und mit diesen de gewiinschten Tests durchzufiihren. Diese zufélli ge Erzeugung solcher Graphen
ist das Thema dieses Vortrages.

2. Einleitung

Es werden nun die folgenden drei Prozeduren vorgestellt:



* RandCubic() zum Erzeugen eines zufdligen, gelabelten, kulischen Graphen mit gegebener
Anzahl von Knoten.

» Bipart() zur Erzeugung eines zuféligen, gelabelten, bpartiten Graphen mit Knoten eines
gegebenen Grades, was aquivalent zur Erzeugung einer zufélligen O-1-Matrix mit gegebenen
Zeilen- und Spaltensummen ist.

» RandGraph() zur Erzeugung eines zufélligen, gelabelten Graphen mit gegebener Knotenzahl.

Hierbei durchlaufen Bipart() und RandGraph() wiederhdte Erzeugungsversuche, die eventuell
fehlschlagen konren, jedoch bei Erfolg den gewinschten Graphen liefern. RandCubic() ist ein
normaler Algorithmus.

Anschlief3end wird gezeigt werden, dal3 Zeit- und Speicherplatzkomplexitét polynomiell sind, wobel
natiirlich nu RandCubic() eine endiche Worst-Case-Zeitkomplexitéat besitzen kann. Des weiteren
wird gezeigt werden, dal3 es hierfir nicht unbedingt notwendig ist, dald3 de Zufall sfunktion exakt
mit der gleichen Wahrscheinlichkeit O oder 1 liefert, sondern dald es ausreichend ist, wenn s
Verhéltnis der beiden Wahrscheinlichkeiten sehr nahe bei 1 liegt.

3. RandCubic()

Ein kubischer Graph bkesitzt eine Reihe von Untergraphen verschiedener Typen, de mit einer
bekannten Wahrscheinlichkeit auftreten konren. RandCubic() erzeugt mittels Operationen, de
Graphen des einen in den anderen Typ Uberfiihren gemald der bekannten Wahrscheinlichkeiten einen
kubischen Graph.

3.1. Graphentypen:

A-Graph: Der Graph besitzt einen Knoten mit dem Grad 2, der Rest ist vom Grad 3.
B-Graph: Der Graph kesitzt zwel Knoten vom Grad 2 mit den Labels ,+* und,,-“, die ds positiver
und negativer Pol bezeichnet werden. Der Rest der Knoten besitzt den Grad 3.

» Typ 1: Die Pole sind nicht adjazent; dies entspricht einem C-Graph (siehe unten).

» Typ 2: Die Pole sind 2 Knoten in einem 3er-Kreis.

» Typ 3: Alle anderen Falle, d.h. Pole sind adjazent zueinander und zu zwei anderen Knoten.
C-Graph: Wie B, jedoch sind de Pole nicht adjazent. Seien u und v @e Knaoten adjazent zum
positiven Pol.

* Typ 1: uund v sind nicht adjazent.

* Typ 2: uund v sind adjazent, (+) ist der einzige Knoten, derundwv adjazent ist.

Fur alle weiteren Typen: u und vadjazent undes existiert ein Knoten w, w nicht gleich (+), der zu u
undv adjazent ist.

 Typ 3:wist (-).

* Typ 4: wist adjazent zu (-).

* Typ 5: sonst.

D-Graph: Der Graph ist kubisch, d.h. alle Knoten besitzen den Grad 3.

3.2. Graphenanzahlen:

Die Anzahl der Graphen vonTyp A,B,C oder D mit n Knoten wird mit an], b[n], c[n] bzw. d[n]
bezeichnet. Nadh Konvention sind lege Graphen kulisch, besitzen jedoch keine Knoten mit Grad 2.
Also: a[0] = b[0] = ¢[0] = 0 und d[0] = 1.

Im weiteren Verlauf werden nuninsgesamt neun Operationen eingefiihrt, die Graphen des einen
Typs in einen anderen Typ Ubkerfihren, indem Knoten und Kanten hinzugefigt bzw. entfernt
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werden, was zu der Mdoglichkeit fuhrt, an], bin], c[n] und dn] rekursiv zu berechnen und
schlie3lich Graphen der Typen A,B,C und D zufallig zu erzeugen.

3.3. Definition von Operationen

1. Entfernung einer Menge S mit k Knoten aus einem Graphen mit n Knoten:

Loschen aler Knoten in S aus dem Graphen G und Léschung aler Kanten, de mit einem Knoten
aus Sinzident sind. Danach Relabeling der Knoten vonG mit den Labels 1,...,nk, wobei jedoch de
numerische Ordnung der Knoten nicht verandert wird!

Beispiel: Labels: 1,2,3,4; Loschung von 2 und 3 => 4 wird in 2 umbenannt

2. Hinzufuigen von k neuen Knoten mit Labels u[1],...,u[k] zu einem Graphen mit n-k Knoten:
Die Knoten werden hinzugefiigt und ein lineares Update der aten Labels durchgefuhrt, d.h.fur die
Knoten vonV werden Labels aus {1,...,n} \ {u[1],...,4k]} so gewéhlt, dal3 de lineae numerische
Ordnurg der Labels nicht verandert wird. Wenn also de neuen Labels shon gewahlt sind, ist das
Ergebnis des linearen Updates der Labels eindeutig festgelegt.

Beispiel: Alt: 1,2,3; Neu: 2,3 => Fialte Labels: 2->4 und 3->5

3. Eine Operation, de aus einer Menge von Graphen T1 eine Menge von Graphen T2 erzeugt, ist

exakt, wenn:

 Die Anwendurg der Operation auf unterschiedliche Elemente der Menge T1 liefert
unterschiedliche Elemente der Menge T2.

» Jedes Element von T2 kann durch die Anwendung der Operation aus T1 erzeugt werden.

» Die Anzahl der verschiedenen Mdglichkeiten, de Operation auf einen Graphen G aus T1
anzuwenden, ist gleich fur alle G.

Exakte Operationen sind niizlich fur Aufzdhlungen, da sie Viele-zu-Eins-Anzahlzusammenhénge

von der Graphenmenge T2 zur Graphenmenge T1 aufweisen.

3.4. Umwandlungs-Operationen

Operation 1: B-Graph mit n-1 Knoten -> A-Graph mit n Knoten

Beschreibung:

=> Eingabe: Gegeben ist ein B-Graph G mit n-1 Knoten.

» Fuge einen neuen Knoten v hinzu.

» Kennzeichne v mit Label als {1,...,n} (dafir gibt es n Mdglichkeiten).

» Verbinde v mit (+) und (-).

» Lo6sche ,+* und ,-“-Labels und unterziehe Labels der alten Knoten einem linearen Update.
<= Ausgabe: A-Graph mit n Knoten.

Lemma 1:

(8 Jeder A-Graph mit n Knoten kann duch Anwendurg von Operation 1 aus genau zwei
verschiedenen B-Graphen mit n-1 Knoten erzeugt werden.

(b) Es konren genau n urterschiedliche A-Graphen duch urterschiedliche Anwendurg von
Operation 1 aus einen B-Graphen mit n-1 Knoten erzeugt werden.

Beweis:

(&) Wird v aus dem A-Graphen entfernt, gibt es genau zwei Mdglichkeiten, de beiden Knoten vam
Grad 2 zu labeln: ,+“ und ,-“ bzw. ,-* und ,+“.

(b) Es gibt genau n Mdglichkeiten , den neuen Knoten v zu labeln.

Korollar 1: a[n] = (n/2)*b[n].




Operation 2: A-Graph mit n-3 Knoten -> B-Graph Typ 2 mit n Knoten

Beschreibung:

=> Eingabe: Gegeben ist ein A-Graph G mit n-3 Knoten. Der Knoten mit Grad 2 sei mit x
bezeichnet.

» Flge drei neue Knoten hinzu: (+), (-) und w.

» Flge vier neue Kanten hinzu: wx, (+)(-), (+)w und (-)w. (Also: w, (+) und (-) sind 3er-Kreis)
» Wabhle drei neue unterschiedliche Labels aus {1,...,n} gewahlt (Binomial(n,3) Moéglichkeiten).
» Kennzeichne die neuen Knoten mit diesen Labels (3! = 6 Moglichkeiten).

» Unterziehe die alten Labels einem linearen Update.

<= Ausgabe: B-Graph Typ 2 mit n Knoten.

Lemma 2:

Operation 2ist exakt und erzeugt aus einem A-Graph mit n-3 Knoten einen B-Graph Typ 2 mit n
Knoten.

Beweis:

Gegeben ist ein B-Graph van Typ 2. Die Knaoten (+), (-) und cer dritte Knoten im 3er-Kreis snd
bekannt. Werden dese drei Knoten entfernt, liegt ein eindeutig bestimmter A-Graph va. Dies ist
die Umkehrung von Operation 2 und das Lemma folgt direkt aus der Definition von Operation 2.
Korollar 2: Die Anzahl der B-Graphen Typ 2 mit n Knoten betragt 6*Binomial(n,3)*a[n-3].

Operation 3: B-Graph mit n-2 Knoten -> B-Graph Typ 3 mit n Knoten

Beschreibung:

=> Eingabe: Gegeben ist ein B-Graph mit n-2 Knoten. w und x bezeichnen den pasitiven und en
negativen Pol.

» Entferne die Labels ,+“ und ,-“.

» Flge zwei neue Knoten (+) und (-) hinzu.

» Flge drei neue Kanten (+)(-), (+)w und (-)x hinzu.

* Wahle zwei neue Labels aus {1,..,n} (dafuir gibt es n*(n-1) Mdglichkeiten)).

» Kennzeichne die neuen Knoten (+) und (-) mit diesen Labels

» Unterziehe die alten Labels einem linearen Update.

=> Ausgabe: B-Graph Typ 3 mit n Knoten.

Lemma 3:

Operation 3ist exakt und erzeugt aus einem B-Graph mit n-2 Knoten einen B-Graph Typ 3 mit n
Knoten.

Beweis:

Gegeben ist ein B-Graph Typ 3H mit n Knoten. Die Knoten (+) und (-) sind festgelegt, denn wenn
diese vertauscht werden, &ndert sich auch der Graph. Durch Entfernen von (+) und (-) entsteht ein
eindeutig bestimmter B-Graph G mit n-2 Knoten, wobei festgelegt ist, da3 der Knoten mit dem
positiven Pol von G in H adjazent zum dortigen positiven Pol ist.

Korollar 3: Die Anzahl der B-Graphen Typ 3 mit n Knoten betragt n*(n-1)*b[n-2].

Operation 4: A-Graph mit n-1 Knoten -> C-Graph Typ 1 mit n Knoten

Beschreibung:

=> Eingabe: Gegeben ist ein A-Graph G mit n-1 Knoten (damit (3*n-4)/2 Kanten).

» Wahle ene Kante e die nicht mit dem Knaten vom Grad 2 inzident ist (dazu gibt es (3*n-8)/2
Moglichkeiten). Seien v und w die Knoten an den Enden von e.

» Losche Kante e aus dem Graphen G.

» Flge eine neuen Knoten (+) hinzu. Dies wird der positive Pol.

» Flge die Kanten (+)v und (+)w hinzu.

» Wabhle ein Label fur (+) aus {1,...,n} (dafur gibt es n Mdglichkeiten).

» Unterziehe die alten Labels einem linearen Update.

» Der alte Knoten mit Grad 2 ist jetzt der negative Pol.




<= Ausgabe: C-Graph Typ 1 mit n Knoten.

Lemma 4:

Operation 4ist exakt und erzeugt aus einem A-Graph mit n-1 Knoten einen C-Graph Typ 1 mit n
Knoten.

Beweis:

Es ist klar, daf3 Operation 4 aus einem A-Graph einen C-Graph erzeugt.

Umgekehrt ist ein C-Graph Typ 1 H gegeben bei dem (+) und de beiden zu (+) adjazenten Knoten
bekannt sind. Daher erzeugt die Entfernung von (+) und Hinzufiigung einer Kante e zwischen
diesen zwel Knoten einen eindeutig bestimmten A-Graph. Der Knoten mit Grad 2 ist nicht inzident
mit e, da (+) und (-) im Graph H nicht adjazent sind.

Korollar 4: Die Anzahl der C-Graphen Typ 1 mit n Knoten betragt ((3*n-8)/2)*n*a[n-1].

Operation 5: B-Graph mit n-2 Knoten -> C-Graph Typ 2 mit n Knoten

Beschreibung:

=> Eingabe: Gegeben ist ein B-Graph G mit n-2 Knoten. Seien w, x die Knoten adjazent zu (+).
» Losche Kanten (+)w und (+)x.

» Fuge zwei neue Knoten u und v hinzu.

» Fulge funf neue Kanten (+)u, (+)v, uv, uw und vx hinzu.

» Wabhle zwei neue Labels aus {1,..,n} (dafir gibt es n*(n-1) Moglichkeiten)).

» Kennzeichne die Knoten u und v mit diesen Labels

* Unterziehe die alten Labels einem linearen Update.

<= Ausgabe: C-Graph Typ 2 mit n Knoten

Lemma 5:

Operation 5ist exakt und erzeugt aus einem B-Graph mit n-2 Knaten einen C-Graph Typ 2 mit n
Knoten.

Beweis:

Analog zu Lemma 1 bis 4.

Korollar 5: Die Anzahl der C-Graphen Typ 2 mit n Knoten betragt n*(n-1)*b[n-2].

Operation 6: D-Graph mit n-4 Knoten -> C-Graph Typ 3 mit n Knoten

Beschreibung:

=> Eingabe: Gegeben ist ein D-Graph G mit n-4 Knoten, also ein kulischer Graph. Im Fall n=4 ist

dies der leere Graph.

» Flge vier neue Knoten hinzu: Die Pole (+), (-) sowie u und v.

» Flge funf neue Kanten hinzu: (+)u, (+)v, uv, u(-) und v(-).

» Wahle an geordnetes Paa von werschiedenen Labels |1, 12 aus {1,...,n} (dafUr gibt es n*(n-1)
Moglichkeiten).

» Kennzeichne (+) und (-) mit diesen Labels.

* Wahle a@n ungeordnetes Paa von werschiedenen Labels aus {1,...,n}\{I11,12} (daftr gibt es (n-
2)*(n-3)/2 Mdoglichkeiten).

» Kennzeichne u mit dem kleineren Wert und v mit dem grof3eren.

» Unterziehe die alten Labels einem linearen Update (falls Gberhaupt welche vorhanden).

<= Ausgabe: C-Graph Typ 3 mit n Knoten.

Lemma 6:

Operation 6ist exakt und erzeugt aus einem D-Graph mit n-4 Knoten einen C-Graph Typ 3 mit n

Knoten.

Beweis:

Analog zu Lemma 1 bis 4.

Korollar 6: Die Anzahl der C-Graphen Typ 3 mit n Knoten betragt 12*Binomial(n,4)*d[n-4].

Operation 7: A-Graph mit n-5 Knoten -> C-Graph Typ 4 mit n Knoten




Beschreibung:

=> Eingabe: Gegeben ist ein A-Graph G mit n-5 Knoten.

» Flge funf neue Knoten hinzu: Die Pole (+), (-) und u,v und w.

» Flge sieben neue Kanten hinzu: (+)u, (+)v, uv, w, vw, w(-) sowie a@ne Kante zwischen (-) und
dem Knoten vom Grad 2.

* Verschiedene Labels 11, 12 undI3 aus {1,...,n} werden fir (+), (-) undw sowie @n ungeordnetes
Paa von Labels fur u und v aus {1,...,n}\{11,)2|3} gewahlt. Fir die Auswahl gibt es
60*Binomial(n,5) Mdglichkeiten.

» Kennzeichne die Knoten mit den gewahlten Labels.

» Unterziehe die alten Labels einem linearen Update.

<= Ausgabe: C-Graph Typ 4 mit n Knoten.

Lemma 7:

Operation 7 ist exakt und erzeugt aus einem A-Graph mit n-5 Knoten einen C-Graph Typ 4 mit n

Knoten.

Beweis:

Analog zu Lemma 1 bis 4.

Korollar 7: Die Anzahl der C-Graphen Typ 4 mit n Knoten betragt 60*Binomial(n,4)*a[n-5].

Operation 8: B-Graph mit n-4 Knoten -> C-Graph Typ 5 mit n Knoten

Beschreibung:

=> Eingabe: Gegeben ist ein B-Graph G mit n-4 Knoten. Der positive Pol sei mit x bezeichnet.

» Entferne das ,+"“-Label von x.

» Flge vier neue Knoten hinzu: Den Pol (+) sowie u, v und w.

» Flge sechs neue Kanten hinzu: (+)u, (+)v, uv, uw, vw und wx.

» Wahle an geordnetes Paa von Labels 11, 12 aus {1,...,n} fur (+) und w und ein ungeordnetes
Paa von Labels aus {1,...,n}\{11,2} fir u und v.Fur die Auswahl gibt es 12*Binomial(n,4)
Maoglichkeiten.

» Kennzeichne die Knoten mit den gewahlten Labels.

» Unterziehe die alten Labels einem linearen Update.

<= Ausgabe: C-Graph Typ 5 mit n Knoten.

Lemma 8:

Operation 8ist exakt und erzeugt aus einem B-Graph mit n-5 Knaten einen C-Graph Typ 5mit n

Knoten.

Beweis:

Analog zu Lemma 1 bis 4.

Korollar 8: Die Anzahl der C-Graphen Typ 5 mit n Knoten betragt 12*Binomial(n,4)*b[n-4].

Operation 9: C-Graph mit n Knoten -> D-Graph mit n Knoten

Beschreibung:

=> Eingabe:Gegeben ist ein C-Graph G mit n Knoten.

» Fuge eine neue Kante (+)(-) hinzu.

» Losche die ,+* und ,-“-Labels

<= Ausgabe: D-Graph (kubischer Graph) mit n Knoten.

Lemma 9:

Jeder D-Graph (kubischer Graph) mit n>=4 Knoten kann mit Operation 9 aus genau 3*n
verschiedenen C-Graphen mit n>=4 Knoten erzeugt werden.

Beweis:

Jeder C-Graph mit n>0 Knoten kann aus einem kubischen Graphen mit n Knoten erzeugt werden,
indem eine Kante von insgesamt (3*n)/2 entfernt wird unddie beiden Knaten vom Grad 2 mit ,,+*
und ,-“ gekennzeichnet werden (2 Maoglichkeiten). Dies ist die Umkehrung von Operation 9,
woraus das Lemma folgt.




Korollar 9: c[n] = 3*n*d[n]

3.5. Rekursive Berechnung der Graphen-Anzahlen

Aus den Startwerten 0], ..., dO] sowie den Korollaren 1 is 9 folgt nunfir n >= 4 de rekursive

Berechnung der a[n],...,d[n]:

(Da[n] = (n/2)*b[n-1]

(2)c[n] = ((3*n-8)/2) * n * a[n-1] + n*(n-1)*b[n-2] + 12*Binomial(n,4)*d[n-4] +
60*Binomial(n,5)*a[n-5] + 12*Binomial(n 4)*b[n-4]

(3)b[n] = c[n] + 6*Binomial(n,3)*a[n-3] + n*(n-1)*b[n-2]

(4)d[n] =c[n] / 3*n

Dabei sind Werte von regativem Index immer Null. Beginnend von n= 0 kénren nun de Werte fir

beliebige n berechnet werden. Dabei wird fir ungerade n Gleichung (1) (in desem Fall gibt es nur

A-Graphen) berechnet und fir ungerade n de Gleichungen (2) bis (4) (in desem Fall gibt es keine

A-Graphen).

| n_ A-Graphen | B-Graphen C-Graphen D-Graphen
0 0
1 0 0 0 0
2 0 0 0 0
3 0 0 0 0
4 0 12 12 1
5 30 0 0 0
6 0 1620 1260 70
7 5670 0 0 0
8 0 565320 464520 19355
9 2543940 0 0 0
10 0 390385800 335424600 11180820
11 2147121900 0 0 0
12 0 470878739100 415989812700 11555272575
13 3060711804150 0 0 0
14 0 909667780961940 819278536216140 19506631814670
15 682250835721455( 0 0 0
16 0 264122627735486520( 241262201826205560( 50262958713792825
17 4003679283806802584 0 0 0
18 0 4188763974121917680 | 1112074957725010401| 205939806986113037

3.6. Erzeugung der Graphen

Speicherung der Graphen

Die Labels werden in einem globalen Array labelg[] mit n (+1 wg. Index 0) Eintrégen gespeichert.

Die Kanten werden in einem globalen Array edgeg] mit 3*n (+1 wg. Index 0) Eintrdgen

gespeichert, wobei die Kanten des Graphen duch (edges[1],edges[2]), (edged3],edges4]), ...

dargestellt sind. Dabei enthalten de Eintrége elgesn] die Labels der Knoten und ncht die

Knotennummern!

Zusatzlich sollen folgende Konventionen gelten:

* In einem A-Graph mit n Knoten ist der Label des Knaotens vom Grad 2 in edges[3*n-1]
gespeichert. In einem solchen Graph ist (edges[3*n-2],edges[3*n-1]) die letzte Kante.

* In einem B- oder C-Graph mit n Knoten ist der Label des positiven Pols in edgeg[3*n-2], die
beiden inzidenten Kanten in (edges3*n-5],edges[3*n-4]) und (edges 3*n-3],edges 3*n-2])
gespeichert. Der Label des negativen Pols befindet sich in der globalen Variable neg.

Ein auf diese Weise gespeicherter Graph soll ,richtig dargestellt* (properly represented) heil3en.
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Eine Erzeugungsprozedur heifdt , effektiv®, wenn ein zufdlliger und richtig dargestellter Graph des
gewilnschten Typs erzeugt wird.

Im folgenden wird die Existenz einer Funktion Randam(n) angenommen, de é@ne Zufallszahl im
Bereich von 1 hs n liefert, wobei n eine positive Zahl ist. Des weiteren sollten sich de
Graphenanzahlen aus Abschnitt 3.5 in globalen Arrays A[], B[], C[] und D[] befinden.

Im Folgenden werden de Datentypen Integer und Cardinal (aus Modua-2) verwendet, um Zahlen
mit und ohre Vorzeichen zu kennzeichnen ohre dabel aber auf die Bitbreite bestimmter Systeme
einzugehen

Choose()-Prozedur:
Fur die folgenden Graph-Erzeugungsprozeduren wird zudem eine Prozedur bendétigt, die ais den
Labels labels[1],...,labels[N] eine zufallige, geordnete Auswahl trifft:

/I Choose-Funktion:

/I Labels L[n-k+1] bis L[n] sollen eine zuféllige geordnete Auswabhl
/I der Labels L[1] bis L[n] sein.

void Choose(const cardinal n, const cardinal k)

cardinal x,i;
integer t;

if(k >= n) return;
fori=n;i>=1+n-Kk;i--){
x = Random(i);
t = labels[x];
labels[x] = labelsi];
labels[i] = t;

}

Man beadite: Die vorher in labelgn-k+1] bis labels[n] gespeicherten Werte werden nicht geldscht,
sondern mit dem gewahlten Label getauscht! Es fehlen am Ende dso keine Labels und es kommen
auch keine Labels mehrfach vor.

GraphA()-Prozedur:

Mit der oben angegebenen Choase()-Prozedur kann nun dle Erzeugung eines A-Graph mit n Knoten
implementiert werden: Ein Label wird ausgewahlt, mit den restlichen n-1 Labels wird ein B-Graph
erzeugt. Danach wird zu desem B-Graph der ausgewdhlte n-te Knoten gemdld Operation 1
hinzugefugt:

/I GraphA-Funktion:

/I Erzeugung eines A-Graphen mit n Knoten basierend auf Lemma 1
/I Voraussetzungen: n >=4 muf3 ungerade sein!

void GraphA(const cardinal n)

cardinal neg;
integer t;

Choose(n,1);
GraphB(n - 1,neg);
t=3*n-5;
pos = edges[t];
/I pos und neg sind die Labels des positiven und negativen Pols des
/I oben generieren B-Graphen.
/I Setzen der neuen Kanten:
edges[t + 1] = neg; edges[t + 2] = labels[n];
edges|t + 3] = pos; edges|t + 4] = labels[n];
}
Lemma A:
Fur ungerade n >= 5 ist GraphA(n) effektiv, wenn GraphB(n-1,neqg) effektiv ist.

Beweis:

GraphA() ruft Choose(n,l) auf und stellt somit sicher, dal3 labelg[n] ein Element von labels[1] bis
labelg[n] ist. GraphB(n-1,neg) erzeugt mit den Labels labelg[ 1] bis labelgn-1] einen B-Graphen mit
n-1 Knoten. Der Rest der Prozedur fugt gemaf Operation 1 zwei Kanten hinzu.




Die hat die gleiche Wirkung wie das zuféllige Erzeugen eines B-Graph mit n-1 Knoten, dem
Hinzufligen eines neuen Knoten v mit Label labels[n] und dem linearen Update der alten Labels.

GraphB()-Prozedur:

Die GraphB(n,neg)-Prozedur erzeugt einen B-Graph mit n Knoten und e Label des negativen Pols

wird in neg abgelegt. Dazu wird zuféllig und gemdld der Wahrscheinlichkeiten aus der
Anzahltabelle ein B-Graph vom Typ 1 (dies entspricht einem C-Graph), Typ 2 oder Typ 3 erzeugt:

/I GraphB-Funktion:

/I Erzeugung eines B-Graphen mit n Knoten basierend auf Lemma 2 bis 8
/I Voraussetzungen: n >=4 muR gerade sein!

void GraphB(const cardinal n, cardinal& neg)

cardinal x;

x = Random(B[n]);
if(x <= C[n]) {
GraphC(n,neg);

else {
ifx<=C[n]+n*(n-1)*(n-2)*A[n - 3)]) {
GraphB2(n,neg);

else {
GraphB3(n,neg);

}
}

/I GraphB2-Funktion:
/I Erzeugung eines B-Graphen Typ 2 mit n Knoten basierend auf Lemma 2
void GraphB2(const cardinal n, cardinal& neg)

cardinal w,Xx;
integer t;

Choose(n,3);
GraphA(n - 3);
w = labels[n - 2];
neg = labels[n - 1J;
pos = labels|[n];
t =3*n-10;
X = edges[t];
/I Die Kanten des oben generierten A-Graphen liegen in edges[1] bis
/I edgest]. x ist der Label des Knotens mit Grad 2.
/I Setzen der neuen Kanten:
edges[t + 1] =x; edges[t+ 2] =w;
edges[t + 3] =w; edges[t + 4] = neg;
edges[t + 5] =w; edges[t + 6] = pos;
) edges|t + 7] = neg; edges[t + 8] = pos;

/I GraphB3-Funktion:
/I Erzeugung eines B-Graphen Typ 3 mit n Knoten basierend auf Lemma 3
void GraphB3(const cardinal n, cardinal& neg)

cardinal w,x;
integer ft;

Choose(n,2);
GraphB(n - 2,neg);

t =3*n-8;
w = edgesl[t];
X =neg;

neg = labels[n - 1];

pos = labels[n];

/I Im oben generierten Graph hat der positive Pol den Label w und
I/l der negative Pol den Label x.

/I Setzen der neuen Kanten:

edges[t + 1] = x; edges[t + 2] = neg;

edges|t + 3] =w; edges|t + 4] = pos;

edgeslt + 5] = neg; edgeslt + 6] = pos;

}
Lemma B:




Sel n >= 4 gerade. GraphB(n,neg) ist effektiv, wenn GraphC(n,neg) und GraphA (k) fur k ungerade
und 4 <=k < n effektiv sind und GraphB(k,neg) fur k gerade und 4 <= k < n effektiv ist.
Beweis:

Es darf angenommen werden, dal3 GraphA (n-3) effektiv ist, dafir n-3 kleiner 4 gilt: A[n-3] =0 und
die Wahrscheinlichkeit, dal3 GraphB2(n,neg) von GraphB(n,neg) aufgerufen wird, ndl ist. Ebenso
darf angenommen werden, daf? GraphB(n-2,neq) effektiv ist.

Die Effektivitédt von GraphB2(n,neg) und GraphB3(n,neg) folgt analog zu Lemma A mit den
Operationen 2 und 3. Da die Operationen 2 und 3exakt sind, folgt daraus, da3 de enzige
Voraussetzung fur ein einheitli ches zufdli ges Ergebnis der Start mit einem zufdlligen Graph des
entsprechenden Typs ist, auf den dann die Operation randomisiert angewendet wird.

Die Uberprifung auf richtige Darstellung ist klar.

Die Anzahl der B-Graphen Typ 1ist C[n], die des Typs 2 ist n*(n-1)*(n-2)*A[n-3] (nach Korollar
2). In GraphB() wird x zufdllig von 1 bs B[n] gewéhlt. Daraus folgt fir die Wahrscheinli chkeiten
fur den Aufruf von GraphC() und GraphB2(): C[n]/B[n] und n¥{n-1)* (n-2)*A[n]/B[n]. Andernfalls
wird GraphB3() aufgerufen.

Hieraus folgt nun das Lemma.

GraphC()-Prozedur:

Die GraphC(n,neg)-Prozedur erzeugt einen C-Graphen mit n Knoten. Der Label des negativen Pols
wird in neg abgelegt. Dazu wird zuféllig und gemdld der Wahrscheinlichkeiten aus der
Anzahltabelle ein C-Graph vom Typ 1 bis Typ 5 erzeugt:

/I GraphC-Funktion:

/I Erzeugung eines C-Graphen mit n Knoten basierend auf Lemma 4 bis 8
/I Voraussetzungen: n >=4 muR gerade sein!

void GraphC(const cardinal n, cardinal& neg)

cardinal r1,r2,r3,r4;
cardinal x;

x = Random(C[n));

rl=(B3*n-8)/2)*n*A[n-1];
r2=n*(n-1)*B[n-2]+rl;

if(n == 4)

r3=x;

else

r3=r2+n*(n-1)*(n-2)*(n-3)*D[n-4]/2;
if(n <= 5)

r4 =r3;

else
rA=r3+n*(n-1)*(n-2)*(n-3)*(n-4)*An-5]/2;

/I r[j] ist die Anzahl der C-Graphen mit n Knoten des Typs j.
if(x <=rl) GraphC1(n,neg);
if((rl < x) && (x <=r2)) GraphC2(n,neqg);
if((r2 < x) && (x <=r3)) GraphC3(n,neg);
if((r3 < x) && (x <=r4)) GraphC4(n,neqg);
if(r4 < x) GraphC5(n,neg);
}

/I GraphC1-Funktion:
/I Erzeugung eines C-Graphen Typ 1 mit n Knoten basierend auf Lemma 4
void GraphC1(const cardinal n, cardinal& neg)

cardinal v,w,pos,x;
integer t;

Choose(n,1);
GraphA(n - 1);

neg = edges[3 * n - 4];
/I neg ist der Label des Knotens mit Grad 2 im oben erzeugten A-Graphen

x =Random((3*n-8)/2);

v =edges[2*x-1];

w = edges[2 * x];

/I v und w sind zwei zuféllig gewéhlte Kanten, die nicht mit dem Knoten
/I vom Grad 2 inzident sind.
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t=3*n-6;
edges[2 * x - 1] = edges]t + 1];
edges[2 *x] = edges[t + 2];
/I edges[1] bis edges]t] beinhalten jetzt die Kanten des A-Graphen ohne
/I die Kante v-w.
/I Setzen der neuen Kanten:
pos = labels[n];
edges[t + 1] = v;
edgeslt + 2] = pos;
edges[t + 3] = w;
edgeslt + 4] = pos;
}

/I GraphC2-Funktion:
/I Erzeugung eines C-Graphen Typ 2 mit n Knoten basierend auf Lemma 5
void GraphC2(const cardinal n, cardinal& neg)

cardinal u,v,w,posx;
integer t;

Choose(n,2);
GraphB(n - 2,neg);

t =3*n-12;

w = edgest + 1];

X =edges[t + 3];

pos = edges[t + 4];

u =labels[n - 1];

v = labels[n];

Il pos ist der Label des positiven Pols des oben erzeugen B-Graphen.
/' w und x sind dessen Nachbarknoten. edges[1] bis edges][t] beinhalten
/l des B-Graphen.

/I Setzen der neuen Kanten:

edges[t + 1] = w;
edges[t + 2] = u;
edges[t + 3] =x;
edges[t + 4] = v;
edges[t + 5] =u;
edges[t + 6] = v;
edges[t + 7] =u;
edges[t + 8] = pos;
edges[t+ 9] =v;
edgeslt + 10] = pos;

}

/I GraphC3-Funktion:
/I Erzeugung eines C-Graphen Typ 3 mit n Knoten basierend auf Lemma 6
void GraphC3(const cardinal n, cardinal& neg)

cardinal u,v,pos;
integer t;

Choose(n,4);
if(n > 4)
GraphD(n - 4);

neg = labels[n - 3];
u =labels[n - 2];
v =labels[n - 1];
pos = labels[n];
t=3*n-12;

/I Setzen der neuen Kanten:

edges[t + 1] = neg; edges[t+ 2] =
edges[t + 3] =neg; edges[t+ 4] =
edges[t+ 5] =u; edges[t+ 6]=vV
edges[t+ 7] =u; edges[t+ 8] = pos;
edges[t+ 9] =v; edges|t+ 10] = pos;

u;
\Z

}

/I GraphC4-Funktion:
/I Erzeugung eines C-Graphen Typ 4 mit n Knoten basierend auf Lemma 7
void GraphC4(const cardinal n, cardinal& neg)

cardinal u,v,w,pos;
integer ft;

Choose(n,5);
GraphA(n - 5);

neg = labels[n - 4];
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w = labels[n - 3];
u =labels[n - 2];
v =labels[n - 1];
pos = labels[n];
t=3*n-16;

/I Die Kanten des A-Graphen liegen in edges[1] bis edges][t]. edges][t] ist
/I der Label des Knotens vom Grad 2.
/I Setzen der neuen Kanten:
edges[t + 1] = edges|[t]; edges[t + 2] = neg;
edges[t+ 3] =neg; edges[t+ 4] =w;
edges[t + 5] =w; edges[t + 6] = u;
edges[t+ 7] =w; edgesf[t+ 8] =v;
edges[t + 9] =u; edges|[t + 10] = v;
edges[t + 11] = u; edgeslt + 12] = pos;
) edges[t + 13] = v; edges|t + 14] = pos;

/I GraphC5-Funktion:
/I Erzeugung eines C-Graphen Typ 5 mit n Knoten basierend auf Lemma 8
void GraphC5(const cardinal n, cardinal& neg)

cardinal u,v,w,posx;
integer ft;

Choose(n,4);
GraphB(n - 4,neg);

t=3*n-14;

X = edgeslt];

w = labels[n - 3];
u =labels[n - 2];
v =labels[n - 1];
pos = labels[n];

edges[t + 1] =x; edges[t+ 2] =w;
edges[t + 3] =w; edges[t+ 4] =u;
edges[t + 5] =w; edges[t+ 6] =Vv;
edges[t+ 7] =u; edges[t+ 8] =v;
edges[t + 9] =u; edges[t + 10] = pos;
edges[t + 11] =v; edges[t + 12] = pos;
}

Lemma C:

Se n >= 4 gerade. GraphC(n,neg) ist effektiv, wenn GraphA(k) fur k ungerade sowie
GraphB(k,neg) und GraphD(K) fur k gerade effektiv sind.

Beweis:

Analog zu Lemma B unter Benutzung der Lemmata und Korollare 4 bis 8.

Die Forderung nach einem ungeordneten Paa von Labels fir u und vin den Operationen 6 kis 8
wird von GraphC3() bis GraphC5() durch ein zuféliges, geordnetes Label-Paa erfullt, was
naturlich ausreichend ist.

GraphD()-Prozedur:
GraphD(n) erzeugt einen D-Graphen mit n Knoten, indem ein C-Graph mit n Knoten erzeugt wird
und geman Operation 9 zwei Kanten hinzugefuigt werden:

/I GraphD-Funktion:

/I Erzeugung eines D-Graphen mit n Knoten basierend auf Lemma 9
/I Voraussetzungen: n >=4 muR gerade sein!

void GraphD(const cardinal n)

cardinal neg;
integer t;

GraphC(n,neg);
t=3*n-2,
edgeslt + 1] = neg;

) edges|t + 2] = edges|t];

Theorem:

Sei n >= 4 gerade. Der Algorithmus GraphD(n) generiert einen richtig dargestellten, kukischen
Graph mit n Knoten.

Beweis:
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Beobachtung: Wenn GraphC(n,neg) effektiv ist, dann ist GraphD(n) effektiv.

Beweis durch Induktion Gber n (n >= 4):

Indukionsannahme: Fur 4 <= k <= n-1 und kgerade sind GraphB(k,neg), GraphC(k,neg) und
GraphD(k) effektiv und fur 5 <= k <= n-1 und k ungerade ist GraphA(k) effektiv.

Fur n = 4: Aus Lemma C folgt, dal’3 GraphC(4,neg) effektiv ist. Daher ist auch GraphD(4) eff ektiv.
GraphB(4,neg) ist nach Lemma B ebenfalls effektiv.

Fur n>=5: Fur ungerade n folgt aus der Induktionsannahme die Behauptung vonLemma A (dan-1
gerade) und somit: GraphA(n) ist effektiv.

Fur gerade n folgt aus Lemma C und dr Indukionsannahme: GraphC(n,neg) ist effektiv. Dies
impliziert, dal3 GraphB(n,neg) und GraphD(n,neg) effektiv sind (nach der Beobaditung am Anfang
und Lemma B).

Daher: GraphD(n) ist effektiv fur alle geraden n >= 4.

RandCubic()-Prozedur:
RandCubic(n) erzeugt einen zufélligen kubischen Graphen mit n Knoten:

/I RandCubic-Funktion:
void RandCubic(cardinal n)

for(cardinal i = 1;i <= n;i++) labels[i] = i;
GraphD(n);

4. Bipart()

Es sll nun ein zufdlliger, bipartiter Graph mit einem gegebenen Grad fir jeden Knoten erzeugt

werden. Diesist quivalent zur zuféli gen Erzeugung einer (0,1)-Matrix mit den Zellensummen r[1],

..., I[N] (dies snd de Gradzahlen der Knoten in der roten Menge) und den Spaltensummen c[1], ...,

c[m] (dies sind die Gradzahlen der Knoten in der blauen Menge):

» Sei sdie Summe der r[j] und daher auch de der c[i]. Man nmmt nuns Bélle, von denen c[i] mit
1<=i<=m gelabelt sind und ednet diese zuféllig. (Also z.B. ¢[]] ={2,3,1} => s=6 undBaélle mit
folgenden Labels: 1,1,2,2,2,3).

» Die e@sten r[1] Balle werden nunin eine Schale mit dem Label 1 gelegt, die nadhsten r[2] in eine
Schale mit Label 2 usw.

* SieM nun de (0,1)-Matrix, wobei die Eintrag (i,j) die Anzahl der Bélle mit Label j in der Schale
i ist. Dannist diei-te Zellensumme wie gefordert r[i] und de j-te Spaltensumme dj]. Ist M dann
eine (0,D)-Matrix, d.h. keine Schale beinhaltet zwel Bélle des gleichen Labels, war der Versuch
erfolgreich. Ansonsten kann ein neuer Versuch erfolgen.

Lemma:

War der oben angegebene Versuch erfolgreich, dann ist M eine zuféllige (0,1)-Matrix mit der i-ten

Zeilensumme r[i] und der j-ten Spaltensumme cfj].

Beweis

Gegeben ist eine (0,2)-Matrix M mit bekannter Zellen- und Spatensumme. Wir betrachten de

Anzahl der verschiedenen Anordnungen der Balle, die zu M fiihren:

Die r[i] verschiedenen Schalen mit den Béllen mit Label i sind duch M festgelegt. Es gibt jedoch

r[i]! verschiedene Moglichkeiten, de Bélle in de @anzelnen Schalen zu legen. Naddem

Entschieden ist, in welche Schae en Ball gelegt wird, gibt es c[j]! Maoglichkeiten, de

unterschiedlich gelabelten Bélle in der Schale zu ordnen.

Daher gibt es (Mr[i]! * Mc[j]!) unterschiedliche Moglichkeiten, de zu M fuhren. Da diese Zahl nur

von r[] und c[] und nicht von M abhangig ist, folgt daraus das Lemma.

Implementation:
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M wird as Adjazenzmatrix eines bipartiten Graphen interpretiert, wobei die Knoten einen
gegebenen Grad besitzen:

/[ Initialisierung des Kantenarrays

/[ grad[] ist ein Array der Lange knoten mit den Gradzahlen der Knoten
/I In menge[] wird eine Liste von grad][i] Labels des i-ten Knoten fir

/l'i in aufsteigender Ordnung erstellt.

/I Also z.B. 1,1,1,2,3,3 fur Gradzahlen31 2

void Initialisiere(cardinal knoten, cardinal* grad, cardinal* menge)

cardinal i,j,k;

k=0;
for(i = 1;i <= knoten;i++) {
for(j = 0;j < grad[i];j++) {
k++;
mengelK] = i;

}
}

/I Erzeugung eines bipartiten Graphen
/I knotenRot und knotenBlau enthalten die Anzahlen der roten bzw. blauen Knoten
/I kanten ist die Anzahl der Kanten
/I gradRot[i] und gradBlau[i] enthalten die Gradzahl der i-ten blauen
/I~ bzw. roten Knotens
/I Nach der Ausfiihrung sind die Kanten des erzeugten Graphen in folgender
/I Weise gespeichert: (rot[1],blau[1]), ..., (rot[kanten],blau[kanten])
void Bipart(cardinal knotenRot, cardinal knotenBlau, cardinal kanten,
cardinal* gradRot, cardinal* gradBlau, cardinal* rot, cardinal* blau)
{

bool good;
cardinal i,t,x;
cardinal zaehler = 0;

Initialisiere(knotenRot,gradRot,rot);
Initialisiere(knotenBlau,gradBlau,blau);

good = false;
while(!good) {
1 Ne(glen Versuch starten, einen bipartiten Graphen zu erzeugen
Neu();
good = true;
i = kanten;
while((i >= 1) && good) {
/I x wird zufallig aus {1,...,i} gewahlt.
x = Random(j);
/I Auf multi-edges Uberprufen
if(Verbunden(rot[i],blau[x])) {
good = false;

else {
t = blau[x];
blau[x] = blauli];
blauli] = t;
Verbinde(rot[i],blauli]);
i

}

}
}
}

Theorem:

Die Prozedur Bipart() erzeugt einen zufélligen hipartiten Graphen mit knotenRot roten Knoten,
wobei der i-te Knoten (1<=i<=knatenRot) den Grad kndenRot[i] besitzt und kndenBlau blauen
Knoten, wobei der j-te Knoten (1<=j<=knotenBlau) den Grad knotenBlaul[j] besitzt.

Beweis

Der Beweis folgt aus dem Lemma, wobei gradRot[i] = r[i] und gradBlaulj] = c[j].

Die Eintrage von Hau[] sind de Labels der Bdle, von denen gradBlau[i] mit i gelabelt sind. Die
fortlaufende zufdllige Auswahl von x aus {1,...,i} und der folgende Austausch von Bau[x] und
blau[i] erzeugen eine zuféli ge Permutation von bau[1], ..., Bau[kanten], wobei i von kanten bis 1
rackwarts lauft. Die Ablage des i-ten permutierten Balls in de i-te Schale ist &quivaent zum
Hinzufligen des geordneten Paares (rot[i],blaul[i]) zur Kantenmenge des Graphen.
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Ein mehrfadches VVorkommen eines Elementes (&quivalent zu mehreren Bélen mit gleichem Label in
der gleichen Schale) in der Kantenmenge entspricht dabei einer mehrfach vorhandenen Kante. In
diesem Fall wird der Versuch abgebrochen und muf3 neu gestartet werden.

Nadh dem Lemma hat Bipart() be Beendigung eine zufélige (0,1)-Matrix mit Zeilensummen
gradRot[i] und Spaltensummen gradBlau[i] erzeugt. Dabei geben de Elemente der Kantenmenge
die Koordinanten der 1-en an. Dies entspricht einem zufélli gen bipartiten Graphen mit Knoten von
gegebenem Grad und Kanten (rot[i],blau[i]) fir 1<=i<=kanten.

5. RandGraph()

Ein Graph G kann als bipartiter Graph B aufgefal3t werden, wobel jeder blaue Knoten den Grad 2
besitzt. Um Schleifen undmehrfadhe Kanten in G zu vermeiden, ist es notwendig und ausreichend,
vorauszusetzen, dal3 in B keine mehrfachen Kanten vorkommen und &3 keine zwei blauen Knoten
von B das gleiche Paa von Nachbarknoten besitzen. Die Knoten vonG sind dann de roten Knoten
von B. Zwei dieser Knaten sind dann adjazent in G, wenn sie zum gleichen blauen Knoten in B
adjazent sind. Da die blauen Knoten vonB gelabelt sind, flhrt dies zu einem Labeling der Kanten
von G. Wenn cer Graph m Kanten besitzt, konren dese mit m! Mégli chkeiten gelabelt werden, da
die Labels der Knoten jede Kante endeutig bestimmen. Daher kann ein zufélliger Graph G mit
Knoten der Grade r[1], ..., r[n] generiert werden, indem zuerst mit Bipart() ein bipartiter Graph B
mit 2*m Kanten undgradBlau[j]=2 fur alle j erzeugt wird und @s Ergebnis verworfen wird, wenn
zwei blaue Knoten die gleichen zwei Nachbarknoten besitzen.

Dieser ProzeR kann jedoch mit einigen kleinen Anderungen vereinfacht werden:

/I Erzeugung eines Graphen

/I knoten enthdlt die Anzahl der Knoten

/I kanten enthalt die Anzahl der Kanten

/I grad[i] ist der Grad des i-ten Knotens

/I Nach der Ausfiihrung sind die Kanten des Graphen in folgender Weise

/I gespeichert:

/I (rot[1],rot[2]), ..., (rot[2 * kanten - 1],rot[2 * kanten])

void RandGraph(cardinal knoten, cardinal kanten, cardinal* grad, cardinal* rot)

bool good;
cardinal i,t,x;
cardinal zaehler = 0;

Initialisiere(knoten,grad,rot);
good = false;

while(!good) {
good = false;
while(!good) {
/I Neuen Versuch starten, einen Graphen zu erzeugen
Neu();
good = true;
i = kanten;
while((i >= 1) && good) {
x = Random(2 *i - 1);
/I Auf Schleifen Uberpriifen
if(rot[x] ==rot[2 *i]) {
good = false;

else {
/I Auf multi-edges Uberprifen
if(Verbunden(rot[x],rot[2 * i])) {
good = false;

else {
t = rot[x];
rot[x] = rot[2 *i - 1];
rotf2*i-1]=t;
Verbinde(rot[2 * i - 1],rot[2 * i]);
I--
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Theorem:

Die Prozedur RandGraph() erzeugt einen zufélligen Graph mit n Knoten der Grade grad[1], ...,
grad[n].

Beweis

Die Eintrage von rot[] seien de Labels von 2*kanten urterscheidbaren Béllen, de geordnet sind.
Wenn zwei Elemente von rot[] getauscht werden, werden de beiden entsprechenden Bélle
getauscht. Die fortlaufende zufélli ge Auswahl von x aus {1, ..., 2*%-1} und der folgende Austausch
von rot[2*i-1] undrot[x] erzeugt eine zufdllige Paaung dieser Bélle fur absteigende i von kanten
bis 1. Die Label-Paae aif den Ball-Paaen sind (rot[1],rot[2]), ..., (rot[2*kanten-1],rot[2*kanten]).
Die Ordnurg dieser Paae ist nicht von Bedeutung; jedoch kann jede mdgliche Menge von Paaen
mit gleicher Wahrscheinlichkeit vorkommen.

Betrachtet man das Paa (rot[2*kanten-1]rot[2*kanten]) as Kante anes Graphen, ist der
Erzeugungsversuch nu dann erfolgreich (d.h. RandGraph() liefert ein Ergebnis), wenn der Graph
keine Schleifen (d.h. rot[2*i-1] != rot[2*i] fUr alle i) und keine mehrfachen Kanten besitzt.
Betrachte die Paaungen as eine Plazierung der 2*kanten urterscheidbaren Bélle in kanten
unurterscheidbare Schalen: Wenn ein gegebener Graph erzeugt wurde, kann fur jede Schale
entschieden werden, welche Labels die Béle in deser Schale besitzen. Da kein Paa zwei Bélle mit
gleichem Label besitzt und grad[i] Eintrage von rot[] gleich i sind, gibt es grad[i] M&gli chkeiten,
die Béle mit Label i in de @nzelnen Schalen zu legen. Also gibt es insgesamt T= [Mgrad[i]!
Maglichkeiten fur alle Balle zusammen.

Da keine zwel Schalen Bélle mit dem gleichen Paa von Labels beinhalten, fuhrt jede dieser T
Moglichkeiten zu einer anderen Menge von Ball-Paaen, also zu einer unterschiedlichen Paaung
von Bdllen. Daher ist jeder Graph das Ergebnisvon T verschiedenen Paaungen undjeder Graph het
die gleiche Wahrscheinlichkeit.

16



