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Vorwort
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In dieser Arbeit wird eine algebraische Invariante fiir Gruppen eingefiihrt
und anschliefend mit Hilfe eines kombinatorischen Prinzips Beispiele fiir
Gruppen konstruiert, bei denen die Bestimmung dieser Invariante nur durch
die Betrachtung der zugrunde liegenden Mengenlehre geschehen kann. Zuletzt
wird die Konsistenz des verwendeten kombinatorischen Prinzips gezeigt.
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ersten Kapitel.
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Kapitel 1

Einfiihrung

Wir beginnen mit einer Einfiihrung in das Automorphismenturmproblem und
der Frage nach der Existenz von Gruppen mit stark manipulierbaren Auto-
morphismentiirmen.

Zu Beginn des ersten Abschnittes definieren wir den Automorphismen-
turm einer Gruppe und zitieren anschlieBend die grundlegenden Resultate
von Simon Thomas und Joel Hamkins, die besagen, dass fiir jede Gruppe
G eine Ordinalzahl 7(G) existiert, fiir die der Automorphismenturm von G
nach 7(G) Schritten terminiert. Wir kénnen also jeder Gruppe G die rein
algebraisch definierte Invariante 7(G) zuordnen.

Im zweiten Abschnitt dieses Kapitels erlautern wir, warum diese alge-
braische Definition auch von mengentheoretischem Interesse ist, indem wir
zeigen, dass zur Berechnung von 7(G) auch der mengentheoretische Hinter-
grund, in dem diese Berechnung stattfindet, einbezogen werden muss, da
7(G) in verschiedenen Modellen der Mengenlehre, die G enthalten, vollig
unterschiedliche Werte annehmen kann. Dazu préasentieren wir ein Ergebnis
von Joel Hamkins und Simon Thomas, das zeigt, wie sich zu einer gegebe-
nen Kardinalzahl k£ Gruppen konstruieren lassen, fiir die 7(G) in Forcing-
Erweiterungen jeden Wert zwischen 0 und x annimmt. Zur Konstruktion
dieser Gruppen verwenden wir ein kombinatorisches Prinzip fiir Graphen,
das es uns ermoglicht, durch Forcing Isomorphismen zwischen im Grund-
modell nicht-isomorphen Graphen zu erzeugen. Die Automorphismengruppe
eines Graphen, der diese speziellen Graphen als Teilgraphen enthélt, ldsst
sich dann ebenfalls durch Forcing entscheidend verdndern. Mit Hilfe dieser
Automorphismengruppen werden dann die gesuchten Gruppen konstruiert.
Die Hohe des Automorphismenturms dieser Gruppen in einem gegebenen



KAPITEL 1. EINFUHRUNG

Modell der Mengenlehre ist damit direkt abhéngig von der Existenz gewisser
Isomorphismen in diesem Modell.

Anschlielend présentieren wir zwei Sitze, aus denen die Konsistenz des ver-
wendeten Prinzips folgt. Der erste leitet das verwendete Prinzip fiir Graphen
aus einem verwandten kombinatorischen Prinzip fiir Baume her. Das zwei-
te Resultat von Gunter Fuchs und Joel Hamkins leitet dieses Prinzip fiir
Bédume aus einem anderen kombinatorischen Prinzip her, das zum Beispiel
im konstruktiblen Universum L gilt.

Diese Arbeit zeigt also nicht nur, dass die Existenz von Gruppen, deren
algebraische Eigenschaften sich nicht ohne Kenntnis der zugrunde liegenden
Mengenlehre bestimmen lassen, durch die Axiome von ZFC nicht ausgeschlos-
sen wird, sondern auch, dass uns diese Gruppen in einer groflien Klasse von
relevanten ZFC-Modellen begegnen.

1.1 Das Automorphismenturmproblem

Um den Automorphismenturm einer beliebigen Gruppe zu definieren, benétigen
wir zunéchst den Begriff des direkten Limes von Gruppen.

1.1.1 Definition: (i) Eine partielle Ordnung P = (P, <) heifit gerichtet,
falls fiir alle p, g € P ein r € P existiert mit p,q < r.

(ii) Sei (P, <) eine gerichtete partielle Ordnung, (G,),ep eine Familie von
Gruppen und fiir p,q € P mit ¢ < p sei & : G, — G, ein Gruppenhomo-
morphismus.

Das Paar ((Gy)pep; (§7)q<p) heifit direktes System von Gruppen, falls gilt:
- &b =idg, fiir alle p € P.
G =Eod firr < g <p.

(iii) Sei ( (Gp)pep, (€8)q<p) ein direktes System von Gruppen, G eine Grup-
pe und fiir jedes p € P sei £ : G, — G ein Gruppenhomomorphismus.
Das Paar (G, (§7),ep) heiit direkter Limes des direkten Systems, falls gilt:

- {7 =¢EP o &l fiir alle g < p.

- Fiir jede Gruppe H und Gruppenhomomorphismen ¢? : G, — H mit
(7 = (Poél fiir alle ¢ < p existiert ein eindeutiger Gruppenhomomorphismus
¢ G — Hmit (P = pof? fiir alle p € P, das heifit, das folgende Diagramm

2
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kommutiert:

Die folgenden Eigenschaften des direkten Limes werden fiir uns wichtig
sein. Ein Beweis des Lemmas findet sich zum Beispiel in [Rob96], Seite 22.

1.1.2 Lemma: Sei ((Gp)pep; (§})4<p) €in direktes System von Gruppen.

(i) Es existiert ein direkter Limes des direkten Systems.

(ii) Fur zwei direkte Limiten (G, (€7),ep) und (H, (¢?)yep) des direkten
Systems existiert ein Gruppenisomorphismus ® : G — H mit (¥ = ® o &P
fiir alle p € P.

(ili) Ist (G, (&?)pep) ein direkter Limes des direkten Systems, so gilt
G= UpEP é’p " GP‘

(iv) Sind alle &P Monomorphismen, das heifit injektive Homomorphismen,
so auch alle &P.

Sei G eine beliebige Gruppe. Mit der Komposition von Abbildungen als
Verkniipfung und der Identitdt als neutralem Element verfiigt die Menge
Aut(G) der Gruppenautomorphismen von G wieder iiber eine Gruppenstruk-
tur und beziiglich dieser ist die Abbildung

ic: G — Aut(G); g— i, :=[h— h' :=gohog ]

ein Gruppenhomomorphismus. Wir nennen Inn(G) := i¢” G die Gruppe der
inneren Automorphismen von G. Fiir g € G und © € Aut(G) gilt

71'01'9071'_1 :iﬂ(g). (1.1)
Damit ist Inn(G) ein Normalteiler von Aut(G).
Die Iteration dieser Konstruktion fithrt zum Begriff des Automorphismen-
turms einer Gruppe.

1.1.3 Definition: Sei G eine beliebige Gruppe.

Definiere rekursiv Gruppen G* und Gruppenhomomorphismen &5 : G —
G, fiir B < a, so dass ((G”)seq, (£0)y<p<a) fiir alle @ € Ord ein direktes
System von Gruppen bildet:
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- GY:= G und & = idg.

- G = Aut(GY), gi} := idaut(ge) und fg‘“ 1= ige 0 §f fiir < a.

- Fiir X € Lim sei { G*, (€})q<y) ein direkter Limes von { (G%)qen, (€5)p<a<r)-
Mit £ := idg» sind die geforderten Bedingungen erfiillt.

Die Sequenz ((G*)acord; (§5)s<acord) heifit dann der Automorphismenturm

von G und G® die a-te Stufe des Automorphismenturms von G.

Wir sagen, der Automorphismenturm von G terminiert nach « Schritten,

falls €271 ein Isomorphismus ist und damit auch alle £° fiir 8 > a.

Fiir eine Gruppe G und eine Untergruppe H von G schreiben wir
CqH):={geG|goh=hogfiiralle he H}

fiir den Zentralisator von H in G und C(G) := C¢(G) fiir das Zentrum von
G. Es gilt Ker(ig) = C(G).

Fiir eine Gruppe G mit trivialem Zentrum ist die Einbettung iq somit injektiv
und wegen (1.1) gilt zusétzlich

CAut(G)(Inn(G)) = {Idg} (12)

Damit ist auch Aut(G) eine Gruppe mit trivialem Zentrum.

Induktiv folgt nun aus 1.1.2, dass alle Homomorphismen & des Automorphis-
menturms Monomorphismen sind und alle Gruppen G ein triviales Zentrum
besitzen. Fiir jedes a € Ord kann der Automorphismenturm von G bis zur
a-ten Stufe mit einer aufsteigenden Sequenz (&5 ek )s<a von Untergruppen
von G* identifiziert werden.

Der Ausgangspunkt fiir diese Arbeit liegt in den nachfolgenden Resulta-
ten, die zusammen zeigen, dass fiir jede Gruppe G eine minimale Ordinalzahl
7(QG) existiert, fiir die £:((g))+1 ein Isomorphismus ist.

Wir nennen 7(G) die Hohe des Automorphismenturms von G.

1.1.4 Satz (Automorphismenturmtheorem):

(i) (S. Thomas, [Tho98]) Der Automorphismenturm einer Gruppe G mit
trivialem Zentrum terminiert in weniger als (2|G‘)+ Schritten.

(ii) (J.D. Hamkins, [Ham98]) Fiir eine beliebige Gruppe G existiert eine
Ordinalzahl a, so dass G eine Gruppe mit trivialem Zentrum ist.
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1.2 Stark manipulierbare Automorphismen-
tirme

Wir beginnen mit der Formulierung des verwendeten kombinatorischen Prin-
zips fiir Graphen. Um sie moglichst allgemein zu halten, verwenden wir die
Sprache der Kategorientheorie (zu Beginn des 2. Kapitels geben wir eine
kurze Einfiihrung in alle grundlegenden verwendeten Begriffe und definieren
alle auftauchenden Kategorien). Dadurch reduzieren sich die Beweise vieler
Aussagen auf die Herleitung von sogenanntem ,, abstract nonsense*, das heifit
den Nachweis universeller Eigenschaften bestimmter Objekte.

Wir bezeichnen die Kategorie der zusammenhéngenden Graphen mit Graph
und die Kategorie der Baume mit Tree.

Der folgende Begriff ist fiir unser Ziel von zentralem Interesse:

con

1.2.1 Definition: Ein Objekt X einer Kategorie C heifit rigide, falls die
Identitét idx der einzige C-Automorphismus von X ist.

Zur Formulierung des Prinzips benotigen wir auflerdem noch die folgende
Sprechweise:

1.2.2 Definition: Sei x eine Kardinalzahl, E eine Aquivalenzrelation auf
und (X, )a<x €ine Sequenz von rigiden, paarweise nicht-isomorphen Objekten
einer Kategorie C.

Wir sagen E wird durch eine partielle Ordnung P mit (X, )a<x realisiert, falls:
- [P Kardinalitéiten und Kofinalitdten erhalt.

- P keine neuen s-Sequenzen von Elementen des Grundmodells hinzufiigt.

- 1p IF (Yo < k) X, ist ein rigides Objekt von C*.

I l- (Va, 8 < k) [Xo 2 X +— a FJ).

Bei gegebener Kardinalzahl « definieren wir fiir Paare 0 < oo < f < &
folgende, einfache Aquivalenzrelationen R auf

YR30 = v=6 Vv {y,6} {0} U], f].

Das von uns verwendete Prinzip kann dann wie folgt formuliert werden:
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1.2.3 Definition: Sei C eine Kategorie und x > w eine Kardinalzahl.
(%)€ ist die Aussage:

Es existiert eine Sequenz (X, )a<x von rigiden, paarweise nicht-
isomorphen Objekten von C und partielle Ordnungen (P§)o<a<p<s;
so dass Rj fiir alle 0 < a < B < Kk durch P5 mit (X4)a<x realisiert
wird.

Mit diesem Prinzip lassen sich nun die Gruppen konstruieren, deren Au-
tomorphismenturm sich wie gewiinscht durch Forcing manipulieren lésst.

Satz A(J. D. Hamkins, S. Thomas, [HT00]): Es gelte (x)s"en
Dann existiert fiir jedes o < k eine Gruppe G mit 7(G) = « und trivialem
Zentrum , so dass fiir alle 0 < 3 < k eine partielle Ordnung P existiert, fiir
die gilt:

- Pg erhélt Kardinalitdten und Kofinalitdten.

- P fiigt keine neuen r-Sequenzen von Elementen des Grundmodells hinzu.

-, IF7(G) = 8.

Wir beweisen den Satz schrittweise in den Kapiteln 2-4.

Durch Kodierung erststufiger Strukturen in zusammenhéngenden Gra-
phen beweisen wir im ersten Abschnitt des 5. Kapitels den folgenden Satz.

Satz B: Sei k > w eine Kardinalzahl. Dann gilt

(07— (1) S0P

Tree

o ¢ aus einem bekannten kombinatorischen

Zuletzt zeigen wir, dass (x)
Prinzip folgt.

1.2.4 Definition: Sei k > w eine Kardinalzahl. Setze
Cof, :={a < k" |cof(a) =k }.
Dann ist ¢+ (Cof,;) die Aussage:

Es existiert eine Sequenz (Dg)accof, von Teilmengen von k¥, so
dass fiir jede Teilmenge A von k' die Menge

{aeCof,|]anNA=D,}

stationdr in k1 ist.
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Aus O+ (Cof,) folgt Cof,, # () und « ist somit eine regulidre Kardinalzahl.
Im konstruktiblen Universum L gilt ¢+ (Cof,) und 2<* = & fiir unbeschrénkt
viele reguldre Kardinalzahlen x, wie sich zum Beispiel in [Dev84] nachlesen
lésst.

Zuletzt werden wir durch den Beweis des folgenden Satzes die Konsistenz
von (¥)5Peon zeigen.

Satz C (G. Fuchs, J. D. Hamkins, [FHO07]): Fiir alle Kardinalzahlen s
gilt
(Ot (Cof ) A2F = k) — (%) e,

K

Ist H eine Gruppe, P eine partielle Ordnung und V' [G] eine P-generische
Erweiterung des Grundmodells V', so folgt aus 7(H)y > 0 trivialerweise auch
7(H)vig > 0. Die obigen Resultate zeigen nun, dass dies die einzige nicht-
triviale in ZFC beweisbare Aussage iiber den Zusammenhang von 7(H)y und
7(H)y[q fiir beliebige Gruppen H und partielle Ordnungen P ist.
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Kapitel 2

Gruppen von Automorphismen

In diesem Kapitel leiten wir die technischen Grundlagen zur Konstruktion
der Gruppen aus Satz A und zum Nachweis ihrer geforderten Eigenschaften
her. Diese Gruppen werden aus Automorphismen gewisser mathematischer
Objekte bestehen. Dies eroffnet uns die Moglichkeit, anhand der Operatio-
nen der Automorphismen zusétzliche Informationen iiber die Struktur der
jeweiligen Gruppen zu gewinnen.

Um moglichst allgemein iiber mathematische Strukturen zu sprechen, ver-
wenden wir die Sprache der Kategorientheorie, die im ersten Abschnitt vor-
gestellt wird. In den folgenden beiden Abschnitten verallgemeinern wir die
Begriffe der disjunkten Vereinigung und der Permutationsgruppe von der Ka-
tegorie der Mengen auf beliebige Kategorien. Mit Hilfe dieser Begriffe werden
dann in den letzten beiden Abschnitten Objekte und Gruppen konstruiert,
die im Beweis von Satz A verwendet werden.

2.1 Kategorien

Wir geben eine kurze Einfiihrung in die Sprache der Kategorientheorie und
entwickeln Begriffe, die fiir spédtere Konstruktionen verwendet werden. Dabei
folgen wir der Darstellung in [Mac98].

2.1.1 Definition: Eine Kategorie C ist ein Tupel
C = (Ob(C), Mor(C),dom¢, codc, oc, lc)

bestehend aus:
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- Einer Klasse Ob(C), den Objekten von C.

- Einer Klasse Mor(C), den Morphismen oder Pfeilen von C.

- Abbildungen dom¢, cod¢ : Mor(C) — Ob(C), die jedem Morphismus seine
Doméne und Kodoméne zuordnen.

- Einer Verkniipfungsabbildung

oc : { (¢, 1) € Mor(C) x Mor(C) | dom¢ () = code () } — Mor(C).

- Einer Abbildung l¢ : Ob(C) — Mor(C), die jedem Objekt X von C einen
Identitats-Morphismus l¢(X) zuordnet.

fiir die folgende Axiome gelten:

(C1) dom¢(le(X)) = code(le(X)) = X fiir alle X € Ob(C).

(C2) dome(poct) = dome(1)), code(poct)) = code(p) fiir alle p, ¥ € Mor(C)
mit dome(p) = code(v)).

(C3) pocle(X) =, l(X) oc1p =9 fiir alle ¢, 1 € Mor(C) mit dome(p) = X
und cod¢(¢)) = X.

(C4) poc (Y oc ) = (poct)oc fir alle g, 1, & € Mor(C) mit dome(p) =
code () und dome () = code(€).

Immer wenn im Folgenden klar ist, von welcher Kategorie gesprochen
wird, schreiben wir idx := l¢(X) und verzichten auf die entsprechenden Indi-
zes.

Im Blickpunkt der Kategorientheorie liegt die Existenz von Morphismen
mit gewissen Eigenschaften zwischen Objekten einer Kategorie.
Fir X;Y € Ob(C) definieren wir die Klasse der Morphismen von X nach Y
als
More(X,Y) := { ¢ € Mor(C) | dom¢(p) = X, code(¢) =Y }

und schreiben ¢ : X — Y oder X 2 Y fiir ¢ € More(X,Y).

Wichtige Eigenschaften von Morphismen kénnen dabei héufig durch kommu-
tative Diagramme dargestellt werden. Zum Beispiel besagt das Axiom (C4),
dass das Diagramm

W—>X

pocy
INEAN

YT>Z

fir alle £ € More(W, X), ¢ € More(X,Y) und ¢ € More(Y,Z) kommutiert.
Wir definieren einige weitere Begriffe, die wir spéter benotigen werden.

10
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2.1.2 Definition: Sei C eine Kategorie.

(i) C heifit lokal-klein, falls Morc(X,Y) fiir alle X, Y € Ob(C) eine Menge
ist.

(ii) Ein Morphismus ¢ heifit Monomorphismus, falls fiir alle Morphismen
¥, & mit dome () = dome(€), code (1)) = code(§) = dome () und porh = poek
schon ¢ = ¢ gilt.

(iii) Ein Morphismus ¢ € Mor¢(X,Y) heiBt Isomorphismus von X nach
Y, falls ein ¢! € More (Y, X) mit poe ™! = idy und ¢~ oo = idx existiert.
Mit Isoc(X,Y) bezeichnen wir die Klasse der Isomorphismen von X nach Y.
Wir schreiben X Y, falls Isoc (X, Y) # (), und sagen X und Y sind isomorph.

(iv) Fiir ein Objekt X von C definieren wir die Klasse der Automorphis-
men von X als Aute(X) := Isoc(X, X).

Die folgenden Aussagen leiten sich direkt aus den jeweiligen Definitionen
ab.

2.1.3 Proposition: (i) Die Komposition von zwei Monomorphismen ist wie-
der ein Monomorphismus, die Komposition von zwei Isomorphismen ist wie-
der ein Isomorphismus und alle Isomorphismen sind Monomorphismen.

(ii) 2 ist eine Aquivalenzrelation.

(iii) Ist C lokal-klein, so verfiigt die Menge Aute(X) fiir jedes Objekt
X € Ob(C) iiber eine Gruppenstruktur mit der Kompositionsabbildung als
Verkniipfung und idx als Eins.
Fiir ¢ € Iso¢(X,Y) ist

k, : Aute(X) — Aute(Y), m— 1¥ = pomop (2.1)
ein Isomorphismus von Gruppen mit & =k,

2.1.4 Definition: Eine Kategorie D heifit Unterkategorie einer Kategorie
C, falls Ob(D) C Ob(C), Mor(D) C Mor(C), domp = dome | Mor(D),
codp = code [ Mor(D), Ip = lec | Ob(D) und ¢ o¢c ¢ = ¢ op ¢ fiir alle
passenden ¢, ¢ € Mor(D).
D heifit volle Unterkategorie von C, wenn zusétzlich More(X,Y) = Morp(X,Y)
fir alle X, Y € Ob(D) gilt.

Jede Teilklasse von Ob(C) definiert also eine eindeutige volle Unterkate-
gorie von C und eine volle Unterkategorie wird eindeutig durch ihre Objekte
definiert.

11
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Als Nichstes geben wir eine Ubersicht iiber alle im Folgenden auftre-
tenden Kategorien. Um diese Kategorien mit wenig Aufwand einzufiihren,
bemerken wir zunéchst, dass eine Kategorie C schon vollstindig durch die
Festlegung der folgenden Punkte charakterisiert wird:

- Die Klasse Ob(C).

- Definition der Klasse Mor¢(X,Y) in den Parametern X,Y.

- Eine Abbildung | : Ob(C) — V mit |(X) € Mor¢ (X, X) fiir alle X € Ob(C).
- Definition einer Verkniipfungsabbildung

ox vz : More(Y,Z) x More(X,Y) — More(X, Z),

die (C3)4(C4) erfiillt, in den Parametern X,Y,Z.
Dann kann man zum Beispiel

Mor(C) := { (¢, X,Y) | X,Y € Ob(C), ¢ € Morc(X,Y) }
setzen und alle Abbildungen aus 2.1.1 in offensichtlicher Weise definieren.

Bei jeder im Weiteren auftretenden Kategorie C existieren zu zwei Objek-
ten X, Y € Ob(C) Mengen a(X), a(Y) mit More(X,Y) C *Xq(Y). Identitst
und Verkniipfung sind durch die Identitdtsabbildung id,x) und die Kompo-
sition von Abbildungen gegeben.

Damit beweist ZFC, dass jede dieser Kategorien lokal-klein ist.

2.1.5 Beispiele: (i) Die Kategorie Set der Mengen:
Objekte von Set sind Mengen. Morphismen von Set sind Abbildungen zwi-
schen Mengen. Es gilt also Ob(Set) = V' und Morse(,y) = y.

(ii) Die Kategorie Graph der (ungerichteten) Graphen:
Objekte von Graph sind Graphen, das heifit Paare I' = ( P, K) bestehend aus
einer Menge P, den Punkten von I', und K C {k C P|1 < |k] < 2}, den
Kanten von I
Ein Morphismus f zwischen zwei Graphen ( P, K) und (Q, L) ist eine Abbil-
dung f: P — Q mit f” k € L fiir alle k € K.

(iii) Die Kategorie Graph,,, der zusammenhéngenden Graphen:
Ein Weg der Liange n < w durch einen Graphen I' = (P, K) ist eine Abbil-
dung w : n+1 — P mit {w(m),w(m + 1)} € K fiir alle m < n.
Ein nicht-leere Teilmenge X von P heifit zusammenhdngend, wenn fiir al-
le p,g € X ein n < w und ein Weg w der Linge n mit w(0) = p und
w(n) = q existieren. Eine C-maximale zusammenhéngende Teilmenge von P

12
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heifit Zusammenhangskomponente von I'. I" heifft zusammenhéngend, falls P
zusammenhéangend ist.
Die Kategorie Graph,,,, ist die volle Unterkategorie von Graph, deren Objekte
zusammenhéangende Graphen sind.

(iv) Die Kategorie Field der Korper:
Objekte sind Korper, Morphismen sind Kérperhomomorphismen.

(v) Die Kategorie Sg der £-Strukturen:
Sei £ = (€,F,B) eine Sprache der Logik 1. Stufe. Objekte von Sg sind £-
Strukturen § = (S,C,F,P). Ein Morphismus ¢ zwischen zwei Strukturen
S =(S,C,F,P) und &' = (S§',C",F', ")) ist eine Abbildung ¢ : S — S’ mit:
(a) p(cs) = cg fiir alle ¢ € €.
(b) o(fs(x1,...,2,)) = fs(p(x1),...,0(x,)) fir alle f € Fmit #f =n und
T1,..., Ty €S.
(c) (z1,...,2,) € Ps = (p(z1),...,0(x,)) € Ps fiir alle P € P mit #P =n
und zq,...,z, €S.
AuBlerdem definieren wir fiir eine Kardinalzahl x

Ob(Sg)=" = {(S,C,F,P) € Ob(Se) | |S| < #}

und analog Ob(Sg)” fiir die Klasse der £-Strukturen, deren Triager Kardina-
litdt x besitzt.

(vi) Die Kategorie PO der partiellen Ordnungen:
Objekte von PO sind partielle Ordnungen, das heiit Paare P = (P, <p) be-
stehend aus einer Menge P und einer reflexiven und transitiven Relation <p
auf P. Ein Morphismus zwischen zwei partiellen Ordnungen P = (P, <p)
und Q = (Q, <g) ist eine Abbildung ¢ : P — Q mit p(p) <g ¢(q) fir alle
p,q € P mit p <pgq.
Wir nennen P strikt, falls fiir alle p,q € P mit p <p ¢ und ¢ <p p bereits
p = q gilt.
Ist £< die Sprache der Logik 1. Stufe mit einem zweistelligen Pradikatensymbol
<, so kann PO als volle Unterkategorie von S¢_ aufgefasst werden, indem man
(P, <p) mit der Struktur (P, 0,0, {<p}) identifiziert.

(vii) Die Kategorie Tree der Baume:
Wir nennen eine partielle Ordnung T = (T, <) einen Baum, falls T strikt
ist und fiir alle t € T

s<pt:=s<ptAs#t

eine Wohlordnung auf

predr(t) :={seT|s<rt}

13
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definiert. Tree ist die volle Unterkategorie von PO mit Baumen als Objekte.

Die Automorphismengruppen, die wir konstruieren werden, sollen auch in
generischen Erweiterungen des Grundmodells auf den zugehorigen Objekten
operieren. Dazu muss zunéchst sichergestellt werden, dass die Objekte und
Morphismen der Kategorie aus dem Grundmodell auch in der generischen
Erweiterung dieser Kategorie angehoren.

2.1.6 Definition: Eine Kategorie C heifit aufwérts-absolut, falls die definie-
renden Formeln fiir die Klassen Ob(C), Mor(C) und Abbildungen dom¢, codc,
le, oc aufwirts-absolut beziiglich transitiver ZFC-Modelle sind.

Alle in 2.1.5 verwendeten Formeln zur Definition der jeweiligen Katego-
rien sind absolut beziiglich transitiven ZFC-Modellen. Somit sind alle auf-
gefiihrten Kategorien aufwérts-absolut.

2.2 Koprodukte

Der Begriff des Koproduktes verallgemeinert die Eigenschaften der disjunk-
ten Vereinigung einer Familie von Mengen auf beliebige Kategorien. Er wird
es uns ermoglichen, aus einer gegebenen Familie von Objekten ein neues Ob-
jekt mit niitzlichen Eigenschaften zu konstruieren.

2.2.1 Definition: Sei C eine Kategorie, I eine Indexmenge und (Xj);c; eine

Familie von Objekten von C.

Ein Paar K =(X, (1;)ie1) heiBt Koprodukt der (X;);er, falls gilt:

- X € Ob(C), 1 € More(X;, X) fiir alle i € I.

- Fur alle Y € Ob(C) und jede Familie von Morphismen (g; € More (X, Y))1er
existiert ein eindeutiger Morphismus ® € Mor¢(X,Y), so dass ¢; = ® oy
fiir alle i € I gilt und somit das Diagramm

2.y (2.2)
Pi

kommutiert.



2.2. KOPRODUKTE

Die zu einem Koprodukt gehorigen Morphismen (i;);c; werden als Ein-
bettungen in das Koprodukt bezeichnet.

Das folgende Lemma zeigt, dass das Objekt X durch die universelle Ei-
genschaft des Koproduktes schon bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist.

2.2.2 Lemma: Seien (X, (1;)ier) und (X', (¢!)ier) Koprodukte einer Familie
(Xj)ier von Objekten einer Kategorie C.

(i) Gilt fiir Y € Ob(C) und ¢, ¢ € More(X,Y) wou; =1poy; fiirallei € 1
so folgt ¢ = 1.

(ii) Es existiert ein Isomorphismus @ € lIsoc(X, X’) mit

Ll =>®oy (2.3)

fiir alle i € I.
(iii) Ist die Einbettung ¢ fiir ein i € I ein Monomorphismus, so auch ¢!.

Beweis. (i) Aus der universellen Eigenschaft des Koproduktes folgt die Exis-
tenz eines eindeutigen Morphismus ® € Mor¢(X,Y) mit ®oy; = poy fiir alle
i € I. Da sowohl ¢ als auch 1 diese Gleichungen fiir alle i € I erfiillen, folgt
p=>0=1.

(ii) Die universelle Eigenschaft des Koproduktes liefert Morphismen & €
Morc (X, X") und ¥ € More (X', X) mit tf = ® oy und ¢; = Wo fiir allei € L.
Daraus folgt idx oty =t = Vo = (Vod)oy und idy o] =1l = Poy =
(® o U)ol und mit (i) folgt ¥ = &1,

(iii) Sei @ der Isomorphismus mit (2.3). Nach 2.1.3,(i) ist dann auch ¢ ein
Monomorphismus. ]

2.2.3 Beispiele: (i) Koprodukte in Set:
Sei (Aj)ier eine beliebige Familie von Mengen. Wir definieren

| |A={(zi)|icLze A}

iel
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und fiir i € I Einbettungen

e A — |_|Ai, r+— (x,1).
i€l
Dann ist (| |i.; A, (6i)ier) ein Koprodukt der (Aj)ier, da fiir jede Menge (2
und Abbildungen (¢; : Aj — Q);e1 die eindeutig bestimmte Abbildung mit
(2.2) durch ®(z,i) := p;(x) gegeben ist.
Ist I = {ip,...,1,} endlich, so schreiben wir auch

AU U A, = A
iel
Da alle ¢; injektiv sind, folgt aus 2.2.2,(iii), dass die Einbettungen aller Ko-
produkte von Set Monomorphismen sind.
(ii) Koprodukte in Graph:
Fiir eine Familie (I'j)ier von Graphen mit I'; = (P, K;) definieren wir den
Graphen

HFi = <|_|P17{{<p71>a<Qal>}|1€I7 {p7Q}€K1}>
i€l el
Dann gilt e; € Morgraph (I, [T;c; i) und ([ ;e I, (ei)ier) bildet ein Kopro-

dukt der (Ij)ie1. Wie in (i) folgt, dass alle Einbettungen in Koprodukte in
Graph Monomorphismen sind.

Ist i € I und X eine Zusammenhangskomponente von I, so ist nach Kon-
struktion X x {i} eine Zusammenhangskomponente von [[,.; Iy und jede
Zusammenhangskomponente von [ [, I'; ist von dieser Form.

Das folgende Lemma soll eine ausreichende Flexibilitéit beim Rechnen mit
Koprodukten sicherstellen.

2.2.4 Lemma: Seien [,J,.K Indexmengen, ¢ : I — K eine Bijektion und

K=]JK

jed

eine Partition von K. Zu Familien (X;)ier, (Yk)xex von Objekten einer Kate-
gorie C sei m; € lIsoc(Xj, Yo()) fiir allei e I.
Ist (Y7, (4 )kek,) fiir jedes j € J ein Koprodukt der (Yi)xex; und (Y, (4)jes)
ein Koprodukt der (Y!)jey, so bildet (Y, (10 () © Ti)ier) ein Koprodukt der
(Xi)ier-
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Beweis. Sei Z € Ob(C) und ¢; € More(X,Z) fiir i € I. Dann ist ¢,-10 ©
7T;,11 w0 € Morc(Yy, Z) fiir alle k € K; und fiir j € J existiert ein eindeutiger
Morphismus ®; : Y/ — Z mit ®; OLJ;T(i) = pjom ! fiir allei € I mit o(i) € K;.
Damit existiert ein eindeutig bestimmter Morphismus ® : Y — Z mit ® o
tj =@ fiir alle j € J undCDOLJOLf,(i)Om = <I>jOLf7(i)o7ri = pom lom =g

Aus der Eindeutigkeit der ®; folgt die Eindeutigkeit von ® mit dieser Eigen-
schaft. [

Im Beweis von Satz A wollen wir die universelle Eigenschaft (2.2) von
konstruierten Koprodukten auch in generischen Erweiterungen des Grund-
modells verwenden. Dies motiviert die folgende Definition.

2.2.5 Definition: Wir sagen eine Kategorie C besitzt aufwérts-absolute Ko-
produkte, falls C aufwirts-absolut ist und fiir jede Familie (X;);c; von Objek-
ten von C die Aussage

LK ist Koprodukt der (Xj)ier®
aufwarts-absolut beziiglich transitiver ZFC-Modelle ist.

Die Konstruktionen beliebiger Koprodukte in Set und Graph aus 2.2.3
sind aufwérts-absolut beziiglich transitiver ZFC-Modelle. Da jedes Kopro-
dukt in Set und Graph isomorph zu einer solchen Konstruktion ist und Iso-
morphie in aufwérts-absoluten Kategorien eine beziiglich transitiver ZFC-
Modelle aufwirts-absolute Eigenschaft ist, besitzen die Kategorien Set und
Graph aufwérts-absolute Koprodukte.

2.3 Die Kategorie A(C)

Ist A € Ob(Set) eine Menge, so nennen wir eine Untergruppe der symme-
trischen Gruppe Sym(A) := {f : A — A| f ist bijektiv } eine Permuta-

17



KAPITEL 2. GRUPPEN VON AUTOMORPHISMEN

tionsgruppe. Die folgende Definition erweitert diesen Begriff auf beliebige
lokal-kleine Kategorien.

2.3.1 Definition: Sei C eine lokal-kleine Kategorie.

Die Kategorie A(C) der Gruppen von C-Automorphismen wird definiert durch:
- Objekte sind Paare (X, G), wobei X ein Objekt von C und G eine Unter-
gruppe von Aute(X) ist.

- Ein Morphismus von (X, G) nach (Y,H) ist ein Paar (¢, f), wobei ¢ €
More(X,Y) und f : G — H ein Homomorphismus von Gruppen ist, so
dass poem = f(m)ocy fiir alle m € G gilt. Das heif3t, das folgende Diagramm
kommutiert fiir alle 7 € G.

X d Y (2.4)
| o
X Y

- Der Identitéts-Morphismus eines Objektes (X, G) ist (idx, idg).
- Die Verkniipfung von passenden Morphismen ist durch die Verkniipfung in
C und die Komposition von Gruppenhomomorphismen gegeben

(@, f)oae) (¥, 9) == (poct, fog)

Die Verkniipfung ist wohldefiniert, da der Morphismus (¢ o¢ 9, f o g)
wieder (2.4) erfiillt:

(pov)om=pog(m)oy=(fog)(m)o(poy).

2.3.2 Beispiel: Die Objekte der Kategorie A(Set) sind Paare (A, G) beste-
hend aus einer Menge A und einer Untergruppe G von Autse(A) = Sym(A).
Wir nennen ab jetzt die Objekte von A(Set) Permutationsgruppen und schrei-

ben PG := Ob(A(Set)).

Die folgende Proposition stellt sicher, dass A(C) fiir alle von uns betrach-
teten Kategorien C aufwérts-absolut ist.

2.3.3 Proposition: Sei C eine Kategorie mit ZFC + ,,C ist lokal klein*.
Ist dann C aufwérts-absolut, so auch A(C).
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Beweis. Die Aussagen ,P = (X, G)“ und , H ist eine Untergruppe von G*
sind aufwérts-absolut beziiglich transitiver ZFC-Modelle. Da C aufwirts-
absolut ist, gilt dies ebenfalls fiir die Aussagen ,X ist ein Objekt von C,
7 ist ein C-Automorphismus von X und (o, f) ist ein A(C)-Morphismus*
und die Verkiipfungsabbildung von A(C).

Fiir transitive ZFC-Modelle M, N mit M C N und (X,G) € Ob(A(C))um
gilt dann X € Ob(C)n, G < Aute(X)y < Aute(X)y und damit (X, G) €
Ob(A(C))um- O

Wir bestimmen nun die konkrete Gestalt sémtlicher Isomorphismen zwi-
schen Objekten von A(C). Dadurch kénnen wir spéter ausschlieBen, dass
gewisse Objekte isomorph sind.

2.3.4 Lemma: Fiir Objekte (X, G), (Y, H) von A(C) gilt
Is0.4(0)((X, G), (Y, H)) ={(p.k, | G) | @ € lsoc(X,Y), k," G=H} (2.5)
und (¢, k, [ G) ™t = (o k| H).

Beweis. Ist (¢, f) € lsoa)((X,G), (Y, H)) und (¢, g) = (¢, f)7, so gilt
nach Definition der Verkniipfung in A(C) bereits v = ¢! und g = f~1.
Aus (2.4) folgt dann f(7) = pomop ! = k,(m) fiir alle 7 € G. Damit gilt
f =k, Gund auch k,” G = H, weil f ein Gruppenisomorphismus ist.

Ist ¢ € Isoc(X,Y) und k,” G = H, so ist (2.4) erfiillt und (¢, k, [ G) €
MorA(C)(< X, G>> <Y> H))
Analog folgt (¢!, ky,—1 | H) € Mor ) (( Y, H), (X, G)). Nach Definition der
Verkniipfung in A(C) gilt dann (¢~ k-1 | H) = (¢, k, | G)~! und damit
<907 k«p TG> < lSOA(C)(<X7 G>7<Y7 H>) u

Um Automorphismengruppen verschiedener mathematischer Strukturen
zu vergleichen, fithren wir den Begriff der Aquivalenz ein. Um spezielle Ei-
genschaften einer Kategorie D zu nutzen, wird es wichtig sein, fiir Objekte
(X,G) € Ob(.A(C)) ein dquivalentes Objekt in A(D) konstruieren zu kénnen.

2.3.5 Definition: Seien C und D lokal-kleine Kategorien.

Zwei Objekte (X, G) € Ob(A(C)) und (Y, H) € Ob(A(D)) heiflen dquivalent,
falls ein Gruppenisomorphismus F' : Aute(X) — Autp(Y) existiert, der
H=F"G erfillt.

2.3.6 Proposition: In A(C) isomorphe Objekte sind auch dquivalent.
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Beweis. Fiir (¢, k, [ G) € Isosc)((X,G), (Y, H)) erfiillt F' =k, nach (2.1)
und (2.5) die Bedingungen aus 2.3.5. O

Wir zitieren nun einen Satz, der Beispiele fiir dquivalente Objekte in
verschiedenen Kategorien liefert. Er ermoglicht es uns, zu jedem (T',H) €
Ob(A(Graph)) ein dquivalentes Objekt von A(Field) zu konstruieren.

2.3.7 Satz (E. Fried, J. Kollar, [FK81]): Sei I' = (P, K) ein Graph.

Dann existiert ein Korper Fr mit:

(a) [Fr| = max {|P|,w}.

(b) P ist eine Autgieq(Fr)-invariante Teilmenge von Fr, das heifit P C Fr
und P = 7" P fir alle m € Autgieyg (FF)

(c) Die Abbildung

X : AUtFieId (FF) — AUtGraph(F), T T f P (26)
ist wohldefiniert und ein Isomorphismus von Gruppen.

Eine genaue Analyse der Konstruktion von Fr aus I' im Beweis des Satzes
zeigt auBerdem, dass die Eigenschaften (b)+(c) aus 2.3.7 aufwérts-absolut
beziiglich transitiver ZFC-Modelle sind. Eine solche Analyse der verwendeten
Definitionen findet sich in [Tho|, Kapitel 4.

2.3.8 Korollar: Sei M ein transitives ZFC-Modell und (T, H) € Ob(.A(Graph) ).
Dann existiert ein Objekt (Fr, A) € Ob(A(Field))y, so dass fiir jedes transi-
tive ZFC-Modell N mit M C N gilt

((I',H) und (Fr,A) sind dquivalent)y, .

Beweis. Sei Fr der Kérper aus 2.3.7, A := x5 H mit yy wie in (2.6) und
N ein transitives ZFC-Modell mit M C N.

Da Graph und Field aufwérts-absolute Kategorien sind, bleiben Automorphis-
men aus M in N Automorphismen und es gilt

H S AUtGraph (F)M S AUtGraph(F)N

sowie
A < Autpied(Fr)m < Autpied (Fr)x.

Wegen der Aufwirts-Absolutheit in 2.3.7 ist

XN : Autpied (Fr)n — Autgraph(I)N, 71— 7 [ P
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ein Gruppenisomorphismus, der yy fortsetzt, und durch
A:XI\_/IIHH:X&l”H
bezeugt, dass (I', H) und (Fr, A) in N dquivalent sind. O

2.4 Direkte Produkte in A(C)

Ist (Aj)ier eine Familie von Mengen, so induziert jedes Element (m)ier €
[ L Sym(A;) durch 7(x,i) := (m(x),i) eine Bijektion 7 der disjunkten Ver-
einigung | |;.; Ajer. Mittels Koprodukten verallgemeinern wir diese Konstruk-
tion auf beliebige Kategorien.

2.4.1 Lemma: Sei (X, (¢;)ie1) ein Koprodukt einer Familie (X;);e; von Ob-
jekten einer lokal-kleinen Kategorie C.
(i) Es existiert ein eindeutig bestimmter Gruppenhomomorphismus

AI . Hiel AUtc(Xi) — AUtc(X) mit
tiom = A((7)ier) 0 4 (2.7)

fiir alle i € I und alle (m;)ier € [[;o; Aute(X).
Fiir (7)ier € [[ie; Aute(X) ist Ag((7;)ier) dabei der eindeutig bestimmte Mor-
phismus, fiir den das Diagramm

A1 ((mi)ier)

X — X (2.8)
X; X;

T

fiir alle 1 € I kommutiert.
(ii) Sind sdmtliche (; Monomorphismen, so auch Aj.

Beweis. (i) Fiir (m)ier € [[;o Aute(X|) existiert ein eindeutig bestimmter
Morphismus Aj((7)ier) : X — X mit (2.8) fiir alle i € 1.

Dann gilt Ar((mi)ie1) © Ai((m)ier) © 6 = Ai((mi)ier) 0 v o T = 4 0 (m o 7))
fir alle i € T und somit A;((m)ier) © Ai((7])ier) = A1((m)ier © (7])ier) fiir alle
(T)ien, (M)ier € [lier Aute(X). AuBerdem gilt wegen Ag((idx;)ier) © 4 =
schon Ar((idx,)ier) = idx. Damit sind alle Aj((7;);e1) Automorphismen und
A ein Gruppenhomomorphismus.

(ii) Sei (m)ier € Ker(Ap). Mit (2.7) gilt dann ¢; o 1y = idx o ¢; = ¢; o idy, fiir
alle i € I und damit m; = idx; = Taute(x))- O
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2.4.2 Definition: Sei C eine lokal-kleine Kategorie, I eine Indexmenge und
({Xj, Gi))ier eine Familie von Objekten von A(C).

Ein Objekt (X, G) von A(C) heifit direktes Produkt der ({Xj, Gj))ier, falls
eine Familie (¢;);e; von Morphismen existiert, so dass gilt:

- 1; € More(X;, X) fiir alle i € 1.

- (X, (t1)ier) ist ein Koprodukt der (X;)ier.

- fiir den eindeutig bestimmten Gruppenhomomorphismus A; mit (2.7) gilt

G=A" H G;. (2.9)
iel
Wir zeigen zunéchst, von welcher Gestalt direkte Produkte in A (Set) und
A(Graph) sind.

2.4.3 Beispiele: (i) Definiere fiir eine Familie ({ A;, Gi))ier von Permutati-
onsgruppen einen Gruppenhomomorphismus

dp HSym(Ai) — Sym(l_l A)
el el

durch di((0;)ie1){ x,1) := (o3(x),1). Fiir die Einbettungen e; gilt dann

(di((a1)ier) © &) (z) = (0i(2),1) = (e; 0 03) (2)
fir allei € I und x € A;. Damit bildet
H(AiaGi> = <|_|Ai,d1 ! HG1>
iel iel iel

ein direktes Produkt der (( A, Gj))ier in A(Set).
(ii) Fiir eine Familie ((T}, H;));er von Objekten von A(Graph) definieren
wir wie oben

di [ [ Autcrapn(Ts) — Autgeapn(] [ )

iel iel

durch di((m)ie1){p,1) := (mi(p),1). Dann bildet auch

H(Fi,Hﬁ = <Hri7dl g HGi>

iel iel

ein direktes Produkt der ((I'j, H;))ier in A(Graph).
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Wie im zweiten Abschnitt dieses Kapitels zeigen wir in den néchsten
drei Lemmata die Eindeutigkeit, Flexibilitit und Aufwérts-Absolutheit die-
ser Konstruktion.

2.4.4 Lemma: Zwei direkte Produkte einer Familie (( X;, Gj))ier von Objek-
ten von A(C) sind isomorph in A(C).

Beweis. Seien (X,G) und (X', G') direkte Produkte der ((Xj, G;))ier und
(ti)ier, Ar und (¢))ier, A} Zeugen hierfiir.

Sei @ € Isoc(X, X') der Isomorphismus mit (2.3). Fiir (m)ier € [],¢; Aute(X;)

und alle i € I kommutiert dann das Diagramm

(kooAr)((mi)ie1)

und es gilt

A((m)en) 0 8 2 Lo = (ko o Ap)((mi)ier) o 1.

Mit 2.2.2,(i) folgt A} = k¢ o A; und damit

G = A T Aute(X) = ko " (A" [T Aute(Xi) = ke ” G
iel iel
Nach (2.5) ist dann (@, ke | G) € Isoqc)(( X, G), (X', G')). O

2.4.5 Lemma: Seien I,J,K Indexmengen, o : I — K eine Bijektion,

K=JK
jel

eine Partition von K und ((Xi, Gi))ier, ({ Y, Hx))xex Familien von Objekten
von A(C). Fiir i € I sei (i, kg, [ Gi) ein Isomorphismus von (Xj, G;) nach
Yo, Hog)-

Ist (Y!, H') fiir jedes j € J ein direktes Produkt der ({ Y1, Hy))xex; und (Y, H)
ein direktes Produkt der ({ Y?, H'));cy, so ist (Y, H) auch ein direktes Produkt
der (< Xi, Gi>)i€1~
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Beweis. Fir j € J und k € Kj seien Li : Yy — Y und L YN — Y
die Einbettungen in die entsprechenden Koprodukte und Ak, und Aj die
induzierten Gruppenhomomorphismen mit (2.7).

Nach 2.2.4 ist dann (Y, (4 o Lir(i) o ¢;)ier) ein Koprodukt der (Xj)ier und
induziert einen Gruppenhomomorphismus A; mit (2.7).

Fiir (m)ier € [[ie; Aute(X;) und alle i € I mit o(i) € K; kommutiert wegen
ko, (mi) € Ho(;y das Diagramm

A (A ((Re; (M) o () e ))jen)
Y Y
AN >
o A (R (M) oyex;)
Y’ Y?

LJOLjU(i)0<P1 TLJO_(i) TLJUO) LJOLEj(i)OgDi

und es gilt

- 2.7) :
Ar((7)ier) © Lj © Liy(i) 0w =10 Lff(i) o ;0T

= Ay ((Asgy (kg (1) )oyer; jea) © 45 © Ly 0 @
Daraus folgt Ar((7)ier) = As((Ak; ((Fy (71))o)exk;))jes) und damit

AI// HGI :AJ " H(AKJ " H (k% " G1))

icl jed o(i)ek;
=0 [JA” [ H) =" [ =H
jed kEK; jed

]

2.4.6 Lemma: Sei C eine Kategorie mit aufwérts-absoluten Koprodukten
und ZFC & ,,C ist lokal klein*“, M ein transitives ZFC-Modell und ({ X;, Gj) )ie1 €
M eine Familie von Objekten von A(C)y.

Bezeugt (u)ier in M, dass (Y,H) € Ob(A(C))m ein direktes Produkt der
({ X, Gi))ier bildet, so gilt dies auch in jedem transitiven ZFC-Modell N mit
M C Nund ("M) NN = ("M) N M.
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Beweis. Sei A : [T Aute(Xi)m — Aute(Y)w der in M durch das Kopro-
dukt (Y, (¢1)ie1) induzierte Gruppenhomomorphismus mit (2.7).

Nach Voraussetzung ist (Y, (¢;)ier) auch in N ein Koprodukt der (X;);e; und
induziert auch hier einen Gruppenhomomorphismus AN : [T..; Aute (X;)y —
Aute(Y)n mit (2.7).

Fiir (7)ier € [[;o; Aute(Xi)m und alle i € I gilt dann

AIN((Wi)ieI) OlLi= 1o = Ai\d((ﬂi)iel) Ol

und damit A} = AY | ([ [, Aute(Xi))u
Da M und N die gleichen I-Sequenzen besitzen, gilt ([ [;c; Gi)m = (I [ie; Gi)x

iel

und somit
AT TG =M (J]Gom =1
el iel
Damit bezeugt (i;)ier, dass (Y, H) auch in N ein direktes Produkt der (X;);er
bildet. O

Abschlieflend geben wir noch eine spéter niitzliche Anwendung des Entwi-
ckelten in der Kategorie Graph. Wir bestimmen dabei Teilgraphen, die unter
den Automorphismen der gegebenen Gruppe invariant sind, und kénnen so
die Struktur der Automorphismengruppen durch eine Zerlegung in Produkte
genauer bestimmen.

Das Resultat zeigt, warum die im Prinzip (*),S'raphc"" vorkommenden zusam-
menhédngenden Graphen paarweise nicht-isomorph sein sollen.

Ist I' = (P, K) ein Graph und X eine Teilmenge von P, so nennen wir
I X:=(X,Kn Pot(X))
den durch X induzierten Teilgraphen von I'.

2.4.7 Lemma: Seien I', I Graphen und F' € Isogapn(I', IV). Fiir jede Zusam-
menhangskomponente X von I' ist dann F'” X eine Zusammenhangskompo-
nente von IV und F' | X € Isograph. (I' [ X, IV [ (F'" X)).

con

Beweis. Ist f € Morgraph(I',IV) und w ein Weg der Lénge n durch T', so ist
fow ein Weg der Lange n durch I'". Somit ist /" X zusammenhéingend und
in einer Zusammenhangskomponente Y von I enthalten.

Sei x € X. Fiir jedes y € Y existiert dann ein Weg w der Lénge n von f(x)
nach y durch I'V. Dann ist f~! o w ein Weg von z € X nach f~!(y) durch .
Aus der Maximalitéit von X folgt f~'(y) € X und damit f” X =Y. O
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Wir sagen, die Zusammenhangskomponenten einer Familie (I'j)ie; von
Graphen sind paarweise nicht-isomorph, falls fiir alle ig,i; € 1 mit iy # i3
und Zusammenhangskomponenten X, von I';; und X; von I'j, die Graphen
I, | Xp und I'y; [ X; nicht isomorph sind.

2.4.8 Lemma: Sei (I');¢ eine Familie von Graphen, deren Zusammenhangs-
komponenten paarweise nicht-isomorph sind.
Dann ist der Gruppenhomomorphismus

dr : H Autgraph (i) — AUtGraph(H I)

i€l iel
aus 2.4.3,(ii) ein Isomorphismus.

Beweis. Sei I'y = (P, K;) fur alle i € 1.

Einbettungen in Koprodukte von Graph sind Monomorphismen, also ist
dy nach 2.4.1,(ii) injektiv.

Sei ™ € Autgraph ([ [;c; I'i). Fiir alle i € I und jede Zusammenhangskompo-
nente X von I existiert dann nach 2.2.3,(ii) und 2.4.7 ein j € J und eine
Zusammenhangskomponente Y von I'; mit 7” (X x {i}) = Y x {j}. Dann
vermittelt 7 einen Isomorphismus der Graphen I'; | X und I'y [ Y und aus
der Voraussetzung folgt i = j.

Damit gilt #” P; x {i} = P; x {i} und fiir jedes i € I existiert ein m €
Autgraph (') mit 7(p,i) = (m(p),i) fiir alle p € Py, das heit 7 = di((m)ier)-
m

2.5 Umsetzungen von Permutationsgruppen

Die Motivation fiir die Konstruktion des direkten Produktes im letzten Ab-
schnitt war die Operation des Produktes [],.; Sym(Ar) der symmetrischen
Gruppen auf der ersten Komponente der Elemente der disjunkten Vereini-
gung | iy A

Sind alle Mengen der Familie (A))ie; gleich der Menge A, so kann man
zusatzlich eine Operation der symmetrischen Gruppe Sym(I) auf der zwei-
ten Komponente der Elemente von | |,.; A durch (z,i) — (x,0(i)) definie-
ren. Wieder verallgemeinern wir diese Konstruktion mittels Koprodukten auf
beliebige lokal-kleine Kategorien.

2.5.1 Lemma: Sei X ein Objekt einer lokal-kleinen Kategorie C, I eine In-
dexmenge und (Y, (4)ier) ein Koprodukt der Familie (X);¢;.
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(i) Es existiert ein eindeutig bestimmter Gruppenhomomorphismus
Or : Sym(I) — Aute(Y) mit

O1(0) o ti = toq) (2.10)

fir alle o € Sym(I) und i € L.
Fiir 0 € Sym(I) ist ©1(o) der eindeutig bestimmte Morphismus, fiir den das
Diagramm

O1(o

Y Ly (2.11)
Lo(i)

X
fiir alle 1 € I kommutiert.

(ii) Folgt fiir alle ip,i; € I aus iy # i bereits ¢, # u,, so ist O ein
Monomorphismus.

Beweis. (i) Fiir o € Sym(I) existiert ein eindeutig bestimmter Morphismus
O1(c) : Y — Y mit (2.11) fur alle i € L.

Dann gilt ©1(c) 0 O1(0") 0 t; = O1(0) 0 L3y = L(soo)(i) fiir alle i € I und somit
O1(c) 0O1(0’) = O1(0 00’). Zusitzlich gilt wegen Or(idy) o¢; = ¢; fiir allei € 1
auch Oq(id;) = idy. Damit ist O1(c) ein Automorphismus von Y und Oy ein
Gruppenhomomorphismus.

(ii) Fiir 0 € Ker(Or) gilt toq) = ¢ fiir alle i € I und nach Voraussetzung
bedeutet das schon o = id;. O

2.5.2 Definition: Sei (A, G) eine Permutationsgruppe und X ein Objekt
einer lokal-kleinen Kategorie C.

Ein Objekt (Y, H) von A(C) heiBt Umsetzung von (A, G) durch X, falls eine
Familie (¢;),ea von Morphismen existiert, so dass gilt:

- 1y € More(X,Y) fiir alle x € A.

- (Y, (tz)zena) ist ein Koprodukt der Familie (X),ca.

- fiir den eindeutig bestimmten Gruppenhomomorphismus © mit (2.10) gilt

H=0,"G.
In A(Set) und A(Graph) kénnen Umsetzungen von Permutationsgruppen

wie folgt konstruiert werden.
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2.5.3 Beispiele: (i) Fiir eine Menge 2 und eine Indexmenge I definieren wir
einen Gruppenhomomorphismus

ur : Sym(I) — Sym( |_|Q)
iel
durch ui(o)(z,i) = (z,0o(i)).
Fiir eine Permutationsgruppe ( A, G) bildet (| |, €, ua” G) dann eine Um-
setzung von (A, G) durch Q.
(ii) Fiir einen Graphen I' definieren wir wie oben den Gruppenhomomor-
phismus

uy - Sym(I) — AUtGraph(H F)

iel

durch uy(o){p,i) = (p,o(i)).
Fiir eine Permutationsgruppe ( A, G) bildet dann

T(AG) = (][ T.ua"G)

€A
eine Umsetzung von (A, G) durch I'.

Wie im vorigen Abschnitt leiten wir durch drei Lemmata grundlegende
Eigenschaften der Umsetzungen her.

2.5.4 Lemma: Zwei Umsetzungen einer Permutationsgruppe (A, G) durch
ein Objekt X einer Kategorie C sind isomorph in A(C).

Beweis. Seien (Y, H), (Y, H") Umsetzungen von { A, G) durch X und (¢,)zen,
Ona sowie (i),)zen, O Zeugen hierfiir.

Sei @ € Isoc(Y,Y’) der Isomorphismus mit (2.3). Fiir o € Sym(A) und alle
x € A kommutiert dann das Diagramm

Oa(0)
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und es gilt

O\ () ot (210 lo(zy = (ko 0 Oa)(0) 0 L]

Daraus folgt ©'y = kg 0 O und
H=0,"G=ks" (OpA" G)=ke" H.
Mit (2.5) gilt dann (@, ke [ H) € lsoc)(( Y, H), (Y',H')). O

2.5.5 Lemma: Seien (A G), (A’, G') Permutationsgruppen, X, X’ Objekte
einer lokal-kleinen Kategorie C und ( f, ks [ G) € Isoqser)(( A, G), (A", G')),
¢ € lIsoc(X, X') Isomorphismen.

Jede Umsetzung (Y, H) von ( A/, G') durch X' ist dann auch eine Umsetzung
von (A, G) durch X.

Beweis. Fiir y € A’ sei v, : X’ — Y die entsprechende Einbettung in das
Koprodukt und s : Sym(A’) — Aute(Y) der induzierte Gruppenhomo-
morphismus mit (2.10).

Fir v € A setze 1} := 1p)0¢. Fiir 0 € Sym(A) gilt dann by(z) = Lf(o(@) 0P =
Ukp(0)(f()) © - Mit 2.2.4 ist dann (Y, (¢;)zea) ein Koprodukt der Familie
(X)zea. Sei ©a der induzierte Gruppenhomomorphismus mit (2.10).

Fiir 0 € Sym(A) und = € A kommutiert dann das Diagramm

Opar k(o))
% ar (kg (o) %

W b (o)(f (@)

X/

und es gilt
10)

Oa(0) 03 = 12 = (O o ky)(0) 0 13
Damit ist ©A = Oas 0 by und somit

@A// G — @A’ " (kf,/ G) — @A’ " Gl — H
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2.5.6 Lemma: Sei C eine Kategorie mit aufwérts-absoluten Koprodukten
und ZFC + C ist lokal klein“, M ein transitives ZFC-Modell, X € Ob(C)y
und (A, G) € PGy eine Permutationsgruppe.

Bezeugt (t4)zen in M, dass (Y, H) € Ob(A(C))m eine Umsetzung von (A, G)
durch X bildet, so gilt dies auch in jedem transitiven ZFC-Modell N mit
M C N.

Beweis. Sei OX : Sym(A),; — Aute(Y)y der durch das Koprodukt (Y, (tz)zen)
in M induzierte Gruppenhomomorphismus mit (2.10).

Durch die Aufwérts-Absolutheit bildet (Y, (tz)zea) auch in N ein Kopro-
dukt der (X),ea und induziert auch hier einen Gruppenhomomorphismus
OR : Sym(A)y — Aute(Y)y mit (2.10).

Fiir o € Sym(A),; < Sym(A)y und alle z € A gilt dann

ON(0) 0 Ly = Lo(w) = OX(0) 0 Ly
und somit OX = O | Sym(A),,. Daraus folgt
oN"G=0eN"G=H

und (tz)zea bezeugt auch in N | dass (Y,H) eine Umsetzung von (A, G)
durch X ist. ]

Das folgende Lemma zeigt, wie direkte Produkte und Umsetzungen von
Permutationsgruppen kombiniert werden kénnen.

2.5.7 Lemma: Sei (( Aj, Gi))ier eine Familie von Permutationsgruppen und
X ein Objekt einer lokal-kleinen Kategorie C.

Ist fiir i € I (Y, H;) eine Umsetzung von (A;, G;) durch X und (Y, H) ein
direktes Produkt der ({Y;, H;))ier, so ist (Y,H) auch eine Umsetzung von
Hi61< Ai, G1> durch X.

Beweis. Seien (il).en,, ©Oa, Zeugen fiir die Umsetzung von ( A;; G;) durch X
und (;)ier, A die Zeugen fiir die universelle Eigenschaft des direkten Pro-
duktes (Y, H).

Definiere A" := | ];o; Ay Mit o],
nach 2.2.4 ein Koprodukt der (X);iea--

Sei ©a« : Sym(A*) — Aute(Y) der induzierte Gruppenhomomorphismus
mit (2.10) und dr : [[;c; Sym(A;) — Sym(A*) wie in 2.4.3,(i). Fiir (0y)ier €
[ier Sym(A4) gilt 10, (o0).cr) () = 45© Lo

i= 4 0 ¢}, bildet dann (Y, (¢], 5 )(xijeax)
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Fiir alle (07)ier € [[;c; Sym(A;) und (z,i) € A* kommutiert dann wegen
©x, (o) € H; das Diagramm

A1((©4;(01))ier)

und es gilt

(©ax o di)((oi)ier) © L?m,i) = LZI((oi)iEI)(az,i) = A1((©a,(03))ier) © L@,i)-

Das zeigt (Oax o di)((03)ic1) = A1((Oa,(03))ier) und damit

@A* " (dl " HG1> _ AI " H(G)Ai " Gl) _ AI " HHI —H.

iel iel iel

Mit 2.5.4 gilt also fiir jeden Graphen I'

[]raLc) = n(](A.G)). (2.12)
icl el
Ankniipfend an 2.4.8 zeigt das folgende Lemma, weshalb die zusam-

menhéngenden Graphen des Prinzips ()5 """ rigide sein sollen.

2.5.8 Lemma: Sei I' = (P, K) ein rigider, zusammenhéngender Graph.
Fiir jede Menge I ist dann der Gruppenhomomorphismus

up : Sym(I) — Autgrapn (] [ T)

iel

ein Isomorphismus.
Insbesondere sind (A, G) und I'( A, G) fir jede Permutationsgruppe ( A, G)
aquivalent.
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Beweis. Weil fiir die Einbettungen ¢; : I' — [],; I aus iy # i; bereits
ei, 7 e, folgt, ist uy nach 2.5.1,(ii) injektiv.

Sei m € Autgraph(][;c; I'). Da die Zusammenhangskomponenten von [, I’
genau von der Form P x {i} mit i € I sind, existiert ein ¢ € Sym(I) mit
7" (P x {i}) = P x {o(i)} fur alle i € I. Fiir jedes i € I induziert = somit
einen Automorphismus 7; von I' mit 7(p,i) = (m(p),o(i)) fir alle p € P.
Da T rigide ist folgt m; = idr fiir alle i € T und 7 = u;(0). O
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Kapitel 3

Normalisatortirme

Eine der Hauptaufgaben im Beweis von Satz A wird in der Analyse der
Automorphismentiirme von Gruppen liegen. Dies ist im Allgemeinen ein sehr
schwieriges Unterfangen, da fiir manche Gruppen G allein die Berechnung
von Aut(G) extrem kompliziert ist.

Wir wollen dieses Problem umgehen und verwenden dazu eine von Simon
Thomas in [Tho85] entwickelte Technik. Dabei betrachten wir anstelle des
Automorphismenturms einer Gruppe eine dhnlich definierte aufsteigende Se-
quenz von Gruppen, den sogenannten Normalisatorturm einer Untergruppe
H von G. Der Vorteil dieser Konstruktion ist, dass alle Gruppen der Se-
quenz Untergruppen der Gruppe G sind und diese Gruppe zu Beginn der
Konstruktion bekannt ist, im Gegensatz zu H™™ im Automorphismenturm.

Im ersten Abschnitt definieren wir den Normalisatorturm einer Unter-
gruppe und leiten einige grundlegende Eigenschaften her. Anschliefend fithren
wir mehrere konkrete Berechnungen durch, die in spiteren Beweisen benétigt
werden.

Im zweiten Abschnitt ordnen wir dann jeder Automorphismengruppe H
eines Graphen eine Gruppe Gy mit trivialem Zentrum zu, so dass sich die
Hohe des Automorphismenturms von Gy durch den Normalisatorturm von
H bestimmen lésst.
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3.1 Normalisatortiirme von Untergruppen

3.1.1 Definition: Sei G eine Gruppe und H eine Untergruppe von G. Wir
definieren den Normalisator von H in G als die kleinste Untergruppe N (H)
von G, die H als Normalteiler enthélt, das heif3t

No(H):={geG|hf =gohog *cHfiirallehec H}.

Fiir eine Ordinalzahl « definieren wir rekursiv N&(H), die a-te Stufe des
Normalisatorturms von H in G, durch:

- N(H) := H.

CNEF(H) = N (NG (H).

- NG(H) == U, -, N&(H) fir X € Lim.

Fiir eine lokal-kleine Kategorie C und ein Objekt ( X, G) von A(C) schreiben
wir N (G) := N3 . x) (G) und N*(X, G) := (X, N%(G)).

Mit einem einfachen Argument lésst sich zeigen, dass der Normalisator-
turm jeder Untergruppe terminiert.

3.1.2 Proposition: Sei G eine Gruppe der Kardinalitit k.
Fiir jede Untergruppe H von G existiert eine Ordinalzahl o < k™ mit

N&(H) = NZ(H) fiir alle 5> o (3.1)

Beweis. Sonst wiirde fiir jedes o < k% ein g, € N&TH(H) \ N&(H) existieren
und { g, | @ < kT } wire eine Teilmenge von G mit Kardinalitit . O

Fiir eine Untergruppe H von G nennen wir die kleinste Ordinalzahl v (H)
mit (3.1) die Hohe des Normalisatorturms von H in G.

Fiir (X, G) € A(C) schreiben wir v (( X, G)) fiir vaue,(x)(G).

Die néchsten Punkte zeigen, wie sich Normalisatoren von Untergruppen
und die Hohe von Normalisatortiirmen bestimmen lassen.

3.1.3 Lemma: Seien G, G’ Gruppen und ¢ : G — G’ ein Isomorphismus
von Gruppen. Fiir jede Untergruppe H von G und jede Ordinalzahl o« gilt
dann

& (" H) =" Ng(H)
und insbesondere vg(H) = vg/(¢” H).
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Beweis. Fiir g,h € G gilt p(g)?" = ©(g"). Daraus folgt induktiv die Be-
hauptung. ]

3.1.4 Korollar: Seien C, D lokal-kleine Kategorien und (X,G) € A(C),
(Y,H) € A(D) dquivalente Objekte.

Fiir alle @ € Ord sind dann auch N*(X, G) und N*('Y, H) dquivalent und es
gilt v((X,G)) =v((Y,H)).

3.1.5 Lemma: Sei [ eine Indexmenge, (G;);er eine Familie von Gruppen und
H; fiir jedes i € I eine Untergruppe von G;.

(i) Es gilt
Na, HH =[[Ne®H

e i€l
(i) Existiert fiir eine endhche Teilmenge J von I ein n < w mit v, (H;) <
n fir allei € I\ J und vg, (H;) > n fiir alle i € J, so folgt

VG HH = max{vg (H;)|ieJ}.

iel iel

Beweis. (i) Fiir alle (gi)ier, (hi)ier € Hiel G; gilt (gi)fZi)iEI = (gihi)ieL
(ii) Wir zeigen fiir o > n induktiv

(I H) = JIN& ) x ] Ne, (1)
€ el ieJ iel\J

(a = n): Die Behauptung folgt aus der n-fachen Anwendung von (i).
(¢ — a+ 1) : Im Nachfolgerfall gilt

NS (TTH) =N o, (Nfo, (T H)) = NHIG(HNO‘ ) x [ Ne (|
i€

1€I el i€l icl icl ieJ iel\J
O TINvert oy < TT e o) 2 TING ) = [T N ()
icJ iel\J ied iel\J

Lim(\) : Fiir eine Limesordinalzahl A\ gilt

Nt ([T H) = U N ([TH) = U QINE M) < JT Ne @

iel a<i € icl a<\ i€] ieT\J
A n
C JIN&, ) x J] Ng, |
ieJ iel\J

Umgekehrt existiert fiir (g)ier € [[;c; N&, (H;) x [Tien g N, (Hi) wegen
der Endlichkeit von J bereits ein n < o« < X\ mit
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a n LA \a
(giier € [ING @) x J] N&, ) = Nfjo, (J]H) € N, (J ] H)-
iel iel

ieJ iel\J iel iel

]

Durch den folgenden Satz erhalten wir die Moglichkeit, die Hohe des
Normalisatorturms von Automorphismengruppen spezieller Graphen zu be-
rechnen. Alle Graphen, die fiir den Beweis von Satz A wichtig sind, werden
diese spezielle Gestalt haben.

3.1.6 Satz: Sei (I'});c eine Familie von paarweise nicht-isomorphen rigiden,
zusammenhéngenden Graphen und (( A;, Gi))ier eine Familie von Permuta-
tionsgruppen.

Existiert ein n < w und iy € I mit v((A;, Gy)) < n fiir allei € T\ {ip} und
v(( Ay, Gi,)) > n, so folgt

v(JT Ti( A, Gi)) = v (( A, Giy)). (3.2)

iel

Beweis. Nach Konstruktion sind die Zusammenhangskomponenten der Gra-
phen ([[,ca, I'i)ier paarweise nicht-isomorph. Mit Lemma 2.4.8 ist dann der
Gruppenhomomorphismus

dr : HAUtGraph( H F1> E— AUtGraph(H( H Fl))

i€l TEA; i€l zel;

ein Isomorphismus. Da alle I'; rigide Graphen sind, folgt mit Lemma 2.5.8,
dass auch alle Gruppenhomomorphismen

up, : Sym(A;) — Autgraph( H )

J.TEAi

Isomorphismen sind und somit gilt fiir alle i € I

v(Ti{ AL Gy) = v(( J] Tioua,” Gi)) = v (( A, Gi)).

TEA;

Daraus folgt mit einer Anwendung von Lemma 3.1.5,(ii) mit ua,” G; <
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AthGraph(]_[meAi F1> und J = {10}

2.4.8
V(H I‘1< Ai) Gl> - ]/dI " HAUtGraph H Fl) H UA ! G

iel TEA iel

3.1.3
= VIl At (11T o (JJ(ua,” Gi))

TEA; el

3.1.5
= VAutguapn( 11 Fio)(uAiO g Gio) = V(Fi0< Aim Gi0>)

(”) .rEAiO

2 (A, Giy))-

]

Um Normalisatoren von Permutationsgruppen genauer zu untersuchen,
miissen wir zundchst das passende Vokabular entwickeln.
Fiir eine Permutationsgruppe ( A, G) und x € A schreiben wir

Gr:={o(z)|ceG}

fir die G-Bahn von z und G\ A fiir die Menge aller G-Bahnen von A. Ist
A # (), so sagen wir, G operiert transitiv auf A, falls G \ A einelementig ist.
Wir schreiben

PpGtrans .— {{A,G) e PG|A +# (), G operiert transitiv auf A}

3.1.7 Proposition: Sei (¢, k, [ G) : (A, G) — (£, H) ein Isomorphismus.
Ist (A, G) ein Element von PG so auch (), H).

Beweis. Fiir p(z), p(y) € Q existiert ein ¢ € G mit g(z) = y. Damit gilt
ko(9)(e(z)) = ¢(g9(x)) = p(y) und H = k," G operiert transitiv auf Q =
(p// A. D

Ist (A, G) eine Permutationsgruppe und x € A, so erhalten wir einen
Gruppenhomomorphismus

pr G — Sym(Gz), 0 — o | Gz

und eine neue Permutationsgruppe (A, G), := (Gz, p, " G).
Fiir uns sind die Bahnen von Elementen in direkten Produkten von Permu-
tationsgruppen von besonderem Interesse.
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3.1.8 Lemma: Sei (( A, Gi))ier eine Familie von Permutationsgruppen.
Fiir jedes i € I und jedes x € A; gilt dann

(A, Gy)y (H<Ai, Gi)) (i)

Beweis. Setze ( A*,G") := [[;c( A, Gy). Fixiere ein (z,i) € A*.

Seip; : [[;e; Gi — G; die kanonische Projektion und ¢, € lIsoset(Giz, G*(7,1))
definiert durch ¢, (g(x)) = (g(x),1).

Fiir (gi)ier € [[ie; Gi und (h(x),i) € G*(z,i) gilt dann

(Kt sy © p2)(g0) (A(), 1) = ( (g1 0 h)(), 1) = (prasy © di)((gi)ier) (A(), 1),

das heifit folgendes Diagramm kommutiert

G; i Hiel Gi
|
Pz G*
ip<z,i>
Sym(G;x) Sym(G*(z,i))

kit 2.

und es gllt kt(x,i) " (,0;17 " Gl) = p($7i> " (dI " HiEI Gl) = p(a:,i) " G* Damit ist
<t<x,i>a k‘tu,i) [ p." Gi) € |50A(Set)(< As, Gi)a, (HieI(Aia Gi))(x,i))- O

Wir sind nun an Bijektionen von A interessiert, die die G-Bahnen bild-
weise permutieren. Dafiir definieren wir die Gruppe

Piag :={0€Sym(A)|c"” Gz = Go(z) fiir alle z € A }.

Jedes Element o von P gy induziert durch Gz — Go(z) eine Bijektion von
G\ A. Gilt ndmlich Go(x) = Go(y) fir z,y € A, so folgt o(z) € Go(y) =
o” Gy und somit gilt wegen x € Gy schon Gx = Gy.

3.1.9 Lemma: Sci (¢, k, [ G) : (A, G) — (£, H) ein Isomorphismus.
(i) Firx € Agilt ¢” Gz = Hy(x). Damit induziert ¢ eine wohldefinierte
Bijektion
"G\ A — H\ Q, Gz — Hop(z).
(ii) ES gﬂt ]Qp " P<A7g> = P<Q,H>.
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Beweis. (i) Die erste Behauptung und die Wohldefiniertheit der Abbildung
folgt direkt aus ¢(g(z)) = kyo(g9)(p(x)) fir alle x € A und g € G. Gilt
0" Gr = " Gy fir x,y € A, so folgt aus der Injektivitdt von ¢, dass
r € Gy und damit Gz = Gy gilt. Die Surjektivitat der Abbildung folgt aus
der Surjektivitiat von .

(ii) Fiir o € Pya g gilt mit (i)

ko(0) " Ho(z) = (ky(0) 0 9) " Gz = (po0)" Gu = ¢" Go(z) = Hky(0)(p(2))

fir alle p(x) € Q. Es folgt k,(0) € Piqn) und die entsprechende Argumen-
tations mit ¢! liefert die Behauptung. O

Das folgende Lemma zeigt, warum die Gruppe P a gy in unserem Zusam-
menhang interessant ist.

3.1.10 Lemma: N4 (G) < P(a ) und jedes o0 € Ni(G) induziert fiir z € A
einen Isomorphismus von (A, G), und (A, G)s(y) in A(Set).

Beweis. Nach Lemma 2.3.4 ist (7, k; [ G) € Autgser)((A,G)) fiir alle 7 €
NL(G). Aus dem ersten Punkt des vorigen Lemmas. folgt dann 7" Gz =
Gr(z) fur alle x € A und damit 7 | Gz € Isoset (G, Gm(x)).
Fiir alle z € A und g, h € G gilt dann

(Fxica © p2)(9)(M(m(x))) = (97 © h)(7(2)) = (pr(a) © (kx| G))(9)(A(n(z)))

und damit ke’ (pe” G) = pr@)” (kx" G) = pr@” G. Daraus folgt
<7T f GSE, /{Zﬂer fpx " G> € |SOA(5et)<<A, G)x, <A, G>U($)). ]

Wir kénnen nun ein Analogon zu Satz 3.1.6 fiir direkte Produkte von
speziellen Familien von Permutationsgruppen beweisen.

3.1.11 Satz: Sei (( A, Gi))ier eine Familie von Permutationsgruppen, ( A, (¢;)ier)
ein Koprodukt der (4A;)ier und A; der induzierte Gruppenhomomorphismus
mit (2.7).

Gilt dann fiir alle i,j € [ mit i # j bereits

<Ai> Gi>x % <Aj> Gj>y

fir alle x € A; und y € Aj, so folgt

NAA J]G)=M" JINA(G).

iel iel
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Beweis. Wir betrachten zunéchst das direkte Produkt ( A*, G*) =[], (A, Gi).
Ist m € Nl *(G*) = NSym(A*)(dI g HiEI Gi)ﬂ 1€ L HS Ai und <y7.]> = 7T<I',i>,
so gilt mit 3.1.8 und 3.1.10

3.1 3

3?14'8 * * ~ * * ;118
(8i,Gi)a = (A% Gy = (AT, G iy = (4, Gy

—_
[en]

Aus der Voraussetzung folgt dann i=j. Damit gilt 7" (A; x {i}) = A; x {i}
fiir allei € Tund m € di " T],.; Sym(A;). Wie in 3.1.6 folgt

NlA* (G*) = NdI " HiEI Sym(AJ(G*) = NdI " 161 Sym // H G

iel
3.1.3 . //
=N sy ([T G5 HN

iel iel

(3.3)

Sei nun (A, (4)ier) ein beliebiges Koprodukt und Aj der induzierte Gruppen-
homomorphismus. Wie im Beweis von 2.4.4 existiert dann ein Isomorphismus
®: A* — A mit A; = kg o d; und damit

NA(A” TG "= ke " NA.(GY)

iel
2 (kpody)” JINA (G = A" TINA (G)

iel i€l
[

Wir wollen nun die Normalisatoren einer weiteren Familie von Permuta-
tionsgruppen konkret bestimmen. Dazu sei im Weiteren (A, G) € PG ™
und I eine Indexmenge.

Fir A* := | |;;; A sei dy : [[;; Sym(A) — Sym(A*) die Abbildung aus 2.4.3
und vy : Sym(I) — Sym(A*) die Abbildung aus 2.5.3.
Fir G*:=d;" [[; G gilt dann (A*,G") = [[,(A, G).

Unser néichstes Ziel ist es, N\, (G*) vollstéindig zu bestimmen. Dazu brau-
chen wir noch den gruppentheoretischen Begriff des semi-direkten Produktes.
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3.1.12 Definition: Sei G eine Gruppe und H, N Untergruppen von G.
Wir schreiben G = H x N, falls gilt:

- G={hn|heH, neN}.

- NG

- HNN = {1¢}.

Jedes Element g von G besitzt dann eine eindeutige Darstellung g = hn
mit h € H und n € N.

3.1.13 Lemma: Fiir ( A*, G*) wie oben definiert gilt:

(i) A*\G"={Ax{i}|iel}.

(if) (u” Sym(1) N (di” [Ti; Sym(A)) = {ida-}.

(iif) wr” Sym(I) < Nj.(di” T, H) fiir jede Untergruppe H von Sym(A).
(IV) P(A* G*)y = = U " Sym( ) X d[ " Hiel Sym(A)

Beweis. (1) Aus di((01)ie1)(x,1) = (oi(z),1) folgt G*(z,i) € A x {i} und, da
G transitiv auf A operiert, gilt auch A x {i} C G*(z,1i).
(11) Fir (Ui)iel € Hiel Sym(A) gllt

di((01)ier) " G* (1) = di((01)ier) " (A x {i}) = A x {i} = G di((01)ier) (. 1).

Damit ist di” J],c; Sym(A) < Pax g+ und jedes Element induziert die tri-
viale Bijektion auf A*\ G*. Fiir o € Sym(I) ist

ur(o)” CG*{z,i) = u(0)” (A x {i}) = A x {o(i)} = G*us(0){z,1)

und somit u;” Sym(I) < Pya«g+. Weil jedes nicht-triviale Element von
Sym(I) eine nicht-triviale Permutation von A* \ G* induziert, folgt die Be-
hauptung.

(iii) Fiir 0 € Sym(I) und (m;)icr € [[;o; H gilt

di((m)ier) N2, 1) = (wi(0) o di((m)ier)) (0 (1)) = (M1 (2),1)

und damit di((m)ier)""”) = (Ty-1(3)ier € [Le; H-

(iv) Fiir jedes m € Pa- g existiert ein o € Sym(I) mit 7" (A x {i}) =
A x o(i) fir alle i € I. Wegen (ug(c~ ') om)” (A x {i}) = A x {i} existiert
dann fiir jedes i € T ein o7 € Sym(A) mit (ur(c™!) o 7){z,i) = (0oi(x),1) und
€S gllt ™ = UI<O') e} dl((ai)ieI)-

Mit (iii) fir H = Sym(A) gilt dann di " [[;.; Sym(A) < Pa- g+ und mit (ii)
folgt die Behauptung. ]
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Jetzt konnen wir die Struktur von Nj.(G*) vollstéindig angeben.

3.1.14 Satz: NL.(G*) = u;” Sym(I) x di” []..;NL(G).

iel

Beweis. Aus der Injektivitat von dy folgt

3.1.5
di ! H NSym(A)(G> = d "N HSym(A)(H G)

iel et el (3.4)

3.1.3 « 1 (o '
= Ng» HSym(A)(G ) < NA-(GY).
iel

Nach Lemma 3.1.13,(iii) gilt auch u;” Sym(I) < N4.(G*).
Fiir jedes 7 € NL.(G") existiert nach Lemma 3.1.13,(iv) ein ¢ € Sym(I)
und (7m)ier € [[;e; Sym(A) mit 7 = ug(0) o di((mi)ier). Mit 3.1.13,(iii) folgt
dl((ﬂ—i)ieI) = UI<0'_1) om & N}, *(G*) Aus (34) fOlgt

d[(('ﬂ'i)iel) € NdI ” HiEI Sym(A)(G*) = dI " H NlA(G)

iel

und damit erzeugen u;” Sym(I) und d;” [[; NA(G) bereits N4.(G*).
Aus 3.1.13,(ii)+(iii) folgt dann die Behauptung. O

Zusétzlich konnen wir noch die Gestalt derjenigen Elemente in der ndchsten
Stufe des Normalisatorturms von ( A*, G*) bestimmen, die die G*-Bahnen
von A* permutieren.

3.1.15 Satz: NX.(G*) N Prascry < w” Sym(I) x di” [, NA(G)

i€l
Beweis. Sei m € N4.(G") NP ax g Nach Lemma 3.1.13,(iv) ist dann 7 =
ur(o) o di((m)ier) mit o € Sym(I) und (m)ier € [];c; Sym(A). Wegen ui(o) €
NIA* (G*) < NQA* (G*) folgt dl((ﬂ-i)iel) e N2 *(G*)

Wir wollen nun (m;)ier € [[;o; NA(G) zeigen.

Fiir g € NX(G) ist d((g)ier)™(™)ie) € N L. (G*) und nach Satz 3.1.14 existiert
ein o, € Sym(I) und (g)ier € [[;e; NA(G) mit

di((9)\2)<) = di((9)ie) ™€) = wy(0,) © di((g1)ier)-

Mit 3.1.13,(ii) folgt o, = id; und (9)\7)" = (gi)ier € [T,y NA(G), weil dj in-
jektiv ist. Damit gilt m; € N4 (G) fiir alle i € T und 7 ist von der gewiinschten

Gestalt. O
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3.2 Die Normalisatorturmtechnik

Als erstes Ziel dieses Abschnittes wollen wir Gruppen bestimmen, deren
Automorphismen- und Normalisatorturm gleich hoch sind.

Zunichst einige gruppentheoretische Vorbereitungen.
Fiir Untergruppen A, B einer Gruppe G definieren wir den Kommutator von
A und B als
[A,B] := (aba 'b"'|a€ A, beB) <G.

3.2.1 Lemma: Seien A,B Untergruppen einer Gruppe G.

(i) [A,B] ={lg} <= A < (Cg(B).

(i) [A,B] <A < B <Ng(A).

(iii) Ist G eine Gruppe mit trivialem Zentrum und N ein Normalteiler
von Aut(G) mit NN Inn(G) = {idg}, so gilt bereits N = {idg }.

Beweis. (i) aba™'b™! = 1g < ab = ba.

(ii) Die Behauptung folgt direkt aus aba='b= = a(a™1)’.
(iii) Es gilt N, Inn(G) < Aut(G) = N ) (N) = N oy (Inn(G)) und mit (ii)
folgt [N, Inn(G)] < NN Inn(G) = {idg}. Wegen (i) und (1.2) gilt dann schon

N S CAut(G)(Inn(G)) = {Idc,} O

Wir interessieren uns im Weiteren fiir einfache Gruppen, das heifit Grup-
pen, deren einziger nicht-trivialer Normalteiler die ganze Gruppe ist.

3.2.2 Satz: Sei S eine einfache, nicht-abelsche Gruppe und G eine Unter-
gruppe von Aut(S) mit Inn(S) < G. Dann ist Inn(S) der eindeutig bestimmte
minimale nicht-triviale Normalteiler von G.

Beweis. Ist S einfach und nicht-abelsch, so folgt aus C(S) < S und C(S) # S
schon C(S) = {1s}.

Wegen (1.1) ist Inn(S) ein Normalteiler von G. Fiir jeden nicht-trivialen Nor-
malteiler N von G mit N C Inn(S) ist ig* " N als nicht-trivialer Normalteiler
von S schon die ganze Gruppe S und somit auch N = Inn(S). Daraus folgt
die Minimalitdt von Inn(S).

Angenommen, N ist ein weiterer minimaler nicht-trivialer Normalteiler von
G. Dann gilt

und mit Lemma 3.2.1,(ii) folgt [N,Inn(S)] < N N Inn(S). Da N und Inn(S)

N,Inn(S) < G =Ng(N) = Ng(Inn(S))
]
verschiedene minimale Normalteiler von G sind, folgt {ids} = N N Inn(S) =

<
sl
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[N, Inn(S)]. Mit 3.2.1,(i) und 1.2 gilt dann N < Cauys)(Inn(S)) = {ids} im
Widerspruch zur Annahme. O

3.2.3 Satz: Sei S eine einfache, nicht-abelsche Gruppe und G, H Untergrup-
pen von Aut(S) mit Inn(S) < G, H. Ist ¢ : G — H ein Gruppenisomorphis-
mus, so existiert ein eindeutiges 7 € Aut(S) mit ¢ =i, [ G.

Beweis. Mit Inn(S) ist auch ¢” Inn(S) ein minimaler nicht-trivialer Normal-
teiler von H und aus 3.2.2 folgt ¢” Inn(S) = Inn(S). Damit existiert ein
7 € Aut(S) mit p(is) = irs) = Toisom ! fiir alle s € S.

Fiir jeden weiteren Automorphimus 7/, der dies erfiillt, gilt dann 7~ o7’ 0ty =
isom ton' fiir alle s € S und somit 7' o7’ € Caye(s)(Inn(S)) = {ids}. Damit
ist m eindeutig bestimmt.

Fiir alle g € G und s € S gilt

1

i, = (i,9)" = p(is?) = p(g) 0 9(is) 0 P(9) " = @(g) 0 in(s) © ()
=p(g)omoisom top(g) ! =i P9

Es gilt also

-1

7 op(g) " omog € Caus)(Inn(S)) = {ids}

und somit ¢(g) = g™ = ix(g). O

Der folgende Satz zeigt, dass bei einer Gruppe von Automorphismen einer
einfachen Gruppe S, die die inneren Automorphismen enthélt, der Normali-
satorturm der Gruppe in Aut(S) und der Automorphismenturm der Gruppe
isomorph sind.

3.2.4 Satz: Sei S eine einfache, nicht-abelsche Gruppe, G eine Untergruppe
von Aut(S) mit Inn(S) < G und ((G®)acord; (£5)s<acord) der Automorphis-
menturm von G.

Dann ist G eine Gruppe mit trivialem Zentrum und fiir jede Ordinalzahl «
existiert ein Gruppenisomorphismus n, : G* — Nﬁut(s)(G) mit n,0&f = ng
fiir alle 8 < a.

Insbesondere gilt 7(G) = vau(s)(G).

Beweis. Sei zunéchst H eine beliebige Gruppe mit Inn(S) < H < Aut(S).
Mit (1.2) ist dann C(H) < Caues)(Inn(S)) = {ids}, weil S eine Gruppe mit
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trivialem Zentrum ist.
Fiir ¢ € Aut(H) existiert mit 3.2.3 ein eindeutiges m, € Aut(S) mit

¢ =tir, [H (3.5)
und somit 7, € N, (H). Die Abbildung
n: Aut(H) — Ny (H), ¢ — (3.6)

ist dann ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus.

Aus der Eindeutigkeit von m, mit (3.5) folgt n(ij) = h fiir alle h € H. Damit

ist n” Inn(H) = H und n ist injektiv auf H. Fiir Ker(n) < Aut(H) gilt also

Ker(n) NInn(H) = {idy} und aus 3.2.1,(iii) folgt die Injektivitat von n.

Fir g € Ny, (H) ist iy [ H € Aut(H). Aus der Eindeutigkeit in (3.5) folgt

n(iy | H) = g und die Surjektivitét von n.

Wir definieren nun rekursiv die [somorphismen n,,:

(a =0) : Wir setzen ng := idg.

(a — a+ 1) : Mit n,, ist nach 2.1.3,(iii) auch k&, : G*™ — Aut(NR,)(G))
ein Isomorphismus von Gruppen. Nach oben Gezeigtem existiert dann
ein Isomorphismus n : Aut(Ng ) (G)) — NK:’tl(S)(G) mit n(ip) = h
fiir alle h € Nf{ut(s)(G). Wir setzen ngyq :=nok,,.
Fir # < a und h € GP gilt dann (441 o §g+1)(h) = (noky,, o
EaTEG(R)) = (n o kn,)(iggn) = nli(naoeg ) = (M 0 EF)(h) = ng(h).

Lim(\) : Nach 1.1.2,(iii) gilt G* = |J,., & " G®. Durch die bisherige Kon-
struktion definiert ny (£2(h)) := ns(h) einen Isomorphismus von G* und
N ﬁut(s)((}) = Ua<r Nyt (s) (G) mit den gewiinschten Eigenschaften.

[

Im Rest dieses Abschnittes wollen wir zu einer gegebenen Automorphis-
mengruppe H eines Graphen eine einfache Gruppe S und eine Untergruppe
G von Aut(S) konstruieren, fiir die wir mit den oben hergeleiteten Techniken
zeigen konnen, dass die Hohe des Automorphismenturms von G gleich der
Hohe des Normalisatorturms von G in Aut(S) ist. Dafiir benutzen wir zwei
klassische Resultate aus der Theorie der projektiven Gruppen. Zu diesem
Zweck geben wir eine kleine Einfithrung in die Begriffe dieser Theorie.

Sei K ein beliebiger Korper und V ein K-Vektorraum. Wir nennen

PV :={U CV|U ist ein 1-dimensionaler K-Untervektorraum von V }
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den projektiven Raum von V. Ist U € PV und v € U\ {Oy}, so schreiben wir
auch U = Kuv.

Fiir n < w heifit P% := PK"™ der n-dimensionale projektive Raum iiber K.
Wir schreiben GL(n,K) fiir die Gruppe der invertierbaren n x n-Matrizen
tiber K und SL(n,K) fiir die Untergruppe der Elemente von GL(n,K) mit
Determinante 1. Da das Bild eines 1-dimensionalen Untervektorraumes un-
ter einem Element von GL(n + 1, K) wieder ein 1-dimensionaler Untervektor-
raum ist, induziert jedes A € GL(n + 1, K) eine Bijektion A* von P} durch
A*(Kv) := K(A(v)) und wir erhalten einen Gruppenhomomorphismus

ot GL(n + 1,K) — Sym(P%), A — A™.

Dann heifit PGL(n + 1,K) := p,” GL(n + 1,K) die allgemeine projektive li-
neare Gruppe vom Grad n+1 iiber K und PSL(n + 1,K) := p,” SL(n + 1,K)
die spezielle projektive lineare Gruppe vom Grad n+1 iiber K.

Der folgende Satz fasst die fiir unsere Anwendung wichtigsten FEigenschaf-
ten der projektiven Gruppen zusammen. Beweise fiir die Aussagen finden sich
zum Beispiel in [Rob96], Seite 73.

3.2.5 Satz (Struktur projektiver Gruppen): Sei K ein Kérper und n < w.

(1) Ker(pa) = C(GL(n + 1, K)) = {a- Tousiuc) [0 € K*}.

(ii) Ker(p, [ SL(n +1,K)) = C(SL(n + 1,K)) = CoLn41,x)(SL(n + 1,K)) =
{a- Ternirx [a™t =1}

(iii) PSL(n + 1,K) < PGL(n + 1,K).

(iv) (Jordan, Dickson) Ist n = 1 und |K| > 3 oder n > 1, soist PSL(n + 1, K)
eine einfache Gruppe.

Fir a € Autgieq(K) sei a,, € Sym(K") durch die komponentenweise An-
wendung von « definiert. Dann induziert o wegen «,(k - v) = a(k) - a,(v)
eine Bijektion « von P} durch o (Kv) := K(a,11(v)). Die Abbildung

an : Autpied(K) — Sym(Pg), a — o,

ist ein Monomorphismus von Gruppen, da fir a € Autgeq(K) und £ € K
mit a(k) # k schon o (K(k,1,...,1)) = K{a(k),1,...,1) # K(k,1,...,1)
gilt, weil (k,1,...,1) und (a(k),1,..., 1) linear unabhéngig iiber K sind. Wir
schreiben 2, := a,, " Autfieq(K).

Durch komponentenweise Anwendung induziert o € Autgieg(K) auch eine
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Bijektion au,x, von GL(n,K) mit ay,x,” SL(n,K) = SL(n,K) und fiir alle
A€ GL(n+1,K) gilt

pn(A)an(a) = pn(a(n+1)><(n+1)(A>>~ (37)

Damit gilt Ay < Ng o pn)(PGL(n + 1,K)), Ng o) (PSL(n + 1, K)).

Mit PT'L(n + 1, K) bezeichnen wir die von PGL(n + 1,K) und 2, erzeugte
Untergruppe von Sym(P%).

Fir 0 < k < n sei e, das Element von K"+1, das eine 1 in der k-ten Kom-
ponente und Nullen in allen anderen Komponenten besitzt. Sei nun o =
Pn(A) = a,(a) € PGL(n + 1, K)N2L, mit A = (¢i)o<ij<n und o € Autpieq(K).
Fiir alle £ gilt dann Kej, = o (Key,) = A*(Ke) = K{cog, - - ., ¢ k) und damit
cr =0 fiir [ # k. Wegen K(1,...,1) = o (K(1,...,1)) = A*(K(1,...,1)) =
K(cop,---,Cnn) existiert dann ein &k € K mit k = ¢po = -+- = ¢, und aus
3.2.5,(i) folgt A € Ker(pn).

Damit gilt PGL(n + 1, K) N, = {idpr } und mit oben Gezeigtem folgt

PIL(n+ 1,K) =2, x PGL(n + 1, K).

Wegen 3.2.5,(iii) und (3.7) ist PSL(n + 1, K) ein Normalteiler von PI'L(n + 1, K)
und wir erhalten einen Gruppenhomomorphismus

tn : PTL(n 4+ 1,K) — Aut(PSL(n + 1,K)), 0 i, [ PSL(n + 1, K).
mit ¢, ” PSL(n + 1,K) = Inn(PSL(n + 1, K)).

Wir interessieren uns im Weiteren nur fiir die Gruppe PI'L(2,K) und
zitieren das folgende, klassische Resultat:

3.2.6 Satz (O. Schreier, B.L. van der Waerden, [Wae28]):
Fiir |[K| > 3 ist ¢; ein Isomorphismus von Gruppen.

Wir wollen nun Untergruppen von PT'L(2, K) untersuchen, die die Form
(ay" H) x PGL(2, K) besitzen, wobei H eine Untergruppe Autgieq(K) ist.

3.2.7 Lemma: Sei G eine Gruppe und H, N Untergruppen von G mit G =
H x N. Existiert zu einer Untergruppe D von G eine Untergruppe E von H
mit D = E x N, so gilt fiir alle « € Ord

N&(D) = N%(E) x N. (3.8)

Insbesondere gilt vg(D) = vy (E).
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Beweis. Wir zeigen induktiv, dass fiir jede Ordinalzahl « jedes Element g

von N (D) eine Darstellung e o n mit e € N§(E) und n € N besitzt und

N (E) < Ng(D) gilt. Mit den gegebenen Voraussetzungen folgt damit schon

die Behauptung.

(a =0) : Gilt nach Voraussetzungen.

(a —a+1): Sei h € N&™(E) und g € N&(D). Nach Induktionsannah-
me existiert dann ein e € NJ(E) und n € N mit g = e o n. Wegen
e € N&(E) und n" € N gilt dann ¢" = e" o n" € N&(D). Somit gilt
N (E) < NG (D).
Ist hon € NG (D) <G =Hx N mit h € Hund n € N, so gilt wegen
n € N&(D) < N&TH(D) auch h € N&TH (D). Fiir e € N&(E) < N&(D)
existiert also ¢/ € N&(E) und n/ € N mit e? = ¢ on’. Dann ist
() toeh =n" e HNN = {lg}, e" = ¢’ € N&(E) und h € NET(E).
Damit besitzten die Elemente von N&™ (D) die gewiinschte Gestalt.

Lim()\) : Fiir @ < A ist nach Induktionsannahme N&(E) < N&(D) < N(D)
und damit auch N3y (E) < N (D).
Fiir h € N}(D) existiert ein o < A mit h € N&(D). Es gilt somit mit
der Induktionsannahme h = e on mit e € N&(E) < N{(E) und n € N.

[

Mit diesen Vorbereitungen kénnen wir nun den angestrebten Satz von
Simon Thomas beweisen.

3.2.8 Satz (S. Thomas, [Tho85]): Sei M ein transitives ZFC-Modell, K €
Ob(Field)y mit |K| > 3 und H € M eine Untergruppe von Autgieid(K)y-
Dann existiert eine Gruppe G € M mit trivialem Zentrum, so dass fiir jedes
transitive ZFC-Modell N mit M C N gilt

7(G)n = v (( K, H))x. (3.9)
Beweis. Definiere in M
G := tl " ((a1 " H) X PGL(2, K))
Sei nun N ein transitives ZFC-Modell mit M C N. Dann ist K € Ob(Field)y,
PGL(2,K),; = PGL(2,K)y und PSL(2,K),; = PSL(2,K)y. AuBlerdem gilt
H < Autpied(K)m < Autpiea(K)n, PTL(2,K),; < PTL(2,K)y,
Aut(PSL(2, K)y)m < Aut(PSL(2, K)y)n, (a1)x ist eine Fortsetzung von (a;)wm
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und (¢1)n setzt (t1)y fort.
In N gilt damit G :=¢;” ((a;” H) x PGL(2,K)) und

Inn(PSL(2,K)) = t, " PSL(2,K) < G < Aut(PSL(2,K)).

Daraus folgt

7(G) 324 VAaut(PsL(2,K)) (G) Bii veriek) ((an " H) x PGL(2,K))

3.1.
3.2.7 3.1.3

= ve, (a1 " H) =" v((K, H)).
]

3.2.9 Korollar: Sei  eine Kardinalzahl, o < s, (I',H) € Ob(.A(Graph)) und
(P5)o<p<sx ein Familie von partiellen Ordnungen mit:

- v((T,H)) = a.

- lp, - v (T, H)) = B¢ fiir alle 0 < 8 < k.

Dann existiert eine Gruppe G mit trivialem Zentrum, fiir die gilt:

- 7(G) = a.

- lp, IF7(G) = B¢ fiir alle 0 < 3 < k.

Beweis. Sei (Kr, Ar) € Ob(A(Field)) das zu (I', H) dquivalente Objekt aus
2.3.8 mit |[Kp| > w > 3. Mit 3.1.4 folgt dann v ((I',H)) = v((Kr, Ar)).
Sei G die Gruppe aus 3.2.8 die (3.9) fiir (Kr, Ar) erfiillt. Dann gilt 7(G) =
v((T',H)) = «a.

Sei nun V' [F] eine Pg-generische Erweiterung von V. Nach Voraussetzung
gilt dann v ((I', H))y g = 3. AuBerdem sind nach 2.3.8 (I', H) und (Kr, Ar)
auch in V [F] dquivalent. Mit (3.9) folgt dann

T(G)vry = v ((Kr, Ar))vi = v (T H) v = 6.
O

Mit Hilfe von (*),Sraph“’" werden wir zu Beginn des néchsten Kapitels
Graphen und Forcings konstruieren, die die Voraussetzungen des vorange-
gangenen Korollars erfiillen, und so Satz A beweisen.
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Kapitel 4

Stark manipulierbare
Normalisatortiirme

In diesem Kapitel beweisen wir Satz A mit den in den letzten beiden Kapi-
teln eingefithrten Techniken. Wir konstruieren dazu mit Hilfe des kombina-
torischen Prinzips (x)™"" Automorphismengruppen von Graphen, deren
Normalisatortiirme wir durch Hinzufiigen der entsprechenden Isomorphis-
men wie gewollt manipulieren kénnen. Die Normalisatorturmtechnik liefert
uns dann Gruppen mit entsprechend stark manipulierbaren Automorphis-
mentiirmen. Die konstruierten Automorphismengruppen werden direkte Pro-
dukte von Umsetzungen spezieller Permutationsgruppen durch die rigiden
Graphen des Prinzips (*)Sraph‘”" sein.

Im ersten Abschnitt benennen wir die Eigenschaften, die diese Permu-
tationsgruppen haben sollen, und zeigen, wie sich die Normalisatortiirme
der Gruppen von Graphenautomorphismen mit ihrer Hilfe manipulieren las-
sen. Um Permutationsgruppen mit den gewiinschten Eigenschaften zu finden,
entwickeln wir im zweiten Abschnitt Techniken zur Analyse von Permutati-
onsgruppen ( A, G) und ihrer Normalisatoren N} (G) durch Betrachtung von
G-invarianten Aquivalenzrelationen auf A. Im dritten Abschnitt weisen wir
auf diese Weise die geforderten Eigenschaften bei den von uns definierten
Permutationsgruppen nach.

4.1 (%)% ynd Normalisatortiirme

In den néchsten zwei Abschnitten wird der folgende Satz bewiesen werden.
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KAPITEL 4. STARK MANIPULIERBARE NORMALISATORTURME

4.1.1 Satz: Sei k eine Kardinalzahl.

Dann existiert eine Sequenz ({ A,, H,))a<x von Permutationsgruppen, so
dass mit F, := N} _(H,) fiir alle o < & gilt:

(a) [Aqs| < max{w, |af}.

(b)

(c¢) v({Aas Ha)) = a und somit v ((A,, Fa)) = 0.

(d) v({(An,Fa) x (AL, Fy)) = 1.

() v((An Ha) x (Ag,Fg) x (Ag,Fg)) =0 fiir alle § < a.

Umsetzungen dieser Permutationsgruppen (A, H,) und ( A,,F,) durch
rigide Graphen bilden die Bausteine, um entsprechend manipulierbare Auto-
morphismengruppen von Graphen zu konstruieren.

Beweis von Satz A durch Satz 4.1.1. Seien (I'y)a<ys und (P§)o<s<a<x Zeugen

fiir (*)5™"n und ( Ag, Ha) und { Ag, Fo) fiir @ < & die Permutationsgrup-
pen aus 4.1.1.
Definiere fiir @ < xk Objekte von A(Graph) durch

(Qa,Eq) :=To(Aq, Ha) x H Ly (CA Fy) x (A4, Fy)) x H Ly (A, Fy).

0<y<a a<y<k

Nach Voraussetzung sind alle verwendeten Graphen zusammenhéngend, ri-
gide und paarweise nicht-isomorph. Fiir & > 0 kann man wegen 4.1.1(c)+(d)
Satz 3.1.6 mit iy = 0 und n = 1 anwenden und

.1

v ((Q,Ea)) = v(( Mg, Ha)) "2 0 (4.1)

—
=

folgern. Fiir o = 0 folgert man (4.1) analog mit 3.1.6 fiir ip = 0 und n = 0.

Sei P zunéchst eine beliebige partielle Ordnung, die Kardinalitdten und
Kofinalitdten erhélt und keine neuen k-Folgen von Elementen des Grund-
modells hinzufiigt, und V' [G] eine P-generische Erweiterung von V. Wegen
("V)NV = ("V)NV [G], gilt Sym(A);, = Sym(A)y g fiir alle Mengen A € V
mit |Al, < k. AuBlerdem haben wir in Lemma 2.4.6 gezeigt, dass fiir je-
de Sequenz ((A;, Hi))ier € V' von Permutationsgruppen mit |I};, < s auch
(ILerC A Hi))v = (I Lier{ A, Hi))vig gilt. Fiir o < & gilt dann wegen 4.1.1(a)
Sym(Aa)y = Sym(Aa)y g, NA, (Ha)y = N3 (Ha)y g fiir alle v € Ord und
damit (Fo)y = (Fa)viq- Da auch die auftretenden disjunkten Vereinigungen
der A, in V und V [G] die gleichen Bijektionen besitzen, gelten alle Aussagen
von Satz 4.1.1 auch in V' [G].
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Nach Lemma 2.5.6 ist fiir jeden Graph I' und jede Permutationsgruppe
(AE) aus V schon I'(A,E)y = I'(A,E)yq). Mit einer weiteren Anwen-
dung von 2.4.6 auf das direkte Produkt (€, E,) mit x Faktoren ergibt sich

<Qom Ea>V = <Qou Ea)V[G]

fiir alle a < k.

Fixiere nun ein a < x und setze (Q,E) := (Q,,E,)v. Wir definieren
partielle Ordnungen (Qp)o<p<x, die den in Satz A geforderten Bedingungen
geniigen, durch Qg = Pg fir § < o und Qg := Pj fir « < f. Nach Vor-
aussetzung erfiillen alle Qg die oben gemachten Anforderungen an partielle
Ordnungen und wir miissen nicht mehr unterscheiden, ob die auftauchenden
Objekte aus A(Set) und A(Graph) im Grundmodell oder in der generischen
Erweiterung konstruiert wurden.

Sei zunédchst 1 < § < a und V [G] eine Qg-generische Erweiterung von
V. Weil Rg durch Qg mit (I'y)a<x realisiert wird, gilt fiir v, < x mit v # 0

(I, = Fé)v[g] = {7,0} ={0,8}.

Mit den in Kapitel 2 hergeleiteten Umformungsregeln fiir direkte Produk-
te und Umsetzungen von Permutationsgruppen und der Eindeutigkeit der
Konstruktionen bis auf Isomorphie gilt dann in V' [G]

(Q.E) % To{ Aa. Ha x To(( Ag, Fs) x (A5, F))
X HF7(<A77F7> X <A7>F7>) X H F7+1<A77Fv>

0<y<a aly<K
V#B
2.4.5
= To(Aa, Ha) X Tol{ A3, Fa) x (A, F))
X HFV(<AwF'y> x (A, Fy)) X H Ly (A, Fy)
0<v<a aly<k
Y#B
2.4.5

= To((AaHa) x (A5, Fs) x (A5, F5))
X HF’Y(<AWF’Y> x (A, Fy)) X H Ly (A Fy).

0<v<a a<ly<k
v#B

Alle hier verwendeten Graphen sind nach Voraussetzung rigide, paarweise
nicht-isomorph und zusammenhéngend in V' [G]. Wegen 4.1.1(c)+(d) kénnen
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wir Satz 3.1.6 mit iy = 0 und n = 1 anwenden und folgern
411
v((Q2,E) =v((Aq, Ha) X (Ag,Fg) x (Ag,Fg)) = 1.

Sei nun o <  und V [G] eine Qg-generische Erweiterung von V. Da in
diesem Fall R§ durch Qs mit (I's)a<x realisiert wird, gilt jetzt fiir 7,6 < &
mit v # 0

(I = Ds)yq == {70t {0} Ula, 5],
Mit den Hilfsmitteln aus Kapitel 2 kann man auch in diesem Fall folgern,
dass in V [G] gilt

2.4.5
<Q,E> = PO<Aa7Ha> X H F’y+1<A'y7F'y>

ay<pB

X H P’Y<<AW7F’Y> X <A%Fv>) X H F7-&-1<A
0<v<a B<y<K

2.4.5

~ To(Aq Ho) x [ To(A

2.5.5 e B
X H Ly ((Ay Fy) x (A Fy)) x H Iy (A
0<y<a B<y<kK

2.4.5

> To((Aa,Ho) x [] (A

2.5.7 e
X H Iy ((Ay Fy) x (A Fy)) % H (A
0<y<a B<y<k

Wieder sind alle verwendeten Graphen rigide, paarweise nicht-isomorph und
zusammenhéngend in V [G]. Eine weitere Anwendung von Satz 3.1.6 mit
ip = 0 und n = 1 liefert

v((2,E) =v({As, Ha) x [T (A % v (A, Hg)) =" 6.

a<a<d ()
Zusammengefasst gilt also
o, - v ({2.E)) =5

fiir alle 1 < 8 < k. Korollar 3.2.9 liefert dann die Existenz einer Gruppe G
mit trivialem Zentrum und den in Satz A geforderten Eigenschaften. O
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4.2 Imprimitive Blocke und Sequenzen

Die folgende Definition ist unser Ansatzpunkt zur Untersuchung von Permu-
tationsgruppen und ihrer Normalisatoren.

4.2.1 Definition: Sei (A, G) € PG,
Eine nicht-leere Teilmenge Z von A heifit imprimitiver Block von (A, G),

falls fiir alle g € G gilt
g"72=7 Vv (¢"Z)N7Z=0.
Fiir z € A definieren wir
Biacy(x) ={Z C Alx €Z, 7 ist ein imprimitiver Block von (A, G) }.

Den Zusammenhang zwischen imprimitiven Blécken und G-invarianten
Aquivalenzrelationen auf A erldutert das folgende Lemma.

4.2.2 Proposition: Sei (A, G) € PG,
(i) Ist Z ein imprimitiver Block von ( A, G), so definiert

cE;Cy o (3geC)r,yecg”Z

eine G-invariante Aquivalenzrelation auf A.
(i) Ist E eine G-invariante Aquivalenzrelation auf A, so ist jede Aquivalenz-
klasse von E ein imprimitiver Block von ( A, G).

Beweis. (i) Nach Definition ist E?’G symmetrisch und aus der Transitivitét
der G-Operation folgt die Reflexivitédt von E?’G, weil fiir jedes x € A ein g €
G mit g(z) € Z existiert. Seien nun g, h € G und z,y,z € A mit x,y € ¢" Z
undy, z € " Z. Ausy € (¢ Z)N(h" Z) folgt h'(y) € (W' og)" Z)NZ # 0
und somit (h~' o g)” Z = Z, weil Z ein imprimitiver Block ist. Daraus folgt
g"Z=h"Z7undz E>° 2.

(ii) Sei Z eine Aquivalenzklasse von E, g € G und y € (¢” Z) N Z. Dann
existiert ein x € Z mit g(z) = y. Fir alle z € Z gilt 2 E 2z und wegen der
G-Invarianz von E auch y E g(2). Somit ist g(z) € Z und ¢” Z = Z. O

Wir zeigen zunéchst die Vertréglichkeit unserer Definition mit Isomor-
phismen zwischen Permutationsgruppen.
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4.2.3 Lemma: Sind (A, G), (Q,H) € PG und (¢, k, | G) : (A,G) —

(), H) ein Isomorphismus, so ist fiir jedes x € A
b7 Biacy(®) — Biom(p(z)), Z— " Z
eine wohldefinierte Bijektion. Auflerdem gilt
rEy %y = o) ED, oy) (4.2)
fiir alle Z € Bia,c)(z).

Beweis. Sei Z € Biag(z) und h € Hmit y € ((hop)” Z) N (p” Z). Nach
Lemma 2.3.4 existiert dann ein 2 € A mit y = ¢(2) und g € G mit h = k,(g).
Damit gilt ¢(2) € ((k,(9) o) Z)N (0" Z) = ¢" ((¢" Z) N Z) und wegen
z€(g" 2)NZgilt g" Z = 7. Mit (hop)" Z = (pog)" Z = ¢" Z und
o(x) € p" Z ist dann (¢” Z) € Biom(p(x)). Damit ist die Abbildung b%
wohldefiniert.
Nach 2.3.4 ist (¢! k,—1 [ H) : (,H) — (A, G) ein Isomorphismus und
fiir alle Z' € Biam(¢(z)) ist auch p~'" Z' € Bia qy(x). b¢ besitzt somit eine
Umkehrabbildung.

Existiert fir x,y € A ein g € G mit z,y € g” Z, so folgt v(x),p(y) €
(pog)" Z =ky(g)" (¢” Z) und somit p(z) Eg’},{z ©(y). Die gleiche Argu-
mentation mit ¢! liefert die zweite Behauptung. O

Das néchste Lemma gibt uns in speziellen Féllen Auskunft iiber die Ge-
stalt der Bijektionen im Normalisator einer transitiven Permutationsgruppe.
Mit seiner Hilfe werden wir die Hohe der Normalisatortiirme in Satz 4.1.1
bestimmen.

4.2.4 Lemma: Ist (A, G) € PG"*™ und x € A, so dass ( B(ac)(z), C) eine
Wohlordnung ist.
Dann ist B fiir jedes Z € Biacy(z) Ni(G)-invariant.

Beweis. Sei 1 € NY(G) und ¢ € G mit (g o 7)(z) = z. Dann ist auch
gom € N (G) und nach Lemma 2.3.4 ist { gom, kgor | G) € Autgser)y((A, G)).
Mit 4.2.3 ist b9°" eine Bijektion von By a q)(7), die nach Definition ordnungs-
erhaltend beziiglich ,C* ist. b9°" ist also ein Automorphismus der Wohlord-
nung (Bacy(r), €) und somit die Identitit. Das heifit (gom)” Z = Z und
(ntog™)" Z =17 fiir alle Z € Bia ().

Ist nun Z € Biaqy(z) und h € G mit 2,y € h" Z = (hortog™)" Z, so
folgt m(z),m(y) € (A" o g~ 1)" Z und damit 7(z) By 7 (y). O
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Die folgende Definition bildet das Herzstiick der Konstruktion im néchsten
Abschnitt. Wir wollen die Sequenz ({ An, Ha))a<x in 4.1.1 so konstruieren,
dass die folgenden Bedingungen fiir alle o < x von ((F3, Ag))s<q mit Fg:=
N2, (Hg) erfiillt werden.

Im Anschluss leiten wir die fiir uns wichtigen Folgerungen aus der Definition
her.

4.2.5 Definition: Sei « eine Ordinalzahl.

Eine Sequenz ((Aa, Ga))g<a von Elementen von PG heifit imprimitive
Sequenz der Lange «, falls gilt

: AO = {Q?O}

- A, C Ag fir alle y < 8 < .

- Biagay(wo) ={ Ay |y < B} fiir alle 8 < a.

4.2.6 Lemma: Sei (( Ag, Gg))s<q €ine imprimitive Sequenz der Lénge a.

(i) Ist Ag = {@o}, so ist (Bizg,a.)(Ga), &) eine Wohlordnung vom Ord-
nungstyp a + 1.

(i) Ist ((£2,Hs))s<, eine weitere imprimitive Sequenz und (¢, k, [ G) :
(An, Go) — (,,H,) ein Isomorphismus, so gilt bereits a = .

(iii) Fiir alle v < 8 < a sind (Ag, Gg) und (A, G,) nicht-isomorph in
A(Set).

Beweis. (i) Die Abbildung B(.a,)(Ga) = a+1, Ag +— 3 erfiillt die eindeu-
tigen Eigenschaften des transitiven Kollaps.

(ii) Ist Qo = {yo}, so existiert nach Voraussetzung ein h € H, mit (h o
©)(x9) = yo und mit 2.3.4 ist (h o ¢, kpe, | Ga) ein Isomorphismus von
(Aqy, Go) und (€2, H,), der z auf yo abbildet.

Nach Konstruktion ist die Abbildung b2°¢ aus Lemma 4.2.3 ein Isomor-
phismus der Wohlordnungen ( B, G.) (o), ) vom Ordnungstyp « + 1 und
(Biay,m,) (Yo), &) vom Ordnungstyp v + 1. Daraus folgt o = .

(iii) Seien (Ag,Gg) und (A,,G,) isomorph fiir 8,7 < . Nach Definiti-
on ist dann auch (( Ay, Gs))s<p eine imprimitive Sequenz der Lange 5 und
(( As, Gg))s<~ eine der Lénge . Mit (ii) folgt dann 5 = 7. O

4.2.7 Lemma: Ist ((A,, G,))s<a €ine imprimitive Sequenz und v < § < .
Dann ist Agiq \ Ag die Vereinigung von Eﬁj’G“‘—Aquivalenzklassen.

Beweis. Fixiere fiir jedes y € Agyq \ Ag ein g, € G, mit g,(zo) = y.
Dann gilt y € (g," Apgy1) N Agyy und mit Agyy € Bia,,aa) (o) folgt
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gy" Apy1 = Apir. AuBlerdem gilt y € (g,” Apg) \ Ag und da auch Ag
ein 1mprimitiver Block von as Ga) 1st, lolgt N = un
in i Block (A, G,) ist, folgt (g,” Ag) N Ag 0 und
9" B € Apya \ Ag.

Firy < pgilt danny € g,” A, C g,"” Ag C Agyq \ A und damit

Apia \ Ag = U 9" Ay

yE€A11\Ag

Alle g,” A, sind Aquivalenzklassen von Eﬁ:’c’o‘. Deshalb folgt fiir y,y’ €
Agyr \ Ag aus (g," Ay) N (gy " A,) # 0 schon g,” A, = g,” A, und es
existiert eine Teilmenge I C Agyy \ Ag mit

A\ Ag = Ugy " A,

y€el
L]

Zuletzt wollen wir eine Moglichkeit angeben, eine imprimitive Sequenz um
eine Permutationsgruppe zu verldngern. Im Beweis von Satz 4.1.1 werden wir
dies an zwei Stellen anwenden.

4.2.8 Lemma: Sei (( Ag, Gg))s<q €ine imprimitive Sequenz der Lange a mit
v((Aa,Ga)) = 0, (Ani1, Gar1) eine Permutationsgruppe mit A, C A,
und

(0,ky | Gas1) : (Aay1, Gagpr) — N 1<H< Aa; Ga))
iel
ein Isomorphismus fiir den ein iy € I existiert mit ¢(z) = (x,ip) fiir alle
T € A,
Dann ist (( Ag, Gg))g<a+1 €ine imprimitive Sequenz der Lénge o + 1.

Beweis. Setze A* =[], Ay und G* = (u;” Sym(I)) x di " T[;; Ga. Wegen
Satz 3.1.14 und der Voraussetzung gilt dann ( A*, G*) = N'(J],;( Aa, Ga)).
Da G, transitiv auf A, operiert, operiert G* damit auch tranistiv auf A*
und mit 3.1.7 folgt (Agy1, Gapr) € PGS

Fir Ay = {zo} zeigen wir

Biarany((@0i0)) = { As x {io} | B < a} U{A"). (4.3)

Sei B < aund 7 = u(0) o di((¢i)ier) € G* mit (Ag x {ip}) N 7" (Ag X
{io}) # 0. Dann gilt o(ip) = ip und 7" (Ag x {io}) = (g1, ” Ap) x {ip}. Da
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Ap ein imprimitiver Block von (A, G,) ist, folgt aus (g,” Ag) N Ag # 0
schon gi, " Ag = Ag und damit 7” (Ag x {ip}) = Ag x {io}.

Sei nun Z ein imprimitiver Block von ( A*, G*) mit (zo,1i) € Z.
Sei zunéchst Z = Z' x {ip} mit Z' C A,. Ist g;, € G, mit (g;,” Z')NZ" # 0, so
gilt fiir dy((gi)ie1) € G* mit g; = ida,, fiir i # iy bereits (di((g;)ier) " Z)NZ # 0.
Aus Z = di((g:)ier) " Z = (g3, " Z') x {io} folgt dann ¢;, " Z' = 7' und Z' = Ag
fiir ein § < a.

Existiere nun ein z € A, und ein iy € I'\ {ip} mit (z,i;) € Z. Fir jedes
y € A, existiert nach Voraussetzung ein g/ € G, mit g/ (z9) = y. Setze
g =ida, furi#ip und 7, = di((¢})ier) € G™.
Nach Konstruktion gilt dann ( z,i;) € ZN7,” Z und damit (y,ip) € m," Z =
Z fiir alle y € A,, das heifit A, x {ip} C Z.
Definiere fiir i € T\ {ip} und beliebiges y € A,

my o= w((i,ir)) o (my 0w 1) (Coi) € G,

wobei (ip,i1) die Permutation von I ist, die iy und i; vertauscht und die
Identitit auf I\ {ip,1;} ist. Es gilt dann 7} (29,10} = (z0,10) € ZN7} " Z und
m (2,11) = (y,1). Damit ist (y,i) € 7} " Z =Z und Z = A*.

Y
Die Behauptung folgt dann aus (4.3) mit Hilfe von Lemma 4.2.3 und der

Voraussetzung an . [

4.3 Die Gruppen H, und F,

Wir konnen nun die Permutationsgruppen aus Satz 4.1.1 konstruieren und
mit den Ergebnissen des letzten Abschnitts die geforderten Eigenschaften
herleiten.

4.3.1 Definition: Fiir a € Ord definieren wir rekursiv Permutationsgruppen
(A, Hy) und (A, Fy) durch

) <Aa7HOé> = <17id1> X (Hﬂ<a<Aﬁ7Fﬁ>)>
- (Ay Fo) :=N*(A,, Hy).

Dann ist Ay = {0} mit zo := (0,0) und fiir o € Ord gilt

A ={0} U (] 2p) = ({0,000} U{{(2,8), 1) B <,z €A}

[B<a

Nach Konstruktion der disjunkten Vereinigung gilt Ag C A, fiir # < o und
mit i%? : Ay — A, bezeichnen wir die Einbettung der Teilmenge.
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Rekursiv folgt |A,| < max{|«a|,w} fiir alle « € Ord und Ay =
alle A € Lim.
Ist 8 <« und

A, fir

a<<\

i Ap — Dg, y — ((y,0),1)
die Einbettung von Ag in das Produkt im zweiten Faktor von A,, so bildet
(Aa, (10, (i5) p<a)) ein Koprodukt der Familie (Ag, (Ag)s<a). i*7 ist dann
fiir jedes # < «a der eindeutig bestimmte Morphismus mit

P 0 i =il (4.4)

fiir alle v < 3. Wie im Beweis zu Lemma 2.2.4 bildet dann { A, (17, (12) sg<y<a))
ein Koprodukt der Familie (Ag, (A,)s<y<q) und induziert nach Lemma 2.4.1
einen Monomorphismus von Gruppen

dg : Sym(Ag) x [ | Sym(A,) — Sym(A,)
BLy<a

mit (2.7). Nach Definition der Permutationsgruppen gilt Fo = Ho = {ida,}
und damit

Ho =d§ " (Fo x [ [ Fa)- (4.5)

B<a

Wie im Beweis von Lemma 2.4.5 folgt aus (4.4) fir vy < 8 < «

d3( g, (95)v<s<a) = d3(d5{ g, (95)y<s<p), (95)3<b<a) (4.6)

fiir alle (g, (gs)y<s<a) € SYM(A,) X [ <5.,Sym(A;) und zusammen mit
(4.5) ergibt sich -

H, =d3" (Hs x [] F5)

BLy<a

fiir alle f < a. Damit bezeugt (i7, (i%)p<y<a), dass (Aq, Hy) ein direk-
tes Produkt der Familie (( Ag, Hg), (( A4, F,))s<y<a) bildet und wegen der
Eindeutigkeit des direkten Produktes bis auf Isomorphie gilt dann

<AowHa> = <A57H5> X H <A77F'y>-

B<y<a

Wir setzen AL == i@ Ay = A \ Ay = {{({z,0),1) |z € Ay} und
rl =0T (z) fiir alle z € A,. Fiir alle § < « gilt dann

A, =AgU U Al

BLy<a
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AufBlerdem existiert eine eindeutige Involution o, € Sym(A,.1) mit o.(x) =
r! und o,(z') = z fiir alle x € A,.

Bis jetzt haben wir gezeigt, dass die konstruierten Gruppen die Eigen-
schaften (a) und (b) aus Satz 4.1.1 besitzen. Der folgende Satz gibt we-

sentliche Einblicke in die Struktur der Permutationsgruppen und liefert die
Eigenschaften (c¢) und (d).

4.3.2 Satz: Fiir alle o € Ord gilt
(a), Fiir alle 5 < « ist

NA, (Ha) =d3" (Fsx ] F-)

B<y<a

und somit bezeugt (17, (i) p<y<a), dass N°( Ay, Hy) ein direktes Pro-
dukt der Familie ({ Ag, Fg), (( A, F,))s<y<a) bildet.

(b)a ((Ap, Fs))s<q ist eine imprimitive Sequenz.
(¢)a Fiir § < a besteht Nia(Ha) genau aus den Elementen 7 von F,, die

" Ag=02s A m" Al = Al

fiir alle § < v < « erfiillen.
(d)a va,(Hy) = a.

Wir beweisen den Satz induktiv, wobei im Induktionsanfang nichts zu
zeigen ist.

Beweis von (a),.,. Wir beweisen die Aussage induktiv fiir 8 < o+ 1.
(6 =0) : Der Induktionsanfang gilt nach (4.5).
(8 — B3+ 1) : Nach Induktionsvoraussetzung (a)z,1 bezeugen (i°1/4 ,ig“),
n . .
dass (Agi1, N iﬁﬂ (Hg1)) = (Apy1, dg“ (FgxFpg)) ein direktes Pro-
dukt von ( Ag, Fg) und (Ag, Fs) bildet. Fg operiert nach (b)s transitiv
auf Ag und mit 3.1.8 und 3.1.9 folgt

(Ap,NR, L (Han))e 22 (A, Fp) (4.7)
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fir alle € Agyy. Mit der Induktionsannahme gilt

LA 1o
NA.,, (Hopr) = d5H " (Fy x ] Fy)

B<y<a+1

(4.6) 0q1 M "
Wt @ F < B <[ F) g

B<y<a

(@)p+1 qa1 M
=hagt " (NS, (He) x [ Fy)

B+1<y<a+1

und (TP (9% 5 <o) bezeugen, dass (Aqq, NgaH(HaH» ein
direktes Produkt der Familie ({( Agyq, Ni6+l(HI@+1)>, (A, F.))g<r<a)

bildet. Fiir f < v < « operiert F, nach (b), transitiv auf A, und fir
jedes v € A, gilt

(A, Fy)e = (A, Fy). (4.9)

Nach (b), ist (( A, F5))y<q eine imprimitive Sequenz und aus (4.7) und
(4.9) folgt, dass die durch Bahnen induzierten Permutationsgruppen
in den verschiedenen Faktoren des direkten Produkts (4.8) paarweise
nicht-isomorph sind. Damit kann Satz 3.1.11 auf das direkte Produkt
angewendet werden und liefert

AL (Hapn) = N& (NR | (o))
at1 !
- NlAa+1(dﬁ——:j (Nggﬂ(Hﬁ-H) X H F’y))
B<y<a
3.1.11 41 M
= dgh (NQZL(HﬂH) <[] Ni, (F,)
B<y<a
((ﬂv da+1 " F F
= Qg (Fgp x H v)-
f+1<y<a+1
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Lim(A) : Fiir alle 8 < X gilt

LA o
Nia+1(Ha+l) = d,@“ " (Fy % H F,)

A<y<a+1

O (@ Fy < [[F) x [ Fo)

B<y<A Aly<a+1

Lyt Ny, )« [T Fy)

A<y<a+1

c gt (Fyx I F)

A<y<a+1

und somit NA | (Has1) € d5™ " (Fx % [iycars Fy)-
Umgekehrt existiert wegen Fy = N} (Hy) = U,y N*ZA(H,\) fir jedes
T e df\‘ﬂ " (Fy x H/\Sv<a+1 F,) ein § < X\ mit

medy™" (NS (Hy) x [] Fy) =agt” (@ (F s x [T F) < [T F)
Aly<a+1 B<y< A<~<a
a1
=dy™" (Fg x [ Fy) = N2, (Hap1) SNA_,, (Horn).
B<y<La
O

Beweis von (b),, ;. Nach (a)a41 bezeugen (i1 42t1) dass N*( Agy1, Hag1)
ein direktes Produkt von (A,, F,) und (A,, F,) bildet. Seien ey, e : A, —
A, U A, die kanonischen Einbettungen und ¢ : A,y — A, U A, die Bi-
jektion aus 2.2.2 mit ey = ¢ 0™ und e; = @ 0 2. Dann ist (¢, k, |
NS (Hor1)) € 150usey (N At Hopr), { A, Fad % { Ay, Fy)). Mit Lemma
3.1.3 und (2.5) folgt dann

<‘;07 kcp [ Fa+1> € IsoA(Set)(< Aa+1> Fa+1>7 N 1(< Aaa Fa> X <Aa7 Fa)))
Nach Satz 3.1.14 gilt

Na,ua,(d2” (Fa x Fo)) =u2 " Sym(2) < dz” (N3, (Fa) x N (Fa))
— (ua(0))  ds " (Fo x Fo),

wobei o das nicht-triviale Element von Sym(2) ist.
Fir x € A, gilt dann k,-1(u2(0))(z) = (¢! o uz(0) o p)(i*th(z)) =
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e Hz,1) = (ptoer)(z) = % (z) = 2! und ebenso k,-1(uz(0))(z!) = .
Damit gilt k,-1(us2(0)) = o, und

Foy1 = (0,) x doT" (F, x F,).

Wegen ¢ Ay = (poi®™h®)" A, = ey” Ay = Ay x {0} konnen wir aus
Lemma 4.2.8 die Behauptung folgern. m

Beweis von (c),,,. Sei f < aund 7 € Ngaﬂ(HaH) < Fay1- Nach (a)ayq
existieren dann g € Fgund g, € F, fiir 8 <y < amit7 = dg“(g, (Gv)p<y<a)-
Fiir y € Ag gilt dann 7(y) = (7 0 i®"9)(y) = (i*"P o g)(y) € Ap. Ist
B<y<aundy € A;, so existiert ein z € A, mit y = ig“(z) und damit
") = (moisH)(z) = (13" 0 g,)(2) € AL

Ist umgekehrt m = ol o d*(gg, 1) € Fay1 mit diesen Eigenschaften
gegeben, so existieren nach Konstruktion o € Sym(Ag) und fir § < v < «
oy € Sym(A,) mit 7 = dg—H (0,(04)p<r<a) = dg* (d3(o, (04)p<r<a); a)-
Damit ist i = 0 und aus der Injektivitdt von d2*! folgt o, = g1 € F, und
go = d%(@ (U’Y)ﬂS’Ka) € Fa.
Esgilt go” Ag=7"Ag=Agund go" Al = 7" Al = Al fiiralle § <v < a.
Mit der Induktionsannahme (c), folgt dann gy € N’ia (Ho) = d3" (Fg x
[I5< <o F5)- Aus der Injektivitdt von dj folgt o € Fg und o, € I, fiir alle

B <7 < a. Insgesamt gilt ™ € dg“ " (Fg x [lscrca Fr) = NiaH(HaH)- O

Beweis von (d),,,. Sie 7 € NZﬁl(HaH) = NA.,,(Faz1). Nach (b)ay ist

({ Ag, F3))s<a+1 eine imprimitive Sequenz und mit Lemma 4.2.4 ist Eﬁz*l’F‘*“

m-invariant. Somit permutiert m die Menge {A,, Al} der Eﬁz“’F““—Aqui-

valenzklassen bildweise. Nach (a),41 fiir § = « ist dies aber auch die Menge
der N} . (Hoy1)-Bahnen auf A,y und es gilt

[0}

™ E N 2Aa+1 (N Aa+1 (Ha"‘l)) ﬂ PNa<Aa+17Ha+1> °
Fiir die Bijektion ¢ aus dem Beweis von (b),; gilt dann auch
<90> ktp f N 1Aa+1 (Fa+1)> € IsoA(Set)(N1< Aa+17 Fa+1>7 N 2(( Aav Foé> X <A0m Fa)))
Mit (d),, Lemma 3.1.9,(ii) und Satz 3.1.15 folgert man dann

k(’p<ﬂ') € NQAauAa<d2 " (Fa X FQ)) N P(AQ,FQ)X<AQ,FQ>
< (ug(o)) x dy " (NR_ (Fa) x NX_(Fa))
= (uz(0)) X do" (Fo X Fo) =Nx_a (d2" (Fa x Fo)) = ko " Foga.
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Es folgt m € F,41 und die Behauptung. ]
Sei nun A eine Limesordinalzahl.

Beweis von (a),. Wir beweisen die Aussage wieder durch Induktion nach

a < A

(a =0) : Die Behauptung haben wir schon in (4.5) gezeigt.

(o — a+ 1) : Mit den gleichen Begriindungen wie im Nachfolgerfall erhalten
wir aus der Induktionsannahme

NEE(HL) = NA (A" (@57 (Fo x Fa) <[] Fp))

a<f<A

(NZ,,,(Has1) x| Fa))

a<fS<A

"

=N 1AA (dg\a-l

Wie dort folgert man fiir jedes Element von A,,;, dass die von ihm
induzierte Permutationsgruppe im ersten Faktor isomorph zu ( A, Fy)
ist. Fiir @ < 8 < X induziert jedes Element von Aé eine zu (Ag, Fs)
isomorphe Permutationsgruppe. Da fiir alle & < A schon (b),, gilt, sind
alle (( An, Fa))a<x paarweise nicht-isomorph. Die Voraussetzungen fiir
Satz 3.1.11 sind damit erfiillt und wir kénnen folgern

« 3.1.11 a "
NA—i,\_l(HA) = d;\¢+1 NA—FL XH N dg_H (Fa+1XH Fs).

a<fB<A a+1<B<A

Lim(u) : Wie im Nachfolgerfall schlieit man aus der Induktionsannahme und
(a)ar1, dass N (Hy) C d)) g (Fux]],<acr Fo) fiiralle < g und damit
NA, (Hy) C d) g (F, x I‘LM<A o) gilt.
Fir 7 € dﬁ (Fu X [, <a<r Fa) existiert wie oben ein a <y mit

redy,” (NS, (H) x[[ Fa) =d)" (@-" (Fa <[] Fa) x[] Fs)

n<p<p a<pf<u n<B<A
" LA Ao
= dy" (Fo ][ Fa) = N, (H)) C NA (H)).
a<f<A

]

Beweis von (b),. Fir z,y € A, existiert ein o < A mit =,y € A, und nach
(b)a €in g € Fq mit g(z) = y. Dann gilt fiir 7 := d}(g, (ida,)a<pcr) €
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A" (Fo x [lacperFa) = NX (Hy) < Fy bereits 7(x) = (7 0 i*)(z) =
(iM 0 g)(z) = y und F) operiert transitiv auf Ay.

Seinun 7 € Fy und @ < A mit A, N 7" A, # (. Dann existiert ein
g < Amit m € NiA(H)\). Sei nun «, 5 < & < A. Nach (a), gilt auch 7 €
Ny (Hy) = d} " (Fs x [I5< <A F,) und damit existieren g € Fs und g, €
F, fir 6 <~ < X mit 7 = d}(g, (¢,)s<y<»). Nach Konstruktion gilt dann
" Ay =g” A, und da wegen (b)s A, ein imprimitiver Block von ( Ag, Fs)
ist, gilt Ay, =g”" Ay =7" A,.
Somit ist A, fiir v < A ein imprimitiver Block von ( Ay, Fy).

Sei Z ein imprimitiver Block von ( Ay, Fy) mit z¢ € Z. Ist die Menge

IZ::{7<)\|ZHA}/7§@}

durch ein o < X beschrinkt, so gilt Z C A,y und wegen (a), ist Z auch ein
imprimitiver Block von (A,i1,Foy1). Wegen (b)a41 gilt dann Z = Ag fiir
ein f < a+1.

Im Weiteren sei I kofinal in A. Ist v € Iz, so existiert fiir alle y € A, nach
(b), ein g, € F., mit g,(x¢) = y. Setze

Ty = d')y\(gya (idAa)"/Sa<)\) € d’)y\ ’ (F’Y X H FO‘) - NZ/\(H)‘) < F)"

y<a<A

Fiir z € Al N7 gilt dann 7,(2) = z und z € ZN (7, " Z) fiir alle y € A, Da
Z ein imprimitiver Block ist, gilt y € m,” Z = Z fiir alle y € A,. Es gilt also
A, C Z fiir unbeschréankt viele v < A und damit Z = A. O

Beweis von (c),. Wie im Nachfolgerschritt zeigt man, dass fiir « < A jedes
e NQ, (Hy) =d) "Fgq x [Ia<pen Fp die gewiinschte Eigenschaft besitzt.
Besitzt umgekehrt 7 € F, die gegebene Eigenschaft fiir a < A, so existiert
eina < B < Amit w e NiA<H>\)- Wegen (a)y gilt dann m = d}(g, (gy) s<y<r)-
Fiir alle Teilmengen Z von Ag gilt dann 7" Z = ¢g” Z und damit ¢” A, = A,
sowie ¢” Al = Al fiir alle v < 8. Aus (c)s folgt dann g € N3 (Hs) =
3" (Foxlacyes Fy)- Mit (4.6) folgt dann wieder 7 € d) " (Fox[[,cp ey Fy) =
NR, (Hr). O

Beweis von (d),. Sei m € NX™'(Hy) = N} (Hy). Aus (b)) folgt dann mit
Lemma 4.2.4, dass Eﬁi’p* fiir alle o < A m-invariant ist.
Wir wollen nun zeigen, dass ein o < A existiert mit =" Aé = Aé fiir alle

o < f < X und somit m € d)” (Sym(A, x [Ta<per Sym(Ap))) gilt.
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Ist das nicht der Fall, so ist
L={y<X\|r” A,lﬁéA}Y}

kofinal in A.

Sei v € Ir. Da Al eine Eﬁi’F*—Aquivalenzklasse ist und die Relation -
invariant ist, ist auch 7" Al eine Eﬁi’Fk-Aquivalenzklasse. Da 7" Al # Al
gilt, muss einer der folgenden zwei Fille eintreten:

(1) =" A}Y =A,.

(2) 7" AL C AN\ Ay

Fiir v,6 € I mit 7 # 0 gilt wegen A} NAj = @ schon 7" Al 7" Ay = 0)
und Fall (1) kann somit hochstens fiir ein v € I; eintreten. Fiir alle anderen
existiert ein f(y) > v mit 7” Al N A}(v) # (). Nach (b), und Lemma 4.2.7
ist A}”(v) die disjunkte Vereinigung gewisser Eﬁi’F*—Aquivalenzklassen. Da
auch 7" A, eine Eﬁi’F*—Aquivalenzklasse ist, gilt 7" A, C A}(W). Weil auch
Ei;(f)* m-invariant ist, gilt dann 7" Ag) = A}(v) und 7" Al C A}“(v)‘

Dann existiert eine in A unbeschriankte Teilmenge Iy von I, und eine
Injektion f : Iy — X\ mit 7" A; C A}’(v) fiir alle v € I,.

Es gilt Hy = d)" (F, x [, Fu) und nach (b), operiert F, transitiv
auf A, fiir alle 1 < X. Somit existiert ein ¢» € Hy < Fy mit (pom)” Al #
! A; fiir alle v € Ip. Damit ist ©™ = € F, und es existiert ein 3 < A mit
Y e NZA(H,\). Dann existiert ein 7 € Iy mit § < v und fiir dieses gilt
" Al # Al im Widerspruch zu (c)y.

Es existiert also ein a < A mit 7 € d)” (Sym(Aq) X [Ta<per Sym(Ap)).
Fiir g € N} (H,) ist dann g™ € F und nach Voraussetzung gilt g™ " A, =
Aq, sowie g™ " Ab = Aj fiir alle « < 3 < A,

Aus (c)y folgt dann g™ € N} (H,) fiir alle g € N} (Hy) und damit m €
NZJS(H,\) < Fy. Damit ist F selbstnormalisierend in Sym(A,). O

Wir miissen jetzt nur noch zeigen, dass die konstruierten Gruppen die
Eigenschaft (e) aus Satz 4.1.1 besitzen.

4.3.3 Lemma: Fiir § < a gilt v((Aa, Ha) X (Ag, Fg) x (Ag, Fg)) = 0.

Beweis. Nach Definition und den in Kapitel 2 gezeigten Umformungen gilt
mit (A% F) = (Ag, F) X (Ag,Fg) X (Ag,Fp)

(Ao Ha) x (Ag,Fg) x (Ag, Fg) 2 (Q,G) = Hg x (A" F) x[[ F,

B<y<a
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Zunéchst bestimmen wir den Normalisatorturm von ( A*, F*). Mit Satz 3.1.14
und 4.3.2,(d)s gilt

NA.(F*) = (uz” Sym(3)) x d3" (F3 x Fs x Fp).

Sei A%, eine Menge mit A%, N Ag = Ag fiir die eine Bijektion

@ Af, — A* existiert, die (x) = (z,0) fiir alle z € Ap erfiillt. Setze
Fi =kt NL(F).

Dann kann wegen va,(Fg) = 0 Lemma 4.2.8 mit ((A,,F,)) <, (¢, Kk, |
F5.1) und ip = 0 angewendet werden. (((A,,F,)),<p, (A5, Fjpq)) ist da-
mit eine imprimitive Sequenz der Lange 5 + 1.

Da fiir jedes v < a ((As, Fs))s<, eine imprimitive Sequenz der Lénge v ist,
folgt aus Lemma 4.2.6,(ii)

NY((A%F)) = (Af, Fog) 2 (AL F,)
fiir v # 6+ 1. Wir zeigen nun auch noch
N ((A"F)) 2 (Apir, Fapa). (4.10)

Angenommen, (¢, k, | Nx.(F*)) ist ein solcher Isomorphismus. Da Fgi4
transitiv auf A, operiert, kann wie im Beweis von 4.2.4 angenommen wer-
den, dass ¢(xg,0) = x¢ gilt.

Die Abbildung b‘fxom aus 4.2.3 ist dann ein Isomorphismus der Wohlordnun-
gen

(Biaen, oy (20,00, ©) Z ({2, x {0} |7 < BTU{A} Q)

und

<B<A/B+17F6+1>(x0)7 C) = <{A7 |y <B+1},Q)
vom Ordnungstyp  + 2. Aus Ordnungsgriinden muss dann schon
©" (Ag x {0}) = Ag gelten.
Mit (4.2) folgt dann fiir alle y, z € A*

AN L (F)

Api1.F
vEA @y 2 = ely) Ex)TT o(2).

Die linke Aquivalenzrelation besitzt die drei Aqgivalenzklassen Ag x {0},
Az x {1} und Ag x {2}, die Rechte besitzt die Aquivalenzklassen Ag und
Aj. Dies fiihrt die Annahme zum Widerspruch und es gilt (4.10).
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Jetzt konnen wir induktiv zeigen, dass fiir alle v < 3 gilt

N7((€,G)) = N (Hs) x N'((A5,F3) <] Fu.

B<y<a

(y=1): Sei (y,i) € Q furi € 3. Ist i = 0, so ist die durch (y,i) indu-
zierte Permutationsgruppe (€, G),; isomorph zu (A,,F,) fir ein
v < B Firi = 1 gilt (Q,G)yn = (Ag, Fg) und fiir i = 2 gilt
(9Q,G)ryy = (A, F,) fir ein v > §. Damit sind die induzierten
Permutationsgruppen in den verschiedenen Faktoren paarweise nicht-
isomorph und die Voraussetzungen fiir Satz 3.1.11 werden erfiillt. Dieser
liefert zusammen mit va_(F,) = 0 die Behauptung.

(y =~y +1): Sei wieder (y,i) € Q. Fiir i = 0 gilt nach (a)s und Induk-
tionsannahme N§ ()., o = N7((Ag, Hp)), = (As, Fs) fiir ein v <
§ < fB. Weil NA.(F*) transitiv auf A* operiert, gilt (Q,G)(,1y =
N'((A%F7)), = N'((A* F)) und wie oben ist (Q,G)y2 = (A5, Fs)
fiir ein 0 > (.
Damit sind die induzierten Permutationsgruppen in den verschiedenen
Faktoren wieder paarweise nicht-isomorph und Satz 3.1.11 liefert

NTH((Q,G)) = N ((Ag, Hp)) x N*((A" F)) <] ] (A, Fs).

[B<é<a

Es bleibt also nur noch va«(F*) = 1 zu zeigen. Mit oben Gezeigtem
kénnen wir wie im Beweis von (d)a1 folgern, dass N%. (F*) < Pa« e
gilt. Satz 3.1.15 und va,(Fg) = 0 liefern dann die Behauptung.

Lim(\) : Fiir 7 € N3(G) existiert einy < Amit 7 € N4(G) = d3” (N A, (Hg)x
N ) *(F*) X Hﬁ<6<a Fa) < d3 ! (NZB (H5> x N ) *(F*> X Hﬁ<6<a Fa)'
Umgekehrt existiert fiir 7 € d3” (N}, (Hg) x N (F) X [T 520 Fa)
ein v < A mit 7 € d3” (N}, (Hg) x NA-(F*) X [T5o500 Fa) < NH(G).
Daraus folgt N§(G) = d3 " (NA (Hg) X NA«(F*) X [[5_5.0 Fa) und die
Behauptung.

Es gilt also NP((Q,G)) = (Ag, Fg) x NI ((A*, F*)) x [T5o o Fre Alle drei

Faktoren sind transitive, selbstnormalisierende Permutationsgruppen und nach

den obigen Herleitungen induzieren Elemente aus verschiedenen Faktoren

paarweise nicht-isomorphe Permutationsgruppen. Eine letzte Anwendung von

Satz 3.1.11 zeigt, dass dann auch N°({ ), G)) selbstnormalisierend in Sym(2)

ist. [
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Kapitel 5

Die Kongisthenz von
7FEC 4 <*)/£rap con

In diesem Kapitel zeigen wir, dass aus der Konsistenz von ZFC die Existenz
eines ZFC-Modells folgt, in dem das kombinatorische Prinzip (x)e®""e fiir
unbeschréankt viele Kardinalzahlen s gilt und in dem somit Gruppen mit
stark manipulierbaren Automorphismentiirmen existieren.

Im ersten Abschnitt beweisen wir durch Kodierung erststufiger Struktu-
ren in zusammenhédngenden Graphen Satz B und reduzieren das Problem auf
die Konstruktion von Baumen mit den geforderten Eigenschaften.
Abschlieflend stellen wir ein Verfahren von Gunter Fuchs und Joel Ham-
kins vor, das fiir eine reguldre Kardinalzahl x mit <*2 = k mit Hilfe einer
O+ (Cof,.)-Sequenz die Bdume und partiellen Ordnungen fiir (%)™ definiert.

5.1 Kodierung von Strukturen in Graphen

Der Beweis von Satz B wird im Wesentlichen durch folgenden Satz geschehen,
der eine leichte Abwandlung von Satz 5.5.1. aus [Hod93] ist.

5.1.1 Satz (W. Hodges, [Hod93]): Sei £ eine Sprache der Logik 1. Stufe und
k > max{w, |£|} eine Kardinalzahl.
Dann existiert eine Abbildung

h, : Ob(S¢)=" — Ob(Graph

COTL)?

so dass fiir alle S, 7 € Ob(Sg)=* gilt:
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(a) Auts, (S) = Autgraph(hx(S)).

(b) S=T <= h(S) = h(T).

Zusétzlich sind diese Figenschaften aufwirts-absolut beziiglich transitiver
ZFC-Modelle.

Wir zeigen zunéchst, wie man mit Hilfe dieses Satzes den Beweis von Satz
B fiihrt.

5.1.2 Lemma: Seien C, D Kategorien mit
ZFC + D ist eine volle Unterkategorie von C*.

Dann gilt fiir jede Kardinalzahl k > w

() — (+)i-
Beweis. Ist D eine volle Unterkategorie von C, so gilt fiir alle Objekte XY €
Ob(D) bereits Iso¢(X,Y) = Isop(X,Y) und Aute(X) = Autp(X).

Sind (Xa)a<r und (P§)oca<p<r Zeugen fiir (x)7, so folgt aus der Vorausset-
zung, dass sie auch (x)¢ bezeugen. O

Beweis von Satz B durch 5.1.1. Es gelte (x)!™°. Aus dem vorigen Lemma

. . .. Seo .
und den Bemerkungen in 2.1.5,(vi)+(vii) folgt dann, dass auch (x). = gilt.

Seien (Sa)a<k Und (P§)o<a<s<w Zeugen hierfiir. Setze A := sup,.,, [Sal.

Wir zeigen, dass dann (h(Sa))a<x und (P§)oca<p<x Zeugen fiir (*>Srapheon

sind.

Aus 5.1.1 und den gegebenen Eigenschaften der S, folgt, dass (hy(Sa))a<s
eine Sequenz von rigiden, paarweise nicht-isomorphen, zusammenhéngenden
Graphen ist.

Ist V' [G] eine Pg-generische Erweiterung von V/, so folgt aus der Aufwirts-
Absolutheit in 5.1.1 die Rigiditét aller hy(S,). Genauso gilt in V' [G]

ha(Sy) = ha(Ss) <= S, =S5 <= YR30
fiir alle v, < k. 0

Fiir den Beweis von Satz 5.1.1 bendtigen wir noch einige graphentheore-
tische Begriffe.
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5.1.3 Definition: Sei I' = (P, K) ein Graph, x € P und n < w. Wir setzen
UL(z) := {y € P | Es existiert ein Weg w der Linge m <n
mit w(0) = z und w(m) = y}.
AuBerdem sei vt (z) := |UE (z) \ UL(z)|.

5.1.4 Lemma: Ist ¢ : I' — I" ein Isomorphismus von Graphen, so gilt fiir
jeden Punkt z von I' und n < w

" Up(z) = U (p(x)).
Damit gilt auch v (z) = viu™ (p(z)).
Beweis. Fiir einen Weg f der Liange m < n von x nach y ist (¢ o f) ein Weg

der Lénge m von ¢(x) nach ¢(y). Damit ist " Up(z) C UL (p(z)) und die
gleiche Argumentation mit ¢! liefert die Behauptung. ]

Als néchstes definieren wir fiir einen Graphen I' = (P, K)
Piyi={z€P|vi(z) >w} und Ty =T | (P\ Pyy).

5.1.5 Lemma: Sei ¢ : I' — I" ein Isomorphismus von Graphen.
Fiir jede Zusammenhangskomponente X von I'y;, ist ¢ ” X dann eine Zusam-
menhangskomponente von I, .

Beweis. Sei I' = (P,K) und I" = (P’,K’). Nach dem vorigen Lemma gilt
@" Ping = P;nf und damit ist ¢ [ (P\ Pj,s) ein Isomorphismus von I ¢, und
F/fm- In 2.4.7 haben wir schon gezeigt, dass Isomorphismen von Graphen Zu-
sammenhangskomponenten auf Zusammenhangskomponenten abbilden. [J

Wir wollen nun eine Familie (I'y)ier = ({ Py, Kj))ier von Graphen zu einem
Graphen zusammenfiigen. Dazu definieren wir

UFi = <UP1,UK1>
el iel el
Dies ist wieder ein Graph.

5.1.6 Lemma: Ist A C [J,.; Pi mit PN P; C A fiir alle i,j € I mit i # j, so
gilt fiir allei € T und z € P; \ A

Uyr,(z) = Up, (2).

iel
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Beweis. Ist x € P\ Aund y € Ub@Fi () \ {z}, so gilt {z,y} € ;e K und
es existiert ein j € I mit {z,y} € K;. Dann gilt x € P; N P; und aus der

Voraussetzung folgt i = j. Damit ist y € U%i (x). Die Umkehrung gilt nach
Definition. n

Die folgenden drei Begriffe werden wir zur Kodierung von Strukturen in
Graphen verwenden, indem wir die dort definierten Graphen zu grofieren
Graphen zusammensetzen, in denen alle Informationen der Strukturen ko-
diert sind.

5.1.7 Definition: Sei 1 <n < w und f : n — V eine Injektion.
(i) Der durch f induzierten Pfad von f(0) nach f(n — 1) ist definiert als
der Graph

Path(f) := (f " n, {{f(k), f(k + D)} [k <n—1}).

(ii) Fiir n > 6 definieren wir das durch f induzierte n-Etikett von f(0)
als den Graphen

Tag(f) := Path(f) U (f" n,{{f(2),f(n —2)}}).

fln=1)  f(n—-2)

(iii) Ein Graph I' = (P,K) heifit m-n-Pass von (d,ay,...,a,) fir 6 <
m < w, falls Injektionen fo:m — Pund f, : k+2 — Pfir1 <k <n
existieren, so dass fiir Py := fo” m und Py := fi.” (k + 2) gilt:
- I'=Tag(fo) UU, <<, Path(f:).
- P;NP; = {d} fir alle ¢ # 5.
- fe(k+1) =ay firalle 1 <k <n.
- f:(0) =d fiir alle 0 < i < n.

74



5.1. KODIERUNG VON STRUKTUREN IN GRAPHEN

fo(3)  fo(2)  fo(1)

fo(4)  fo(5)  fo(6)
Ein Beispiel fiir einen 7-3-Pass

5.1.8 Lemma: (i) Ist n > 6 und f : n — V eine Injektion, so ist T'ag(f)
ein rigider Graph.
(ii) Jeder m-n-Pass ist ein rigider Graph.

Beweis. (1) Sei m € Autgraph(Tag(f)). Da f(0) der eindeutige Punkt z von
Tag(f) mit V%ag(f)(a:) = V%ag(f)(a:) = 1 ist, gilt mit Lemma 5.1.4 ©(f(0)) =
f(0). Weil f ein Isomorphismus ist, gilt auch 7(f(1)) = f(1) und =(f(2)) =
f(2). Nach Konstruktion ist {f(2), f(n — 2)} die Menge der Punkte = von
Tag(f) mit v, o f)(x) = 3. Da diese Eigenschaft invariant unter Automor-
phismen ist, permutiert 7 die Menge bildweise und aus 7(f(2)) = f(2)
folgt 7(f(n — 2)) = f(n — 2). Die gleiche Argumentation fiir die Men-
ge {f(0), f(n — 1)} der Punkte x von Tag(f) mit V%rag(f)(f) = 1 liefert
w(f(n — 1)) = f(n — 1). Induktiv folgt dann auch 7(f(k) = f(k) fir alle
2<k<n-—2.

(ii) Sei I' ein Graph und (fx)o<k<n Zeugen dafiir, dass I' ein m-n-Pass von
(dyaq,...,a,) ist. Fir 1 < k < n ist a; der eindeutige Punkt = von I' mit
vir2(z) = n und vi(z) = 1 fiir alle I < k + 1. Fiir alle 1 < k < n gilt
dann 7(ay) = 7(fr(k + 1)) = ax und induktiv folgt 7(fr(1)) = fx(l) fiir alle
0<I<k-+1

Damit gilt 7 [ (J;;«, Pi = idj1<i<kp, und somit 7” Py = Py. 7 induziert
also einen Automorphismus von Tag(fo) und mit (i) folgt 7 | Py = idp,. O

Mit Hilfe der folgenden Charakterisierung von Rigiditit werden wir die
[somorphismen der kodierenden Graphen kontrollieren kénnen.

5.1.9 Lemma: Ein Objekt X einer Kategorie C ist genau dann rigide, wenn
fiir alle Y € Ob(C) gilt
lIsoc(X,Y)| < 1. (5.1)
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Beweis. Die Rigiditdt von X folgt aus (5.1) mit X=Y und idx € Aute(X)
Sind umgekehrt ¢, 1) € Isoc(X,Y), so gilt nach 2.1.3,(i) ¢ ' o9 € Aute(X) =
{idx} und somit ¢ = poidx = pop Lo =1h. O

Das folgende Lemma ermoglicht es uns, beim Beweis von Satz 5.1.1 nur
Strukturen mit bestimmten Eigenschaften betrachten zu miissen.

5.1.10 Lemma: Sei x > w eine Kardinalzahl. Es existiert eine abzihlbare,
relationale Sprache £, = (0,0,{ P, |n < w}) der Logik 1. Stufe, so dass fiir
jede erststufige Sprache £ mit |£| < k eine Abbildung

G Ob(Sg)SH — Ob(S¢,)",

existiert und fiir alle S, 7 € Ob(S¢)=" gilt:
(a) Auts, (S) = Auts , (9x(5))-

(b) S=T = gu(S) = g(7T).

(c) Ist gu(S) = (T,...), so gilt

(Po)ges) = { (7, y) e Tx Tz #y}.

Zusétzlich sind diese Eigenschaften aufwérts-absolut beziiglich transitiver
ZFC-Modelle.

Beweis. Definiere £, := (0,0, {<,, <3, Ps, Ps} U{S, |n <w}) mit:

- einstelligen Pradikatensymbolen P, Ps.

- zweistelligen Préadikatensymbolen <, <s.

- n+2-stelligen Pradikatensymbolen S, fiir n < w.

Sei nun £ = (€, §,P) eine Sprache der Logik 1. Stufe mit |£| < k, wobei:

- C={ca|la <N} fiir ein Ay < k.

- § = Ujcpnew Sn und fiir A} < s ist §, = { f2|a < AT} die Menge der
n-stelligen Funktionssymbole von £.

- B = Uj<new Pr und fiir A < kist P, = { P} |a < Aj } die Menge der
n-stelligen Prédikatensymbole von £.

Fiir § = (S,C,F,P) € Ob(S¢)=* definiere S* := (S*,...) durch:
- S* i =SuUkU3.

- (Pg)s =k x {1}, (P3)s+ := 3 x {2}.

(<= { ({1, (B 1)) [a < B <k}

- (<3)s ::{((m 2),(k,2))|m <k <3}
(So)s» ={z,yeS|z#y}
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- Ist n > 1, so soll genau dann (xy,...,2,,y, 2) € (S,)s+ gelten, wenn einer
der drei folgenden Fille eintritt:
(1) n=1,y={(a,1) fir ein a < A\g, z = (0,2) und x; = ((ca)s,0).
2)n > 1,y = (a,1) fir ein a < \I7', 2 = (1,2), 2 = (s, 0) fiir
1<k<nund (f71)s(s1,.--,8n_1) = Sn.
(3) y=(a,1) fiirein a« < Ny, 2 = (2,2), 7, = (54, 0) fir 1 <k <nund
(S1y.+.,8n) € (PM)s.
Setze dann g, (S) := S*.
Seien nun M und N transitive ZFC-Modelle mit M C N.
Wir zeigen, dass in N fiir alle S, 7 € Ob(S¢)5;" eine Bijektion

¢ 11505, (9x(S)M, 9u(T )M)N — 1505, (S, T )x

existiert, die fiir S = 7 ein Automorphismus von Gruppen ist.

Da die oben verwendeten Definitionen aufwérts-absolut beziiglich transi-
tiver ZFC-Modelle sind, gilt g.(S)m = S In N gilt dann fiir 7 € Isos, (S, 7™)
schon 7" (k x {1}) = 7" (Py)s+ = (Po)r = k X {1} und 7" (3 x {2}) =

" (P3)s+ = (P3)7~ = 3 x {2}. Dann induziert 7 einen Automorphismus
der Wohlordnungen (s x {1}, (<x)s+) und (3 x {2}, (<3)s+) und es gilt
7 [ (kX {1}) = idexq1y sowie m [ (3 x {2}) = id3yqo). Somit existiert ei-
ne Bijektion 7y : S — T mit 7 (s,0) = (m(s),0) fiir alle s € S.

Es ist nun leicht zu sehen, dass auch m € Isos, (S, 7T) gilt. Ist zum Beispiel
(frs(s1, ...y 80 1) = 8y fiir 51,...,5, €S, so gilt

<<5070>7 cey <8n70>7 <a7 1>> < 172>> € (Sn)S*
und damit auch

<<7T0($1)’0>7 s <7T0(Sn)’0>v <a/7 1>’ < L 2>>
= (m(s1,0),...,m(8p,0), m{x,1),m(1,2)) € (Sp)7+.

Nach Definition gilt dann (f2')7(mo(s1),- .-, m0(Sn_1)) = To(s,). Die ande-
ren beiden Fille zeigt man auf die gleiche Art. Definiere ¢(m) = .
Umgekehrt definieren wir fiir my € Isos, (S, 7) eine Bijektion 7 : S* —
T* durch 7§(s,0) := (mo(s),0) fir s € S, 75(, 1) := (a,1) fur alle a < &
und 75 (m, 2> = (m,2) fiir m < 3.
Ist ((s1,0),...,(sn,0),(,1),(2,2)) € (S )3* so gilt nach Definition schon
(S1,...,8n) € (P”)S und dam1t <7T0(81), ,To(Sn)) € (P?)7. Dann gilt aber
auch schon

((mo(s51),0), ..., (mo(sn), 0), (@, 2),(2,2))
= (m5(50,0),...,m5{5n, 0), my{x, 1), m;(2,2)) € (Sp)7~
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Damit gilt m; € Isos, (S*,7*). Wegen ¢(m)* = m und ¢(75) = 7o ist ¢ eine
Bijektion und nach Definition ein Automorphismus, falls S = 7. O

Wir haben nun alle Hilfsmittel entwickelt, um den Satz beweisen zu
konnen.

Beweis von 5.1.1. Durch Lemma 5.1.10 konnen wir annehmen, dass die be-
trachtete Sprache von der Form £ = (0,0,{ P, |n < w}) mit ¢,-stelligen
Pradikatensymbolen P, ist, und uns auf Strukturen S = (S,...) mit [S| = k
und (Py)s = {(x,y) € S x S|z # y } beschrénken.

Fiir solche Strukturen § definieren wir nun einen zusammenhingenden
Graphen I's = (Pg, Ks).
Fiir 8= (s1,...,8¢,) € (P,)s setze d5 := (1,n, 5).
Definiere Funktion f5, : n+5 — V durch f5,(0) := di und f5,(I) :=
ph = (20,80 fir 1 <l <n+4.
Fiir 1 <k < ¢, definiere f5, : k42 — V durch f,(0) :==dj, f5, (k+1) :=
sp o= (0,8,) und f (1) == ws ., := (3,n, 5 k1) fiir 1 Slgk Setze

ni= (PLLKY) :=Tag(fi)U | Path(fi,).

1<k<ecn,

I'? ist dann ein (n 4 5)-¢,-Pass und damit zusammenhéngend. Definiere

Ts=J( J 9.

n<w 3§€(Pn)s

Seien nun p, ¢ Punkte von I's mit p € P} und ¢ € P, Gilt dann § # t.
so existiert ein k < ¢, und ein | < ¢, mit s # ¢; und damit (s, t;) € (Py)s.
s; und ¢; sind also Punkte des zusammenhéngenden Graphen F?5k7tl>' Damit
existiert ein Weg von p nach sj, von sj, nach ¢; und von ¢; nach q.

Somit ist I's ein zusammenhéngender Graph und wir setzen h,(S) := I's.

Seien nun M und N transitive ZFC-Modelle mit M C N.

Wir zeigen, dass in N fiir alle S, 7 € Ob(Sg¢)§; eine Bijektion

2 |SOGraph(hn(8)Ma hm(T)M)N B |SOSQ (Sa T)N

existiert, die fiir S = 7 ein Automorphismus von Gruppen ist.
Die Definition von I's ist aufwérts-absolut beziiglich transitiver ZFC-
Modelle sind, also gilt h.(S)m = (I's)n-
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Sei nun 7 € 150graph(L's, I'r)n mit £-Strukturen S = (S,...), 7 = (T,...)
aus M. Fiir s € S gilt nach Konstruktion

{wi5 50 € S\ {s}} C UL () \ UL (s*) = UL (s*) \ {5}

und aus [S| = k> w folgt vi (s*) > w.

Ist umgekehrt p € P%\ {0} x S, so folgt aus Lemma 5.1.6 mit A = {0} x S
schon vi, (p) = via(p) < [P¥| <w.

Zusammengefasst gilt also fiir alle p € Pg

pe{0} xS = v (p) >w. (5.2)

Die gleiche Argumentation fiir 7 liefert die Existenz einer Bijektion
7o 0 S — T mit 7(s*) = (mo(s))* fiir alle s € S.

Wir zeigen, dass gilt my € Isos, (S, 7). Nach Konstruktion und (5.2) sind
alle Zusammenhangskomponenten von (I's);, von der Form

L= (Pra Ko i=Ts [ (Pg\{s,....s0 }) =Tg [ (Pg\ {s1,..., s })-

Nach Lemma 5.1.5 existiert also fiir n < w und §= (sq,...,5.,) € (P,)s €in

m < wund t = (ty,...,t, ) € (Pn)r mit 7" Pls=P ;undn | P ;€

50Graph (P}, Pjn,F)'

Nach Konstruktion besitzt I'}, - genau ¢, +1 Punkte p mit V%Fs)fm (p) =1 und

5| = (i k) + n+5 folgt dann auch n = m.
Wir definieren einen Isomorphismus w; : I — I'? durch:

- PE(s;) =t fiir alle 1 <k < .

i) =

- (ps ) = ph, fiir alle 1 <1< n+4.

- PS(wd ) = wf;m firalle 1 <k <¢,und 1 <[ <k

Aus den Eigenschaften eines Isomorphismus und der Konstruktion der Gra-

phen folgt dann auch 7" P} = P} und 7 [ P} € 1s0Grapn (', I'7). Weil I'g

somit gilt ¢, = ¢,,. Aus ‘P;

ein rigider Graph ist, folgt aus (5.1) 7 | P% = f:und mo(sk) = ti fir alle
1 <k < ¢,. Damit gilt (mo(s1),...,m0(Se,)) € (P,)r und mg ist ein Isomor-
phismus von Strukturen.
Definiere ¢(7) := .

Fiir my € Isos, (S, 7) definiere Bijektion 7§ : Ps — Pz durch:
- mg(s%) i= (mo(s))* fiir alle s € S.
: Wg(dffl """ send) = grosh-molen)) fisp alle n < w und (sq, .. ., 50,) € (Pa)s.
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: Wg(ps; """ senl) 1= p:jlo(sl) """ mGen)) fiirn < w,1 <1< n+dund (sq,...,5.,) €
(Pn)S

. wg(ws}c”[’sm) = wnirg’(lsl) """ molsen)) figr < w,1<k<e,1<I1<kund
<51, .. ,Scn> c (Pn)g

Nach Konstruktion der Graphen gilt dann 7 € 1sograph(I's, I'r).

Zunichst gilt p(7§) = m nach Definition von ¢ fiir my € Isos, (S, 7).

Fir m € Isograph(I's, I'7) mit ¢(7) = mp und p € P, gilt dann, wie

7777 86n>
<31 77777 Scn, >

oben gezeigt, m(p) = ¥ (V"o (p) = m5(p) und damit gilt o(m)* = .
p ist also eine Bijektion und nach Definition ein Gruppenautomorphismus,
falls S = T gilt. m

5.2 (On+(Cof,) A2%F = k) — (x)]ree
Bevor wir mit der Konstruktion der Objekte des kombinatorischen Prinzips
beginnen, erldutern wir die verwendete Terminologie.

Sei T ein Baum und p € T. Wir schreiben |p|; := otp(predr(p), <t) fiir
die Hohe des Baumelements, T(a) = {¢ € T| |¢|t = o} fiir den a-ten Level
des Baumes, height(T) := min{ « € Ord| T(«) = 0 } fiir die Hohe von T und
Tla:={qeT||ql; <a} fir die Einschrankung auf die Hohe a.

Ist xk eine Kardinalzahl und o < k, so sagen wir, T ist ein xk-normaler
a-Baum, falls gilt:

- height(T) = o und |T(B)| < & fiir alle § < a.

- T besitzt ein eindeutiges <t-minimales Element ().

- Jedes p € T mit |p|; + 1 < a besitzt mindestens zwei unmittelbare Nach-
folger.

- Fiir alle v < f < aund p € T(7y) existiert ein ¢ € T(F) mit p <t q.

- Fr A € Lim ist jedes Element von T(\) eindeutig durch seine Vorgénger
bestimmt.

Wir sagen, T ist 2-spaltend, falls jedes p € T mit |p|; + 1 < height(T)
genau zwei unmittelbare Nachfolger besitzt.

T heiit < x-abgeschlossen, falls fiir alle A € Lim mit A < height(T) und
cof(A) < k alle kofinalen Zweige von T [ A in T(\) fortgesetzt werden.

Fiir eine partielle Ordnung P = (P, <p) defininieren wir P := (P, >p).
T ist ein k-Suslin-Baum, falls height(T) = & gilt, jeder Zweig Méchtigkeit
kleiner x besitzt und T? die < k-C.C. besitzt.

Eine Teilmenge S von T heifit Teilbaum von T, falls sie <t-abgeschlossen
ist.
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Die von uns konstruierten Biume werden alle Teilbiume von <% 2 fiir eine
Kardinalzahl x sein. Wir zeigen zunéchst, auf welche Art wir neue Isomor-
phismen zwischen diesen Bdumen erzwingen wollen. Die folgende Definition
zeigt, von welcher Gestalt diese Isomorphismen in den generischen Erweite-
rungen sein werden.

5.2.1 Definition: Sei y eine Ordinalzahl und s € #2. Wir definieren einen
Automorphismus 7, von =#2 durch

fiir p € <#2 und 7 € dom(p).
Fir sg,...,s, € #2 definiere m, ., = T 0--- 0, .

Diese Automorphismen haben einige praktische Eigenschaften.

5.2.2 Lemma: Seien s,t € #2 und p € S+2.
(i) ( )(7) = p(7) + s(y) mod 2 fiir alle v € dom(p).
(ii) 72 = id<us.
(iii) 75 0 M = T (1)
(iv) ms0m = m o Ts.

Beweis. (i) Ist v € dom(p) und s() = 0, so folgt aus der Definition 75(p)(y) =

p(7)+0 = p(v)+s(v) mod 2. Ist andererseits s(y) = 1, so gilt 7,(p)(7) # p(7)

und damit 74(p)(y) = p(vy) + 1mod 2 = p(vy) + s(y) mod 2.

(ii) Sei y € dom(p). Mit (i) gilt 72(p)(v) = 7s(p) () + s(y) mod 2 = p(y) +2-

() mod2 = p(7).

(ili) Sei v € dom(p). mr,1)(P)(7) = p(7) + ms(t)(p) mod 2 = p(v) + s(v) +

ty) mod2 = m(p)(7) + s(y) mod2 = (s o m)(p)(7)-

(iv) Mit (i) und (iii) gilt (75 0 m)* = 77 ) = id<uy und damit 7, o m =

mlonl =monm,. [
Fiir A € Lim kénnen wir jeden kofinalen Zweig b von <*2 durch die Abbil-

dung b +— |Jb eindeutig mit einem Element von *2 identifizieren. Fiir einen

Teilbaum T von <*2 sei

[T, :={s€2|slacTfirallea<\}

die Menge der eindeutigen Fortsetzungen von kofinalen Zweigen von T. Wir
sagen, A C [T], tberdeckt T, falls fiir jedes p € T ein s € A mit p C s
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existiert.

Ist T ein Teilbaum von <2 fiir eine Ordinalzahl o < k, so erfiillt T die
zweite und die letzte Bedingung fiir k-normale a-Baume. Sind fiir jedes s € T
mit |s|; + 1 < a auch die beiden unmittelbaren Nachfolger von s aus <2
Elemente von T, so erfiillt T die dritte Bedingung fiir x-normale a-Baume
und ist 2-spaltend.

Wir werden fiir v < & induktiv Objektbdume T, und fir 1 < 4§ < &k
Kontrollbdume Cs der Hohe ' konstruieren. Die Objektbdume werden ri-
gide und paarweise nicht-isomorph sein und die Sequenz von Objekten in
(x)Jree bilden. Die Kontrollbiume werden x*-Suslin-Biume sein und in je-
der C§P-generischen Erweiterung gilt T = Ts. Teilordnungen von Produkten
der C{¥ bilden dann die partiellen Ordnungen mit den in ()¢ geforderten
Eigenschaften.

Der Isomorphismus zwischen Ty und T4 soll dabei von der Form 7, sein,
wobei b ein kofinaler Zweig von C; ist, der in der Cg’-generischen Erweiterung
hinzugefiigt wurde. Um dies zu erreichen, sollen die Einschrankungen ( (T, |
Q)yeny (Cs | @)1<s<r) der konstruierten Baume auf jede Stufe a < s die
folgende Eigenschaft erfiillen.

5.2.3 Definition: Sei x eine Kardinalzahl.
Wir sagen, ein Paar ((T5),<x, (C§)1<s<x) von Sequenzen von Baumen erfiillt
die Bedingung (x )% fiir « < s, falls fiir alle y < k und 1 < § < & gilt:

(1) Tg, C§ sind 2-spaltende x-normale a-Teilbdume von <*2.

(2) Tg, C§ sind < k-abgeschlossen.

(3) Ist p < aund s € C§(u), so ist

o (TG [ (4 1)) € lsomee(TG [ (1 + 1), T§ T (1 + 1)).

Aus dieser Eigenschaft gewinnen wir dann die gewiinschten Isomorphis-
men zwischen den Objektbdumen.

5.2.4 Lemma: Sei x eine Kardinalzahl und ((T)y<x, (Cs)1<s<x) ein Paar
von Sequenzen von Baumen der Hohe £, so dass (T, [ @)y<x, (Cs [ @)1<s<r)
fir jedes aw < k™ die Bedingung (x )% erfiillt.

Ist dann 1 < § < k und s € [C4],+, so gilt

s fTo € ISOTree(TO> Té)
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Beweis. Wegen m, € AutTree(§“+2) ist nur m,” Tg = Ts zu zeigen. Fir pe T
existiert dann ein 4 < k™ mit p € T [ (u+ 1). Dann ist s [ u € Cs(p)
und aus der Voraussetzung folgt ms(p) = msu(p) € Ts [ (n+1) C Ts.
Umgekehrt existiert fiir jedes ¢ € Ts | (u+ 1) ein p € Ty [ (u+ 1) mit

q = msiu(p) = 7s(p). O

Wir wollen nun induktiv Sequenzen von Baumen mit dieser Eigenschaft
konstruieren. Das folgende Lemma zeigt, wie die Konstruktion in den einfa-
chen Fillen durchgefiihrt wird.

5.2.5 Lemma: Sei k eine regulire Kardinalzahl mit 2<% = .

(1) () )y<ns () )1<o<n) erfiillt die Bedingung (x)f.

(i) Brfillt ((T2M), <k, (C5)1<o<x) die Begingung (x )%, und sind T7 :=
{pe™2[plaeTd™}und C;:={pe™2|p|aecCi*} die Mengen
der unmittelbaren Nachfolger in “*12, so erfiillt

(T U T, (U Crcoc)

die Bedingung (x)% .

(iii) Ist A € Lim N ™ und (T9)a<an<ns (C§)acri<s<x Familien von
Biumen, so dass ((T5),<x, (C§)1<s<x) fiir jedes o < A die Bedingung (x)%
erfiillt und fiir 5 < o < A schon Tg cTy und C? C C§ gilt. Dann erfiillt

(U T9vem (I € 1<oen)

a<\ a<

die Bedingung (x)%.
(iv) Ist A € Lim N " mit cof (A) < k und erfiillt ( (T2),<x, (C3)1<s<x) die
Bedingung (x)%, so erfiillt

<<T;\ U [T;\k)wm (CGu [Cé)\})\)1§6<n>
die Bedingung (x)%_;.

Beweis. (i) Alle drei Bedingungen sind hier trivialerweise erfiillt.

(ii) Der (a+ 1)-Level der neu konstruierten Bidume besteht aus den zwei un-
mittelbaren Nachfolgern der Elemente aus T2™(«) und C§*'(a) in *H2,
Nach Voraussetzung gilt dann !Ti; .|C;] < & und die neu konstruierten
Biume sind 2-spaltende x*-normale (o + 2)-Bédume. Nach Voraussetzung
sind sie auch < k-abgeschlossen. Die Bedingung (3) ist erfiillt, weil 7y, fiir
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s € C} schon ein Isomorphismus von T§™ und T¢*! ist und 7, die zwei un-
mittelbaren Nachfolger eines p € T§™ () in T} auf die zwei unmittelbaren
Nachfolger von 74, (p) in T} abbildet.

(iii) Da sich alle Bedingungen nur auf Level < X beziehen, sind sie durch die
Voraussetzungen erfiillt.

(iv) Sei 6 = cof(\) < k und (a,).<p eine kofinale Folge in A. Jedes Element
s von [T;\])\ oder [Cs], ist dann eindeutig durch die Sequenz (s | a,),<s be-
stimmt. Da r regulér ist und 2<% = & gilt, folgt aus |T(a,)|, |Ci(a.)| < &
fiir 4 < 6, dass es hochstens k-viele solche Sequenzen gibt. Es gilt also

eRBlEIRE

Da jeder kofinale Zweig durch die gegebenen Bédume auf dem A-ten Le-
vel fortgesetzt wird, sind die neu konstruierten Baume 2-spaltende, < k-
abgeschlossene k™ -normale (\ + 1)-Béume.

Fiir s € [Cg\] , st msp\ nach Voraussetzung ein Isomorphismus von T) und
T3. Fiir jeden kofinalen Zweig b durch T}, der durch p € [TS‘} , fortgesetzt
wird, ist sy ” b ein kofinaler Zweig durch C3, der durch ¢ € [Tg\} , fortgesetzt
wird, und es gilt 75(p) = ¢. Damit ist auch die dritte Bedingung erfiillt. [

Es fehlt also noch der Fall (x)%,; mit A € Cof,. Hier liegt das Herzstiick
unserer Konstruktion, da wir durch die Wahl der Fortsetzungen in diesen
Schritten den konstruierten Baumen bestimmte Eigenschaften verleihen kénnen.
So werden wir die Fortsetzungen so wéhlen konnen, dass sie ungewollte Iso-
morphismen und grofle Antiketten ausschliefen.

Wir zeigen zunéchst, nach welchem Muster wir bei der Konstruktion vor-
gehen wollen.

5.2.6 Definition: Sei x eine Kardinalzahl und (Cs)1<s<, eine Sequenz von
Baumen der Hohe A+ 1 fiir A € Lim. Fiir 79,71 < x nennen wir eine endliche
Sequenz § = (sg,...,s,) von Elementen von *2 eine Fihrte von -, nach
v durch (Cs(A))1<s<s, falls eine Sequenz ((p, ..., (uy1) von Ordinalzahlen
existiert, fiir die gilt:

G0 =0, Cor1 =M1

(=0 & (py1 #0 fiir alle & < n.

© 5k € Crax{¢y,csy flir alle k <n.

Ist §= (sg,...,s,) eine Fahrte von 7o nach v, durch (Cs(\))1<s<x, SO schrei-
ben wir g 1= 75, 0 - - - o g, fiir den induzierten Automorphismus von A9,

Aus gegebenen Uberdeckungen (C5)1<o<s der Kontrollbdume (C))1<s<n
und 'y, des yo-ten Objektbaumes T2 wollen wir Uberdeckungen (T7), < der
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Objektbiume (T7),<, mit 'y, C T defininieren, so dass ( (TJUT?) <., (C3U
C5)i<s<r) die Bedingung (x )%, ; erfiillt.

Existieren solche Uberdeckungen, so muss fiir jedes v < &, jedes p € L,
und jede Fahrte § von vy nach v durch (C})1<s<, das Element mz(p) wegen
der letzten Bedingung von (x)5,, und der Definition der Fahrte bereits in
T2 liegen.

Diese Uberlegung motiviert die nachfolgende Konstruktion der Uberdeckungen.

5.2.7 Lemma: Sei x eine regulire Kardinalzahl mit 2<* = k, A € Cof, und
( (T;‘)KN, (C3)1<s<x) erfiille die Bedingung (x)5.

Sei 49 < K, I, eine Uberdeckung von T2, mit [0 <k und fir 1 <6 < s
sei C; eine Uberdeckung von C} mit |C;| < k. Definiere fiir v < &

T = {7ms(q)|q € T',, und §ist eine Fahrte von vy nach v durch (C5)i<s<x }-
Dann erfiillt ( (T3 U T%),<x, (C U C})1<s<x) die Bedingung (x)%, .

Beweis. Fur alle 1 < 6 < & gilt nach Voraussetzung |C;| < s und nach
Konstruktion ist C3 U C; wieder ein < k-abgeschlossener 2-spaltender k'~
normaler (A + 1)-Baum. AuBerdem existieren fiir alle v < k wegen 2<% = k
héchstens  viele Féhrten von v nach . Mit [T, | < & folgt dann |T%| < &.
Fir p € T,Ay(a) mit @ < A und v < & seien sp € C und s; € C beliebig
gewihlt. Da ( (T2)y<x, (C3)1<s<x) die Bedingung (x5 erfiillt, ist 7y, o) (p) =
(Tsy et ) © Tagia+1) (P) = (i a+1) © Tyy(as1))(P) € Ty und es existiert ein
q € Iy, mit 75, 50)(p) < q. (S0,51) ist eine Fahrte von vy nach vy durch
(C3)1< und somit gilt p < 7(5.,y(¢) € TZ. Damit ist auch TH U T ein < &-
abgeschlossener 2-spaltender x*-normaler (A + 1)-Baum.

Sei nun ¢t € C§ und 7z(q) € T, wobei ¢ € I, gilt und § = (sg,...,s,) eine
Féhrte von 7y nach 0 ist. Dann ist (s, . . ., S, t) eine Fiahrte von vy nach v und
mit Lemma 5.2.2,(iv) gilt m(75(q)) = (momsy 0 - 0ms,)(q) = Tso,...on) (@) €
T;. Analog folgert man ;" T = T3 und (T2 U T%) e, (C} U C)1sen)
erfiillt auch die dritte Bedingung von (x)%_;. O

Wir geben zunéchst die partiellen Ordnungen an, die im kombinatorischen
Prinzip (x)[™® verwendet werden sollen.

Fiir eine Familie(P;)ier von partiellen Ordnungen schreiben wir [, P; fiir
die Produktordnung mit vollem Support.

Ist (C;)ier eine Familie von Baumen und () # J C I, so schreiben wir

Cr={(s1)ies € Hci | (Vig, i1 € J) ysio’CiO = |s;, G, }-

ieJ
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Fiir 5 € Cj setze |8]¢, := |si, fiir ein beliebiges i € .

Fir p,¢,5 € Cy mit p'# ¢ und p, ¢ < §existiert ein ip € [ mit p;, # g¢;,. Wegen
Pio» Gio < i, gilt dann ohne Einschrankung pi, < gi,. Dann ist [plc, < [q]c,
und aus p;, ¢; < s; folgt p; < ¢; < s; fiir alle i € I. Damit gilt p’ < ¢ und Cj ist
linear unterhalb von §.

Sei X C predc,(5). Dann besitzt die Menge { [plc, |p'€ X } ein €-minimales
Element [p]., und p'ist ein minimales Element von X.

Cy ist damit wieder ein Baum und [3]¢, ist die Hohe eines Elements in C;.
Sind alle C; Teilbdume von <*2 fiir A € Lim und C; fiir i € I eine Uberdeckung
von C;, so schreiben wir C% := [[.., C; fiir das Produkt der Uberdeckungen
mit vollem Support.

ielJ

Wir zeigen nun, wie wir erreichen wollen, dass Cp, ) fiiralle 1 <v < p <k
ein kT-Suslin-Baum ist.

5.2.8 Definition: Sei A € Lim, (C;)ic; eine Familie von Teilbdumen von <2
und fiir jedes i € I sei C eine Uberdeckung von C;.

Wir sagen, (Cf);er versiegelt eine Antikette A in (Cp)P, falls fiir jedes § € C}
ein Element @ € A mit d < § existiert.

5.2.9 Lemma: Sei « ein reguliare Kardinalzahl und (C;);cr eine Familie von
Teilbéumen von <*'2 mit xl = &, so dass C; | « fiir alle @ < kT und i €1
ein kT -normaler a-Baum ist.

Fiir eine maximale Antikette A von (C;)°? definiere

Ba :={ A € Limns™ | AN(C; | A) ist eine maximale Antikette von (Cy [ A\)? }.

Dann gilt
(i) Existiert fiir jede Antikette A von (Cp)? ein Ax € Ba, so dass
AN(C; [ Ay) durch (Ci(Aa))ier versiegelt wird, so ist Cj ein xT-Suslin-Baum.
(ii) Ba ist eine club-Teilmenge von x7.

Beweis. (i) Sei A eine maximale Antikette von (Cp)°? und A das gegebene
Element von By. Fiir jedes dy € A existiert nach Voraussetzung ein kompa-
tibles Element pz, € Ci(Aa). Da AN (C; [ Aa) durch (Ci(Aa))ier versiegelt
wird, existiert ein @ € AN (C [ A\y) mit @ < pgz,. Damit sind @y und a;
kompatibel und es gilt ay = d; € C; | Aa. Die Abbildung @ +— pz ist eine
Injektion von A nach Cj(As). Nach Voraussetzung gilt |Ci(Aa)| < & fiir alle
i € T und damit |A| < |Ci(Ay)| < Kl = .
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Nach Voraussetzung besitzt jedes Element von C; mehr als einen unmittel-
baren Nachfolger und mit jeder Antikette von (Cp)% besitzt somit auch jeder
Zweig von C; eine Kardinalitdt von hochstens k.

(ii) Fiir p' e C; definiere

Byi=min{p <kt |(Fae ANC(p) [@a<pVvp<al} <kt
Sei oy < k. Definiere rekursiv

Qpt1 = max{a, + 1,sup{ Bz|p € Ci(an) }}.

Wegen klll = k, gilt dann |Ci(av,)| < & und damit a4y < &*. Setze a* =
sup{ a, |n <w} € Limnk™.
Sei p € C; | a*. Dann existiert ein n < w und ein ¢ € Ci(a,) mit p < ¢.
Damit existiert ein mit ¢ kompatibles @ € A N (C; | a,41) und dieses @ ist
dann auch mit p’kompatibel. Damit ist jedes Element von C; | o* kompatibel
mit einem Element von A N (C; [ o) und es gilt ap < a* € Ba.

Sei A € Lim(Ba) C Lim und p € C; [ A. Dann existiert ein v < A\ mit
p € Ci(v) und ein v < p < A mit p € Bx. Damit existiert ein §€ C; [ p und
a € A mit a,p' < 5. Wie oben gilt dann A € Bjy. O

Unser Ziel ist es also, mit Hilfe der O+ (Cof,)-Sequenz die Béume so
zu konstruieren, dass fiir jede maximale Antikette A von (Cp, )% bereits
ein A € Cof, N By existiert, fiir das im (A + 1)-Schritt der Konstruktion
die (C5)1<s<x so gewihlt wurden, dass AN Cf\w] durch (C%),<s<, versiegelt
wird. Die ¢+ (Cof,)-Sequenz wird dabei benutzt, um die Antiketten der noch
nicht vollstédndig konstruierten Béumen C, ,) zu antizipieren, indem sie die
Anfangsstiicke A N Cf\w] dieser Antiketten aufzihlt.

Um ungewollte Isomorphismen zwischen den Objektbdumen zu verhin-
dern, wollen wir zunéchst den Namen fiir Isomorphismen in generischen Er-
weiterungen eine konkrete Gestalt geben. Die folgende Definition erweitert
den Begriff des Isomorphismus zum Begriff des potentiellen Isomorphismus.

5.2.10 Definition: Seien Ty und T; Badume. Wir definieren
IsOTree(To, T1)P*" := U {1s0Tree(So, S1) | Si ist Teilbaum von T; fir i € 2 }.
Ist P eine partielle Ordnung und p € P, so heifit

f € Morpo(( predp(p), <p), (1s01ree(To, T1)"", D))
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ein P-potentieller Ty-T;-Isomorphismus von p, falls fiir alle s € Tound ¢t € T,
die Mengen

DY :={reP|p,r V s dom(f(r)

)}
D, :={reP|p.rVvteran(f(r)}

dicht in P sind.
Wir sagen, ein P-potentieller T-Automorphismus f von p ist nicht-trivial,
falls die Menge { ¢ <p p| f(q) # iddom(s(q)) } dicht unter p ist.

Den Zusammenhang zu P-Namen fiir Isomorphismen in generischen FEr-
weiterungen erldutert das néchste Lemma.

5.2.11 Lemma: Sei P eine partielle Ordnung, Ty, T; Baume, 7 ein P-Name
und o
P I+ 7 € ISOTree(T07 Tl)

fiir ein p € P.
(i) Dann definiert

fr(q) = {(t,s)|qIF7(5) =1}

einen P-potentiellen Ty-T;-Isomorphismus von p.

(ii) Gilt To = Ty und p I- 7 # id,, so ist f; nicht-trivial.

(iii) Ist f ein P-potentieller To-T;-Isomorphismus von p und H ein (DY) ,c1,,
(D})eT,-generischer Filter in P mit p € H, so ist

fu=J f" @ preds(p)) € Isomee(To, T1). (5.3)

), so gilt auch r Ik 7(3) = £ und
To Tl) ist f, wohldefiniert und
n(f

-(¢))) fiir alle ¢ <p p.

Beweis. (i) Ist r <p ¢ <p p und (t,s) € f,(q
damit f-(q) C fr(r). Wegen p IF 7 € IsoTree(
injektiv. Somit ist f;(q) € Isoree(dom(f;(q)),ra
Ist ¢ <p p, so gilt fiir alle s € Tound t € T,

gIF Bz eT)r(3)=2 A By eTo)r(y) =1

Damit existiert ein r <p ¢ mit s € dom(f,(r)) und t € ran(f;¢)).

(ii) Nach Voraussetzung gilt p IF (3s € To) 7(s) # s und deswegen ist die
Menge {q¢ <p p|(3s € Ty) f+(q)(s) # s} dicht unter p.
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(i) Sei s € Ty und ¢, ¢ € Ty mit (t,s),(t,s) € J(f” H). Dann exis-
tieren ¢,¢' € H N predp(p) mit (¢,s) € f(q) und (s, t') € f(q'). Wegen
q,q" € H existiert ein r <p p mit r <p ¢q,¢’. Dann sind f(q), f(¢') C f(r) €
ISOTree(To, T1)P*", es gilt t = ¢’ und fy ist eine wohldefinierte Abbildung. Ana-
log zeigt man die Injektivitdt von fi. Da H (D)set,, (D} )ieT,-generisch ist
und p € H gilt, folgt dom(fu) = To und ran(fu) = T;. O

Die folgende Definition zeigt, mit welchen Mitteln wir ungewollte Isomor-
phismen der Objektbdume verhindern wollen. Dies soll durch Versiegelung
von [somorphismen zwischen den Anfangsstiicken der Bédume erreicht werden.

5.2.12 Definition: Sei A € Lim, Ty, T; Teilbiume von <*2 der Hohe ),
P eine partielle Ordnung und f ein P-potentieller Ty-T;-Isomorphismus von
peP.

Ist T; eine Uberdeckung von To, T eine Uberdeckung von T; und H ein
Filter in IP, so sagen wir, dass f durch T§, T7 und H versiegelt wird, falls H
(D%)set, (D})set/-generisch ist, p € H gilt und ein kofinaler Zweig b von T
existiert, so dass fiir den induzierten Isomorphismus fy : To — T aus (5.3)
gilt

UveTs A Jiu"b) ¢ T5.

5.2.13 Lemma: Sei x eine reguldre Kardinalzahl und Ty, Ty und (G)ier
Teilbdume von <% 2 mit sl = &, so dass Ty [ o, T1 | @ und C; | « fiir alle
a < kT und i €I kT-normale a-Biume sind.

Ist f dann ein (C;)°P-potentieller To-T;-Isomorphismus von § € Ci(a), so
definiere fiir alle o < A < k™

I T A predciner(5) — 150mee(To [ A, T1 [ A)P7;
¢ f(q) I (dom(f(q))N(To I A))
und
By:={Aelimnk®|A>aund f | Xist ein (C; | \)”-potentieller
(To [ A)-(Ty [ A)-Isomorphismus von §'}

Dann gilt

(i) Fiir A € By und alle § € Ci(\) wird f [ A nicht durch To(A), T1(A)
und predc, (5) versiegelt.

(ii) By ist eine club-Teilmenge von x*.
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Beweis. (i) Angenommen, es existiert ein A € By und § € C;(\), sodass f [ A
durch To(A), T1(A) und predc, (5) versiegelt wird. Sei b ein kofinaler Zweig
durch Ty [ A, der dies bezeugt. Aus der Definition potentieller [somorphismen
folgt die Existenz eines t > & mit |Jb € dom(f(t)). Fiir alle € predc,(5)
gilt dann f(p) C f() und damit bildet f(t) eine Fortsetzung von forede, ()5
fiir die gilt

FAUD =@ " b) = fpreae, 0" 1) € Ti(N).

Da f(#) ein partieller Isomorphismus von To und Ty ist und | Jb € To()) gilt,
ist dies ein Widerspruch.
(ii) Fiir o < k%, p € To(a), ¢ € T1(a) und £ € Cy(a) definiere

;q :=min{~y < k" |(3d € G(y)) [@>TAp € dom(f(u)) Aq € ran(f(u))]}.
Dann gilt ﬁf;q < k™. Sei nun oy < k*. Definiere rekursiv

Qpy1 := max{a, + 1,sup{ ﬁgq |p € Tolan),q € Ti(aw),t € Ci(an) }.

Wie im Beweis von 5.2.9 gilt dann wegen |To(av,)|, |T1i(an)|, |Ci(an)| < &
wieder a1 < k1. Setze o* :==sup{a, |n <w} € LimnNkt.

SeinmnteC [a,pe Ty a* und ¢ € Ty | o. Es existieren n < w,
i € Ci(ay), p' € Tolay) und ¢’ € Ty(ay,) mit £ < @, p < p' und ¢ < ¢. Nach
Konstruktion existiert dann ein v € C; [ a1 € C; [ o mit p’ € dom(f (7)),
¢ € ran(f(¥)) und ¥ > @. Dann gilt auch p € dom(f(v)) sowie g € ran(f (7))
und (DY) petotar, (Dh)geT, o+ sind dichte Teilmengen von C; | . Damit gilt
ap < o € Bf.

Sei A € Lim(By) CLim, € C [ Ap€Ty[Aund g€ T; [ A Dann
existiert ein v < Amit £ € C; [ v, p€ Ty | vund g € Ty | v. Sei 1 € By mit
v<p<A\Firein@eC | pCC | Amiti < gilt dann p € dom(f (7))
sowie ¢ € ran(f(@)). Damit ist A € By. O

5.2.14 Lemma: Sei k eine reguldre Kardinalzahl und T, (C;);e; Teilbdume
von <2 mit k"l = K, so dass T | e und G | « fiir alle @ < k* und i €1
kT-normale a-Biume sind.
Fiir einen nicht-trivialen C{”-potentiellen T-Automorphismus f von § € Cy(«)
ist

B} :={ A €By|f | \ist nicht-trivial }.

eine club-Teilmenge von k.
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Beweis. Fiir a < k%, p,q € T und t € Ci(a) definiere

~;’q =min{y < kT |y > ﬁ;,q A (Fu € Gi(v)) [ﬁ > LA fa) # iddom(f(ﬂ‘)):l }

und fiithre fiir ap < k™ die gleiche Konstruktion von o* wie im Beweis von
5.2.13,(ii) mit ng anstelle von ﬁf;q durch. Dann gilt auch hier oy < o* € Bj.

Sei A € Lim(B}) C Lim(By) € By und t'€ C; | A Dann existiert ein v < X
mit ¢ € Cy(v) und ein p € B} mit v < p < A. Fiirein @ € C; [ ¢ C C; | A mit
t < @ gilt dann f(@0) # idom(s(zy und f | A ist nicht-trivial. O

Wieder soll die {,+(Cof,)-Sequenz die Anfangsstiicke ungewollter poten-
tieller Isomorphismen aufzdhlen und die Baume so konstruiert werden, dass
jedes solche Anfangsstiick bei der Konstruktion versiegelt wurde.

Das folgende Siegel-Lemma stellt sicher, dass in den entsprechenden Schrit-
ten der Konstruktion die Uberdeckungen I',, und (C§)1<s<x so gewdhlt wer-
den kénnen, dass die daraus resultierenden Uberdeckungen die aufgezihlten
Objekte versiegeln. Wir beweisen das Siegel-Lemma am Ende dieses Ab-
schnittes.

5.2.15 Siegel-Lemma: Sei k eine regulire Kardinalzahl mit 2<% = k, A €
Cof. und ((T2)y<x, (C3)1<s<x) erfiille die Bedingung (x)5.

(i) Fiir alle 7o < & existiert eine Ubereckung I',, von T2, mit |T,| < k.
Fiir alle 1 < § < & existiert eine Uberdeckung C; von C} mit |C}| < &.

(ii) Sind 1 < v < p < kK und A eine maximale Antikette in (C[A,w]

so konnen die Uberdeckungen (C%)i<s<. aus (i) so gewihlt werden, dass A
durch (C5),<s<, versiegelt wird.
(iii) Ist 1 < p < Kk und f ein nicht-trivialer (Cf\l’#})ol’—potentieller T -

)7,

Automorphismus von p € Cf\l,up so konnen I',, und (Cj)i<s<x aus (i) so
gewihlt werden, dass f fiir ein § € CE ] und TZ wie in Lemma 5.2.7 durch

T, T:, und predc[x1 M(sﬂ) versiegelt wird.

(iv) Sind 40,7 < & mit 50 # 1, 1 < v < p < £ mit y ¢ {0} U [, p] und
f ein (C[AV ,)P-potentieller T -T2 -Isomorphismus von ' € C@ 4> 80 konnen

I, und (C5)i1<s<x aus (i) so gewdhlt werden, dass f fiir ein s € C!

[v,u]

Tz, T5, wie in Lemma 5.2.7 durch TZ , T und predc[xu’ﬂl (8) versiegelt wird.

und

Bevor wir Satz C mit Hilfe des Siegel-Lemmas beweisen, leiten wir noch
zwei Lemmata her.
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Um sicherzustellen, dass die verwendeten partiellen Ordnungen keine neu-
en k-Folgen von Elementen des Grundmodells hinzufiigen, zeigen wir ihre
k-Distributivitéit, das heifit, jede Familie von x-vielen dichten, offenen Teil-
mengen besitzt einen nicht-leeren Schnitt.

5.2.16 Lemma: Sei x eine Kardinalzahl und C ein xk*-Suslin-Baum. Dann
ist C°P g-distributiv.

Beweis. Sei (Dg)a< eine Familie von dichten, offenen Teilmengen von C.
Fiir o < k setze A, := {s € D, |sist <c¢ -minimal in D, }. Dann ist A,
eine maximale Antikette von C°, denn fiir kompatible s,t € A, folgt aus
der Minimalitdt beider Elemente s = t. Fiir ein p € C existiert ein s € D,
mit p < s und ein t € A, mit t < s. Jedes p € C ist also zu einem t € A,
kompatibel.

Damit gilt |A,| < & fiir & < £ und es existiert ein g(a) < k¥ mit A, C C |
g(a). Fiir p € C mit |p|c > g(a) existiert dann ein kompatibles s € A, C C |
g(a). Es folgt s < p € D,. Fiir alle @ < & gilt dann

U C(n) € Da.

gla)<p<wt

Fir g* :=sup{g(a)|a <k} < kT ist

(D2 |J Cw#0.

a<kK Br<pu<kt

]

Im Beweis von Satz C wollen wir eine leicht abgewandelte Version der
O+ (Cof . )-Hypothese verwenden. Fiir v < £ sei dazu

H,{+(Oé> =H.+ NV,

Da rank(z) absolut beziiglich transitiver ZF~-Modelle ist und H,+ wegen der
Regularitéit von k ein solches transitives ZF~-Modell ist, folgt

H(a)=H+NV, = (Va)HmL € H+
und damit |H,+(a)| < & fiir alle o < K.
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5.2.17 Lemma: Es gelte O+ (Cof,) und 2<% = & fiir eine Kardinalzahl k.
Dann existiert eine Sequenz (E,)accof, mit E, C H,+(a) fiir alle a € Cof,,
so dass fiir alle A C H,.+ die Menge

{a € Cof, |ANH+(a) =E,}
stationér in k7T ist.

Beweis. Fixiere eine .+ (Cof,)-Sequenz (Dg)accof,. Fiir jede Teilmenge X
von k existiert dann ein a € Cof, N (k, k") mit X = D, und es folgt 2" =

k. Damit gilt |He| = 2<% = 2% = x* und es existiert eine Bijektion
g: He+ — k™.
Wir zeigen zunichst, dass G := {a < k7| g” H.+(a) = a} eine club-

Teilmenge von T ist. Fiir x € H,+ C V,.+ und a < k™ definiere
B =min{y < k¥ |y>a, g(x) €7, 97 a CHa ()} <K',
Fiir ag < k' definiere rekursiv

Qpy1 = sup{ Bo" |z € Hy+ (o) }

und o :=sup{ a,, |n < w} € Lim. Wegen |H,+(a)| < k gilt dann «a,, < kT
fiir alle n < w und damit auch o* < k™.
Fir o € H.+ (o) existiert ein n < w mit © € H+ (o). Dann gilt g(z) €
Bon C apyr € af und damit ¢” He+(a*) C o*. Umgekehrt gilt fiir alle
n < w bereits g71" a, C Ho+(By™) € Hy+(apy1) und somit gt o =
Uncw 9" an €U, o, Hot (0ng1) = Hyr(a*). Damit gilt ap < o* € G und
G ist unbeschriankt in 7.
Ist A € Lim(G) Nnwx™ C Lim, so folgt ¢” Hy+(N) = Upearn9” Het (o) =
Uasccna @ = A und damit ist G abgeschlossen.

Setze B, := g~'" Dq. Sei A eine Teilmenge von H,.+. Dann ist mit { o €
Cof.|(¢” A)Na = E,} auch G" := {a € Cof,NG|(¢g” A)Na = E,}

stationér in k™ und fiir jedes o € G* gilt
o —1 o —1 Vi o
Ea_g Da_g ((g A)ma)_AmHnJr(a)'
O]

Beweis von Satz C mit Lemma 5.2.15. Fixiere eine Sequenz (E,)accof, aus
Lemma 5.2.17.
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Wir definieren zunéchst fiir alle v < k und 1 < § < & rekursiv aufsteigende

Folgen (T5)a<,+ und (C§)ac,+ von Teilbdumen von <572 s0 dass durch 5.2.5

und 5.2.7 gewihrleistet ist, dass ((T9),<x, (C§)i1<s<x) fiir alle a < T die

Bedingung (x)% erfiillt.

(a=1): Setze T := () fiir alle ¥ < x und C§ := () fiir alle 1 < § < &.

(41— a+2): Seien T beziehungsweise C; die Mengen der unmittelbaren
Nachfolger der Elemente von T2*!(«) beziehungsweise C§*' () in @12,
Setze T¢+? .= T2t U TZ und C‘“r2 =t uC.

Lim(\): Setze T := Ua</\ g und C) = Ua<)\ Cs.

A+ 1 mit cof()\) < ki Setze T :=T2U [T3], und G+ := G U [CF],.

A+ 1 mit cof(\) = k: In diesem Schritt fithren wir die Konstruktion mit Hil-
fe von Lemma 5.2.7 durch. Dabei unterscheiden wir vier Fille, abhéngig
davon, welchen Wert die .+ (Cof,)-Sequenz (E,)accof, an der Stelle A
annimmt.
1.Fall: Es existieren 1 < v < ¢ < A und eine maximale Antikette A

von (C[AV’H])OP mit

Ex={(Lvud)|dacAl.

Konstruiere Tg“ und C§+1

Lemmas.
2.Fall: Es existiert 7o <\, 1 <pu <A\, §¢€ Cﬁ .1 und ein nicht-trivialer
(Cf\1 ,)P-potentieller T2 -Automorphismus f von § mit

wie in der zweiten Aussage des Siegel-

E/\:{@y%,%g,t_:p, >|t€C1M], (a(p):CJ}

Konstruiere T2™! und C3*' wie in der dritten Aussage des Siegel-
Lemmas.
3.Fall: Es existieren 79,7, < A mit 79 # 71, 1 < v < p < A mit
1 ¢ {0} U [v,u], 5 € (i[)’\”“] und ein (Cf, ,)®-potentieller T -T? -
Isomorphismus f von § mit

Ex={ 3% v, 1,5 6p,q) | T€C,,, fE)p) =

Konstruiere Tg“ und C(’S\Jrl wie in der vierten Aussage des Siegel-
Lemmas.
4.Fall: Tritt keiner der ersten drei Fille ein, so konstruiere T:\/H und

C?H wie in der ersten Aussage des Siegel-Lemmas.
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Abschlielend definieren wir T, 1= |, .+ TS fiir v < &, G5 := U
fir 1 <4 <k und P} := (Cp)® fir 1 <v<p <k,
Wir werden nun schrittweise zeigen, dass (T,),< und (P})i<,<u<x Zeugen

fiir (%) sind.

G5

a<kt

1. Schritt: Fir alle 1 < v < p < k figt P, keine neuen r-Sequenzen von
Elementen des Grundmodells hinzu und erhdlt Kardinalitdten und Kofina-
litdten.
Es geniigt, mit Hilfe von Lemma 5.2.9,(i) zu zeigen, dass Cj, ) ein x*-Suslin-
Baum ist, denn dann besitzt PP die < kT-C.C. und ist k-distributiv.

Sei A eine maximale Antikette von (Cp, 7). Setze

A ={(,v,p,d)|d €A} C He+.

Nach Lemma 5.2.9,(ii) ist Bao N (u, k™) eine club-Teilmenge von k™. Es exis-
tiert also ein

A €Ban(u, k)N {neCof,|A'NHe(n) =E,}.
Fiir dieses Ay gilt dann

Ex, = {(Ly,p,@) |G € AN Her (M)} = { (L, p,d@) [de ANC, b,
weil fiir alle ) € LimN &+ mit v, u < 5 schon <" 2N H,.+ () = <72 und damit
Chyg N Hi () = C, ; gilt. Wegen Ay € By ist AN Cﬁfu} eine maximale
Antikette von C[AV"*H], die nach Konstruktion durch (Cs(Aa))u<s<, versiegelt
wird.

]

2. Schritt: Fir vy < k ist T, ein rigider Baum und fir alle 1 <v < pu <k
gilt Tpy IF Autriee(T,,) = {id-«rw}.

Wir zeigen zunéchst die zweite Behauptung fiir v = 1.

Angenommen, es existiert ein 8 € Cjy () und ein P\-Name 7 mit

Sl 7 € Autree(T) AT # ids .

Sei f, der zugehorige nicht-triviale Pb-potentielle T.,-Automorphismus von
s aus Lemma 5.2.11,(i). Setze

FI = { <2)707/'L7§7t_;p7 Q> |t_»E C[l,u]u fT(ﬂ(p) = q} g Hn+-
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Nach Lemma 5.2.14 ist B} N (max{vo, u},x") eine club-Teilmenge von 7.
Damit existiert ein

A€ By N (max{yo, u}, k") N{n e Cof |F NH(n) =E,; }.
Fiir dieses A gilt dann wie oben

E)\ = { <27707,u7§7£;p7 Q> ‘ {G C[)\l,u}a (f‘r r)‘)<5(p) = q}

und wegen A € B} ist f. | A ein nicht-trivialer (C[)‘Lu])"p—potentieller (T2)-
Automorphismus von 5. Nach Konstruktion existiert dann @ € Cp 4 ()), so
dass f; [ A durch T, (), T, (A) und predc, (@) versiegelt wird. Dies ist ein
Widerspruch zu Lemma 5.2.13,(i).

Sei nun 1 < v < p beliebig und V' [Gy] eine IP’Z—generische Erweiterung von
V. Dann existiert eine IP}-generische Erweiterung V' [G] von V mit V [Go] C
V[G]. In V' [G] sind dann alle T, rigide Baume und diese Eigenschaft ist
abwérts-absolut beziiglich transitiver ZFC-Modelle. O]

3. Schritt: Fir alle 1 <v < pu <k gilt
]IPZ I (V’}/o,’}/l < Ii) [’}/0 RZ71 — T'Yo = T’YJ .

Sei V' [G] eine IP}-generische Erweiterung von V. In V' [G] existiert dann fiir
jedes 7 € [v, u] ein kofinaler Zweig durch C, und somit auch ein s € [C,] ..
Mit Lemma 5.2.4 gilt dann 7y € Isofree(To, T,,) und damit die Behauptung.

O

4. Schritt: Fir alle 1 <v < pu <k gilt
HPZ IS (V’Yo,’}/l < I{) [TWO = T’Yl — Y% RZ ’71} .

Angenommen, es existiert ein § € Cj, (), ein Py-Name 7 und 9,71 < &,
die nicht in der gleichen RZ—Aquivalenzklasse liegen, so dass gilt

ST e IsoTree(T%,T%).

Dann gilt 79 # 71 und ohne Einschrénkung kann v, ¢ {0} U [v, ] angenom-
men werden. Sei f; der induzierte PP -potentielle T,,-T.,,-Isomorphismus von
§ aus Lemma 5.2.11,(i). Setze

F/ = { <37707’71,V7,U7 §7£p7 Q> |ll'-_§e C[V,u]v fT(a(p> - Q} g Hli+'
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Nach Lemma 5.2.13 ist By, N (max{vo, 71, i}, ) ein club-Teilmenge von x*.
Damit existiert ein

A € By, N (max{yo, 1, p}, 67) N {n € Cof, |F' N H(n) =E, }

und wegen A € By ist f; [ Aein (C[AM M])Op—potentieller T;\O—T’V\l—lsomorphismus
von §. AuBerdem gilt wie oben

Ex= {3707 v, 1,8 6p,9) [T€ Q0 (f+ T NE () =q}.

Nach Konstruktion existiert dann ein @ € Cp()), so dass fr [ A durch
Too(A); To (A) und predc,, , (@) versiegelt wird. Wieder ergibt dies einen Wi-
derspruch zu Lemma 5.2.13,(1). O

Damit wurde Satz C vollsténdig aus dem Siegel-Lemma hergeleitet. [

Gegeben sei nun die Situation des Siegel-Lemmas, das heifit fiir ein A €
Cof,, haben wir Béume ((T2),<x, (C3)1<s<x) konstruiert, die die Bedingung
(x)% erfiillen. Wir beschreiben zunéchst, von welcher Gestalt die Uberdeckungen
I',, und (Cj})1<s<x sein sollen. Fixiere eine kofinale Folge (kg)g< in .
Definiere eine partielle Ordnung

Q=10 x I qICH™,

Y<K 1<0<k Y<K

wobei die Produkte im ersten und zweiten Faktor < rk-Support besitzen
sollen. Elemente von Q koénnen als Paare (v, @) aufgefasst werden, wobei
vk — T;‘U eine Abbildung und @ = (ws)i<5<, mit ws : Kk — C3 eine
Sequenz von Abbildung ist, so dass die Menge

Kipay = {{a,0) € k*| [ =0Av(a) #0] V[l < < rAws(a) #0]}

Maéchtigkeit kleiner x besitzt.

Fir (v,w) € Q und a < & soll v(a) ein mogliches Anfangsstiick des a-
ten Elements der Uberdeckung I, von T;\O sein und wg(a) ein mogliches
Anfangsstiick des a-ten Elements der Uberdeckung C; von Cj. Ein ausrei-
chend generischer Filter in Q soll festlegen, aus welchen Bedingungen die
Uberdeckungen konstruiert werden.

Sei H ein Filter in Q. Definiere Zweige von T,AYO durch
be = {v(a) | (3d) (v, @) € H}
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fiir a < £, sowie Zweige von C3 durch

as = {ws(@) | (Fv) (v, @) € H}

C

fir1 <0 <k und o < k.

Um aus diesen Zweigen Uberdeckungen zu erhalten, muss der Filter H
gewisse dichte Mengen schneiden.
Fiir § < s und p € T (k) setze

Dlﬂp ={ (v, W) €eQ|(Fa<r)p <v(a)}
und fiir 1 <6 <k, 3 < k und ¢q € C3(kg)
Dgﬁé’q ={(v,d) € Q| (Fa < k) q < ws(a) }.
Fiir o, 8 < K setze
Dy = { (v, @) € Q| [o(@)lra > ks }
und fir 1 <6 < k
DI 1= { (0, @) € Q| [ws(a)ley > ko ).

Diese Mengen sind dichte Teilmengen von Q, weil alle auftretenden Baume
kt-normale A-Biaume sind und die Produkte in Q mit < sk-Support gebildet
wurden.

Das folgende Lemma stellt sicher, dass ein ausreichend generischer Filter
H in Q existiert.

5.2.18 Lemma: Sei « eine reguldare Kardinalzahl, P eine < x-abgeschlossene
partielle Ordnung und D eine Menge von dichten Teilmengen von P mit
|D| = k. Dann existiert fiir alle p € P ein D-generischer Filter H in P mit
p € H.

Beweis. Sei D = {D,, |a < k }. Definiere rekursiv eine absteigende Sequenz
(Pa)a<w von Bedingungen aus P mit py := p. Fiir a < & sei par1 € D, mit
Pat1 < Po. Fiir n € Lim existiert nach Voraussetzung ein p, € P mit p, < p,
fiir alle o < n.

Dann ist H := {¢ € P| (3 < k) pa < q} ein D-generischer Filter in P mit
p € H. ]
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Sei n < Kk und ({vy,wW,)) <y, eine absteigende Sequenz von Bedingungen
aus Q. Da alle auftretenden Bédume nach Voraussetzung < x-abgeschlossen
sind, existiert fiir jedes v < & ein <t -minimales v* (@) € T, mit vy(a) <
v*(a) fiir alle v < 7. Ebenso existiert fiir 1 < 0 < x und o < £ ein <cx-
minimales w}(a) € C} mit (w,)s(a) < w}(e) fiir alle v < 7. Dann gilt

Kiorany = U Ko, @)
<n

und damit ‘K<v*,w*)| < Kk, weil k eine reguldare Kardinalzahl ist. Es gilt also
(v*,w*) € Q und (v*,w*) < (v,,w,) fir alle v < n. Damit ist Q eine
< k-abgeschlossene partielle Ordnung.

Beweis von (i) in 5.2.15. Definiere
Dy :={Dj, |6 <r,peTi(ks) }U{Djs,18 <k 1<6<r,qe C(ks)}

U{Dg}5|a,ﬁ<R}U{DLYﬁ75|oz,ﬁ</i,l§5</<o}.

Da alle vorkommenden Biume x'-normale A-Biume sind, haben alle Level
eine Kardinalitdt von hochstens x und es folgt |Dy| < k. Sei H ein Dy-
generischer Filter in Q.

Fiir alle o < r ist dann bf ein kofinaler Zweig durch T%‘O. Fir p < A
existiert ein # < k mit < kg und ein (v, @) € HNDL 5. Dann ist v(a) € b
und ]v(a)\TVO > . Genauso sieht man, dass ¢l 5 fiir jedes 1 < § < & und
a < k ein kofinaler Zweig durch C} ist.

Definiere
L, = {Ub5|a <k}C [T;\O]/\

und fir 1 <d <
= { U la<n) [,

Fir p € T,, existiert ein f < x und ¢ € T,%(l{?g) mit p < ¢. Dann existiert
ein (v,W) € HN DI@q bezeugt durch a < k. Es folgt

pgqgv(a)SUbSEF%

und I', ist eine Uberdeckung von T% mit || < k. Genauso sieht man,
dass C; fiir 1 < § < k eine Uberdeckung von C} mit |C;| < & bildet. O
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Beweis von (ii) in 5.2.15. Sei A eine maximale Antikette in Cf\w}' Fiir eine
Abbildung f : [v, u] — K definiere

Dy = { (v, @) € Q| (3d € A) @ < (ws(f(9)))1<s<r }-

Sei (v, W) eine Bedingung von Q. Dann existiert wegen cof (A\) = k ein n < A
mit |w5(f(6))|cg < nfuralle v < 6 < p. Sel p = (wf)u<s<u € Cf\w}(n)
mit ws(f(5)) < wj fiir alle v < § < p. Zu p existiert ein @ € A und ¢ =
(W )v<s<u € C[);/vu] mit @,p < ¢. Durch Ersetzen der Komponente ws(f(6))
durch w? erhilt man eine Bedingung aus DY, die (v, ) verstirkt. Damit ist
DY dicht in Q.

Setze Dy := Dy U{DY | f € Mk}, Wegen 2<% = £ gilt dann |Dy] < &
und es existiert ein D;-generischer Filter H in Q. Definiere I, und (C})1<s<s
wie oben.

Fir §= (s5)y<s<u € €}, existiert ein f € VK2 mit s5 = UC?((;),&

Sei (v, W) € HN D}/ bezeugt durch @ € A. Dann gilt

i < (ws(f(8)))uescn < (U fipys)veocu =
und A wird durch (Cj)i<s<, versiegelt. O

Vor dem Beweis der letzten beiden Punkte des Siegel-Lemmas miissen
wir noch Vokabular entwickeln, um gewisse Eigenschaften von Fahrten durch
(C3)1<s<x vor ihrer vollstandigen Festlegung durch den Filter H zu approxi-
mieren.

Wir nennen ein Paar t = ({ag, ..., @), (o, .-, Cur1)) endlicher Sequen-
zen von Ordinalzahlen kleiner als k eine Anleitung fiir eine Fahrte von ~q
nach ~q, falls gilt
G0 =0, Cat1 =M1
- (=0 & (i1 #0 fiir alle £ < n.

Konstruiert man wie oben die Uberdeckungen (C5)1<s<k, so soll t ein
Repréasentant fiir die Fahrte

tH = <U CIo_ng,max{Cg,g"l}ﬂ R U an,max{cn,§n+1} >
von 7o nach y; durch (C})i<s<, sein.
Jede Bedingung (v, @) von Q liefert partielle Informationen iiber die spétere
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Gestalt von tH. Definiere

e |wmax{cn,<n+1}(0‘n) }c*

JL .= min{ |w o
o {| max{(m(l}( 0>‘C?\nax{cj0,g1}7 NGt}

und
to,m) = (Wmax{o,a}(@0) [ Ty - -+ s Wnax{cucurr} (@) T 03g)-
Ist (v, ) € H, so gilt fiir alle & < k mit |U<a>’Tm < % bereits

o (0(0)) = o, (0(02). (5.4)

Wir nennen ( (i, (x+1) den k-ten Schritt von (; nach (x1; in t,
(max{(x, Cr+1}, ax) das Koordinatenpaar des k-ten Schrittes in t und max{ (g, (x+1}
den Wegpunkt des k-ten Schrittes in t.
Fiir ein Paar ( p, @) von Ordinalzahlen definieren wir

yelp, @) = [{k <nf{p ) = (max{l, Ger}, ) }| <w

als die Anzahl der Schritte in t mit Koordinatenpaar ( p, &) und

vi(p) =Y ylpa) <w (5.5)

a<k

als die Anzahl der Schritte mit Wegpunkt p. Mit Lemma 5.2.2,(ii)4(iv) ldsst
sich  , . dann als das folgende formale Produkt schreiben

Ty m = H (Wwp(a)wtm)yt(p’a)m"dz. (5.6)

(psar)Er?

Beweis von (iii) in 5.2.15. Sei 1 <y < k und f ein nicht-trivialer (C[)‘LM)OP—
potentieller T, -Automorphismus von p'= (ps)i<s<u € C[AL e

Wir wollen zunéchst sicherstellen, dass sich f wie in Lemma 5.2.11,(iii) zu
einem nicht-trivialen Automorphismus von T, fortsetzen lésst.

Sei g : [1,pu] — kK eine Abbildung. Fir (v,) € Q mit |ws(g(d))] =
[ws (9(0))] fiir alle 1 < 6,6" < p definiere f7, 5 == f((ws5(g(6)))1<s<p)- Setze

DY} =1 (v,@) € Q| p € dom(ff, 5).q € ran(f7, ) }

fir <k und p,q € T;‘O(l{g> sowie
DY = { (v, @) € Q| (B0 < ) /7, g (0() # v(a) }.
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Diese Mengen sind dicht in Q, weil f ein nicht-trivialer potentieller Auto-
morphismus ist und Q mit < sk-Support konstruiert wurde.

Um f zu versiegeln, definiere fiir jede Anleitung t fiir eine Féhrte von ~
nach v und a, o’ < K

DY, = {(0,0) € Q| [[o(@)lry = [o(0)rs, < D A S, gy (0(@)) 7, (0(0))]
V(Y ) < (o) [0(a) € dom(f2, 1) = fo o (1) = ()]}

Wir zeigen nun, dass diese Menge dicht in Q ist.
Sei zundchst o # o/, Fiir (v,w) € Q sei n < A mit |v()|a , [v(&)|1x ,
70 70
|w6(9(5))|c§ < n fir alle 1 < § < p. Wihle o' € T2 (1) mit v(e) < v’ und
7 = (Wy)i<s<u € Cf\l#] mit |(ﬂC[A1 | > n, ws(g(0)) < wj fir 1 <6 < p und
v" e dom(f((w§)i<s<pu))- Fir s € T, (n) mit v(a’) < s definiere Verstérkung
u(s) von (v, w) durch Ersetzen von v(«) durch v/, v(a/) durch s und ws(g(6))
durch wf .
Dann ist f} (v') fiir alle passenden s € T, (n) das gleiche Element von

T2 (n). Fiir verschiedene s € T, (n) sind die Werte Tt, (8) jedoch paarweise
inkompatibel. Damit existiert ein passendes s € T, (7)) mit fﬁ(s) (V") L7, (8)-

Dann gilt u(s) € DYY) und u(s) < (v, ).

a,a
Sei ab jetzt a = . Ist (v, W) € Q\ DXE eine Bedingung mit m , . =

id<ye, fiir alle Bedingungen (v',w’") unterhalb von (wv,w), so existiert ein
solches (o', ') mit [v'(a)|y < Vi, v'(e) € dom(f7,, ) und
70 ’

fl o (V@) # V() = m , L, (V' (@),

weil f nicht-trivial ist. Damit gilt (v, a’) € DY

Wir kénnen somit zusétzlich noch annehmen, dass ¢ . nicht der triviale
Automorphismus ist. Wegen (5.6) muss dann ein Koordinatenpaar ( po, o)
existieren, fir das y:(po, Bo) nicht durch 2 teilbar ist, das heiit ( pg, Fp) ist
das Koordinatenpaar einer ungeraden Anzahl von Schritten in t. Weil t eine
Anleitung fiir eine Fahrte von 7y nach 7y ist, gehort nach Definition fiir
p € Ord zu jedem Schritt von p nach 0 ein Schritt von 0 nach p und somit
ist y;(p) eine gerade Zahl. Wegen (5.5) existiert dann ein weiteres 5, € Ord
fiir das y:(po, £1) ungerade ist. Ohne Einschrankung sei Gy # g(po)-
Sei n < A, so dass alle Koordinaten von (u,w) eine Hohe kleiner n haben.
Wihle o' € T2 () mit v(a) < o', §= (wh)ic, € Cf ,y mit [§] > n, ws(g(d)) <
wh fiir 1 <6 < pund o' € dom(f(q)) sowie wi(B) € C3(n) mit ws(B) < wi(5)
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fiir jedes Koordinatenpaar ( p, 8) # ( po, Bo) mit y:(p, 5) > 0 und 3 # g(p).
Fir t € C) (1) mit ¢ < w,, (o) definiere eine Verstirkung u(t) von (v, w)

durch Ersetzen von v(«) durch o', ws(g(d)) durch wj, w,(3) durch w,(3)
durch w), (o) und w,, (Bo) durch ¢.

Wegen 3y # g(po) ist fg(t) fiir alle passenden ¢ € C,Z\O die gleiche Abbildung.
Aus der Wahl von (po, 5p) und der Formel (5.6) folgt die Existenz einer
endlichen Sequenz 7 von Elementen aus 72 mit

Tt = Tt O Ty

u(t)

fiir alle ¢ € C) (1) mit ¢ > wy,(fo). Damit liefern verschiedene Wahlen von ¢
inkompatible Werte von ¢, (v'). Es existiert ein solches ¢t mit f}/ ) (v') 17, (V')

und (v, W) > u(t) € DZ}S.

Setze

D, ::DOU{DXIpqg|ﬁ< K, p,q € Ty(ks), g € [1’“]/1}U{DVII|g€ [1’“%}

U{DY |, <k, g€ Brl) tist Anleitung fiir eine Fihrte von 4o nach 4 }

Da k regulér ist und 2<% = k gilt, ist k* = k und es existieren hochstens
k-viele Anleitungen fiir Fahrten von ~yg nach 7y. Damit gilt |Ds| < & und es
existiert ein D-generischer Filter H in Q. Definiere I',, und (C})i<s<,, wie
oben.

Wie im Beweis von 5.2.15,(i) existiert fiir jedes 1 < § < p ein g(d) mit
Ps < Ubg . Setze §:= (Uc yo)i<o<y = . Wir zeigen, dass f durch T,
T,, und predc[xl M(E’) verswgelt erd

Fiir p,q € T , existieren 3 < k und p', ¢’ € T)‘ o (ks ) mit p < p’ und ¢ < ¢.
Sei (v, )EHﬂDﬁpqg Dann gilt ¢ := (ws(g(0 ))) <u < 8, p € dom(f(1))
und ¢ € ran(f(t)). predc[x ](*) ist also (D0>p€'|'>\ (D, )quA -generisch.

1,

Sei (v, ) € HN D;/H bezeugt durch a < k. Dann ist bl ein Zeuge dafiir,
dass f durch T,,, T,, und predc[x1 ](57) versiegelt wird.
e

Angenommen, es gilt J(fpred., (9 " byy) € T: . Dann existiert nach Kon-
(1,1]
struktion von T eine Fihrte ¢ = (Uch 5, Uch, 5,) von 7 nach 7y

durch (Cj)1<s<r und o/ < k mit
U (Joreaey "o = (xe" bE).
1,p
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Ist (Co, - - -, Car1) die zu @ gehorige Sequenz von Ordinalzahlen, so erhélt man
durch t := ({(ag,...,an), (Co,---,Cur1)) eine Anleitung fiir eine Féahrte von
7o nach vy mit t = &
Sei (v, ') € HNDJW ;. Dann existiert ein (v”,@") < (v, @), (v, ) mit
V() E dom(f7, om ) Wegen V() > v(a) gilt
ff]vn,w/q(vﬁ(@)) 2 f{"v,,yw,»(v(a)) = fiqv,m (v(a)) # v()

und damlt aUCh fiq 1" -‘//>(UH(OZ)) 7é /U”(CY).

Nach Definition von DVIH

|’U/(a)’T$O = |'UI(O/)’T§O S 19;—)’/ A ff’u’,ﬁ’) <UI<O{>)J—7Tt<U/7u_},/> ('UI(O/))_
Aus (5.4) folgt
e, (V') = man (V'()) = ) < |J (e bl)

und nach Konstruktion des Automorphismus fpmd L (@ gilt
[1 ]

@) = Fyesy90(@)) < Upreay_ 0" t8) = (7" V).

o’ gt 8ilt dann

Damit liegen unter einem Element von T7  zwei inkompatible Elemente von
T)‘ und man erhélt einen Widerspruch. Es gilt also

U(fpredcﬁ @ ba) & T2,

und f wird wie gewiinscht versiegelt. O

Mit den gleichen Mitteln kénnen wir auch den letzten Punkt des Siegel-
Lemmas beweisen.

Beweis von (iv) in 5.2.15. Seien 7g,71 < kK mit v9 # 71, 1 < v < p < Kk mit
7 ¢ {0} U [y, p] und f ein (C3, ;)P-potentieller T2 -T2 -Isomorphismus von
Pe
Wie im vorigen Schritt definiere fiir g € P42, 3 < k, p € T2 (kg) und
q € T3, (ks)

Dfjpag = {{v,0) € Q|p € dom(ff, ).q € ran(f7, ) }.
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Wieder ist DY! dicht in Q.

B:p:4:9
Um f zu versiegeln definieren wir

Dage 1= {0, @ € Q[ o(0)lr , =lv(a)lry < IGASL, 5@ (O0)) 17, , (v(e)) }

0

fiir « < K, g € #2 und eine Anleitung t fiir eine Fahrte von v, nach ;.
Wir zeigen nun, dass auch Dg(g’t dicht in Q ist. Fiir o # 0 zeigt man dies wie
im letzten Beweis durch Erweiterung aller Komponenten einer Bedingung bis
auf die Komponente v(«). Verschiedene Wahlen von Erweiterungen von v(«)
fiihren dann wieder zu inkompatiblen Werten von 7 , . (v'()).

Sei im Weiteren o = 0. Weil t = ( (g, ..., an), (Co,- -, Coy1)) eine Anlei-
tung fiir eine Fahrte von o nach v mit vy ¢ {0}U[v, p] ist, gilt (o = Y0, ¢ = 0
und (,+1 = 7. Vor dem n-ten Schritt von 0 nach ~; muss der Wegpunkt
dann wegen (y # 7, in einer geraden Anzahl von Schritten auftreten, da zu
jedem Schritt von 1 nach 0 ein Schritt von 0 nach ; gehort. Damit tritt v
insgesamt als der Wegpunkt von einer ungeraden Anzahl von Schritten auf,
das heiBt y;(71) ist ungerade. Wegen (5.5) existiert dann auch ein § < & fur
das y:(71, 8) ungerade ist.

Fiir (v, w) € Q kann dann ein 7 < A wie im vorigen Beweis gefunden werden,
so dass fiir alle t € C) (1) oberhalb von w,, () Verstérkungen u(t) = (o', @)
von (v, W) existieren, die w! (8) = ¢, v*(0) € dom(f;,)) und wi(a) = w ()
fiir alle ¢,¢" € C (n) und (4, ) # (7o, 8) erfiillen.

Wegen v ¢ [v, p ist fg(t) fiir alle passenden ¢ die gleiche Abbildung.
Auflerdem existiert mit Lemma 5.2.2 und (5.6) wieder eine endliche Sequenz
7 von Elementen aus 72 mit T, = M OTF fiir alle passenden t € C;\ (n). Wie

oben findet man dann ein u(t) € ng},t und die Menge ist dicht in Q.

Setze

D3 := Dy U{DyL |8 <k peT)(ks), q €T (ks), g€k}

P:4,9

U {D}fm | < K, g € "Mk, tist Anleitung fiir eine Fihrte von ~o nach 7y, }.

Wieder gilt |D;| < k und es existiert ein Ds-generischer Filter H in Q.
Sei g € MMk mit 5 := (| C!I;I(é)ﬁ)l,g(sgu > p. Wie im letzten Beweis ist
p'r’edc[xyvu](sﬁ) dann (Dg)peT%, (D;)qu%—generiSCh. Wir zeigen nun abschlie-

Bend, dass b ein Zeuge fiir die Versiegelung von f durch T2, T3, und
predC[A ](5) ist.
v,
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Angenommen (fyrea, (9" by) € Ti,. Dann existiert eine Fihrte ¢ =
[vsu]

(Ucty s> Uca,5,) von 7o nach v durch (C5)i<s<x und @ < £ mit

U (fpredc[)\ ](g) " b)) = U (me” B,

Ist (Co,- - -, Car1) die zu € gehorige Sequenz von Ordinalzahlen, so erhélt man
durch t := ({(ao,... ,an>, (Coy - -5 Cnr1)) eine Anleitung fiir eine Fahrte von
7o nach v mit t = ¢.

Sei (v,w) € HNDX

gt Dann gilt wie oben

ffv,@(U(O))UT%@) (v(@)) = mu(v(a)) = ) < U =" b
f{qv,u”;) <U(O)) = fpred [ §) < U fpred [ " bgl) = U (71'5” bg)

und wir erhalten wieder einen Widerspruch. O

Damit ist das Siegel-Lemma vollstindig bewiesen.
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