Trigonometrie ohne
Winkelfunktionen

Aristarch hatte keine tabulierten
Winkelfunktionen zur Verfiigung.
Dennoch ist es ihm gelungen, das
Vu’rhﬁ]hmi d’ES"JdEH fiir wi.'ﬂﬂl:l Win-
kelwert von 87° be1 der Erde (bzw. 3°
bei der Sonne) mit bemerkenswerter
Genauigkeit abzuschiitzen.
. Aristarch hat seine Abschéitzung
durch systematische Anwendung
gweler niitzlicher Ungleichungen
und einiger geometrischer Tricks ge-
funden.

Fiir den Beweis der Behauptung,
dass die Sonne weniger als 20 mal so
weit wie der Mond von der Erde ent-
fernt ist, benutzte er die Tatsache,

dass, modern formuliert, %ﬁ.’lr

wachsende o zwischen 0° und 90° ei-
ne monton fallende Funktion ist.

Dies kann man sich an der Abbil-
dung 5 plausibel machen. Wenn der
Radius des Viertelkreises gleich 1 ist,
dann repriisentieren die Ordinaten
gerade die Sinus-Werte. Bei gleich-
mifigem Wachstum des Winkels
wird der Zuwachs der Sinus-Werte
immer kleiner, folglich fillt 1;—“ mo-
noton.
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Abb. 5; M ist filr wachsende ct

zwischen 0° und 90° eine monton falende
Funktion

Nun ziehen wir aus der Originalfi-
gur von Aristarch eine Teilfigur he-
raus (Abb. 6). Hier soll AKD das Drei-
eck Erde-Mond-Sonne reprisentie-
ren. Aristarch wendet nun den Um-
fangswinkelsatz an. Da ZAKD = 3°
ist, ist AK eine Sehne zum Mittel-
punktswinkel 6° (gestrichelte Linie).
Der Punkt L ist so konstruiert, dass
die Sehne AL gleich dem Radius des
Ereizes ist. Dies ist im vorliegenden
Fall der halbe Abstand der Erde von
der Sonne. AL ist zugleich die Seite
des in den Kreis einbeschriebenen re-

Abb. 6: AKD repriisentiert das Dreieck
Erde-Mond—-Sonne

gelmiBigen Secheecks. Daher gehiirt
zu AL der Mittelpunktswinkel 60°,

Nach der obigen Sinus-Ungleichung
folgt mithin

AL _60°

_— & = 10.

Also ist AL <10-AK und daher
d, =AD=2-AL<20-AK =

20.4
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Die Abschitzung, dass dgg >

18 - dg,,, folgt auf analoge, wenn auch
etwas kompliziertere Weise.

Aristarch -
der antike Kopernikus

Aristarchs Auffassung vom Aufban
des Weltalls stand im Widerspruch
zur Mehrheitemeinung der damali-
gen Fachleute, wihrend wir heute
seine Auffassung teilen. Nach Aris-
tarch steht die Sonne im Mittelpunkt
des Weltalls, und die Erde dreht sich
um die Sonne (heliozentrisches im
Gegensatz zum geozentrischen Sys-
tem). Als Kopernikus (1473-1543) im
Jahre 1530 erstmalig sein heliozen-
trisches System vorschlug, berief er
sich ausdriicklich auch auf Aristarch.
Wie Giordano Bruno, der im Jahre
1600 in Rom wegen dieser Auffas-
sung verbrannt wurde, und Galileo
Galilei (1564-1642), der 1632 vor der
Inquisition abschwiren musste,
scheint auch Aristarch gewisse
Schwierigkeiten mit den religitisen
Autoritiiten gehabt zu haben. Jeden-
falls berichtet uns Plutarch, dass Kle-
anthes der Stoiker meinte, .die Grie-
chen miiBten Aristarch von Samos
anklagen, weil er den Herd des Kos-
mos [gemeint ist die Erde] sich hat
bewegen lassen.” (zitiert nach van
der Waerden 1988, 5. 131-132)

Wie weit ist der Mond
von der Erde entfernt?

Im rechtwinkligen Dreieck Erde—
Mond—Sonne konnte Aristarch nur
die relativen Abstinde bestimmen,
weil ihm nur die Winkel bekannt wa-
ren, Ohne irgendeine direkt gemesse-
ne (Lingen-) Entfernung gibt es kei-
ne Miglichkeit, aus Angaben iiber
Winkel absolute Lingenangaben zu
gewinnen. Diese kinnen wir aber nur
auf der Erde messen. Die Entfer-
nungsbestimmung im Weltall erfor-
dert es also, irgendein astronomi-
sches Dreieck zu vermessen, dessen
eine Seite eine irdische Linge ist und
daraus mit Hilfe trigonometrischer
Berechnungen eine Entfernung im
Weltraum, z. B. den Abstand Er-
de-Mond zu erhalten. Hat man eine
astronomische Distanz gewonnen;
kann man sich von da aus schrittwei-

se weiter vorarbeiten,

Beim Vermessen verfahren die
Astronomen also im Prinzip wie die
Geodiiten auf der Erde. Wenn letzte-
re ein Gebiet kartographieren, dann
zerlegen sie es in Dreiecke, deren
Winkel sie bestimmen, In einem ein-
tig die Liinge einer Seite gemessen,
die so genannte Standlinie®, z. B.

ABin Abbildung 7. Dann ergibt sich
nach dem Sinussatz
2 o
75 - Ap. Hn(180° - §)
sin ¢
und entsprechend BS.

Nun stellen wir uns vor, ABS in
Abbildung 7 sei ein ,astronomisches
Dreieck”, wobei A, B Punkte auf der
Erdoberfliche sind und S irgendein
Himmelsobjekt. o und 8 seien die in
A und B gemessenen Winkel von S

Abb. 7: Man muss die Lange einer Seite
messen, um die anderen Seitenidngen
2l bestimmen



iiber dem Horizont. Dann ist der Un-
terschied ¢ = - o dieser beiden Win-
kel genau gleich dem Winkel bei S.
Desen Winkel nennt man in der
Astronomie den Parallaxenwinkel
des Himmelsobjektes.

Wir kehren zur Abbildung 7 zu-
riick und riicken den Stern S in Ge-
danken lings der gestrichelten Gera-
den MS immer weiter von AB weg,
Dann wird ¢ immer kleiner werden,
und schlieBlich so klein, dass man
ihn nicht mehr messen kann. Als Ma-
thematiker kiinnen wir uns vorstel-
len, der Stern stehe unendlich weit
entfernt”, Dann sind AS und BS pa-
rallel, und S erscheint von A und B
aus  unter demselben  Winkel
ﬂ:ﬁr 2 SMB, also g =10,

Nun hat man bereits in der Antike
die Erfahrung gemacht, dass man fiir
den Mond durchaus einen merkba-
ren Parallaxenwinkel becbachtet.
Niemals aber war es miglich, fiir die
so penannten Fixsterne eine von Null
verschiedene Parallaxe festzustellen,
auch wenn man gleichzeitig an weit
entfernten Punkten der damals be-
kannten Erde gemessen hat. Folglich
sind die Fixsterne sehr viel weiter
entternt als der Mond.

Wenn man nun mit Aristarch an-
nimmt, dass die Erde nicht feststeht,
sondern sich bewegt, dann sellte man
eine Parallaxe feststellen kinnen,
wenn man die Position eines Fixster
nes einmal im Winter und dann im
Sommer, also bei zwei diametral ent-
gegengesetzten Stellungen der Erde
auf ihrer Bahn um die Sonne, misst.
In Abbildung 7 wire dann M die Son-
ne und etwa A die Stellung der Erde
im Winter, B ihre Stellung im Som-
mer, AM = MR die Entfernung der
Erde von der Sonne.

Aber auch bei Messungen im Win-
ter und im Sommer ergab sich fiir die
Fixsterne keine merkbare Parallaxe,
20 dase mit der Hypothese des Aris-
tarch die Fixsternkugel =ogar im
Vergleich zum Durchmesser der
Erdbahn unermesslich groff sein
miisste, Das schien so unglaublich,
dass die Theorie des Aristarch ein-
fach nicht plausibel war. Je genauver
man damals gemessen hat, um =0
weniger akzeptabel war sie. Noch fiir
Tycho Brahe (1546-1601 n. Chr.),
der die genauesten zu seiner Zeit
miglichen astronomischen Messun-
gen ausgefithrt hat, war dies das ent-
scheidende Argument gegen die Anf
fassung, dass die Erde sich um die
Sonne dreht. Erst im 19. Jahrhun-
dert war die Beobachtungstechnik so
weit entwickelt, dass man Paralla-
xen von Fixsternen messen und zur
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Abb. 8: Die Ent-

P

Bestimmung jhrer Entfernung nut-
zen konnte,

In der abschlieBenden Aufgabe 8
wird eine Messung der Mondparal-
laxe aus dem 18, Jahrhundert be-
schrieben. Die Aufgabe ist der Kiirze
halber als ,Schulbuchaufzabe” for-
muliert. Ich empfehle, sie nicht als
solche zu behandeln. Man sollte den
Schiilerinnen und Schiilern den Text
der Aufgabe geben, nicht aber die zu-
gehirige Abbildung. Der Reiz liegt
gerade darin, gemeinsam eine der Ab-
bildung 8 entsprechende Skizze zu er-
stellen. Dazu sollte man einen Globus
mitbringen, an dem man sich die
ganze Situation vergegenwirtigt.

B. Berlin (B in Abb. 8) und das Kap
der guten Hoffnung an der Siid-
spitze Afrikas (C) liegen ziemlich
genau auf demselben Lingengrad,
zugleich sind beide Orte geogra-
phisch weit voneinander entfernt.
Man nennt den Grofkreis, der
durch den Nordpol P, den Beoh-
achtungsort und den Sidpol P’
geht, den Meridian des Beobach-
tungsortes. Do Berlin und das Kap
der guten Hoffnung auf demselben
Lingenkreis liegen, haben sie den-
selhen Meridian, Wenn man sein
Beobachtungsinstrument genau in
Nord-Siid-Richtung justiert, kann
mar sefir gut beobachten, wann ein
Himmelsohpekt genau auf dem Me-
ridian (das heit genay im Siiden)
steht. Dann hat es den hichsten
Punkt seiner durch die Erddre-
hung verursachten téiglichen Bahn
erreicht. Man nennt dies die Kul-
mination des Objekies. Am 23, Fe-
bruar 1752 befanden sich die fran-
zisischen Astronomen Lalande
und Lacaille in Berlin bzw., am
Kap der guten Hoffnung. Zum
Zeitpunkt der Kulmination des
Muondes peilte Lalande von Berlin
aus den unteren Rand des Mondes
an, Lacaille hingegen, da er sich
am Kap auf der siidlichen Halbke-
gel befand, den oberen. Mond (M),
Erdmittelpunkt (E) und die RBeob-
achtungsorte B und C befanden
sich zu diesermn Zeitpunkt in dersel-
ben Ebene, die durch den gemein-
samen Meridian von B und C auf-
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fermung Erde~Mond
kann man mit Hilfe
der Mondparallaxe
bestimmen

gespannt werde. Lalande mafi y=
S7°55'12" fiir die Stellung des wnte-
ren Mondrandes iiber dem Hori-
zont, Lacaille am Kap mafl § =
17127 fiir den Abstand des obe-
ren Mondrandes vom Horizont. Die
ndrdliche Breite des Berliner Beob-
achiungspunktes betrug o =
52°31°13% die siidliche Breite des
Beobachtungspunkites am Kap war
B =33°66"13". Berechne aus diesen
Angaben die Entfernung EM, aus-
gedriickt in Vielfachen des Erdra-
divus B, und in Kilometern (R =
G370 km),
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