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Die Entstehung mathematischen Wissensim Unterrichtsprozess — Folge
individueller Erkenntnisoder Ergebniseiner sozialen Konstruktion?

1 Das Problem von neuem und altem mathematischen Wissen

Die Mathematik unterliegt einem Gegensatz zwischen neuem und altem Wis-
sen: Zum einen ist mathematisches Wissen |ogisch konsistent und aus gege-
benen Grundlagen deduzierbar, also nicht wirklich neu. Andererseits gibt es
tatsachlich neue mathematische Einsichten, z.B. durch Problemldsungen.

Der mathematische Bewelsverdeutlicht diese Paradoxie sehr pragnant. “...  en
Beweis ist eine logisch korrekte Folge von Implikationen ... Beweise sind
Argumente, und wie Peirce eindrucksvoll aufgezeigt hat, hat jedes Argument
eine unterliegende |dee — die er leitendes Prinzip nannte, welches die anson-
sten untadelige Folge logischer Schritte in ein Instrument der Uberzeugung
verwandelt. ... Esist absolut moglich ohne eine solche Idee einem Beweis
Im eingeschrankten Sinne zu folgen, indem man jedem logischen Schritt zu-
stimmt. ... Dennoch ist ein leitendes Prinzip immer anwesend ... und ohne
dieses kénnen Beweise keine Beweise sein” (Rotman, 1988, S. 14/5).

In einer umfangrei chen philosophischen Arbeit analysiert Jahnke den Wider-
spruch zwischen Wissensentwicklung und Wissensbegrindung, zwischen
»Logik« und »Intuition«: “Der Prozeld der Wissensgewinnung ist ... im we-
sentlichen irrationaler Natur oder bestenfalls als psychol ogisches Phénomen
erklarbar, wahrend umgekehrt der mathematische Beweislediglich alstauto-
logische Zeichenkette aufgefaldt wird” (Jahnke 1978, S. 58/59). Die Analyse
dieses Paradoxons ergibt, dal3 in der Wissensentwicklung neue “ideale ma-
thematische Objekte” konstruiert werden, die es gestatten, die tautol ogische
Rechtfertigung auf der Basis des vorhandenen Wissens in eine inhaltliche
Begrindung “von der Zukunft her” zu verandern.

Die Problematik des neuen und alten mathematischen Wissens ist Gegen-
stand eines DFG—Forschungsprojektes (“ Epistemologische und sozial-in-
teraktive Bedingungen der Konstruktion mathematischer Wissensstrukturen
(im Unterricht der Grundschule) )).

2 Das L ernen neuen Wissens als kollektive Argumentation

Der Soziologe Miller macht die Problematik der Entstehung des Neuen zum
Ausgangspunkt fir die Rolle, die soziale Lernprozesse in der Entwicklung
des Individuums spielen. “Von einer Lern- bzw. Entwicklungstheorie kann
... legitimerwei se erwartet werden, dald sieeine Antwort auf die Frageliefert,
wie das in der Entwicklung Neue entstehen kann. ... Jede Antwort auf die
Frage ... ist ... an das folgende Validitétskriterium gebunden: es muf3 ge-
zeigt werden konnen, dal3 das in der Entwicklung Neue das in der Entwick-
lung Alte voraussetzt und es dennoch systematisch tUberschreitet, andernfalls
kann es kein Neues geben bzw. ist das Neue bereits ein Altes, ...” (Miller
1986, S. 18).
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Daran schliefdt Miller drei wichtige Fragen fir das Lernen an: “Wie kann fir
das einzelne Individuum ... die Geltung seines bereits erworbenen (alten)
Wissens ... erschittert bzw. relativiert werden? Wie kann das einzelne Indi-
viduum neue, sein gegenwartiges Wissen systematisch Giberschreitende lern-
relevante Erfahrungen machen? Und wie ... kann esfir das einzelne Indivi-
duum einen Zwang zur Fortentwicklung seines Wissens ... geben?’ (Miller
1986, S. 18/9).

Der genetische Individualismus kann nicht die Entstehung neuen Wissens
erklaren. “Wenn das lernende Subjekt das in der Entwicklung Neue bereits
auf irgendeine ... Weise kennen mul3, um es allererst kennenlernen zu kon-
nen, dann ist das in der Entwicklung Neue bereits mit dem in der Entwick-
lung Alten identisch; .... Der genetische Individualismus scheitert ... an e-
ner Auflosung der Grundprobleme einer genetischen Epistemologie” (Miller
1986, S. 20).

I ndividualistisch ausgerichtete“ L ernprozesse” konzentrieren sichauf Wissens-
elemente, die schon bekannt und nicht tatséchlich neu sind. “Nur in der so-
zialen Gruppe und aufgrund der sozialen I nteraktionsprozesse zwischen den
Mitgliedern einer Gruppe kann das einzelne Individuum jene Erfahrungen
machen, die fundamentale Lernschritte ermoglichen” (Miller 1986, S. 20/
21). Aber nicht jede soziale Kommunikation ist ein Lernprozef3. “Nur von
solchen sozialen ... Handlungen, deren priméres Handlungsziel ... darin be-
steht, kollektive Losungen fur interindividuelle Koordinationsprobleme zu
entwickeln, kann ... sinnvollerweise angenommen werden, dal3 durch sie
grundlegende Lernprozesse ausgeldst werden kdnnen. Nur ein soziader ...
Handlungstyp scheint diese Bedingung zu erfiillen, und diesist ... diekollek-
tive Argumentation” (Miller 1986, S. 23).

3 Unterschiedeinteraktiver Wissenskonstruktionen in Einzel- und
Partnerarbeit sowie in gemein-

samen DiSkUSSi onen ... noch mehr Mauern !
. ) D
An Zwel kur_zen Episoden ausdem Mathe- 12
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ker individualisierter Bedingungen von _[30720]40 3118 [18
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im Rahmen klassenibergreifender, ge- Wesfaltdirauf?

meinsamer Diskussion und Reflexion dar-
gestellt werden. In dieser Unterrichtsreihe
(4. Klasse) ist die Lernumgebung “ Zahlen-
mauern” behandelt worden. |m Verlauf @ Kannst du sofort den Zielstein ausfiillen —
dieser Episode bearbeiten die Kinder in ohne erst die ganze Mauer auszurechnen ?
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gleichen Basissteinen auszufillen sind. Ein Ziel ist es herauszufinden, dal3
die Zahl an der Spitzte das Achtfache eines Basissteins ist. Sonja und Julia
haben inzwischen die vier oberen Mauern ausgerechnet und wollen der Leh-
rerin ihre Beobachtung berichten. Zunéchst teilen sie der Lehrerin mit: “Da
muf3 man gar nicht mehr richtig rechnen. Da muf3 man janur dreimal”. Dies
erklaren siein der folgenden Episode genauer; sie zeigen zwar auf dasArbeits-
blatt, aber die von ihnen bei spielhaft benutzte Zahlenmauer kann nicht genau
identifiziert werden:

28S0 Man mufd immer-, man muf3 nur dreimal rechnen, weil die 14 (14 [ 14
bei-, weil diedas ergibt ja. ... Man muf3 nur dreimal S N
rechnen. [zeigt auf die Zahlen auf dem Arbeitsblatt, wahrend
sieerklart; Sonja wird dann von ihrer Nachbarin Julia

unterbrochen|
29Ju Das, dasplusdas (1), das plus das (2) und das plus das (3). ] 14114 ]14

[hier reden So und Ju gleichzeitig, dabei zeigen beide auf T
das vor So liegende Arbeitsblatt]

29alu Well, und wenn man die gerechnet hat, die plu-, 8h, das plus das (1), ergibt’'s das
(2). Und dann braucht man die nicht mehr zu rechnen. [deutet dabei weiter
auf verschiedene Sellen des Arbeitsblattes.]

Julia und Sonja entwickeln aus den Berechnungen ihre “Abkulrzung”; ihre
Uberlegung bleibt auf der Ebene der direkten Berechnung und der sichtbaren
Zahlen; es werden keine Beziehungen zwischen den Anderungen der Basis-
steine und der sich daraus ergebenden Anderungen des Zielsteins benutzt.

Die zweite Episode entstammt derselben Klasse. Zuvor wurde die Erhohung
eines “Mittelsteins’ besprochen; jetzt geht es um den Zusammenhang zwi-
schen dem (linken) Randstein und dem Zielstein. Matthi kommt zur Tafel.

198L # Nee. Matthi, wartest du mal eben? Ist dir was aufgefallen? #
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199Ma # Ahm, hier (1) ist auch 10 mehr- (2, Pl&ttchen)

201Ma .... weil hier auch 10 mehr istlggt ein Plattchen (3)] Weil hier jaauch, weil 's hier 10
mehr is, (4, Pléttchen), ist hier 10 mehr (5) als da 10 mehr (6).Hierist dann das Gleiche
(7) und dann mehrfach abwechselnd (8), (9), weil man dasjanicht hier irgendwie plus
das, wenn man das (10). Man kommt ja nicht mit dem hier (abwechselnd (11), (12))
dann hier hin (13), (14), oder so. Dal3 man das. (15).Und hier (16) ist auch das Gleiche,
weil der auRenist (17).
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Matthi konstruiert eine neuesmathematisches Zeichen, dasin der gemeinsa-
men Interaktion von den Mitschilern aktiv gedeutet werden muf. Die Kon-
struktion ist nicht einfach nur der spontanen Eingebung dieses Schiilers zu-
zuschreiben; Matthi erinnert sich wohl an die kurz zuvor gefiihrte Diskus-
sion um die Erhohung eines Mittelsteins, die sich auf mehr a's die Erhéhung
nur eines Steinsin der zweiten Mauernrei he auswirkte. Das scheint ein mog-
licher Grund dafUr zu sein, die weiteren Steine in Betracht zu ziehen und zu
fragen, ob sich diese auch erhéhen kénnten.

4 DieEntstehung neuen Wissens und das Ver haltnis zwischen
individuellem und sozialem L ernen

Julia und Sonja reduzieren im Rahmen der konsistenten Regeln zur Berech-
nung fehlender Zahlen in einer Zahlenmauer die Anzahl der durchzufihren-
den Rechnungen auf drei. Diese Konstruktion stellt letztlich kein wirklich
neues Wissen dar; dies geschieht als eine direkte Wahrnehmung bei der
Durchfihrung sich wiederholender Rechnungen. Matthi konstruiert wirklich
neues Wissen. Aus —unmaoglichen — Beziehungen begriindet er , warum sich
dieanderen Steine der zweiten Reihe nicht erhdhen: Der linke Stein der Basis-
reiheist nicht an der Konstruktion des mittleren und rechten Steins der zwei-
ten Reihe beteiligt. Das konstruierte Wissen kann zu diesem Zeitpunkt im
laufenden Entwicklungsprozef3 nicht rein logisch aus vorhandenem Wissen
abgeleitet werden. Die Frage »Auswel chem Grunde sollten dieseBezi ehungen
betrachtet werden?« erfordert eine“ unterliegende I deein der logischen Struk-
tur”, die den Sinn dieser Konstruktion verdeutlicht.

In beiden Episoden scheinen die Neukonstruktionen des Wissens immer das
individuelle Ergebnis einzelner Schiilerinnen gewesen zu sein, denn es sind
iImmer einzelne Teilnehmer, die einen eigenen Beitrag einbringen und der
kommunikative Prozef3 ist auch darauf angewiesen. Esjedoch ware vorellig,
die Konstruktion neuen mathematischen Wissens nur als individuellen Pro-
zef3zu verstehen. Der Anlal3fur die Konstruktion neuer mathematischer Bezie-
hungen wird letztlich durch eine externe Aufforderung an das Individuum in
der sozialen Interaktion herangetragen. Die Konstruktion neuen Wissens er-
fordert eine kollektive Argumentation (Miller).

*) Diese Arbeit entstand im Rahmen eines von der Deutschen Forschungsgemei nschaft
(DFG) geforderten Forschungsprojekts, Kennziffer: STE 491/5-1 und STE 491/5-2.

Literatur

Jahnke, H. N. (1978). Zum Verhaltnis von Wissensentwicklung und Begriindung in der
Mathematik - Beweisen als didaktisches Problem. Bielefeld: Materialien und
Studien Bd. 10 des IDM Bielefeld.

Miller, M. (1986). Kollektive L ernprozesse. Studien zur Grundlegung einer soziologi-
schen Lerntheorie. Frankfurt am Main: Suhrkamp Verlag.

Rotman, B. (1988). Towards a Semiotics of Mathematics. Semiotica, 72(1/2), 1-35.

Steinbring, H. (2000). Epistemologische und sozial-interaktive Bedingungen der Kon-
struktion mathematischer Wissensstrukturen (im Unterricht der Grundschule).
(AbschluRbericht zu einem DFEG—Projekt). Dortmund: Universitat Dortmund.




