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W e l c h e  Umst~nde  b e d i n g e n  die Verfes t igung  bei  der 
b i l d s a m e n  V e r f o r m u n g  yon  fes ten  i sotropen KSrpern? 

Von Heinr ich  H e n c k y  in Delft. 

Mit 2 Abbildungen. (Eingegaagen am 6. April 1929.) 

Die materiellen Punkte des elastisch bildsamen K6rpers denken wir uas gleich- 
zeitig an zwei einander durchdringenden Geriisten befestigt, yon denen das eine 
einen grolien Schub- und Kompressionsmodul hat, aber auch an die Flastizit~its- 
grenze gebundene Spanuungszust~inde aufweist, w~ihrend das andere bei sehr kleinem 
Schubelastizit~itsmodul und verschwindendem Kompressionsmodul ideal elastisch 
bleibt. An dem Beispiel des einachsigen Spannungszustandes wird gezeigt, wie sich 
das Spannungsdehnungsdiagramm ffir unser Modell gestaltet und wie man im 
elastisch-plastischen Fall zwischen einer rein eIastischen, einer latent eIastisehen 

und einer verlorenen Energie unterscheiden muff. 

E i n l e i t u n g .  Die Untersuchungen der Festigkeitslaboratorien lassen 

vermuten, daft die sogenannte VeffestJgung bei der bildsamen Vefformung 

der festen KSrper mit dem krlstallinen Aufbau der quasi-isotropen Stof~e 

zusammenh•ngt. Jedentalls ist sie eine experimentelle Tatsache, to daft 

es vorautsichtlich nii~zHch ist, den Spannungszustand des veffestigten 

Materials elnmal unter der Annahme vollkommener Isotropie zu unter- 

suchen, ohne daft man slch dutch den Umstand sti~ren li~ftt, daft es ideal 

isotrope K(irper gar nicht glbt. 

1. D a s  E l a s t i z i g i ~ t s g e s e t z  be i  i d e a l  e l a s t i s c h e n  K i i r p e r n * .  

Bevor wir in der Lage sind, iiber Abweichungen yore ideal elastischen 

Verhalten sprechen zu k(innen, mtissen wir das Elastizit~tsgeuetz fiir 

endliche Verformungen aufstellen. Der Glaube; daft es auf endliche 

Vefformungen ja nicht ankomme, well die plastische Deformation berelts 

bei sehr kleinen Verschiebungen einsetze, is~ zwar teilweise berech~igt, 
aber im Interesse einer einwandfreien Begrtindung unseres Ansatzes miissen 

wir mit endlichen u rechnen. 

Es sind zwei For~lerungen, die wir an unseren ideal elastischen 

Stoff stellen. Wi t  verlangen erstens, daft die yon auften aufgewendete 

Arbei~ vollsti~ndig in elastische Energie umgewande]t wird, und nach 

Wegnahme der Last wieder ohne V e r h s t  zuriickgegeben wird. 

Diese erste Forderung wird durch das Bestehen eines elattlschen 

Potentials effiillt, tie wiirde aber noch unendlich viele Elastiziti~tsgesetze 
ermiiglichen. Darum verlangen wir noch zweitens eine solche Form des 

Elastiziti~tsgesetzes, dal] beim Aufbringen einer neuen Last  auf einen 

* Vgl. zs. f. techn. Phys. 9, 215--2.o0 and 457, 1928. 
Zeitsehrift far Physik. Bd. 55. 10 
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schon belasteten KSrper ein Ersehlieflen der alton Last aus den Form- 
~nderungon, die beim Aufbringen der Zusatzbelastung ointreten, uumSglich 

sein soil 
Diese zwoito Forderung ist aber nut orfiillbar, wenn clio Volumen- 

ausdehnung konstant bleibt und sie l~l~t sich iiberdies nur auf eine einzige 

bestimmte Weise befriedigen. 
Diese Einzigartigkoit unseres Elastizit~tgesetzes gibt erst unserem 

ideal elastischen Stoff den Rang eines mathematisehen Ideals, welches 
ebenso wie. das des starren Kiirpers auf eino Bost~tigung dutch die Er- 
fahrung nicht angewiesen ist. Die Zweckm~i~igkeit derartiger mathe- 
matischer Ideale in praktischer Hinsicht ist natiirlieh ganz yon der Er- 
tahrung abh~ngig. Im Elastiziti~tsgesetz wird eine eindeutige Bezlehung 
zwisehen einem Spannungstensor und den Eigenwerten einer aIfinen Trans- 
formationsmatrix festgelegt. Die in der elementaren Elastizitittstheorie zur 
Definition der Dehnung gebrauehten GrSl~en shad nun abet keino zum 
Anfangs- und Endzustand symmetrlschen Affininvarianten and daher fiir 
unsere Zweeke ungeeignet. Wit fiihren deshalb als Mal~ der elastisehen 

Vefformung den 
IEndl~nge einer Streeke / 

ein, der fiir sehr kleine Deformationen in das gewShnlieho Marl der Dehnung 
iibergeht. Vorl~ufig besehr~inken wir uns auf Zustiinde 7 bei denen die 
Detormationshauptachsen nicht drehen. Unser festes Koordinatensystem 
ist auf den Anfangszustand bezogen. Das Volumenelement hat 

im Zustand I die Abmessungen . . . .  d x l ,  dx~ ,  dxa,  

. . . .  I f  . . . .  . . " . .  d x~ ,  dx~ ,  d x  a, 

, ,, I I I  ,, ,, . . . . d x l ,  dx~ ,  d x  3. 

Wir fiihren die Yerselfiebungen u t (i ~ 1, 2, 3) ein und definieren: 

(1 a) 
axJ 

dx~ -~- dx~ \ l  q - ~ x  i ~ - ]  ---~ d x i ( 1 - ~ - e z ~ - ( ~ e ~ )  -~- g x ~ e ~ + ~ i .  ( l b )  

d (~ ui 
Hieraus folgt fiir die Umrechnung der Differentiale ~e~ - -  O x~ 

nnd fiir die infinitesimal angenommene Ubergangstransiormation yon II  

zu !II :  
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Fiir die Volumenausdehnung erhalten wir: 

d_g = j = (1 -{-el) (1 q-e~) (1 q-ea) - -  e'~ + '~ + ~3. (1 d) 
dV 

Die Gr(iflen e sind die Logarithmen der Affinverhi~ltnisse. Die wahre 
physikallsche Spannung, auf den Endzustand bezogen, bezeichnen wir 
mit Si. Die mit~lere Spannung wird 

S ----- ~ {S~ + S~ + S~}. (2a) 

Wir sind dann imstande, ohne das Elastizit~tsgesetz noeh zu kennen, 
das Differential der verriehteten Arbeit anzugeben: 

~ A ' d x z d x ~ d x ~  = Szdx~ dxs" Ox 1 �9 l ~ S~dxadxz 

�9 . ~ . 0 ~ %  
0 ~ %  dx~-4- S3dx  ~ . d ~  s. 
O x~ ~ d x 8 

Diese Arbeit ist aut das u des undelormierten Zustandes 
bezogen; naeh ei.iger Umformung erhalt man 

ISl-rSez Sj.~es._~ Ss.t~e31 
~ A  = ' d  ( l  @ex ~ 1--]--e s l@e.~] 

= z /{S  i/~1 -+- S,6e~ + $86e3}. (2b) 

Dal~ in diesem Ausdruek die Volumenausdehnung auftritt, ist eine 
Folge des Umstandes, dull die Spannung kein eehter Tensor, sondern eine 
Tensordlchte ist. Die Hauptspannungen sind also skalare Diehten. Da 
die Eigenwerte der Transformationsmatrix echte Invarianten sind, so 
kann das Elastizitittsgesetz nleht fiir die Gri/13en Si tormuliert werden, 
wir miissen vlelmehr erst eine absolute Invariante bilden 

2', = ~ .  &, (2e) 

and fiir diese neue Griille kSnnen wir das Elastizitatsgesetz in linearer 
= 1 Form ansehreiben. Wir erhalt~n mit ~ ~ (~1 q- e2 q- %) 

Ti = 2 G. {ei q- (3k---  1)e}, (3a) 
woraus 

T =  2 G k . 3 ~  = 3K.E.  (3b) 

Auch das Superpositionsgeser wird sonach linear und lautet 

(~Ti = 2 G,  { ~ i  ~- (3 k - -  1 ) ~ } .  (3e) 
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Setzen wir die Werte yon ~Ei aus den Gleichungen (3e) in die 
Gleichungen (2b) ein, so erhalten wir ein totales Differential ~A und 
durch Integration die aufgespeicherte elastische Energie in den Formen: 

1 1 
2A = ~-~. {(T~ -- T) ~ + (T~ -- T) ~ -}- (T~ -- T) ~ } -~ ~:. T", (4a) 

z/2 z/2 S ~ (4b) 2A = 2--d {(sl - -  s)~ + (S~ - -  S) ~ + (S~ - -  S) ~} + ~ -  

oder endlich in den Deformationskomponenten 

2 A = 2 G.  {(E, -- ~)2 + (~2 - -  ~)~ + (~ - -  ~)2} + 9 K~ ~. (4c) 

Man kann diesen Ausdruck auch far den Fall, dal] die Hauptachsen 

der Deformation Drehungen ausfahren, zugrunde legen und erhalt dann 
die Formeln far das allgemeine ritumliche Problem. 

2. E i n  neues  Mode l l  e ines  p l a s t i s c h - e l a s t i s c h e n  S to f f e s .  
Wir verlassen nun das Gebiet der idealen Elastizit~t und wenden uns 
der bildsamen Form~nderung zu. Nehmen wit  an, daft das Material gegen 
allseitige Ausdehnung und Zusammenziehung unbegrenzt elastisch bleibt, 
eine Annahme, die dutch die Auffassung der plastischen Deformation als 
vohmentreue Raumtransformation nahegelegt wird, so bleibt als Plastizit~tts- 
bedingung nur die Aussage iibrig, daft die deviatorische Invariante des 
Spannungstensors einen konstanten Weft  hat. Diese Invariante bedeutet 
ffir den Fall, daft die Plastizitat bereits bet sehr kleinen Verformungen 
eintritt, gleichzeitig die Energie der Gestaltanderung. Im plastisehen 
Gebiet selbst treten dann vollkommen andere Verhalhaisse ein, auf die wir 

soglelch zu sprechen kommen *. Sind S~. die wahren physikallschen 
Spannungen an und unter der Plastizitittsgrenze, so lautet die Plastizitats- 
bedingung demnach: 

(S'~ - -  S '?  + (S'~ - -  S') ~ + (S'~ - -  S '?  =< C ~. (5) 

Wie v. Mises** gezeigt hat, kann man auf diese Weise keine 
Theorie entwiekeln, bet der stets und in allen Ffillen die Defornlationen 
dutch die Spannungen bestimmt sin& Jedoeh auch die Einfiihrung yon 
Deformationsgeschwindigkeiten anstatt der Deformationen kann als eine 
befriedigende LSsung nicht betrachte~ werden, da dem die Tatsache der 
Existenz yon Gleichgewlchtszust~nden und somit die Erfahrung wider- 
spricht. 

* Vgl. hierzu die Abhandlung yon R.v. Mises, Nechanik der plastisehen 
Form~nderung yon Kristal[en. ZS. f. angew. Math. u. Mech. 8, 162--185, 1928. 

** 1. e. S. 184. 
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Ein verfestigtes Material hat iiberhaupt keine Deformationsgeschwin- 

digkeit. Die Ltisung des R~tsels diirfte darin liegen, dal] der traditionelle 

Spannungsbegriff ftir einen einfaeh zusammenhingenden Kfrper  eben 

unzureichend ist, um den Spannungszustand im verfestigten bildsamen 
Material darzustellen. 

Unsere Absicht ist es, im folgenden ein elastiseh plastisches Modell zu 
konstruieren, welches imstande ist, uns den Vorgang der Verfestigung 
mechaniseh verstindlich zu machen. Inwieweit sich dieses Modell an 

die Erfahrung anpassen l~illt, wollen wir dann an dem Beispiel des ein- 
aehsigen Spannungszustandes zn zeigen -r Wir denken uns 
die materiellen Punkte an zwei einander durchdringenden elastischen 
Gertisten befestigt. Die Vorstellung yon einauder durchdringenden 
elastischen Fasern ist zwar etwas ungewohnt, man braueht aber nur an 

ein elastisehes Krafffeld zu denken yon der Art wie das elektrisehe 
Feld, um wieder zu gewohuteren Denkbildern zu kommen. 

Das eine Geriist I hat den Sehubelastizititsmodul und Kompressions- 

modul, der durch den einfachen Zugversuch im elastisehen Gebiet fest- 
gestellt wird, aber die Spannungen sind an eine Plastizitiitsgrenze gebunden. 
Das andere Gertist (II) bleibt ideal elastisch, hat aber einen sehr kleinen 
Schubelastizititsmodul (GT) und einen versehwindenden Kompressions- 
modul. Aul~erdem wollen wir auch noeh das zweite Gertist der Relaxation 
unterworfen sein lassen, sehen aber der Klarheit halber vorlKufig davon 

o 

ab, dies in den Formeln zum Ausdruck zu bringen * 

Die Deformationsgr~llen, die wir im folgenden gebrauehen werden, 

beziehen sich auf beide Gerilste gleiehzeitig. Die Spannung unter der 
Plastizititsgrenze wird 

S;. - -  S' = 2 G (1 + V) (~', - -  d). (6a) 

Die Volumenausdehnung z/ kiinnen wir im folgenden stets dureh 
die Niherung z/-~_: 1, z / - -  1 ---~ 3 ~ ersetzen. 

Aueh den dureh den Versuch zu bestimmenden Beiwert 7, das Malt 

der Verfestigung, nehmen wir so klein an, dal] wir ihn gegen die Einheit 
vernaehlissigen kSnnen. Far  die allseitige Zusammendriiekung oder Aus- 
dehnung gilt 

S'~--- 3 K . d .  (6b) 

Nach ~bersehreiten der Plastizit~tsgrenze Gleichung (5) mtissen wir 
Gleichung (6a) aufgeben. Der Deviator der Spannungen ist also nicht 

* Einen Stoff mit 7 = 0 nennen wir in An]ehnung an Pr an d t 1 ideal plastisch, 
die Form der Plastizit~tsbedingung spielt bei diesem Begriff keine Rolle. 

10" 
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mehr dureh die Deformation bestimm& Bezelchnen wir im folgenden 
stets die Spannungen nnd Deformationen an der Plastizitatsgrenze mit 
Akzenten, dana erhalten wir im plastischen Gebiet fiir die Endspannungen: 

t 
S~ - -  S ~ S~ - -  S' n t- 2 G 7 [(~i - -  ~) - -  (~ - -  #)] (6c) 

und 
8 ~ 3 K . ~ .  (6d) 

Das erste Glied auf der reehten Seite yon Gleiehung (6e) mul~ der 
Bedingung Gleichung (5) geniigen, braueht aber im allgemeinen nicht 
konstant zu sein. Das zweite gibt den elastisehen Widerstand des 
Geriistes I I  wieder. Wenn der Deviator 

~ = (s~ - -  s )  - (s; .  - -  s ' )  (6  e )  

der Ungleichung (5) geaiigt, also beim Einsetzen in (5) einen kleineren 
Wert als C u ergibt, ist die Entlastung vollkommen elastisch nnd edo]gt 
mit einem Schubelastizltiitsmodul, der wegen der Kleinheit yon 7 gleich 
2 G gesetzt werden kann. 

Nach der Entlastung bleibt die Spannung 0i als Vorspannung zu- 
rtick, die beiden Geriiste verspannen sieh gegeneinander und rufen so die 
Erscheinung der :l~[ebung der Plastizitatsgrenze bei wiederholter Belastung 
hervor. Eine gute Analogie hierzu erhitlt man, wenn man elne Gummi- 
membran anf eine ideal plastisehe Bleehplatte klebt und die letztere 
einer bleibenden Deformation unt~rwirft. Naeh Entlastung ~tellt sieh 
genau der analoge Spannungszustaadiein, wle in einem verfestigten, 
plastisehea Material. Man kSnnte zwar tragen, ob diese Ubereinstimmung 
nieht etwa zufalligen Charakter hat, es Iliegt bier abet wirklich mehr als 
eine oberflaehliche Analogie vor, dean die isotropen festen Kiirper bestehen 
in der Tat ans Kristallbrocken vom mittleren Schubelastizltatsmodul G 
und ans einer mehr oder weniger amorphen Fiillmasse, unser Geriist I I  
mit dem mittleren Sehubelastizitiitsmodul G 7. Von der friiher yon 
M. B r i l l o u i n  herriihrenden Doppelmediumtheorie unterseheidet sieh unser 
Modell also dadurch, dal~ wir seine zi~he Fliissigkeit durch einen elastischen 
Stoff ersetzen. Die Arbeit berechnen wir naeh Gleiehung (2b), spalten 
sie aber gleich in den deviatorischen und hydrostatischen Anteil. Wir 
erhalten 

2. A ~--- 2 G "  + 2 ~ { ( S  1 - -  S )  {~ (~1 - -  ~) 

-~ (S s - -  S) {~ (e~ - -  ~) -4- (Ss - -  S) (~ (~3 - -  e)}" (7 a) 

Setzen wir zur Abkiirzang 
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so erhalten wir nach Integration 

1 S z 
2. A : ~--~. {($1 - -  S') ~ Jr (S~ - -  S') 2 ~- (S'8 - -  S') ~} ~- 

+ 2 ~ {(s', - -  s ' ) .  ~ ~01 + (s;  - -  s ' ) .  ~ ~ ,  + (s ;  - s ' ) .  ~ ~ } .  (7 e) 

Der Deviator S ' i -  S' ist nieht konstant, mull abet der Plastizit~tts- 
bedingung (5) geniigen. Im allgemeinen hat das System also noch eine 
statische Unbestimmtheit in sieh, die dadurch bestimmt wird, dal] wir 

das Prinzip yore Minimum der (natiirlich elastisehen) Formanderungs- 
arbeit anwenden, wie wir dies in Anlehnung an H a a r  und v. K ~ r m ~ n  

friiher vorgesehlagen haben *. Dieses fiir die Statik der plastisehen 
Massen geradezu unentbehrliche Prinzip ist insbesondere yon mathe 

matischer Seite mil3verstanden worden. Auf die Ursachen, die dleses 
bedauerliche Millverstandnis veranlal]t haben, miissen wlr daher n~ther 

eingehen. 
Der mechanischen Bedeutung naeh besteht die am Volumenelement 

geleistete Arbeit aus: 

A ~ Elastische Energie des Geriistes I -f- Elastische Energie des Geriistes I I  
-4- Arbeit der Grenzspannungen von Gertist I an der Plastizitatsgrenze. 

Es ist nun klar, dull dieser letzte Betrag niehts mit der im Vohmen- 
element aufgespeickerten Energie zu tun hat. Bet der Anwendung des 

Prinzips yon C a s t i g l i a n o  daft also n u r  die e l a s t i s e h e  E n e r g i e  de r  
Ge r i i s t e  I und I I  in Rechnung gestellt werden, die Arbeit der Spannungen 
an der Plastizit~tsgrenze ist dabei gewisserma~en als zur Arbeit der 

iiulleren Kr~fte gehSrig aufzufassen. 
Es fragt sieh, hat die Anwendung des Prinzips yon C a s t i g l i a n o  

noch einen Sinn, wenn man zum ideal plastischen Ktirper 7 ~ 0 iibergeht ? 
Die Antwort darauf ist, dall die Anwendung des Prinzil~s yore Minimum 
der Formiinderungsarbeit immer dann einen Sinn hat, wenn 

1. ein Gleichgewichtszustand iiberhaupt eintritt und 
2. neben dem plastisehen noeh ein ideal elastisches Gebiet sieh aus- 

bilden kann. 

In diesem Falle wird namlieh die Deformation dureh die Spannungen 

bestimmt. Die Abgrenzung zwisehen elastischem und plastischem Gebiet 
stellt sich dam1 hierbei so ein, dall die gesamte elastische Energie ein 

* Vgl. A. Haar  und Th. v K~rm~n, GSttinger Nachrichten 1909, S. 204; 
H. t tenky,  ZS. f. angew. Math. u. Mech. 4, 323--334, 1924; A. Nadai,  Handb. d. 
Phys. Bd. VI, :Nr. 21, S. 470--471. 
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Extremum wird. Die Arbeit der Spannungen an der Plastizit~tsgrenze 
geht direkt in WKrme fiber und liefert den yon der Yerformungs- 
geschwindigkeit unabhangigen Arbeitsverlust, der sich bei Versuehen in 

unmittelbarer NKhe der Plastizit~tsgrenze stark bemerkbar maeht. 
3. D e r  Zug-  und D r u e k v e r s u c h  und der  B a u s c h i n g e r e f f e k t .  

Wi t  gehen zu einem Zugversuch an unserem Modell fiber. 

Wi t  erhalten fiir das e l a s t i s c h e  Gebiet, wenn wir die Achse des 
S~abes in die Richtung i = 3 ]egen und z / ~  1 setzen, fiir die Dehnungen 

~5 
r i b ! t i l l  

-1~OE 

J 
/ / i  

l f fndl~inge 7 

-o,5E 

-~oE 
Fig. I. Ideale Eiastizit~t br  Zug,  und Druckvcrsuch. 

t t e t E~ = ~ ,  fiir die Spannungen S~ = S~ = 0 und unter Bertieksiehtigung 

1 m + l  
des Wertes k = ,3 m -  2 naeh Gleiehung (3 a) 

, 1 , | 

2 (8  a)  

s '  ' ' ' z . ~  = E . S  3. 

Dies ist das Gesetz von H o o k e  in seiner verallgemeinerten Form, 
wie es fiir wenig zusammendriickbare Stoffe, wie z. B. Gummi, Yerwendung 
tinden kann. Fig. 1 zeigt auch die Spannungsdehnungsdiagramme, wenn 
die Volumenausdehnung nieht mehr gegen die Einheit vernachlassigt 
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werden daft. Die Bedeutung der Querkontraktionszfffer bleibt im ela- 
stischen Gebiet dieselbe wie in der elementaren Theorie. Naeh Eintritt 
der P l a s t i z i t a t  linden wir aus den Belastungsgleichungen (6c) und (6d) 

p 

und den Randbedingtmgen S~ = S' = 1 2 ~ $1 = S~ ---~ 0 and S' ~. S~; 
i $8 S ~ .  

S = K ( 2 e  l~-e~)  3~ = 2 ~ 1 - ~ ,  

S, = S +  S ' , - - S '  + 2  G7.cp,, 

S 3 = S + S ' ~ - - S ' - t - 2 ~ 7 . ~ r  

Als gegeben sehen wlr die Endspannungen S 3 und die Spannung an 
tier Plastizitiitsgrenze S'3 an. Die Dehnungen r werden dann: 

t S~ S' - -  S" - -  3 2 S~ o .  ( S b )  
r  3 '  2 G  7 ; ~ s = + ~ "  2 G  7 , 

,1 S S' / 1 1 ~ S~[ / 

1 1 1 \  S' / (8c) 
Ea 

Besonderes Interesse beansprucht die Berechnung der Energie, welche 
als Reibungsarbeit verloren geht. Naeh Formel (7c)erhalten wlr all- 
gemein ffir die Arbeit der Reibungskralte 

Av ~--- S { (S'~ - -  S') ~ r -~- (S~ -~" S') ~ ~p~ -J- (S'3 - -  S') r r }" (8 d) 

Es ist eine Eigentiimliehkeit der plastischen Deformation, dal~ bei 
ihr der Untersehied zwischen auJ]erer und innerer Arbeit in gewisser 
Beziehung seinen Sinn verliert. Dieser Umstand hat zu der unverdienten 
Niehtbeachtung, die man der berelts zitier~en, vor 20 Jahren verfaJ]ten 
Arbeit yon H a a r  und v. Ks163  entgegenbrachte, nieht wenlg bei- 
getragen. 

Die in der Fig. 2 schraffierten Teile geben eine ~bersicht fiber die 
Verteilung der Energie. Im vorliegenden Falle erhalt man 

1 
= = S ' .  (s~ s'~). A~ S.~. r 3 ~7"  3 - -  

In Fig. 2 ist vergleichsweise auch die gew(ihnliche Methode angegeben, 
die Dehnungen in Prozenten der ursprfinglichen Liinge zu messen. Man 
sieht, daft unser ]ogarithmisches Mal~ nichts als eine klelne Mal3anderung 
verlangt, die (lurch die grot}en Vorteile einer zu Anfangs- und End- 
zustand symmetrischen affininvarianten Messung der Dehnung gerecht- 
fertigt wird. 
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In der Fig. 2 ist noch die Kurve der auf den urspriinglichen Quer- 
sehnitt bezogenen Spannnngen dargestellt, wie sie yon den Priifungs- 

maschinen aufgezeiehnet wird. 
Besonders einfaeh, um nicht zu sagen trivial, lal]t sich m i t  unserem 

~Iodell der Bauschingereffekt erkl~ren. Denken wir uns einen Gummi- 
stab and einen ideal plastisehen Stab aneiaandergeklebt. Der Gummistab 

set Reprasentant des elastlsehen Gerfistes H. Dehnen wir erst fiber die 

1+4 

2000 1~.// 

1000 ~/~ 

- 2000 

-3000 

,-,"1" Sp~nnung 
bezog~u? duf 

~ d.Anf'~ngsfl~i~e 

i i J i i  t " "  I gl O,Z 0,3! l&=tn_ E nol/a)q.e 

- 1000 

E|astische Energie 
yon Geriist 1 

Zuriickbleibende elastische 
Energie bei Entlastung oder 

latente elastis~hr Energie 

Verlorene Reibungsarbeit 

Fig. 2. Der Zug, und Druckversuch im elasfisch,plastischen Gebiet. 

Plastizit~tsgrenze, entlasten und driicken den Stab zusammen, bis wir 
die Plastizltatsgrenze in der Druckriehtung erreichen, so wird diese 
(konstaate) Grenze natiirlich friiher erreicht, da der Gummistab nun be- 
lastend wirkt. Wegen des viel kleineren Sehubmoduls kann er ja nieht 
ira elastischen Gebiet die zu seiner vollen Entspannung niitige Deformation 
erreichen. Der Ver[estigungsbeiwert ~ kann also anf zwei Arten naeh- 
geprfiit werden, einmal durch den Arbeitsverlust, sodann durch den 
Bausehingereffekt. Freilich wird sich bet den Versuchen eiae andere 
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Erseheinung stSrend bemerkbar machen, die Relaxation, worunter wir die 
Absorption der e]astischen Energie des Geriistes II dureh die Warme- 
bewegung der Atome verstehen. Wit  scMiel]en iedoch fiir die aus 
Kristallen aufgebauten Stoffe die Energie des Geriistes I ausdrfieklich 
yon tier Relaxation aus, da dies mit der Erfahrung in Widerspruch stehen 
wiirde. Die Annahme einer Relaxation im ]~[axwellschen Sinn fiir die 
~esten Kiirper wurde bereits durch v. K s 1 6 3  als ein verbesserungs- 
bediirftiger Teil der Maxwellschen Auffassung angesehen und, wie wir 
sehen, lal]t sich die Verbesserung ganz ungezwungen anbringen. 

Z u s a m m e n f a s s u n g .  

Auf Grund eines absoluten Dehnnngsmal]es, das nicht auf unendlich 
kleine Versehiebungen beschriinkt ist, wird zunachst die Elastizitatstheorie 
erweitert. Der hierdurch entstehende ideal elastische KSrper hat fiir die 
Mechanik der Kontinua ebenso ~;rol~e Bedeutung wie der ideal starre 
K(irper. 

Das plastlsche Material wird als zusammengesetzt aufgefafit, der eine 
aus Kristallbrocken bestehende Tell hat die unter der Elastizltatsgrenze 
mel~baren Eigenschaften des Stoffes, der andere Bestandteil, die Ffillmasse 
zwischen den Kristallk(irnern, ist ideal elastisch, hat aber einen so kleinen 
Schubmodul, dal] das Dasein dieses Bestandteiles erst an der Plastizitats- 
grenze infolge der groi]en Gleitbeweg, unrgen der Krista]]e in Erseheinung tritt. 

Durch diese schematische Ber[tcksichtigung des kristallinen Aufbaues 
der festen Kiirper wird die Erklarung des Spannungsdehnungsdiagramms, 
so wie es wirklich ist, ermSglieht, sewie der Bauschingereifekt versti~ndlich 
gemacht. 

Die Bedenken gegen die Anwendung der Methode von H a a r  und 
v. Ks163  erkliiren sich aus der begrifflichen Schwierigkeit, die die Nicht- 
umkehrbarkeit des plastischen Deformationsvorgangs in das Problem 
hineintri~gt, bei entsprechender Vorsicht in der Anwendung ist jedoch 
gegen diese Methode, die fiir die Sta'iik der plastischen Massen unentbehrlich 
ist, sacMich nichts einzuwenden, um so mehr, als man in der Baustatik die 
ganz analoge Aufgabe, die Berechnung eines mehrfach statisch unbestimmten 
Systems bei Nachgeben fester Stiitzpunkte, ohne iiberfliissige Skrupel 
langs~ gelSst hat. 


