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Yorwort

Die vorliegende Schrift, der einfithrende Teil einer umfangreicheren, die 1943 in
den Réumen des Verlages vor der Ausgabe verbrannt ist, behandelt im wesent-
lichen bekannte Aufgaben, aber nach neueren Verfahren und Gesichtspunkten.
Sie soll dem Leser hauptsédchlich die praktische Anwendung der Tensorgeo-
metrie im Gebiet der Festigkeitslehre zeigen. Die vorgetragene Theorie der
Schalen und Platten lieSe sich auch ohne Tensorsymbolik darstellen; es war aber
gerade Absicht, den Leser mit Rechenverfahren dieser Art vertraut zu machen fiir
die wichtige Anwendung in der Grundlagenforschung der technischen Mechanik,
die in zwanglosen Verdffentlichungen folgen soll.

Der ungiinstige Umstand der Papierknappheit in den Jahren nach 1945 ver-
anlafite eine papiersparende Umschrift unter Anwendung des Schrigbruchstriches
auf Wunsch des Verlages*). Die Umschrift und sonstige Umarbeitung hat Herr
Dipl.-Ing. H. Pfannenmiiller in dankenswerter Weise iibernommen, denn ich hatte
wegen starker beruflicher Beanspruchung leider nicht die notige Zeit.

Dem Verlag fiihle ich mich fiir seine wohlwollende Einstellung und die groBe auf-
gewandte Miihe zu Dank verpflichtet. Ebenso danke ich den Leitern der Ma-
schinenfabrik Augsburg-Niirnberg, Werk Gustavsburg, fiir die wohlwollende
Forderung meiner Arbeit.

Gustavsburg, im Juli 1950. Heinrich Hencky.

*) Vgl. Nachbemerkung am Schlull des Buches.







. Der homogene Spannungs- und Verzerrungszustand
elastischer Kérper

Die Erfahrung hat gezeigt, dal der Ingenieur und technische Physiker sich
hiufig seinen mathematischen Apparat selbst entwickeln muBl, wenn er seinen
Aufgaben gerecht werden will. Damit soll das Verdienst des Mathematikers
an dem Ausbau unserer Wissenschaft keineswegs herabgesetzt werden, im Gegen-
teil veranlaBt uns gerade die Schitzung seiner Tatigkeit dazu, keine unméglichen
Forderungen an ihn zu stellen.

In der Wissenschaft, mit deren Grundlagen wir uns hier beschéftigen, der Festig-
keitslehre und angewandten Mechanik, handelt es sich vor allem um die Ver-
schiebung zusammenhi#ngender materieller Elemente und um das Gleichgewicht
zwischen Lasten, Massen und elastischen Widerstinden. Die analytische Geo-
metrie als geeignetes Mittel zur Beschreibung der Verformungen spielt daher
eine ausschlaggebende Rolle in unseren Problemen. Wir wollen diese Probleme
nach dem Muster der Lagrangeschen Methode in der Dynamik in Angriff nehmen
und l6sen, denn diese Methode zeigt das Zusammenwirken von Geometrie und
Mechanik in denkbar einfachster Weise. Was bei der Methode von Lagrange
die Variation der Differenz von kinetischer und potentieller Energie, das ist in
der Festigkeitslehre das Variationsintegral der Form&nderungsenergie, und die
Freiheitsgrade in der Dynamik entsprechen bei uns den Funktionen, von denen
die Verschiebungen abhingen. Auch fiir die kinematischen Nebenbedingungen
und ihre Beriicksichtigung bei Lagrange kann man in unseren Problemen Ent-
gprechungen finden.

Wenn wir zuniichst die analytische Geometrie in einer unseren Zwecken ent-
sprechenden Weise einfithren, so geschieht dies nicht, um bekannte Sachen
unnotig verwickelt darzustellen, sondern gerade im Gegenteil, weil man nur
durch Einfithrung der Tensorgeometrie imstande sein wird, die Mechanik der
vorgespannten Korper in klarer und versténdlicher Sprache zu behandeln. Die
vorgetragene Theorie der Schalen und Platten lieBe sich gewill auch ohne Tensor-
symbolik darstellen, der Leser wiirde aber dann bei anderen Problemen nicht die
notige Vertrautheit mit der Rechenmethode besitzen.

A. KINEMATIK

1. GEOMETRISCHE GRUNDBEGRIFFE

Wir beginnen mit dem homogenen Spannungs- und Verzerrungszustand. Das
Koordinatensystem ist ein kartesisches, und eine Parallelverschiebung #ndert




8 I. Homogener Zustand — A. Kinematik

nichts an den Spannungs- und Verzerrungszustinden. Haben wir nun irgendein =

reales Objekt, z. B. eine Ellipse, so wird es Eigensch
in den Koordinaten ausdriicken lassen, aber in allen Systemen den gleichen Wert
haben, So wird z. B. die Exzentrizitat einer Ellipse immer den gleichen Wert
haben miissen. Es fragt sich: ist es nicht mdglich, durch ei
Schreibweise eine solche vom Koordinatensystem unabhingige
zu machen ? Es ist nun tatsichlich mdglich, eine solche Schreibweise 9inzuﬁ'1hrel'li
wenn man in den Koordinaten z, ¥, z die Indizesmethode anwendet, d. h. mit
Koordinaten z,, x,, z,, allgemein: z; rechnet. Der Grundbuchstabe bedeutet
immer die geometrische GroBe, und der Index die Nummer der Komponente.
Der praktische Sinn wehrt sich zunichst dagegen, 3
statt mit einfachen Buchstaben, weil man dabel leichter Fehler machen kann.
Wir empfehlen ja aber die Indexmethode nur fiir allgemeine Unwmuchmgﬂn-
Wir werden sogleich an Hand von Beispielen zeigen, wie einfach sich auf diese
Weise die vom speziellen System unabhingigen Elemente darstellen lassen.
Wenn wir nun fiir einen Vektor seine 3 Komponenten angeben, 80 schreiben
Wir einen unbestimmten Index. Eine Richtung im Raume ist z. B. durch die
3 Richtungskosinusse m,, m,, my gegeben. Wir schreiben das m, (i =1, 2, 3).
Wenn die Summe der Quadrate der 3 Komponenten der Einheit gleich ist, 80
nennen wir den Vektor einen Eirheitsvekior. Wir konnen nun eine zweite Rich-
tung angeben, n,, und nach dem Winkel zwischen diesen beiden Richt
fragen. Dieser Winkel ist von dem gewiihlten Koordinatensystem ganz unab-
hiingig und wird durch das sog. skalare Produkt der beiden Vektoren my und ng
angegeben: :
cos =mln1+m3n2+m3n3=2m‘n‘=m,-n‘.
Mfln hat frijher bei Formeln, in denen iiber 3 Indizes summiert wird, ein Summen-
zeichen geschrieben, man merkt aber bald, besonders wenn es sich um Summa-
tionen iiber mehrere Indizes handelt, daB das Aus-
schreiben der Summenzeichen vollstédndig und ohne
Gefahr fiir das Verstindnis weggelassen werden
kann, wenn man sich ein fiir allemal merkt, daB
8 3 ein sich wiederholender Index eine solche Sum-
b mation bedeutet. Der sich wiederholende Index hat
i/ % /7  gozusagen seine Individualitat verloren. Wir wer-
S ] den von dieser Erleichterut'lg auch dann immer Ge-
i v _h!'au(fh n}ac:h.en, wenn wir uns kartesischer Ko-
Dot edienen. Um gleich ein wichtiges Beispiel anzufiihren:
: efwinklige Grundsystem hat als Element ds, wobei
ds* = dz} + da} + dz} + 2dz, dz, cosx + 2dzydz, cosf + 2dz, dz, cosy =
=311dﬁ+gmd$§+gaadx§+ :
TR R
x = Bk UX; UXg. (1)

3

aften geben, welche gich zwar S

ne zweckmiBige ;
GroBe kenntlich

mit Indizes zu rechnen an- ¢

ungen i




1. Geometrische Grundbegriffe ‘ 9

Die durch 6 Bestimmungsstiicke gegebene GroBe g;; heiBt der meiriscke Funda-
mentaltensor. Im speziellen Fall eines kartesischen Systems mit rechten Winkeln
wird

g =B =E8n=1

g1z = Bog = 8 = 0.
Wir rechnen meist in fiktiver Weise mit dem Symbol g;, meinen dabei aber
immer den soeben definierten Einheitstensor. Zur Veranschaulichung der Tensor-
schreibweise wollen wir einige Anwendungen auf die analytische Geometrie ein-
schalten, die uns iiberdies bei unseren mechanischen Problemen von Nutzen sein
werden. Die Gleichung der Ebene ist bekanntlich:
A,z + Ay 2, + Ag 73 = A2 oder in der gekiirzten Schreibweise:

A‘- X‘ = Azn

Diese Gleichung besagt, daB die Projektionen aller Punkte der Ebene auf das
vom Nullpunkt des Systems auf die Ebene gefillte Lot alle in den FuBpunkt
des Lotes fallen miissen. Die Form der Gleichung 1aBt sich stets so wéhlen, daB

A=A+ A3+ 45
Dividieren wir beide Seiten der Ebenengleichung mit A und setzen fiir die Rich-
tungskosinusse des Lotes: A4;/4 = a,, so wird

a; x; = A, ein Resultat, das wir soeben mit Worten umschrieben haben. Die
Gleichung der Mittelpunktsfliche zweiten Grades lautet
@y 22+ Gpp 22 + @33 75 + 2015 % Ty + 2 8p3 Ty Ty + 205 Ty Ty = a® oder
A Xy Xy = ﬂvg. I (2)
100
Setzt man an Stelle von a;, den Einheitstensor g;z = ({0 1 0|}, so wird
01

=]

Bik Xy X = X Xp = 7 + @ + 25 = a?,

d. h. die Mittelpunktsfliche geht in eine Kugel iiber. Der Einheitstensor?) tritt
dabei als Substitutionsoperator fiir die Indizes auf:

Zix X¢ = G1x Ty + ok Lo + o T3 = X (K =1, 2, 3).

In den Lehrbiichern der analytischen Geometrie wird gezeigt, daB die GroBe a;,

in der Gleichung der Fliche zweiter Ordnung sich beim Ubergang zu einem andern
Koordinatensystem so transformiert, wie die Produkte der Komponenten zweier
Vektoren. Da wir in der Mechanik fortwihrend mit solchen Grdfen zu tun
haben, wollen wir unsere Betrachtungen der Mittelpunktsflichen zweiten Grades
weiterfithren. Jeder Ingenieur erinnert sich aus seiner Studienzeit an das haufige
Vorkommen der Ellipse (z. B. Trigheitsellipse, Spannungsellipse usw.). Beim

1) Vgl. E. Madelung, Die mathematischen Hilfsmittel des Physikers. 3. Aufl., 1936,
S.132 u. f,

;o Ayl A
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_ 10 I. Homogener Zustand — A. Kinematik: : -. 8
rst klar, daB es sich dabei stets S
daB man nur die Mittelpunkts- =

Studium der analytischen Geometrie wird ihm e
um gleichartige geometrische GroBen handelt, so
flichen zweiten Grades kennen mu8, um alles notwendige
nische Groflen — wie Spannungen und Trigheitsmomen _
Es gilt: e

@y %2 G13

Matrix der Zahlen a;; = || @21 922 %23

a3y @32 %33
Um vektorielle Bezichungen zu bekommen, differenzieren wir die Gleichung (2)
total und erhalten: |

{iber derartige mecha-
te — zu wissen.

aiﬁ:' dxi‘xk—}" a‘-k' X,-‘dxt :O.
Dies ist aber eine Summe aus zwei gleichen Gliedern, denn el s
summiert, wird, kann nach dem bereits Gesagten mit einem Deliebigen Buch- -
staben bezeichnet werden, wenn die Indizes durch die neuen Buchstaben

gleicher Weise zusammengezeichnet werden wie durch die alten. Die Gleichung 28
sagt also

n Index, iiber den .

a; x; dx, = 0.
Hier erscheint der Vektor dx;, der in der Tangentialfliche an die Fliche zweiten
Grades liegt, skalar multipliziert mit einem anderen Vektor a,; x; und das Produld_;' :
verschwindet, d. h. die beiden Vektoren stehen senkrecht aufeinander (Tangente.
und Normale). Dabei fallt im allgemeinen der Vektor a; X; nicht in die Richtung

von x, (i = 1, 2, 3). Dieser Vektor hat nimlich ausgeschrieben die Komponenten * =

;T + Qg Ty "|— Qg5 Ty (k = 1., 2, 3),

o man erkennt ohne weiteres, dag durch dieses Bildungsgesetz die Richtung. , A
des Vektors im allgemeinen veréndert wird; von der GroBe ist dies ja selbst~ ==

verstiindlich.

Nun kann die gleiche GroBe bei gleicher Richtung stets durch einen allgemeinen &

Multiplikator 2 erzwungen werden. Die Bedingung gleicher Richtung ist dann
offenbar ,

x Xy = A - g,1. X;, wofiir man auch schreiben kann e
(éik — A ga) x; = 0. @)

iEB;ne. G.riiBe x; durch eine Verkniipfung mit dem Einheitstensor g;; darzustellen,
e ; In immer wiederkehrender Kunstgriff, so daB der Leser gut tut, sich damit
mit der Bedeutung dieses Kunstgriffes ein fiir allemal vertraut zu machen.

D : o - S 3
- Das System der Gleichungen (3) ist ein homogenes. Die Determinante muB

d . :
d::‘%'lv_erﬂchmnden. Es liefert dann 3 Werte von 4, néimlich 4,, 4, und 5, wobei
eichung (3) ausgeschrieben die Form annimmt: '

(au-—_‘l] xl + a21 xz + a:". xa = 0
g Ty + (290 —A) 23 + @ 23 = 0
(1g Ty + Agg Ty + (253 —4) 73 = 0.




2. Die infinitesimale Drehung 1
Die Determinante des Gleichungssystems (3) lautet ausgerechnet:

A2 — 2 (q
2 2 2
(@31 + @3y + ge) + 2 (a3 a0 + ‘;11‘133"‘ (g Ggy — B3p — Ggg — Gg1) —
— 2 2 S
(2 ay5 Ayy agy — @4y Ayg — Gy Gyg — 33 @12 + @y O O33) = 0.

:[ ;flr ,Smd die BEiwertt? der Potenzen von A vom Koordinatensystem ganz unab-

alsogl 1?1; I‘;a“ neﬂr{t c?lese Grﬁl?nen Skalare oder Invarianten. Offenbar kann es

Grund ‘ unabha?glge Invarianten eines Tensors zweiten Grades geben. A:uf

T . InfilzeSPegeln lassen sich sogleich 3 verschiedene unabhéngige
ypen von Invarianten hinschreiben:

Jy=a,; Jp=agan Jp = ik Qe Qe

Damit kann man die obige Gleichung fiir 4 in folgender Form schreiben:
& . A 1 ]
1'.3—.1'.-]14—5(]%—]11)“(éjﬁ’f“‘g'}m'f"z]n):0' (4)
I

Hat man hier die Beziehung a;; = J; =0, so0 vereinfacht sich die Gleichung
erheblich und wird
23— AT 2 — T3 =0-

Einen Tensor mit J; = 0 nennt man einen Deviator.

Jeder Tensor kann in einen Deviator und in einen Kugeltensor zerlegt werden,
der gleiche Normalkomponenten und verschwindende gemischte Komponenten
b?ﬂitzt. Wichtige Tensoren, aus rein geometrischen Elementen gebildet, sind
d.le Trégheitsmomente. Wir gehen aber auf diese Zusammenhénge nicht weiter
ein.

Wir wenden uns einem wichtigen Gebrauch der Tensorschreib
zur Darstellung der infinitesimalen Drehung.

weise zu, niamlich

2. DIE INFINITESIMALE DREHUNG

Wir lassen die Drehungsachse durch den Ursprung gehen. Der Vektor der in-
finitesimalen Drehung Aw; habe den absoluten Betrag Aw und mége in dem
beliebig gegebenen Punkte P (x;) eine Verschiebung um ein Kreisbogenelement
4 a hervorbringen. Um uniibersichtliche Néherungen aus der Rechnung fern-
zuhalten, ist im folgenden statt der Bewegung auf einem Kreis zuniichst eine
auf einem Tangentenpolygon als Niherung angenommen, so, dafB A a durch ein
in P beriihrendes Tangentenelement A u; gleicher 3

Linge ersetzt erscheint, und mit 4@ — 0 beide £
Bewegungen identisch werden. Vom FuBpunkte Q 3 / 5
des Lotes auf die Drehachse bis zum Punkt 0 g i
haben wir dann /

UQ¢=(x;+ Aw,;/Aw)® und patiirlich 0 7% = g X; Xy, :
in der Form der Kugelgleichung. Der Weg des

Punktes P ist absolut gemessen £¢+ 4w und A —




12 I. Homogener Zustand — A. Kinematik

PQ A0 = U do? —CQF Ao =
=40 gy x x— (5, o) = 2
= (do? + doi + Awd) (27 + 73 + T5) —
_(xldwl'{—%‘dwﬂ'{‘xadwa)g: A=
= (23 dwy — 7y A 0y)* + (7 Aw,— x5 Awy)* + (2,4 0y — %14 @2
= Au? 4+ Au + Aul. .
i ktor AU;
Andererseits wissen wir auch, daff der gesuchte Ve.rsclrnebungsve
recht zu 077 und OQ stehen mufl. Es muB also sein
Aw, Au; =0 und x; Au; = 0. o
- : i onen
Aus diesen beiden Gleichungen folgt ohne weiteres, daB die Komp

die Form haben miissen
Au, = A(rg dwy— T Awy)
Ay = 4 (x Aw3—-~"33A‘91)
Aug = A (%, Aw, — A w,)-

ir die
i ier hatteﬂ wir )
Durch Vergleich der Resultate folgt, dal 4 = 1 sein muB. Hie - iblich

. hani
; 3 : ; iichern der Mec
Drehung als Vektor eingefiihrt, wic es in den Lehrbiich citstheori

. : . Z]astizi ] -
ist. Wenn man mit rdumlichen Problemen der L-IBSt;'{ mtransformatio? auf
ist es aber viel zweckmiBiger, die Drehung als emne Biau
zufassen. )
Wenn wir schreiben (
A l.l,- = x,l'.: A wki
und noch die Festsetzung machen
Aw{k +Awk£ :O’

also auch .

Awy = Aoy = A0z =" Formeln, We2*

. orm 1
: e cleiteten

5o kommen wir zu den eben fiir du,, 4us, Aug abg (58)

Awg = Aw,y; Aw, = Awg; A wys :

. . ﬁmlich
gesetzt wird. _ — e
Infolge zufilliger Eigenschaften des dreidimenflona]:?k?m und als antisym™
moglich, die infinitesimale Drehung als einen axialen Ve
trischen Tensor aufzufassen.

ng kar® Bt
Die Transformation des Raumes infolge einer infinit

esimalen Drehv

: (5b)
schrieben werden
X; = X (&8 + A i), e g ein®
B it Man beactt™ .
wobei x; — x, die infinitesimale Anderung von x,-" 12:;-“* Die Gummatl _I.l---i
Vertauschung der Indizes in 4 w;; das Vorzeichen andert: dex wiirde A=

i . § 3 veif_,eﬂ In
iiber den ersten Index; eine Summation iiber den z¥

bedeuten,
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3. Die Verzerrung

3. DIE VERZERRUNG
Wenn wir schreiben

(6)

Wobei A, eine lincare Funktion der Koordinaten sein mdge, so haben wir eine
Transformation des Raumes vor uns, bei der zwar eine Drehung wie in Gleichung
i5h) beteiligt sein kann, die aber im allgemeinen von einer Verzerrung der Léngen
und der Winkel zwischen zwei Linien begleitet ist. '

x; = x; + duy,

Das Mittel zum Herausholen der Verzerrung aus der Gleichung (6) ist die Diffe-

rentiation,

D.umh Differentiation eines Skalars erhalten wir 3 Komponenten, die sich auf
®in anderes Koordinatensystem wie die Richtungskosinusse einer Strecke trans-
formieren. So erhilt man Gradienten, z. B. den Druckgradienten, den Temperatur-
gradienten usw. Wine Differentiation kann man daber auch auffassen als eine
Mult‘ipﬁkation mit einem symbolischen Vektor von der Form 9,;1). Ganz all-
emein entsteht also durch Differenzieren nach den Koordinaten eine Grolle,
deren Grad um cine Einheit hoher ist. Zunichst gelten diese einfachen Reg?m
allerdings nur fiir Koordinatensysteme mit konstantem ik sie lassen aber eine
Vemllgen‘neinerung zu, mit der wir uns indessen nicht beschifti
Das wesentliche Merkmal einer von einer Verdrehung verschiedenen Verzerrung
besteht darin, daB der Abstand zweier Punkte vor und nach der V_erzerru.ng
verschieden ist. Bezeichnen wir den transformierten Abstand mit d2, so wird

gen werden.

d 72 — da? = (dX, dX;, — dx; dXg) Biw

Da es sich um eine infinitesimale Transformation handeln soll, wird

472 — de? = (dd + da) (dz—da) > 2d=2 (dz — da)
en einzelnen Naherungs-
den waagrechten Strich

hieden.

mit infinitesimaler Niherung; die Ergebnisse aus d
schritten seien hier und im folgenden nur durch

gekennzeichnet, also nicht weiter voneinander untersc
Nun erhalten wir aus (6) durch Differentiation ey
—% = Ziks

dx; = @y x; + 3, Av;) dx, = (g + O Au,) dx;, denn 0x X =7 Xy

Wie man sich leicht aus dem Sinn dieser Differentiationsvorschnft iiberzeugt.

Em‘spl‘echend erhalten wir weiter:

gik dik: (gfk B; Xy "[" i bl A uk} Xm
dx; = gq dxg, 80 wird
4 9, 4uy) dx; — &ix 8i1 dx; dx;)

= (g + 0; Av;) 9%y,

und da gesetzt werden darf dx; = 8u

2dz (da — dz) = ((gix + 2 4 w) dxz (8a
2dz (dz — do) = (ga 0 AW T 8ix 3, Au;) dx, dxe

e e S

: t —
1} 9, neuere Schreibweise statt E%—; entsprechend allgemein Z. B. d 4 statt <7
i

d, d P
= 0y statt AT

T T T
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oder, wenn man links und rechts durch 2 da? teilt und die Richtungskosinyg

i se
m; = dz,;/dz einfiibrt,

(4% — da)/dz = (1/2) s Au, + 3, Au,) my m,

(7)

Der Tensor:
_A er1 = (1/2) (bk A“; "|‘ b; A uk)

miBt die Dehnung der Abstinde mit der urspriinglichen Richtung m
man ihn mit dem Produkte der Richtungskosinusse iberschiebt,
Gleichung (7) anzeigt. :
Multiplikationen mit Summation iiber einen oder mehrere Indizes nennt, s 4
in der Tensorrechnung Uberschiebungen. gk [

iy Wenn
wie dies die

{
|
[
(Ta)
1
|
1

Die Uberschiebung mit dem Einheitstensor gibt die erste, und zwarp linearé- oeodl
Invariante des Deformationstensors ; = |

gudep=A4¢; + depy + Adeyy=Ae. : *

Fiir eine infinitesimale Verzerrung hat diese Invariante die Bedeutung einer |
Anderung des Volumens, d V, nimlich A e — (dV —dV)/dV. Wie beim Spait
nungstensor, kann man auch 4 e;; in einen Kugeltensor-und in einen Deviatie
zerlegen, man kann namlich schreiben ‘

A eik == (1/3) A é- g;k + A Ori-k. {7b)

Der erste Teil gibt die Verdnderung des Volumens, der zweite Teil stellt eine Vore A
zerrung dar, welche frei von Volumenénderung ist, so daB also

gindey=0.

Diese Zerlegung spielt eine Rolle in der Formulierung des Elastizititsgesetzes
und der Plastizitétsbedingung.

Zusammenfassend bemerken wir, daBl der antisymmetrische Teil dep Trans
formation in der Form geschrieben wird '

Aoy = (1/2) @ Au,— 3, Auy), Ba)
wihrend der symmetrische Teil sich mit i statt ! in der Form darstellt |
Aey = (1/2) (0 du; + 9, Au;) (8b) .

Die Transformationsmatrix ergibt sich durch Addition zu

Ay el B =B A (80)

Die Transformation der Koordinaten des Raumes kann also in der fol

2 genden:
Form geschrieben werden s

.}-C‘ = X; (gk:‘ + A Wy, + A eh). : (9)

Man hat aber beim Rechnen immer zu beachten, daB eine Vertauschung der
Indizes in 4 wy; auch das Vorzeichen #indert.
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Der Leser, der eine maglichst konkrete und elementare Darstellung der Tensor-
rechnung wiinscht, sei auf das Buch von H. Rothe!) hingewiesen.

Bevor wir die geometrischen Anwendungen abschlieBen, ist es geboten, noch
eine wichtige Aufgabe zu behandeln.

Die Anderung des Winkels zwischen zwei Richtungen. Gegeben seien durch die
Einheitsvektoren m, und n, zwei von einem Punkt ausgehende Richtungen.
Wir unterwerfen den Raum einer infinitesimalen Verformung und fragen nach
der Anderung des Winkels ¥ zwischen den beiden Richtungen

cosy =m;-n; und cos(y+ dy)—cosy =m;" n,/(m - n) —m; - n,
Mit 7 und 7 bezeichnen wir die Léngen der verformten Einheitsvektoren. Durch
die Verformung erleidet ein Einheitsvektor eine Anderung der Linge und ver-

liert damit die Eigenschaft, Einheitsvektor zu sein. Nach Vereinfachung der
linken Seite der Gleichung erhalten wir

— Ay siny = (m, n;/(m+ n)—m;- n).

Wir bedienen uns nun der Formel (9) und behandeln m, und n, als Vektoren:

m, -0, = my (g + dww + Adeg)n (g + Aoy + 4 &y) =

(m; + my Aoy, + my 4 ey,) (n; + 0y deoy; + n, 4 ey)
Ei'ﬁ:=msns+mkni-ﬂwks+mknidefcs+minzdwu +m;n; 4 ey ?)
=m;n; + 2m;n; 4 e

Zur Feststellung der neuen Léngen der Einheitsvektoren m, und n; verwenden
wir am besten Gleichung (7), mit ¢ statt I:

Fa=m(1+mkm,—ﬂeks)=1+mkmcﬂ €

n=mn (1+nknideki)=1+nknfd ekf
mn = (1 4+ mgm; + n;n;) 4 ey).

Diese Resultate, eingesetzt in die Gleichung fiir y, liefern uns nach einiger Um-
formung die Beziehung :

— Ay - (1/siny) [2m; n; 4 ey, — cosy ((my m; 40z ;) A4 el (10)

und wenn y = 90°:
A Y = -—2111,, R‘A €4 3 (10&)

Dieses Resultat zeigt die geometrische Bedeutung der Komponenten des De-
formationstensors. In den é&lteren Darstellungen der Theorie der Elastizitit
hat man leider eine Inkonsequenz eingefiihrt, indem man sich bei der Definition
der Schiebung zwar der Gleichung (10a) als Definitionsgleichung bediente, dabei
aber den Faktor 2 weglieB. Wir wiirden empfehlen, diese Storung der raumlichen
Symmetrie, die gar keine praktischen Vorteile mit sich bringt, zu beseitigen
und den halben Schubwinkel als Definition der Schiebung einzufiihren.

1) Einfiihrung in die Tensorrechnung von H. Rothe. Verlag von L. W. Seidel & Sohn,

Wien 1924.
2) myn; dag+ mng doy=mn; (Ao +dwg) =0, da doy+ dog=0.
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B. STATIK

1. KRAFTE UND VEKTOREN. PRINZIP DER VIRTUELLEN ARBEjT
Da die Geschwindigkeit als Quotient einer infinitesimalen Verschieh
der sehr kleinen Zeit dieser Verschiebung aufgefalit werden muyug
ein Vektor. Die Zeit ist in der technischen Mechanik eine skalare
an dem Tensorcharakter durch Differentiation nichts gesindert

i ung und
» 18t 8ie ayep
Gl'(.jBe' 80 daB
wird. Nach der

dynamischen Grundgleichung haben wir mit v; als Geschwindigkeit ;
me 20 p
d¢ $ (1)
d. h. die Kraft ist proportional der Anderung der Geschwindigkeit, womjt di
Kraft ebenfalls als Vektor definiert ist!). 18

Wenn auf einen Korper Krifte wirken und ihre Angriffspunkte virtuelle Vex_-
schiebungen Au; erleiden, so muB im Falle des Gleichgewichts die Vil‘tuell;
Arbeit

EP‘AUI-=0

sein. Aus dieser virtuellen Arbeitsgleichung 148t sich die ganze Statik ableiten
Wir wollen hier zur Veranschaulichung dieser Zusammenhiinge das Gleic}lgewicht-,
eines in einem Punkt drehbar gelagerten starren Korpers ableiten; die Vear-
schiebung eines Massenpunktes ist zu trivial, um als Anwendung der Tensop.
rechnung zu dienen. Das Ergebnis ist natiirlich, daB die Summe der Kraft.
komponenten in jeder der 3 Koordinatenrichtungen verschwinden muf.

Bei der Drehung eines starren Korpers, die durch die Transfnrmagiollsmatrix
Aw,, gegeben sei, erhalten wir fiir die Verschiebung eines beliebigen Punkteg
mit den Koordinaten r;:

AT‘ = rkdwk"-

(2)

Das Verschwinden der virtuellen Arbeit driickt sich aus durch
2P Ar,=2P; rdw, = 0.

Das ist aber nichts anhderes als die Uberschiebung des Tensors P; r, mit de;n

antisymmetrischen Tensor A wy;. :

Auch den Tensor P; r, kann man in einen symmetrischen und einen antisymme-
trischen Teil zerlegen. Die Uberschiebung eines symmetrischen Tensors mit

einem antisymmetrischen verschwindet, es bleibt also nur der antisymmetrische
Teil iibrig, der die Form hat?) :

Z(Pir,—P, r;).

Da die Komponenten der Rotationsmatrix fiir alle Punkte des Kérpers gleich -

sind, kann man die Gleichgewichtsbedingung schreiben
A (J']k‘ (.\.: (P( I‘k S Pl‘ ri)) S— 0,

1) Grundziige der Tensorrechnung in analytischer Darstellung von Duschek und H

rainer, Teil T und 11, 1948 und 1950, Wien, Springer-Verlag. ' ‘ '

) Pyre = (1/2) (Pyrp + Pyry) + (1/2) (Pyrpy— Pyry).
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Es folgt also, da die Aw,; ganz willkiirlich waren,
(fiir i, k =1, 2, 3), d. h. die Momentensumme um jede der 3 Achsen muB ver-

gchwinden.

2, DIE SPANNUNGEN

Die Unzulinglichkeit der klassischen Vektorrechnung wird aber erst fiihlbar,
wenn man den Spannungsbegriff einfiihren muB. Man erkennt dann sehr bald,
daB es eine ,koordinatenfreie” Darstellung nicht geben kann. '

Unter Spannung verstehen wir eine Kraft, bezogen auf die Einheit des Flichen-
teils, auf welchen sie wirkt. In Bild 3 haben wir alle Spannungskomponenten
eingetragen, welche sich an der Oberfliache eines rechtwinkligen Parallelepipeds
anbringen lassen. Da o4 = oy, sein muB, so hat man 6 verschiedene Kompo-
nenten, wie sie ein symmetrischer Tensor erfordert. Um den Tensorcharakter
zu erkennen, muB allerdings noch gezeigt werden, daB die GriBe o;; Invarianten
oder Vektoren durch Uberschieben mit Richtungskosinussen bildet. Zu diesem

Zwecke behandeln wir die folgende Aufgabe:
Gegeben seien die 6 Komponenten o, wir suchen die Spannungsresultante zu

einer Fliche mit der Normalen n,. -

3
Oy

i

)41; f;

0z,
! 40y
i
T

-4

A

Bild 3. Eild 4.

Mit F als Fliche des Schnittdreiecks (s. Bild 4) und o; als Komponenten der
zugehorigen Spannungsresultanten haben wir fiir die drei Gleichgewichtsbedin-

gungen in den Achsenrichtungen 1, 2, 3
0,F = F (04 0y + 0ig g + 053 y) =Frog 0

oder einfach
Oy = Oy Dy, (4)

woraus sich die 3 Komponenten o,, 0,, 0, ergeben.
Die Normalkomponente ergibt sich zu

(ai)u = Op I; Dy

2 Hencky, Festigkeltslehre
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Durch diese Formeln ist die Tensoreigenschaft bewiesen. Die Spa“nuﬂgSkompo_
nenten transformieren sich bei Drehungen des Koordinatensystems wie die P
dukte von Richtungskosinussen.

Geben wir die Richtungskosinusse in Form einer sog. Matrix A, also:

% % Ta
!

2’ | An Ap A
2

Ty Agy Ayy  Apg

!
g Ay, Agg Agg

s0 kann die Transformation des ungestrichenen aul das gestrichene Syste

dureh Uberschieben mit den Richtungsvektoren vorgenommen werden AT

Richtungsvektoren konnen sowohl die Zeilen wie die Kolonnen der I\rfatriB
X

dienen.
Uik = Aim : Ak‘n * Opne

()

3. ELEMENTARE BETRACHTUNG UBER DAS ELASTIZITATSGESETZ

Es seien:

dz,, dz,, dz, die Abmessungen des Elements vor der Belastung,

dx,, dz,, dz, die Abmessungen nach dem Eintritt des Gleichgewichtes unte
r

Belastung,
gy, Oy, O3 die Hauptspannungen im Endzustand,
£, &3y & die Hauptdehnungen

fiir den speziellen Fall des Zusammenfallens der Achsen. Fiir die Dehnunge
n

gilt dann?):
¢, = In (dz,/dz,) und

3 - gg=1In a= Y~
&1+ &2 + ¢ AT, Ty uTg 1 dV
Wir setzen: g = (&, + & + £)/3 und

o = (0, + 05 1+ 03)/3

vud denken uns in folgende beiden Systeme zerlegt :

System I System 11
& — &) Eg—E; E3— € B} £ €

Wir definieren nun:
Energie im System I auf die Volumeneinheit :

G (e — 8 + (e — &) + (e — €)2);
Energie im System II auf die Volumeneinheit :

‘ (9/2) K &%;
1) Vgl. z. B. Hiitte, des Ingenieurs Taschenbuch.

PREE———

SO |
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Totale Energie auf die Volumeneinheit:
A =G ((eg—)* + (g5 — )% + (55— £)3) + (9/2) K &2
Als Variation ergibt sich:
0A =2G ((6,—¢)0(e;—¢) + (e,— &) 0 (e—e) + (e3—€) 0 (e5—¢)) -9 Kede.
Fiir die Arbeit der Spannungen gilt aber auch
dV - 04 = 0, dz, dz; 6 dz, + o, dz, dZ,; 6 4, + o, dz, dz, & dz,

oder:
= = g 0dx
(1 ? - a;'l —r ] d.‘I:l d:ﬂz f_'.:L'3 (01 (_1511 .- ") d
dz,d2,d%
0A = 1(1—‘2(3‘ (01081 + 020 €2 + 030 £3).

Das kann man formell auch so schreiben:
84 = (dV/dV) ((6,—0) 6 (5, — &) + (0, —0) & (£, — &) +
+ (03—0) (53— ) + 3¢ 0).
Die beiden Ausdriicke fiir 64 miissen nun identisch sein; da die Variationen be-

liebig sind, folgt - :
(0y—0a)dV/[dV = 2G (g, — &) (6a)

(6 —0)dV/dV =26 (g, —¢) (6b)
(03— o) dV/di = 26 (g, — &) ~ (6o)
9 Ke =3cdV/dV. (7)

Statt (7) kann man auch schreiben
cdV/dV = K In (dV/dV)
oder naherungsweise fiir geniigend kleine Volumeninderungen

GdV/dV:Kln(i—{—e)—}K e.

C. ANWENDUNG DER VOM BEZUGSSYSTEM
UNABHANGIGEN GROSSEN

1. INVARIANTEN DER SPANNUNG

Der Umstand, daB die meisten festen Kérper, wie Glas, GuBeisen, Stahl usw.
unter den praktisch zuldssigen Spannungszustéinden sich nur #uBerst wenig
verformen lassen (sind doch die Dehnungen dabei von der GroBenordnung 10-2),
macht es iiberhaupt erst moglich, daB die Frage nach den Grenzspannungs-
zustinden auf Grund eines Studiums der Spannungsverhiltnisse allein einen
Sinn hat. Es ist ja klar, dal} ein jedes Material, das einer endlichen Verformung
unterworfen wird, sich in den verschiedenen Richtungen schlieBlich nicht mehr
gleichartig verhalten kann, selbst wenn es dies fiir sehr kleine Verformungen tut.

2-
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Natiirlich machen wir hier die Annahme, daB der Korper und seine Oberfliche

gich vollkommen gleichartig nach allen Richtungen verhalten solle, solange -

die Verformungen sehr klein bleiben. Wir wissen zwar, daB jedenfalls ein Untep.
sohied zwischen der Oberfliche und dem Inneren besteht, aber die Systematik
der Forschung verlangt, da wir zunéchst von der einfachsten Annahme ausgehen
Da die Spannung jedenfalls die Ursache aller Verdnderungen in den featex;
Kérpern ist, z. B. auch der Forminderung, ist es logisch, das Kriterium des
Bruches nur durch Betrachtung der Spannungen zu suchen. Denn, wie gesagt,
die vor dem Bruch eintretenden Formiinderungen, die ja an und fiir sich Span: :
nungsinderungen hervorbringen, gind so klein bei den technisch wichtigen
Stoffen, daB eine Beeinflussung des Spannungszustandes durch die Dehnungen
nicht in Betracht gezogen werden muB. Wir haben es also nur mit dem Span-
nungstensor zu tun, d. h. mit einer GriBe, die im allgemeinen durch 6 Kompo- . -
nenten erst bestimmt ist. Liegt das Verhiltnis dieser 6 Komponenten fest. gq
muB der Bruch einfach bei einer bestimmten Intensitdt des Zustandeg eintre;,en.
Die Frage ist: Welche Kombination der 6 Komponenten ist ein Map fiir die Bruch-
gefahr?

Als Vorarbeit zur Beantwortung dieser Frage untersuchen wir die Invarianten
des Spannungstensors.

Da ist zun#chst die lineare Invariante

o = (1/3) (o3 + Gz + Oza)- (1)

Ihre Bedeutung fiir das MaB des hydrostatischen Druckes oder Zuges ist ein-
leuchtend. Wenn eine solche hydrostatische Spannung keine Winkelverzerrun
im Materiale hervorrufen kann, nennen wir das Material isotrop. =
Wir ziehen nun die allseitig gleiche Normalspannung ¢ von dem Spannungs-
zustande o,; ab und erhalten so den sog. Spannungsdeviator

’
O = Cix — ik g,
denn

ik 0':., =gixOCix — Bix Bix 0 = 0.

Dieser Tensor o, hat 6 Komponenten, wir ordnen ihm aber eine GroBe 7.

zu, die wir als das MaB der Intensitit dieses Deviators betrachten. Diese Gm:’nBl

defipieren wir durch i
2 T: = ann" 2 (3)

Diese Invariante T kann fiir sich nie eine Verdnderung des Volumens im Gefolge

@

haben, ihre Bedeutung wollen wir durch die folgende Uberlegung klarstellen. SOV

Aus (3) ergibt sich

2 T: = (Opn—OC g-mn) (Tmn — O Zmn)
= Omp Omn — 3 02

= 0%, + o2, + 0% + 205 + 203, + 207, —3
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Setzen wir :
0'11 =0'1; 022 =0'2; 0'33'—_0'3;
- Ojp = T35 O = T35 O = Ty;
go wird
2T;=o0i+ 05+ 05+ 275+ 275 + 272 —3 02

~ Man kann nun das Koordinatensystem so wiihlen, daB

0y = Gy = Oy = 0,
was auf einfach unendlich viele Arten geschehen kann, dann wird

2=+ 1+ 1} (3a)
Die Invariante 7, miBt also die Intensitit der mittleren Schubspannung.
Nun gibt es aber noch eine kubische Invariante, und damit ist die Zahl der In-
varianten erschépft. Alle anderen Invarianten lassen sich auf diese drei zuriick-

fithren.
6 TH = a“a”ur_,
67T :1 (a'mp 8myp G) (azm — Bon 0) (O'nm — Bum o)
= Omp Opn Onm — 3 G * Opp * O + 6 03
=67,7,73+ 60%+ 30 (1] + 7% + 72)
— 0y (02 + 03) — 0, (07 + 03) — a3 (03 + o3)
—30y1i—30,7— 30,72
Wihlt man die Achsenrichtungen so, da ¢, = 0, = 03 = 0, 80 ergibt sich
I <%, 7 (3b)
Als MaB der Intensitdten der drei unabhéngigen einfachsten Invarianten haben
wir also die SpannungsgréBen g, 7'}, T;;. Die erste hat die Bedeutung einer all-
seitig gleichen Normalspannung, die zweite und dritte sind bei geeigneter Wahl
des Bezugssystems Schubspannungen.

Nach dieser vorbereitenden Untersuchung wollen wir sehen, wie man diese
Intensititen zur Beurteilung der Bruchgefahr verwenden kann.

2. BRUCH UND PLASTIZITAT

Eine grundlegende moderne Behandlung der Frage nach einem rationellen
Bruchkriterium hat Otto Mohr gegeben. Wihrend seine Vorgiinger sich damit
begniigten, die Bruchgefahr nur fiir bestimmte Verhéltnisse der Komponenten
zu studieren, erkannte Mohr, daB beim Bruch sowohl die Intensitiit des Schubes
als auch der Druck auf die dabei entstehende Trennungsfliche eine Rolle spielen
miiBten.

Bei der Durchfithrung dieser physikalischen Einsicht lieB sich Mohr durch seine
graphische Darstellung des Spannungszustandes leiten. Er setzte die Normal-
spannungen als Abszissen, und die auf dieselbe Fliche bezogenen groBten Schub-
spannungen als Ordinaten aus, erhielt so eine durch 3 Kreise begrenzte Fliche,
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die er als mdglichen Ort aller Spannungszustinde betrachtete und entnahm

daraus die groBte Schubspannung.

Mohrs Gedanke war dabei, die groBte Schubspannung als maBgebend fiir die

Zerstorung des Werkstoffes anzusehen und der zugehdrigen Normalspannung

einen gewissen EinfluB auf die GréBe der kritischen Schubspannung zuzuschreiben

in dem Sinne, daB bei gleicher absoluter Grofe der Schubspannungen eine Normal-

druckspannung sich giinstiger auswirken muB als eine Normalzugspannung_ 3
Graphisch dargestellt fiihrt somit die Mohrsche Theorie zur Bestimmung der -

Grenzkurve eines Spannungszustandes. Diese Grenzkurve ist dann fiir jedes:

Material verschieden und gibt (natiirlich nur fiir eine bestimmte Temperatur)_"

eine erschopfende Beschreibung der Festigkeit des Materials.

Es ist ohne weiteres klar, daB diese Auffassung auf einer richtigen physikalisch- :
mechanischen Grundlage ruht, weshalb die Mohrsche Theorie auch bei namhaften -
Vertretern der technischen Mechanik in Deutschland grofien Anklang fand.
Nun haben aber die Versuche gezeigt, daB die Darstellung des Mohrschen Dia-: =

gramms sich zur Wiedergabe der Plastizititsbedingung wenig eignet?). Auch

die Wahl nur zweier SpannungsgroBen fiir das Kriterium des Bruches hat Mohr G

nicht hinreichend zu begriinden vermocht, so daB sich seine Auffassung im Aug-.

lande nicht durchsetzen konnte. Es haben daher neuere amerikanische Forscher,
z. B. Westergaard, eine graphische Darstellung vorgeschlagen, bei welcher man
ein rdumliches System wihlt mit den 3 Hauptspannungen als Koordinaten.
Man bekommt dann auf Grund der Versuchsergebnisse eine Spannungsfliche,

deren Punkte den kritischen Zusténden des Werkstoffes entsprechen. Diese rein

empirische Methode besticht dadurch, daB nunmehr jedes willkiirliche Element

ausgeschaltet erscheint.
Wir mochten hier eine vermittelnde Stellung einnehmen. Zungchst sind wir

. mit Westergaard einig darin, daB von den Spannungsinvarianten auszugehen ist. -

Die Bauart dieser drei unabhiingigen Invarianten, wie wir sie soeben darstellten, . '
ist aber von solcher Art, daB eine Grenzkurve des Stoffes tatsichlich existiept. =
Betrachten wir einmal diese 3 Invarianten o, T}, Tp. Die erste hat nur eine:

‘ 7 Volumentinderung im Gefolge, wihrend
%,m = .die beiden anderen nur die Form ver-:
Pisi zerren, aber das Volumen unverindert
fiiebgrenze ~_ lassen.
bildsamer Stoff

. pordser Stoff

Bild 5. Lwow 1928.

Es liegt nun nahe, in einem rechtwink-
ligen Koordinatensystem gerade diese "

K_o _\ 3 Invarianten als Koordinaten der, " |
¢ kritischen Spannungspunkte aufzutra-

gen. Bei isotropen Korpern erscheint
' 1) Vgl. z. B. die Monographie von W. T. Bur-'
zynski, Studjum nad hipotezami wyteznenia. - -
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die kritische Grenzfliche ‘dann praktisch als Zylinderfliche, deren Erzeu-
gende parallel zur T,,;-Achse laufen; die dritte Invariante wir;l also physika-
lisch bedeutungslos. Damit sind wir aber im wesentlichen wieder bei l\ﬂogr an-
gelangt, nur haben wir seine maximale Scherspannung durch die rationale
Invariante T}, seine Normalspannung durch den hydrostatischen Spannungs-

anteil ersetzt.

Der Unterschied ist nicht bedeutend, dafiir haben wir jetzt die Moglichkeit
e

Bruch und Plastizitdtserscheinungen in eirem Diagramm darstellen zu kénn
Wie bei Mohr, bekommen wir fiir die meisten Werkstoffe parabolische Grezrzl:
kurven. Nur bei porosen Stoffen, die auch durch rein hydrostatischen Druck
serstért werden konnen, liuft die Grenzkurve in sich zuriick.

Die Bedingung T, = const fiir den Beginn des bildsamen FlieBens driickt sich
in unserem Diagramm durch eine gerade Linie parallel der o-Achse aus. Die
{berschneidung der beiden Grenzkurven fiir Bruch und Plastizitit erfolgt fiir
die bildsamen Metalle rechts von der Ordinatenachse, fiir die briichigen Stoffe
aber links davon unter hydrostatischem Druck.

Wie man aus der Bedeutung von 7 sieht, muB es fir jeden noch so bildsamen
Stoff Spannungszustinde geben, fiir welche der Bruch ohne vorhergehende
plastische Verformung eintreten muB, ohne daf man einen solchen Bl'guch als
., Ermiidung" ansprechen diirfte. Versuchstechnisch lassen sich solche Briiche

sehr schwer verwirklichen, es ist aber stets mdglich, bei Erzeugung geeigneter

Temperaturspannungen solche, plotzliche Brucherscheinungen hervorzurufen
Nehmen wir einmal an, daB die Grenzkurve durch i

TI=(T1)01/E;’0_D : )

gegeben sei. Dabei bedeutet (Typ), die kritische Spannungsintensitit bei der

Verwindung eines diinnwandigen Hohlzylinders und o, die allerdings nicht

direkt beobachtbare Grenz-
spannung durch allseitigen
Zug. Verwirklichen lassen
sich der einachsige und der
zweiachsige * Zustand fiir
positive und negative hy-
drostatische Spannungsan-
teile, und man gieht, wie
die zuléssige Intensitét fiir
Druck rasch steigt. Es
wiirde sich wohl als zweck-
miiBig erweisen, den Begriff
der Bruchwahrscheinlichkett

Bild 6.

einzufiihren.
die Bruchwahrscheinlichkeit 1 haben.

'Fiir einen Spannungszustand auf der Grenzkurve wiirden wir dann '
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Wir erinnern nochmals daran, daB diese Betrachtungen nur fiir urspriinglich
isotrope Korper gelten konnen, die sich bis zum Bruch oder bis zum bildsamen
Verhalten nur wenig verformen lassen. Wir verweisen den Leser auf neyere
Arbeiten!) iiber den Gegenstand, die zu &hnlichen Ergebnissen kommen,

D. BEZIEHUNG ZWISCHEN SPANNUNG
UND YVERFORMUNG

1. DAS ELASTIZITATSGESETZ

Die Beziehung zwischen den Forménderungen und Spannungen heiBt Elastizitsts-
gesetz. Wenn man nicht ganz willkiirliche Annahmen einfiihren will, kann ein
solches Gesetz nur fiir unendlich kleine Verformungen angeschrieben werden,
und zwar unter den folgenden Voraussetzungen:

1. Das Material ist ideal elastisch, d. h. die Forménderung geht nach der Ent-
lastung restlos zum Anfangszustand zuriick, und die volle beim Belasten
geleistete Arbeit wird dabei zuriickgegeben.

2. Es sind keine Anfangsspannungen im Material vorhanden.

3. Das Material verhilt sich nach allen Richtungen gleichartig, d. h. es ist isotrop. :

Wir konnen dann mit Bezug auf die Formeln 6 unter B ein lineares Super-
positionsgesetz annehmen von folgender Form:

Ao':k=2(;'de:* ua)
Aeg=K-A4e
Ae=dell+de22+de33} (1b)

Dieses Gesetz ist natiirlich unabhiingig von der Erfahrung, da unter den an-
gegebenen Bedingungen ein komplizierteres Gesetz immer durch Reihenent-
wicklung auf die Grundform (1) gebracht werden kénnte. Uber den praktischen

. Wert eines solchen Gesetzes kann allerdings nur die Erfahrung entscheiden,

Das Gesetz ist ein Differentialgesetz, denn es verbindet linear die Zuwiichse
der Spannungen mit den Zuwiichsen der Dehnung.

Wir wollen das Elastizititsgesetz (1) holonom nennen, wenn es ohne weiteres
in der Form integriert werden kann:

o =2Gey (2a)

g=Ke. (2b)

Die klassische Elastizitdtslehre hat, unter Berufung auf die Bestitigung durch
die Erfahrung, das Gesetz (2) angenommen, mit der Einschrankung allerdings,

daB die e;;’ so klein sein sollen, daB die zweiten Potenzen dieser GroBen stets -
gegen die ersten vernachlissigt werden kinnen.

!) Vgl. P. W. Bridgeman, Mechanical Engineering 1939, p. 107—111. Vgl. auch H.
Hencky, Der Stahlbau, 16. Jahrgang, 43, S. 95—97.
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Es scheint also ein durch die Erfahrung bestétigtes holonomes Elastizitatsgesetz
zu geben. In Wirklichkeit ist die Existenz eines holonomen Elastizititsgesetzes
eine theoretische Unmdglichkeit. Um das Gesetz (2) richtigzustellen, hat man
niamlich die Spannungen noch mit dem Verhiltnisse der Volumina vor und nach
der Verzerrung zu multiplizieren, gemdB B, 3., also:

o, dV/dV =2Ge;, (3a)
o-dV/AV = K e. (3b)

Dieses Verhiltnis der Volumina ist nun freilich in den meisten Fillen so wenig
von der Einheit verschieden, daB gegen die Verwendung der Gleichung (2)
keine Bedenken bestehen.
Der zweite Einwand gegen das Gesetz ist wesentlich ernster. Es ist nimlich
eine ganz willkiirliche Annahme, da die Isotropie durch die Verformung nicht
geindert werden soll. Merkwiirdigerweise hat man das Verhalten von Gummi
bei groBen Verformungen als eine Ausnahme von der Regel angesehen und an-
genommen, daf} alle ,,normalen Stoffe auch bei endlichen Verformungen isotrop
bleiben.
In Wirklichkeit hat nur das Superpositionsgesetz (1) einen physikalisch einwand-
freien Charakter. Es muB aber hervorgehoben werden, daB es prinzipiell nicht
richtig sein kann, wenn der Korper bereits Spannungen hat, da in diesem Falle
auch das Superpositionsgesetz von diesen Anfangsspannungen abhéingig sein
muB. Gegenwiirtig interessiert man sich freilich fiir diese GesetzmiBigkeiten
iiberhaupt nicht, da man glaubt, bei Bearbeitung derartiger Probleme wiirden
die ,wertvolleren’ praktischen Aufgaben der Materialpriifung beeintrichtigt.
Infolgedessen werden wir uns an das Gesetz (1) halten, bemerken aber, da8
unsere weiteren Entwicklungen auch mit einem genaueren Gesetz durchgefiihrt
werden konnen.
Auch der in der Technik iiblichen Gleichung (2) werden wir uns — mit den an-
gefiihrten Vorbehalten — bedienen. Dabei wird es oft notig sein, bei praktischen
Anwendungen von der Zwei-Indizesmethode zu einer Ein-Indexmethode iiber-
zugehen, wobei wir folgende Vereinbarung machen wollen:
Wir setzen
€ = €13 €2 = € €33 =€ €3 =Y €5 =Vai €13 =1Ys

e, +e+e=e o=Ke (%)
6, —0 =2G(e;—¢€/3); op—0o=2G(e;—ef3); 03— 0 =2GC (e;—e/3)

H= 2Gy1; Ta=2Gy,; 13=2Gy,
An Stelle des Kompressionsmoduls X wird in der Technik oft die Querkontrak-
tionsziffer m, an Stelle des Schubmoduls G die als Elastizititsmodul bezeichnete
GroBe E eingefiihrt. Die Gleichungen (4) kann man auch in folgender Weise

schreiben

: K 1
0532(1(0‘—[—8(26——?)); 7, =2Gy; (42)
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Aus (4a) kann man sofort die Bedeutung der Gré8en E und m erhalten, und zwar
am Beispiel des einachsigen Spannungszustandes, der der Einfachheit halber

auf die Hauptachsen bezogen werden mdge.
Es wird dann
o,=0,=0; ¢ =¢,

Setzen wir

3-1/(m —2) = 3 K/(26) —1/3,
wobei wir die Bedeutung dieser Substitution noch offen lassen, so wird wegen
o, =0:

e, + (2e + eg)/im—2) =0

1
elﬁ——;ﬁ’s, (5&)

wodurch der Zusammenhang von m mit der Querkontraktion geklirt ist.
Die Spannung ¢, wird dann

14-m .
03 =2G » g, (5b) -
und die GroBe
R O L

- wird als Elastizititsmodul bezeichnet.

2. DER EBENE SPANNUNGSZUSTAND

Eine ganz besondere Wichtigkeit kommt dem Elastizitatsgesetz fiir ¢, —
zu, besonders in der Theorie der Platten und Schalen. In diesem Fall :rgibt
nimlich Gleichung (4)

1
01:26(81‘}‘71"__—52(81—“82-*‘83));

02=2G(92+ (31+€2+"3));

m—2

0= e+ (e + €2+ €3).

m—2

Eliminiert man aus der letzten Gleichung e,, 80 erhélt man das System

. (ex -+ 32))

m—1

01:26(e1+

1 FRE
02=2G(32+—?;‘_—_T (31+92)) ; (6). .

13=2Gys

Die Gleichung kann auch verwendet werden, wenn oy nicht verschwindet, sondern
nur klein im Verh#ltnis zu ¢, und o, ist. Wir werden die ganze Platten- und

Schalentheorie mit Hilfe dieser Beziehungen so vereinfachen, da8 zum Ableiten
der Schalengleichungen keinerlei Kenntnisse der Differentialgeometrie mehr er-

forderlich sind.

S SN o o
oo ST o SRS TR S S0 S
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'Man-kann die Gleichung (6) in einer etwas verschiedenen Weise schreiben, wenn
man einen besonderen Modul fiir Scheibenprobleme einfithrt. Wir definieren
diesen Modul durch die Formel _ _ :
‘ E' = E m3{(m* —1). g >
Man erhiilt dann eine der Gleichung (6) gleichwertige Formulierung des Elastizitéts- W
gesetzes fur Scheibenprobleme in der Form - i

' , 1 o 1 . . |
O o= 5 (61_{—‘;&"82); a=E (627—7{81); T m 7 (7)




Il. Der inhomogene Spannungs- und Verzerrungszustand

Wenn der Verzerrungszustand von Punkt zu Punkt wechselt, kénnen die Tt
ersten Abschnitt fiir die homogene Verzerrung entwickelten Formeln ohpe
weiteres verwendet werden, wenn wir von einem rechtwinkligen kartesischem
Bezugssystem Gebrauch machen. Nur sind jetzt die Verschiebungen Au, nicht
mehr lineare Funktionen der Koordinaten und ihre Ableitungen nicht mehy
konstante GroBen. Dagegen bediirfen unsere Entwicklungen einer Ergéinzung
wenn wir von einem krummlinigen System Gebrauch machen wollen. :

A, KRUMMLINIGE ORTHOGONALE KOORDINATEN

1. ANALYSE DER VERZERRUNG IN KRUMMLINIGEN ORTHOGONALEN
KOORDINATEN

Die Versuchung ist groB, die Ableitungen mit Hilfe der Tensorrechnung durch-
zufithren; es ist jedoch besser, wenn wir in diesem Béndchen diesen Weg nicht
beschreiten.

Wir ziehen vor, die Ableitungen so durchzufiihren, daB dem Leser die Benutzung
des grundlegenden Lehrbuches von Love!) erleichtert wird, dessen Darstellung
wir in diesem Kapitel folgen.

Wir gehen aus von der Form des Bogenelementes ds. Es seien

dn, (i =1, 2, 3) die Liingen der Bogenkomponenten,

&, f und y die Koordinaten im krummlinigen orthogonalen System und k,; die
reziproken Faktoren des Bogenelementes, also

da d d .
dn; = Ry in2=?§—; dns:-—’i", dann gilt
dst = dn? 4 dn + dnd = do¥/hE + YRS + RS (1)

Jetzt verformen wir den ganzen Raum infinitesimal, aber wieder orthogonal
und benutzen dazu die Ableitungen des Abschnittes I. Die verformten BOgeni

elemente seien
dn,, dn, und dng;
es gilt dann, da ja orthogonal verformt ist:
ds? = dn® + dnj + dnrg.
Wir setzen d5 = ds (1 + 4 e), wobei 4 e die Dehnung eines Elementes bedeutet
welche die Richtungskosinusse [,, I; und I, hatte. Die Indizes x, 8 und y besage:i

1) fs Auflage, S.51 u. f. Auch in der Technischen Dynamik von Biezeno Grammel
Springerverlag 1939, findet der Leser die entsprechenden Ableitungen auf S. &2 u. H:

AR e S
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sinngem4B hier und im folgenden, daB die GroBen fiir den Punkt (x; f; y) gelten
und sich auf ein aus den Normalen zu den Flichen o = const; 8 = const und
y = const gebildetes ortliches kartesisches System beziehen. Infolge der Ver-
schiebungen um die Weglingen Adu,, Au; und Au, wird die x-Koordinate
eines Punktes (x; 8; %) zu & + k, Au_, die x-Koordinate eines Punktes (x 4+ du;

g+ dp;y + dy) wird:
o+ do+hdu, +dad, (hyAu,) + dB0, (k Au,) + dyd, (h, Au,).
Um die neue Linge des Elementes zu rechnen, miissen wir die Anderungen in
dn, = da/h, ermitteln; 1/k, wird dabei geiindert in
1/ky + hy Adu,d, (1/k) + ky Au, (1/Ry) + hg A u,0, (1/Ry)5

da/h, geht also iiber in

(do + dad, (by Au,) + df-04 (R Au,) + dy - 9, (h 4,)) mal

mal (1fhy + by At D, (4fhy) + by A1y (1fhy) + by A2, D, (4/Ry).
Vernachldssigen wir hier die gegenseitigen Produkte und die hoheren Potenzen
der Verschiebungen, dann erhalten wir:

n —dzxfh1+doc(b Au, + hy Augd, (1/h) + kg Au, 3, (1/hy)) +

+ dB (1/hy) 05 (B Au 2T dy (1/k1)b (hy Au,)- (2)
Durch zyklische Vertauschung der &, 8,y ergeben sich ohne weiteres die Formeln
fiir dn, und dng. Wir bilden nun

ds? = dn? 4 dn; + dng,

setzen aber dabei do/hy =ds-1; dffhy=ds-l; dy/ky=ds-l; und da
ds/ds =1+ 4e, so erhalten wir

1
(1+Ae)2—[ (1—{—]110¢A:.,—}-}*1133Abﬁbg( )—]—hlf'adu,,a?( ))—}—

hg

k 3 2
+fﬁ_bﬂ (hy A ug) + 1y hs Oy (klz]ua)] [ ] 4 [] :
Unter Vernachlissigung der GroBen hoherer Ordnung konnen wir wieder

schreiben:
Ae=1l2Acaa + g Aega + 1,2 Aeyy + 21gly Aepy + 2laly A cay + 2 1gla d cga, (32)

wobei die Tensorkomponenten 4 e,; nun durch folgende Formeln bestimmt

werden:

Af‘ua__.](laaARu—l—klhzdﬂﬁaﬁ( )—{—?lakidu?b,.( . )
hy

Af’ﬁ.s+—]*23M1hﬁ+hzksdf'rby( )—l-}hhzd”uaa( : )
hy
(3b)

Af’yy"—h:‘.a‘ydu'}‘—l—kakl‘d” aa( )’-{—;32}!3.4956‘8( : )

A (“3? — ((hz/ha bg (ha A N?) T (.;.!3{}12) by (}12A Uﬁ)) , 2
Aeye = ((hg[h1) 0y (i Ava) - (hy [ h3) 0a (hg A 11y)) [ 2
Aeap = (1] h2) ¥a (e A ug) + (kg [ 1) 35 (1 A uia)) [ 2 ;

i A o
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Die Summe der Dehnungen in den Richtungen «, f, y wird
Aua) | LLIAW Au
Sewa depg Aeyy=hotnt oo (752) 20 (150} (332)) - o

Diese elementare Ableitung findet sich bereits bei C. W. Borchardt (J ournal
fiir Mathematik, Crelle, Bd. 76, 1873). Wir werden spiiter Beispiele zur Ap.

wendung dieser Formeln beibringen, ziehen aber vor, an dieser Stelle die Ent. -

wicklung nicht zu unterbrechen.

Die Formeln (3b) bestimmen die Verformung im krummlinigen System. Sje
bediirfen einer Erginzung durch die Formeln fiir die Drehung, zu deren Apb-
leitung wir uns jetzt wenden.

2. DIE DREHUNG IM KRUMMLINIGEN KOORDINATENSYSTEM

Um eine kurze Ableitung der Formeln fiir die Drehung zu geben, beniitzen wir
den Integralsatz von Stokes:

Es sei im Felde der Verformung eine geschlossene Kurve S gezogen. Die Vep-
schiebungen lings der Kurvenelemente seien Au,. Durch diese Kurve legen
wir eine beliebige Fliche 0. Die Projektion der Rotation in einem Punkte dieser
Fliche auf die Normale in diesem Punkte sei 4 w,. Dann gilt die Integralbeziehung

) =
2'5&1(0“-(.i():SANs'dS. 1)

Sie entspricht dem Satz von Stokes. Im folgenden sind zur Vereinfachung die
Hinweise iiber die Integrationsgebiete meist fortgelassen.
L&Bt man die Oberfliche zu einem kleinen Kreis zusammenschrumpfen, so kann
man die Bedeutung dieses Satzes an einem sehr trivialen Fall aufzeigen. Man
erhilt némlich

Acuﬂ::jzjuﬁds/(ﬂjd()). (4a)
Lassen wir eine steife Platte rotieren, so wird

5(102&‘271‘:; SAH,\'EIS-'—‘S“AW"“W:2“'2-’"5]“’- also dw, =4 w.

Der Ubergang zu krummlinigen Systemen ist immer sehr einfach, wenn nur
Vekior- und Tensorkomponenten in der Rechnung vorkommen, ohkne daf eine
Differentiation vorgenommen wird; die gewohnliche Differentiation ist ndmlich
keine invariante Operation. Wir konnen daher die Formel (4) ohne weiteres
auf ein krummliniges Element anwenden, wobei wir das Linienintegral iiber eine
aus den Elementen dn,, dr, gebildete geschlossene Kurve nehmen.
d0 = d «d /(s hy). Das Linienintegral hat folgende Teile:

P

dp, @ .5 R _
R Sv::ﬂua-‘l{i; 5‘:——-—‘;1{#3 d—ﬁ
¢

hy fa
dn, It

Q
R dfx !L'
5:—3 g ----——dﬁaﬂ(dna i

h]_ N h}

Bild 7. It

-
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}.?l‘
: d
j == —f—dnﬁ-jﬁ-—f—daba (A g Ly + Also
t2 hy

i
de dp 1 Aug oAdu
.ﬂlwyro—;‘:z-—-_—?dﬁdﬁ(aa( };2 )‘_bﬁ( hl n))_

Durch zyklische Permutation erhalten wir so die folgenden Komponenten der
Drehung:

24 wa=hahg (dg(Auy [ly) —d, (A g [ hs))
2Awp=lkahy 3y (A tafhy) — e (A iy [ hy)) (5)
24wy = hyhg (da (Aug [ he)— 5 (4 ta [ 1))

Damit sind alle GriBen abgeleitet, die wir bei unseren Aufgaben bendtigen.

B. INHOMOGENE GLEICHGEWICHTSZUSTANDE

1. DER INHOMOGENE ZUSTAND IN KARTESISCHEN KOORDINATEN

Auch bei inhomogenem Zustand ist es moglich, einen angeniihert homogenen
Zustand herzustellen. Man hat nur das Volumenelement hinreichend klein zu
nehmen. Die noch vorhandene Veriinderlichkeit kann man dann in Form einer
linearen Niherung beriicksichtigen und erhilt die Spannungen o) + 9, 0, d .
Wir halten uns an die Ubereinkunft, daB der erste Index die Richtung der Span-
nungskomponente angibt, der zweite die Normale zu der Fliche bezeichnet,
auf welche die Spannung wirkt. Das Gleichgewicht erfordert zunichst schon
beim homogenen Zustand, daB o, = oy,; aber auch die jeweils in einer bestimm-
ten Richtung genommenen Zuwiichse der Spannkrifte miissen einander auf-
heben, was sich in den beim inhomogenen Spannungszustand gleichfalls zu be-
achtenden translatorischen Gleichgewichtsbedingungen ausdriickt:

0,03 + 0,04 + 8305 =0
01 0p; + 05095 + 03055 =0 (1)
01031 + 03 03 + 93053 =0
Im Falle von Massenkriften und von Kriften, die auf das Volumen bezogen
sind, hat man diese Krifte statt der O auf die rechten Seiten der Gleichungen

zu setzen.
An Stelle der drei Gleichungen (1) kénnen wir auf Grund unserer Summations-

iibereinkunft setzen
ak Of':k - 0. (i a)
Y
Die Operation der Differentiation mit gleichzeitiger Summation iiber einen
Index, die sog. Divergenzbildung, ist bei Verwendung eines kartesischen Systems
eine invariante Operation. Bei Verwendung eines krummlinigen Systems aber

gilt die Gleichung
di\"k Cix = bk T (2)
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| SR

nicht, wir erhalten daher fiir krummlinige Systeme einen wesentlich um b
licheren Ausdruck. Die Divergenzbildung erfordert iibrigens nicht, gel‘ad:e{'&nd-
inen

symmetrischen Tensor. So ist

divy (Zix) = Or Zix G )
a

i A,

in kartesischen Koordinaten ein Vektor, ganz gleichgiiltig, w Nals
oder mechanische Bedeutung Z hat. i s Phyelialische
Der Gebrauch fiir die Formulierung der Gleichgewichtsbedingungen ist nup e:
der vielen Anwendungen des Divergenzbegriffes. Die dem bekannten Iny "
von Gauf entsprechende Tensorbeziehung k-
HE dp LAV = 55 Zy mdO

bringt das Wesen des Divergenzbegriffes am klarsten zum Ausdruck. Er b ('3 2
sich auf die Werte von Z;; an einer geschlossenen Oberfliche, und im Iezuaht,
derselben. 1y, Ry, Ny sind die Kosinusse der nach aulen gerichteten Nop nnern
Von der Richtigkeit der Gleichung iiberzeugt man sich am besten, wennp mmﬂ]en.
Integrationsgebiet mit dem Element dx; dz, dr; zusammenfallen lﬁ[gt,an d{}s
beiden Seiten der Gleichung gehen dann durch Integration iiber, 4 Die

N M T, e,

e e e e e e

2. DIE DIVERGENZOPERATION IN KRUMMLINIGEN KOORDINATEN

Zur Ableitung beniitzen wir den Satz (3b) in der Form

”S Civy (Zg) - AV = 55 Zg+ny dO.
Auf der rechten Seite kommen némlich keine Differentiationen vor, von g (4)
wir wissen, daB sie die Invarianz storen. Wihlt man nun das Integr‘at. = oaen
hinreichend klein, dann wird \OnSgabies
divy (Zge) = H Zand 0[“5 dv.
Wir haben also nur die im Zihler der Formel (4a) gegebene Summati (4a)
schrift zu befolgen und dann mit dem Volumenelement zu dividieren l;ns:v f)r-
sndern sich in diesem Fall nicht nur die Grélen der Grenzflachen son;l it
die Richtungen der Normalen, so daB nun eine Reihe von Korrektl;ren z e? au i
sin.ahtigen ist. Das Anschreiben dieser Korrekturen wird durch die ;1 | ok
Figuren erleichtert, welche die drei Koordinaten{lichen dn, dn,, i dn: gi:ii:

—— R e — e e

- L

. Faa——

J - - — e

Bild 8.
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darstellen. Es gelten folgende Formeln, die leicht aus der Bedeutung der %,, &
hy folgen: Sk

(dgy)ag = 12 05 (1/Ry) - dexc;  (dgy)y, = B30, (1/k) - dB

(dgo),p = Ry 0, (1/hy) + dB;  (dea)p, = By B, (1/h3) - dy

(dgy)yy = Ry 0, (1/hy) - dee;  (depg),, = Ry 3, (1/Ry) - dy.
Wir leiten die Divergenzkomponente fiir die Richtung « ab. Zuniichst konnen
wir in erster Nidherung die Divergenz fiir das mit dem «, 8, y-System zusammen-
fallende kartesische System ohne weiteres anschreiben, wir diirfen nur nicht
vergessen, daB die dn,, dn,, dn, jetzt ebenfalls Anderungen erleiden. Dieser Teil
der Divergenz wird folglich

2, (Z,, dny dng) dx + 05 (Z, 5 dny dng) df + 0, (Z,,, dry dny) dy.

Dazu kommen aber noch die Korrekturen fiir die Richtungsinderungen, und zu
diesem Zwecke haben wir die Winkel dp ermittelt. Diese Korrekturen werden
fiir die «-Richtung:
Zfa dn, dng (dey),s + wa dn, dn, (dtpl)a}r
— Ly dny dng (depy).p— Z,, dr, dn, (dg)..,-
Damit sind alle Linflisse beriicksichtigt. Durch Addition und Division mit
M erhalten wir

hy hig i3 7
. aa Z Z
divy (Zag) = hy Rk (a (—~—) & ( q_rz_) fay
lvk( ﬂ'k) 17€2743 o (;'2.’13 ; aﬂ l'{3."£1 + a? r{'l p‘.2 +
+ Zﬂd hlh2 aﬁ (l/hl) + Z?g h’l 11'3 a,,. (1/]31)_
-—Zﬂﬁfllhg bq(l/}ig)“—zﬂ, ;11 }“3 aa(lf-:fa). (5)

Durch zyklische Vertauschung erhdlt man die entsprechenden Formeln fiir die
p- und y-Richtung’). Diese Formeln fir die Divergenz bildet die Grundlage fiir
die Anwendung krummliniger Koordinaten in der Mechanik, wie wir spéter sehen
werden. Um die neuen Methoden zur Ableitung der technischen Néherungs-
methoden in leichtversténdlicher Weise einzufiihren, werden wir zunéchst in
kartesischen Koordinaten arbeiten.

C. DIE BEDEUTUNG DER ALLGEMEINEN
GLEICHGEWICHTSBEDINGUNGEN FUR DIE SPEZIELLEN
TECHNISCHEN NAHERUNGSTHEORIEN

Da die Divergenz eines Tensors einen Vektor ergibt, erkennen wir, daB die
Gleichgewichtsbedingung einen Kraltvektor darstellt. Wenn die Gleichgewichts-
bedingung einen Vektor von der GroBe O ergibt, sprechen wir von einem Null-

1) Vgl auch A E. H. Love, A treatise on the mathematical theroy of
elasticity; foruth ed. Cambridge 1927, p. 89—91. Obgleich es nicht der Zweck dieser
Arbeit ist, die bekannten Ableitungen zu wiederholen, haben wir doch eine kurze Wieder-
gabe der theoretischen Grundlagen der Elastizititslehre fiir unerliBlich angesehen.

3 Hencky, Festigkeitslehre




34 IL. Inhomogener Zustand — C. Allgemeine Gleichgeﬁchts-BediDSungan‘ '

vekior. Wenn das Gleichgewicht im Volumenelement nicht b
Wwir von einem Fehlyektor,
Bei den technischen Niéherungstheorien ist das Gleic
unendlich kleinen Ausdehnungen nach allen drei
nicht befriedigt. Wir haben also Fehlvektoren fiir d
: formiges Element, also ein Element mit zwel unendlic
Ausdehnung enthilt eine unendlich groSe Menge von solchen dreidimensiq &
unendlich kleinen Elementen, fiir welche das Gleichgewicht nicht befriedigt.
Wir haben also unendlich viele Fehlvektoren am Balkenelement alg Volliuiﬂ;i:
krafte. Die Fehlvektoren ergeben aber in ihrer Gesamtheit Gleichgewicht-ne
ganzen Balkenelement in den bisher bekannten technischen Néherungsmethoden,

efriedigt ist, épmc_ﬁ
hgewicht im Element .'
Koordinaten in der Re
iese Elemente. Ein balke
h kleinen und einer endlich

' 1. DIE ALLGEMEINEN GLEICHUNGEN DER VIRTUELLEN ARBEIT

Wir wollen die vorstehenden Andeutungen in eine mathematische Form kleid
Ein elastischer Korper im Zustand des Gleichgewichts sei gegeben. n (i =1,23)
sei der Einheitsvektor der N ormalenrichtung, X, sei die Kraft auf die Einheit\:de‘l_""
Volumens, P, die Kraft auf die Einheit der Oberfliche ausgeiibt und bezogen

du, sei die Variation der elastischen Verschiebung eines Punktes. Wir haben
dann folgende virtuelle Arbeiten: ' 52

o
Die Arbeit der Oberflichenkrifte: {(dO- P, éu,), i
die Arbeit der Volumenkrifte: (Vv X, éu,), B

die Arbeit der Spannungen an der Oberfliche des Elementes, d. h. die Arbeit
(der inneren Spannungen: Pt

. j(dVou'ataui)-
¥ i Damit kann man sofort die Gleichung der virtuellen Arbeiten anschreiben:

§0- 2y 8u) 4§ @V-X,6u) =@V 04 3, suy.

Integrieren wir hier partiell

- halten wir ein Oberfléchen-
.die Form gebracht werden

I(P;'—Uﬂ . ng) 611;' do + I (akaﬂ + XI) 0 u;- dV = 0. (l)

P, und oy, - n, miiBten eigentlich
Aim allgemeinen nicht. P, ist die als
o ist die Spannung, die aus de
' analytisch folgt. Nur wenn die
. .8anz willkiirlich gegeben werden
g '_-verschwinden, d. h. es muB gein

in dem Ausdruck auf der rechten Seite, so er-
und ein Volumenintegral. Dag Resultat kann in

gleich sein, sind es aber bej Naherungslsungy :
fest gegeben zu betrachtende duBere Spannung,
™ angenommenen Verschiebungszustand rein
Variationen an der Oberflache und im Innern
kénnen, miissen die beiden Integrale fir s oli.

P, = Oy Ny

0% 0y + X, = 0. ; (3]))
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Fiir die Zwecke der technischen Mechanik, die fast nie mit riumlichen Problemen
arbeitet, ist es weit vorteilhafter, die Gleichung (1) in der Integralform zu be-
lassen. In vielen Féllen kann man das Oberflichenintegral weglassen. Also

§ Qron+ X 8u,-dV =0. (3)

Verzichtet man nun darauf, die du; ganz willkiirlich zu lassen, aus welcher
Forderung ja sofort die Differentialgleichung folgen wiirde, und nimmt gewisse
Einschrénkungen der Bewegungsmaglichkeit des Kontinuums an, so ermdglicht
uns die Integralform einfachere Differentialgleichungen zu finden.

2. DIE EBENE PLATTE

a) D1e Red uktion auf eine partielle leferentlalglelchung
bei Geltung der Gleichung (2a)

Wie die Einschriinkung der Bewegungsméglichkeit des Kontinuums ausgenutzt
werden kann, wollen wir an dem Beispiel der ebenen Platte zeigen. Dabei fithrén
wir jetzt zweckmélig die iibliche Koordinatenbezeichnung ein, denn beim Uber-
gané zu konkreten Problemen bietet die Indizesschreibweise keine Vorteile
mehr. Wenn wir annehmen, da die Normalen zur Mittelfliche auch nach der
Deformation senkrecht zur Mittelfliche bleiben und alle Punkte der Mittelfliche
gich nur in der z-Richtung verschieben, kénnen wir schreiben

u=—0,wy 2 v=—V,wy 2}, W= w, - (3a)

Wir legen also die z-, y-Ebene in die Plattenmittelfliche und die z-Achse in die -
nach unten gehende Normale. Die Plattendurchbiegung w, ist die emz1ge ge-

suchte Funktion von z, y.

Diese geometrisch leicht verstindliche Reduktion eines simultanen partiellen
Systems durch Linearisierung des Problems in der Richtung der kleinsten Ab-
messung spielt nicht nur in der Theorie der Platte, sondern auch bei gekriimmten
Schalen eine grofie Rolle.

Wir nennen nun die Komponenten des Fehlvektors L;, also

L‘ = ak U"'k "i" X‘,
dann wird mit X‘ =0:

L,=0,0,+3,7,+9,7,

L,=%,1,4+3,0,+09,1,

L =b¢r,+§v_r,+_b,a, i
§(L,0u+ L, dp+ L, dw)dV = 0. A

Da wir nun nur mehr eine unabhiiﬁgige li‘ulzulstt.ionm0 hében, und die &, v, w durch

die Beziehungen (3a) miteinander verbunden sind, miissen wir schreiben

§(—L,0,0wg* 2—L,d, éwy- 2z + L, dwp) dV =0 (4a)
3
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und erhalten durch partielle Integration
ﬂ(j[&dz +(z:9, L, dz + Iz- o, L, dz) dw, dz dy —
— § (cos (nz) [ L, 2 dz + cos (ry) [ L, z dz) dwyds = 0.

Infolge der Willkiirlichkeit der virtuellen Verschicbung dw, muB das Rand St
und das Flichenintegral fiir sich verschwinden. Betrachten wir zunéchst das i

Randintegral: Fiir beliebiges dw, mub sein: 7 1
cos (nz) [ L, zdz + cos (ny) [ L,2dz=0.
Da aber die Randkurve ganz beliebig ist, muB gelten

(1) (L zdz= 0} Ga) i

(1) {L,zdz=0 s

}lnd durch Einsetzen dieser Resultate in das Flichenintegral %
§L,dz=0. (ﬁb)} 2

Diese Integrale sind von z — -+ %/2 zu nehmen (h Plattendicke). S
Die Gleichungen (5) stellen nichts anderes dar als einen Teil der Gleichgewichts-. =
bedingungen des Elementes von den Abmessungen dz, dy und A unter Einﬂuﬂ_l. ¥
der ,,Fehlkriifte" mit den Komponenten L., L,, L,. Bty
Von den 6 Spannungskomponenten sind drei ndmlich o, 7., 7, durch die-Glel-;-A'_; : .f
chungen des Gleichgewichts (5a und b) bestimmt, und diese statische Bestimmt- =~
heit ist die unmittelbare Folge des von uns angenommenen Schemas.
Aus (5a) folgt: gl
f2.0,2d2+ f0,7,2d2+ §03,7,2dz2=10 1|
j'b,r,zdz+Ib,o’,zdz+fb,r,zdz=0, ,

. und da:
z=-4hf2 +h;2d ?
Ib,z,zdz = [ZI:]=_11,-2 1:‘1,;2 z
z=+4hi2 hi2
f&v,2dz=[z7,] —fr.d3 ERrLLE
z=—hl2 —h2 ZaEeN

80 ergeben sich die Plattenscherkrifte zu
fz,dz = [d,0,2dz +Iaf"-"dz}
j‘tudzzjbe'r,?-’df- + §o,0,2dz
und zwar ypterp der Annahme, daB die Spannungen 7,, 7, an den Plattenober- -
flichen verschwinden, : |

Nehmen wir weiter an, daB die ¢, an den Oberflichen den Unterschied p ergeben,
dann wird (51

(6a)

Iazt'dz+fb,1,dz+p=0 (Ghyx
ren und Eingetzen von (6a)

f@20,423,5,7,+0,20,)zdz+ p =0. @)

und durch Differenzie
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Damit ist also eine wichtige Beziehung zwischen den statisch unbestimmten
Spannungen o, 0, 7, gegeben. Wir ziehen jetzt das Elastizititsgesetz (6)
Abschn. I, D heran und schreiben:

— 26 (e + (en + e)im— 1)

=26 (e, + (s + e)/(m—1) (8)
'r,= 2G-y
by =—02wg*2=10,1
e,:—biwu'z=b,v

y = —d, 0, wyz = (0, & + 3, v)/2 [GL (3a) S.35].
Aus (8):

320, =2G (d2e, + (¥} e, + dle,)/(m—1))

220, =2G (e, + (0} e, + 0 ¢,)/(m —1))
3,0,7, =2G-0,0,

020, =—z-2G- (b*wo—}—(b‘wo—}-bibiwo)/(m——i))

hﬁa‘,=-—z 2G- (b wa+(a w0+b;w0)f(m—1))
0,0,7,=—1z-2G- szz

Nach Einszetzen aller dieser Ausdriicke in Gleichung (7) erhélt man schliefilich
die Differentialgleichung der Platte:

| E' T @b wo + 20208 my + % we) = p, ©)
wobei : :
J = (k3/12) - 2G m/(m —1). (9a)
Die in der klassischen Plattentheorie iibliche Einfithrung von Spannungsresul-
tanten und ihre Trennung von den Momenten erscheint hiernach als ein iiber-
fliissiger Umweg. Wir werden spiter sehen, daB die einfache Berechnung der
in die Plattennormale fallenden Schubspannungen — der Scherkréfte — sich
auch bei einer sehr groBen Klasse von krummen Schalen durchfiihren laBt. -

b) Die Reduktion auf gewéhnliche Differentialgleichungen

Unser Ziel ist es, alle Niherungen in einer klar bewuBten und mathematisch |

korrekten Form einzufithren. Der Schliissel dazu ist das Prinzip der virtuellen
Verschiebungen in der Form der Gleichung (1). Immer dann, wenn sich die Rand-
bedingungen nicht exakt befriedigen lassen, miissen die virtuellen Arbeiten der
hierdurch entstandenen Fehlkrafte beriicksichtigt werden. Wir wollen'diese ganz

allgemeine Methode nun an dem Beispiel der Plattengleichung durchfiihren.

Wir lassen im folgenden den Index bei w der Kiirze halber weg. Die Platte sei
rechteckig und liege mit dem Mittelpunkt im Koordinatenanfang und mit den
Riéindern in den Koordinatenrichtungen; die Randlinge in der z- -Richtung sei
2a, in der y-Richtung 2. Wir erhalten fiir die Momente und Scherspannungs-

‘resultanten mit Hilfe der Gleichung (8) durch Integration iiber die Plattendicke
und mit J = A3%/12:
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- beiten auf der linken Seite der Arbeitsgleichung auffiihren.
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Biegemoment M,=—E'J @0} w + 9} w/m)

Biegemoment M,=—EJ(@}w+0:wm)

Torsionsmoment D=—FEJ(1—1/m)d. 0w

Scherspannungsresult. Viye=—E 70,0} w+ 3} w/m) ' 4
' Vee =—E' J 3, (3% w/m + 3% w) (10Db)

E' = E m3®/(m? —1).

Zur Abkiirzung der Schreibweise wollen wir den Werten der Gleichung (10)
einen oberen Index beifiigen, withrend die wirklichen am Rande angreifenden
Kréfte einen oberen Index a bekommen sollen. Wenn unsere Verschjebungswertef...:
die exakten Losungen des Problems wiéren, miiBte z. B. M* = M} sein; tatsich- =
lich existiert aber die Differenz und verursacht einen Beitrag zur virtuellen
Arbeit. Pnk _‘,“
Es tragt zur Anschaulichkeit bei, wenn wir die simtlichen duBeren Krifte rechts “1
ansetzen, wihrend wir die aus der angenommenen Verformung folgenden. Ar-~

Die virtuelle Arbeitsgleichung lautet:

+b i - +b
" 4-a a 4a -[—a" g
— |0 owda|—| §Mid, 6wda| | Vi dwda| —
7 L L = - -
a +4-a a
S + b : ey -
Je {Diavﬁwdy — | Y0 0wdy| + Vi.dwdy| +
L=p = 1 L= :
+a4b i
+§ (B [k 2002w 4+ w]owdzdy =
—a —b
+b b
: +a +p +a i4+a &
:u_—-[j'l)“a,dwdx]—[jﬂfib,émdz]—}-l V:zawdz]__
—a i —a 4, —a 4. .
+b +a - i +a b ‘Heg ‘
= [j' D b,éwdy] - [jl_.’h‘g 0.0w dy] - [}—széwdy] + (1) el
b o L g glicL
+a+n
+§ (powdzay.
—a—b

S Falls in den Plattenecken D = 0 oder 0w = 0 wird, lassen sich die Ini;egl'ul'e-‘j
., unter D jn dje Integrale iiber die Schubspannungsresultanten hineinziehen. -

Man kommt dann n&mlich durch partielle Integration: :

| s o “+a +a a e () Syas g ..l .'-,-. ’ﬂ
[}-DB‘dwdx] r—-([D&ur])—-([D éw])-—- [}-bxl)éwdz] = [}-azl)dwdx SO
—a P La , el .

: —b g —b b
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|
.'

[Sm 6wd;]a ([Daw]) ([Dd}j)‘ [ja Déwdy_ji_[ja Dawd;]u

—a +a —a i e

Nach diesen allgemeinen Vorbereitungen sind wir in der Lage, das Wesen unserer
/neuen Methode an einem. Beispiel zu zeigen. Wir wihlen eine Platte mit un-
gleichem Seitenverhiltnis etwa 1/2 oder mehr; es sei ¢ > b. Nehmen wir einmal
den Fall eines dreiseitig aufgelagerten Schleusentores. Die Auflagerkanten seien
bei y =0 und bei = 4 a; y = b sei ein freier Rand. Die Durchbiegung w
der Mittelfliche setzen wir in der Form an:

w=0-*Y,

wobei @ eine unbekannte Funktion von x sein soll. Wir haben also eine gewohn-
liche Differentialgleichung fiir  zu erwarten. Den Wasserdruck nehmen wir an
zu
p = po (1 —(4/b))

In diesem Fall wird in (11) die ganze rechte Seite bis auf das Belastungsglied mit
p zu Null, denn an den aufgelegten Réndern leisten die Scherkrifte keine Arbeit
und die Biegemomente verschwinden voraussetzungs- x

gemil. Auf der linken Seite lassen sich die 3 auf b
den Rand z = -4- a beziiglichen Glieder abspalten 212] 1

und gesondert als Randbedingungen befriedigen, also {\x A7
T}'"

“+a

. +a
[j(a Di4-V, ,,)6wdy] [5 Myd 6wdy]:0.

—a —(l

- Zunéchst ist am aufgelegten Rand éw = 0, und da 1 Lo1?
d, dw nicht verschwindet, so muB eben M ver-
schwinden. Dies liefert einfach eine Randbedingung, |,
die wir der gewohnlichen Differentialgleichung, die Bild 9.
wir bekommen, immer noch auferlegen kénnen. ¥ .
Die ganze Differentialgleichung (11) reduziert sich auf die folgende Form:

ta+b
§ S[E’J(b4w+2bgbzw+b‘ w)— po (1 —y/d)| dwdzdy +

—a
b b

+ [I(Verb;D)&wdz] [3‘314 a,awdz] =0.

1]

Nach Einsatz der angenommenen Form fiir w kann man die Integrale nach'y

auswerten und alles in ein einziges Integral iiber z zusammenziehen.
Die Ableitungen werden:
b w—-w /3 b w=w, azw—w ¥, aﬁw_o

0, w=0; B*w-{—bzw-—w ¥ und 6:9—.-9'60) 0, éw—dw,l“'
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also: M,=—FEJ-0"y; M,=—E'J-0" y/m;
D=—FEJ{l—1/m)o’;
Vﬂs =—EJ- O)"; st =—FE"J:o" y/m;
: Vip+0,D=—EJow' (2—1/m).
Weiter wird (A Laplacescher Operator):

Adw=3,w4 2320w+ djw =y

b - b . = v e A
E'1f(Adu)yéody=EJoVowlyrdy = E'Joivsg iy
0 0 )

b
dwpe§ (1—y/b) ydy = podwb?/6.
1]
Somit aus (11):

+a b +b
S((Vye+ 0. D)y — [ M)+ E* T IV 138 — po 02/6) s d 2 — ¢,
—_—a 7} V]

. Hieraus

J(B T o™ b3 —pob*6 —2E' T b (1 —1/m) ") b dz = 0,
und da dw willkiirlich ist, ist dieses Integral gleichbedeutend mit der Differential-
gleichung
E'Jo™b33—2E Jb(1—1/m)w’ = p,b¥s. (12)

Mit der Zuriickfiihrung der partiellen Differentialgleichung der Platte auf die
einfache Gleichung (12) ist unsere Aufgabe gelost.

Wenn das Seitenverhiltnis so ist, wie wir es annahmen, wird uns diese Gleichung
die Momente und Beanspruchungen in der Platte mit hinreichender Genauigkeit
geben. Die Arbeit der Auflosung einer partiellen Differentialgleichung ist um so.
vieles groBer als die einer gewohnlichen, daB der Vorteil unserer Methode in die
Augen springt. Auch gegeniiber der Methode von Ritz, die gleich zu willkiirlich
angenommenen Funktionen iibergeht, sind wir im Vorteil, denn wip gehen mit
weniger Willkiir vor, wenn wir uns darauf beschrinken, das Problem nur in be-:
stimmten Richtungen zu linearisieren.

3. LANGE SCHEIBEN UND IHR UBERGANG ZUM BALKEN

Das Verfahren, welches wir soeben auf Platten angewendet haben, kann besonders
bei Scheibenproblemen sehr gute Dienste leisten. Bei den meisten praktisch
vorkommenden Scheibenproblemen liegen gemischte Randbedingungen vor, die
man von vornherein gar nicht aufl einmal befriedigen kann. Wir wollen daher
auch hier noch ein Beispiel bringen, welches, ohne uns in analytische Schwierig-
keiten zu bringen, die véllige Klarlegung der allgemeinen Methode ermoglicht. .
Wir behandeln das ebene Problem nach (1) in rechtwinkligen Koordinaten.
Die Komponenten der Fehlvektoren seien mit L, und L}, bezeichnet, also

L, =0,0,+03,7 +X :

Ly=091t.4+0,0,+ Y. (13a)
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Dann erg1bt das Prmzlp der vxrt.ue]len Arbeit:

5 E[eru+f.n&t]dxdy—|—

--a-—b

A +b S +b
= j(ag—-a;)audm -+ j'(t“-—r‘)aud:c A
| —a . ey
| —8 oS A (13b)
. N +a
+ Lj&oi—a;)rﬁudy -+ j(r“-—t")év dy|=0,
0 v e

wobei wieder ¢* die gegebenen &uleren Spannungen, o, die aus der Verformung

sich ergebenden Spannungen sind.
‘Wir, fithren einen Ansatz von folgender Form ein

u=uy, (y/b) + wa (y/0)* + ...
0= @ + @2 (y/0)* +

Da es uns hier aber ganz besonders darauf ankommt, das Wesen der Methode
so einfach wie moglich darzustellen, legen wir den folgenden Entwicklungen
den einfachsten Ansatz zugrunde
u =y (y/b)

D=¢. } (14)
Dabei seien @ und p Funktionen von z allein. Fiir die erste Ableitung sei das *
Zeichen’, fiir die zweite " usw. verwendet und fiir die hoheren Ableitungen auch
romische Ziffern. In der z-Richtung sei das Problem linearisiert durch den -
Faktor y/b bei .
Als Aufgabe stellen wir uns die Bestimmung der simultanen Differentialgleichun-
gen fiir ¢ und y und ihre Losung fiir den Fall eines gleichméfig mit der Last p .
beanspruchten Streifens von der Steghthe 2b. Zunéichst miissen wir wieder
die aus dem Ansatz (14) folgenden Spannungen ermitteln. Es ist allgemein
nach (7) Abschn, I D mit :

y_ A 1
E“m—l und‘u——n-?
Ga=E @+ udy2); oy=E g0+ pd,u) (15)

T =E@,u-+0.0)(1—pu)2

Es wird dann: d.u =vy'y/b; o, v=¢
o,u =y/b; d,p=0
o, =E vy yb; o,=E uy ylb
_ T =E@Wb+e)l—p)y2
Annahme: 0 =0, =1"=0

+b
X =0; {Ydy=p.
b
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Die Gleichung (13) wird entsprechend
+a+b +a 1
§ S(Lréu—i—Ln(Su)dxdx-—[Sayaud:] [jt‘dud:c]:(),

—a—2b A —a "
Die Randbedingungen an den Grenzen (- a; — a) konnen ja spéter bei der Inte-
gration des simultanen Systems erledigt werden, wir sind daher berechtigt, sie
als befriedigt anzusehen. Wir haben jetzt nur die Integrationen nach y auszu-
filhren, wozu wir die folgenden Werte bendtigen:

Li=Ey"Jjb; Ly=E @ (1 +m/2b)+¢" (1 —uw2) +7
du=0y-yb; dv=203g¢.

Es wird dann

+4+a +b 14 , N . -+ b +b
j‘dx[ﬁ"?ﬁ zpjly dy- }—( 2'“ Tﬁ + 2! t;a") dy-;-jl’dx)ﬁqv]—
= b = b

+-a
1 —
.._Sd:z:(2 By 6p+ 21:—?"(% —}-y)’)é?,u) —0

‘und geor dnet

+a '
§dz{L ((2/3) by’ —(1—p) (wfb+ @) 0w +
—b

+[E (O —py +1—me”b) 4 plog} =0.
Wegen der Unabhiingigkeit von é ¢ und & y haben wir die beiden Differenzial-
gleichungen : ‘
& (23)by"” — (1 —u) (p/b + ¢') =0
(1—p By +9¢"b) +p=0.

Durch Elimination erhélt man aus diesem System:

v _ r b
TR E T e

Das ist, wie man leicht erkennt, die Formel der gewihnlichen Balkentheorie.
In unserem Beispiel ergibt sich

@=p((24 E'"J) (5 a* —6 a® 22 + 24)) (164a)
und hieraus folgt fiir

o (rf——x=f3 1 ) p

(2/3) b2 1—u) E (16 b)
Bei Beriicksichtigung hoherer Potenzen von y/b kann man die gewdhnliche
Balkentheorie sehr verbessern. Handelt es sich um ein Stegblech, das noch mit
einem Gurt verbunden ist, 50 hat man das Problem der aus Scheiben zusammen- '
gesetzten T- und Winkelprofile. In diesem Fall kann man jede Scheibe fiir sich
nach der eben auseinandergesetzten Methode behandeln, darf aber nunmehr



3. Lange Scheiben und ihr Ubergang zum Balken . il

die Randspannungen % nicht vernachléssigen. Die Resultate sind in diesen Féllen
picht mehr go trivial, sondern haben praktische Bedeutung. Man findet auf diese
Weise, daB die iiblichen Balkendurchbiegungsformeln fiir breitflanschige Profile
schon in der Durchbiegung um Betrige von gelegentlich 159, nicht stimmen.

D. DIE THEORIE DER SCHALEN IN NEUER FORM

Nachdem wir uns von der Brauchbarkeit unserer Methode an einfachen Bei-
spielen ebener Schalen, den sog. Platten, iiberzeugt haben, wenden wir uns der
Theorie der krummen Schalen zu. Die erste Behandlung des Schalenproblems
stammt von mathematischer Seite. Man stellt sich vor, dal die Begrenzungs-
flichen der Schale und ihre Mittelildche einer Flichenschar angehdren, so daB
man durch Anderung bestimmter Parameter der sog. krummlinigen Koordi-
naten, von einer Fliche zur anderen iibergehen kann. Dieses Verfahren ermdglicht
vor allem eine einfache Formulierung der Randbedingungen, hat aber einen Nach-
teil, dessen man erst gewahr wird, wenn man sich gezwungen sieht, nicht dqui-
distante Flichenscharen zu verwenden. Man versuche einmal nach der klassi-

schen Theorie der Schalen etwa die Theorie eines diinnwandigen Ellipsoides auf- |

zustellen, dessen Begrenzungsflichen Ellipsoide sind. Man wird zu Formeln
gelangen, aus denen es einfach nicht mdglich ist, ein konkretes und praktisches
Resultat zu gewinnen. AuBerdem wire die Herstellung solcher Schalen im Eisen-
bau viel zu umsténdlich. Man stellt nur Schalen her, die auf eine groBere Aus-

" dehnung hin gleiche Dicke haben.
Untersucht man solche Schalen gleicher Dicke genau, so bemerkt man bald,

daB &quidistante Flichen, also z. B. die Mittelfliche und die parallelen Begren-
zungsflichen niemals einer und derselben Schar, z. B. konfokaler Ellipsoide,
angehoren konnen. Ist die Mittelfldche eine Ellipsoidfliche, so kénnen unmég-
lich auch die beiden #dquidistanten Begrenzungsflichen Ellipsoide sein.

Im Raum liBt sich eine krumme gegebene Flache durch ihre Hauptkriimmungs-
radien und durch das Gesetz der Anderungen dieser Radien darstellen. Das
Problem ist dann fiir uns, zu dieser gegebenen Fliche nun eine Schar dquidistanter
Flichen zu definieren derart, daB die Normalen zur Mittelfliche auch Normalen
zu allen Flichen der Schar werden und auBerdem genau geradlinig bleiben.
Diese Bedingungen sind beim Zylinder-Polarkoordinatensystem erfiillt, und zwar
fiir Zylinder- und Kugelflichen. Aber schon zwei Kegelfldchen mit gemeinsamer
Spitze sind nicht mehr #quidistant, wenn man auch ihren Abstand noch so klein
wiihlt. _

Wir werden die Schalen so bestimmen, daBl die beiden Begrenzungsflichen genau
gleichen Abstand von der Mittelfliche haben, ein Zustand, der im Behdlter-
und Kesselbau ja die Regel bildet.
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Bevor wir uns nun zur Aufstellung der Theorie wenden, méchten wir dem tech: .

nischen Leser zuniichst ohne Beweise eine Ubersicht iiber dieses Forschungs-
gebiet geben. : ik
Wie wir bei den ebenen Platten sahen, konnen wir die Platte in eine Anzahl
diinner Plattenelemente zerlegen, in welchen ein im wesentlichen ebener Span-
nungszustand herrscht. Die senkrecht zur Platte wirkenden Scherkrafte sind
statisch bestimmbar und lassen sich aus den Elementen des ebenen Zustandes
mit Hilfe von Gleichgewichtsbedingungen ermitteln. Darauf beruht ja auch die
einfache Bestimmung der Scherkrifte beim ebenen Balken, wenn die Naviersche
Hypothese zugrunde gelegt wird. Es ist nun beachtenswert, daB diese einfache
Bestimmung der Scherkrifte sich auch bei der allgemeinsten krummen Schale,
Wenn man nur an der Bedingung der Aquidistanz festhilt, ohne jede Anderung
durchfiihren 1a8t, und zwar auf Grund der Tatsachen, daB auch bei der krummen
Schale die dquidistanten Fldchen in einem ebenen Spannungszustande sich be-
finden, wenn man die Begrenzung des Elementes beliebig klein macht.

Den Beweis fiir diese Behauptungen werden wir nachtriglich sogleich fiihren.
Diese einfachen Verhaltnisse sind in der klassischen Platten- ynd Schalentheorie
viel zy wenig ausgeniitzt.

Wir nehmen nun die Schalendeformation so an, daB die mitverformten Normalen
zur Mittelfliche auch nach der Verformung senkrecht zur neyen Form der Mittel-
fliche werden, so daB der ganze Verformungszustand beschrieben ist, wenn
die Verformung der Mittelfliche gegeben ist. Nach diesen Vorbemerkungen
wenden wir yns zur analytischen Untersuchung. Da wir die Mechanik der Schalen
von ihrem Verformungszustand aus zu verstehen suchen, ist die umsténdliche
Zeﬂeg“ng des Spannungszustandes in resultierende Momente und Querkrifte

vorldufig tiberfliissig. Wenn wir Momente brauchen, ist es uns ein leichtes, sie

durch Summation der Elementarmomente aus den Verformungen zu bilden.
Ebenso entféllt fiir uns die Notwendigkeit, den umstindlichen Apparat der Diffe-

Tentialgeometrie einzufithren, wir konnen ja auch die Kriimmungen jederzeit

leicht aus dep Verformungen ermitteln.

1. DIE ALLGEMEINEN GLEICHUNGEN

A_ul‘ der gegebenen Mittelfliche nehmen wir ein krummliniges Koordinaten-
System B, y, an. Die beiden Parameter §, und y, sind dabei lediglich Zahlen,
welche die Identifizierung der einzelnen Koordinatenkurven ermoglichen. Dieses

Kurvensystem muB durchaus nicht fquidistant sein, dagegen miissen die Kurven

einander rechtwinklig iiberschneiden. Bezeichnen wir die mit einem MaBstabe

. §émessenen Bogenelemente mit d n, und d ng, dann wird, wenn d ny in der Richtung

der Kurven ¥ und d n, in der Richtung der Kurven 8 gemessen wird, das beliebig
orientierte Bogenelement der Mittelfliche (Index nach Bedarf auch oben ge-
8chrieben):

dsi = (drd)?® + (dnd)2 (1a)
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Dieses selbe Bogenelemént muB aber auch in den Differentialen dg,, dy, aus-
gedriickt werden konnen. Wir wihlen die Form
dsg = dpg/(R)* + dyy/(h3)™. -~ (4b)

Die GroBen A und kJ haben die Dimension von reziproken

Liingen und beziehen sich auf die Mittelfliche der Schale. %+24%
Wir erinnern an den bereits benutzten Zusammenhang o %*de
dnd = dBy/hY; dng = dyg/Rl. | %
2= dhulks; drms = dofhy b Aot b2t

Die zur Mittelfliche senkrechte Koordinatenrichtung be- Bt 6.
seichnen wir mit « und die Koordinaten eines Punktes
auBerhalb der Mittelfliche mit «, 8, y ohne den Index 0. Das allgemeine Bogen-
element wird dementsprechend :
ds? = do?/h} + dB%h; + dy?/hy (2)
oder .
ds? = dni + dn3 + dri.
Die Bedeutung dieser GroBen k,; ky; h, liegt darin, daB sie eine MaBbeziehung
vermitteln. Da lings der Normalen mit infinitesimaler Néherung in einer Ge-
raden gemessen wird, und da die zur Mittelfliche parallelen Flichen streng
aquidistant angenommen werden, so muB %, eine konstante GroBe sein. AuBer-
dem mubB die Abhangigkeit der GroBen 1/A, und 1/k; von « eine lineare sein. Der
Leser moge diese Behauptung zuniichst als Annahme betrachten, sie wird bei
den Beispielen in besonders einleuchtender Weise bestétigt werden.
Wir haben dann
1/hy = (o — og) & + 4/h3 i
1/hs=(0¢—an)v+1fh§} _ (3)

Die GroBen z und v sind als Funktionen von f,  zu betrachten. Aus der Um-
kehrung der Beziehung (3) folgt

hy =Ry (1 + (& — org) £ B3)
hy = hy/(1 + (o — o) ¥ B).

Wir machen ausdriicklich darauf aufmerksam, da8 diese Beziehungen als Btreng‘_
nicht etwa als Naherungen zu betrachten sind. Hat man indessen sehr diinne
Schalen, dann kann man die Formeln fiir A, und %, in Reihen nach & — &, ent-
wickeln. Es wird dann
ho/h =1 — (o — cig) 4 B + (o — o) (t 2)?
B =4 — (o — oxp) ¥ A2 N 0ya (4)
ky/hs (x — oxp) w Bg + (ox — op)® (v k)

Damit ist unser krummliniges System bestimmt und jeder Punkt der Schale

angebbar.
Wir kommen nun zur infinitesimalen Verformung der Schale und ihrer Beschrei-

bung in unserem allgemeinen Koordinatensystem. Die Verschiebungen eines
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beliebigen Punktes der Schale seien Au, Av, Aw, die Verschiebungen eines auf
der gleichen Normalen zur Mittelfliche und auf der Mittelfliche selbst gelegenen
Punktes Au,, Avy, Am,. Wenn die Normalen normal zur verzerrten Mittelfliche
bleiben, miissen die folgenden Bezichungen bestehen, die ebenfalls als exakt,
nicht etwa als Reihenentwicklung nach « — &g betrachtet werden miissen:
Adu = Ay,
4o *—*-Avohgjk.zu—(a——cxo)hgbﬂduu/}zl - (5a)
Adw = Awghglhy — (6 — ag) B 0, Aug/h, |
und durch Kombination mit (3) & 4
du = Au,
Ao = Aoy + (& + o) kS (u A v, — 0y duy/h,)
Aw = Awy + (& — og) hg(vdwo-——bvduojhl)
Hieraus ersehen wir, daf der Zuwachs streng linear in o — ;) ist.
Zum Beweise der Gleichungen (5) schreiben wir die Verformungskomponenten
an. Es wird [s. Gleichung (3 b)] '
Ade,, =hd, Au + hyby Avd, (1/hy) + hy by Away(iﬂh) -
Aegy, = ((ha/hy) 3, (hy Au) + (hyfhy) D, (hy A w))/2.

Da du nicht von o abhéingt, so folgt aus der Konstanz vop h, aus der ersten
dieser Gleichungen:

(5b)

Aeacx = 0’

d. h. unsere Entwicklungen werden nur dann einwandfrei sein, wenn die Dehnung 3
der Schale in der Normalenrichtung vernachlassigt werden kann. g
Aus der zweiten Gleichung erhalten wir:

de,, = [hy-d, Aty + (hy/hy) D, (Awy hS— (o — xy) - hg by d, Aug/h,)]/2 =
= (R - by Auy— (o — %) (kgﬂza) o, h b? A uu-—-(hg/hz) hy b?A ug)/2 =
= (hg— h§ — (v — cxo) (h&/Rg) D, hg) D, Atg/2.
Nun ist aber

aababis 3 -

0, (1/hg) = v = — (1/R}) O, h,
0 by = — By
hy — By — (o — o) (RYR%) D, by = by — b + (& — xy) hg by v =
= hg (1 — hg/hy + (6 — o) A2 v).

Die letzte Klammer verschwindet aber nach (3). Es muB deshalb sein

de,, =0

de,, =0,
denn die Richtungen p und y haben nichts voreinander voraus. Nun bedeuten
aber diege Deformationskomponenten die Winkeldnderung zwischen Normale

~ und Parallele zur Mittelfliche, womit unser Ansatz (5) bewiesen ist. Von den
: 6 Verlormungskomponenten sind also 3,

de,,, Aew, Ae“,

4’6;{
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Null und die iibrigen Komponenten
A Aeg, de,,, Adeg,
bestimmen einen ebenen Deformationszustand. Aus diesem Grunde miissen

auch die Komponenten des Spannungszustandes in zwei Gruppen zerfallen,
némlich in eine statisch bestimmbare Gruppe

Cur Tpy Ty
und in einen ebenen Zustand
aﬂ? O‘y? Tg?

wobei 7, dem de,; 7, dem de,; T, dem Ae,, entspricht. Wir schreiben

‘kiirzer

Aeg, = Ay; Aey = Ae,; de,, = de,,

dann lassen sich in jedem Punkt der Schale die Spannungen aus den Gleichungen

~ bestimmen:
0y =2G (deg + (dey + de )/ (m — 1))
0,=2G (de, + (de; + Ae)/(m — 1)) (6a)
T, =2G Ay. \

Etwas bequeiner werden die Gleichungen, wenn man den Schalenmodul
E' = E - m¥(m® —1) einfithrt. Es ergibt sich dann die gleichwertige Form

— 1

) 1 , 1
UﬁsE (Aeﬂ—i-";;;dcr); O?:E_ (dey +T;;A(’ﬂ); t:E‘m A}). (Gb)

Da nach dem vorhergehenden die Verformungen de;, Ae,, A4y; durch die Ver-
schiebungen 4 u,, 4 vy, 4w, der Mittelfliche bestimmt sind, haben wir nur noch
3 Gleichungen nétig, um die unbekannten Funktionen zu bestimmen. Diese
3 Gleichungen werden durch die Gleichgewichtsbedingungen geliefert. Bevor
wir aber zur Aufstellung dieser Gleichungen schreiten, wollen wir die Ausdriicke
fiir die Verformungen so umformen, daB sie sich in folgender Gestalt darstellen
lassen: :

Aeﬂ = Lﬁ + Mﬂ (6 — o) + Nﬂ (v — xg)?

de,= L, + M, (x — o) + N, (x — oxg)? : (7)
24y = A — B (x —oag) + C (e — )2

Es erscheinen némlich dann auch die Spannungen in der Form

0= E' (A5 + By (06— 0q) + Cp (06— 0)?)

o,=E (4, + B, (x—oq) + C, [x — x,)?) ()
z,=E (A—B(x—0) + C (s —)?) (m—1)/(2 m) '
wobei '
Ap=1Ly+ Ljm; A, =L, + Ljm |
By=M;+ MJjm; B, =M, + My/m (8a)
Cy=Ny+ N Jm; C,=N,+ Njm
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Hier werden die Leser fragen, warum geniigt es nicht, nur die ersten Potenzen

von o« — &g zu beriicksichtigen ? Der Grund liegt in der Bedeutung des Integrals

[ o —ap)?d (x — )

als Trigheitsmoment der Schale, welches nicht vernachlissigt werden kann.
wenn die linearen Glieder verschwinden sollten. Wir kommen auf diesen Um-
stand noch zuriick. Jedenfalls sehen wir schon hier, daB in einer krummen
Schale keine lineare Spannungsverteilung herrschen kann. Zu demselben Schlusse
kommt ja iibrigens auch die Theorie der krummen Balken in der elementaren
technischen Mechanik. Die allgemeinen Formeln fiir die Verformungen haben
wir bereits abgeleitet. Es ist

2 4y = (hy/hy) 0, (hg Aw) + (hy/hy) by (hy A 0)
Aeg=hy 05 (A0) + ko by Awd,, (1/hy) + hy by Audax (1/hy)
de, = hyd, (Aw) + hy by Aud, (1/hg) + hy kg A D5 (1/Ry).
Wir eliminieren nun in diesen Gleichungen die %, und k;, indem wir nur die ersten

und zweiten Potenzen von & — o beriicksichtigen. Mit Hilfe der Gleichungen (3),
(4) und (5) erhalten wir:

2 Ay = (hy/hy) 35 (A wy k) — (hofhg) d, (v — oxg) ky B D, Aug/hy) +
+ (hgfhy) 3, (A vg BY) — (halhy) B, (o — xg) ey 3D Aio/Py)

und nach etwas Zwischenrechnung:

2 Ay = (41— (w—oxg) (uhY —#h) + (x—0i0)2 Q) (uh — vh) (RYRS) 3y (Ama ) +
(L — (o — o) (VRO —peh) + (v — cvg)? whQ (vhO— ) (YRR, (Avgh2) —
— (4 — (v — ) s H) (ox — ko) (RYR) 3, ((RY? D, Auig) /by —
— (4 — (o — oxg) ) (o — oxg) (RYRY) D, (A2 D, Artg) /By +
+ (o — o) (B3 05 (vR) R3O, Aug + AY o, (k) h)d, 4 ug)/hy
und hieraus durch Ordnen nach Potenzen von & — &, unter Bezugnahme auf
Gleichung (7):

A = (hYRQ) B, (A wy k) + (hYR3) 3, (A vy B
B = + (uhQ — &) (AYR3) 35 (Awy k) + (vh3 — phl) (RYRD) 3, (A0, R +
+ (RYH) 3, (1?3, A gy + (KD B, (2D, Ang)/hy
C = ph (uhy— vh) (h3/h)) 5 (Awy k) + vhg (vh) —p h2) (hY/hY) v, (Ao, Rd) +
+ phQ (RYRY) 3, ((RY)* D, Aug)/hy + »h3 (/A9 3, ((R3)? 85 Aug)/hy +
+ KO RQd, (vRY) D, Aug/hy + B R, (wh) D, Auglh,. (9)
Bei den Dehnungskomponenten haben wir die Rechnung nur fiir die eine durch-
zufithren, die andere folgt durch zyklische Vertauschung:

o~ gp——

e L —
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hy
14 (& —ocg) w73
R R (b 1 ‘
g (14 (x— o) ) (L + (x — o) whE) \'7 R} RAE D, ‘“) TR

: 30 '
Aeg= 0p (A Uo‘*"’é’(“"““ﬂ)(klﬂdvﬂ_aﬂd "o))"l-

A0+25 (o — o) (hy» Awo—, 4 ) b v
mal wp + hl_(a &) (v Awg—0,, ) +1+(0¢~—£xo)ﬂhgduo.

Entwickelt man hier wieder nach Potenzen von o — &, und 148t die Glieder
mit (o — o) Weg, 50 erhélt man schlieBlich unter Bezugnahme auf Gleichung (7):

Ly = W32, Aoy + K31 Awyd, (4/AY) + by 3w Aug
M, = —p (B2 0, Avyg — B R (uhd + vA)) Awyd, (1/R) — hy (A3 u® Auy +
+ (RY/Ry) Bp (R (hy pt Avg—dy Aug)) + W A Awyd, p +
+ }z“ ho)a (1! Awy — B Augfh) d (1[72.3)
= (B3 u? Av,] + A A Luz (RD)2 —]— v (R9)? + g » B RY) Aw, o, (1/kY)
+ h3 (kg )2 (v AwU—B Aug/hy) 0, 1 + hy (ho]aﬂaduo
(RO 1 0, (2 (et Ay — By Arig)) [y —
R (R (B v B (v Awy—, Auglhy) b, (1/A2) —

k“ho(ﬂho-{-vh“)dwo 1 (10a) '
und ebenso
L, —= K00, Awy + hy kg Avy d (1/R3) + by A » Ay
M —-—vth"sz Awy — Iy hiy (u b3 + » BS) A0y 0y (/1) — By (R * Ay +

+ (Why) 3, (B (hy v Awy — B, Aug)) + K B2 Ay d, v +
1+ B9 (RD)® (1 Aoy — D, Augfhy) 3, (1K)
— ()3 920, Awy + h" (u® () + 9% (RO + p v WY KY) Ay D, (4/A2) +
LR (RO® (u Auo—a,,duo/hl) 257 + hy ()3 93 Aug—
e (k‘J)2 v, (A3 (hy v Awy—, Auy)) [hy —
Mis: ho (h3)? (‘u hY + v ho) (u Avy— - 05 Aug/hy) 0z (1/k) —
h° RO (B + v kD) Avy 3y . (10b)

2. DIE GLEICHGEWICHTSBEDINGUNGEN

Bisher haben wir uns nur mit den kinematischen und geometrischen Problemen

der Plattendeformation beschéftigt. Unbekannt sind uns nur noch dle A uy,,

Avy, AWy

Wir gehen jetzt auf die Gleichgewichtsbedingungen fiir das réumliche Problem
zuriick. Dabei sind wir uns bewuBt, daB diese Gleichgewichtsbedingungen nun

kemen Nullvektor ergeben konnen, denn wir haben ja eine ganz willkiirliche,

wenn auch naheliegende Einschrinkung der Bewegungsmoglichkeit des Kon-

tinuums vorgenommen. An Stelle des Nullvektors haben wir jetzt einen Fehl-

vektor und wir miissen herausfinden, welche Bedingungen dieser Fehlvektor zu
befriedigen hat, wenn er nun einmal schon da ist.

& Hencky, Festigkeitslehre
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Nach Einfithrung der Volumkréfte X, Xp X, lauten die allgemeinen Gleich-

gewichtsbedingungen: .
Ly="hhy By [2, (o./(he hy)) + 3, (z,/ (R h)) + 9, (74/(hy )] + |
+ t5hy By 9, (1/1y) + 7, hy iy 0y (1)) — o, 1y hyd, (1/hg) —

—ophy hz D, (1/hg) + X,

Ly = hy by by, [ba (Ty/ (hy

hy)) + 8, (0/(hg B)) + 0, (Fa/(hy )] +

(11 a)

+ 7, ko by 0, (1/hy) + T, by by 0, (1/hy) — o, g By 35 (1/Ry) — 4
— 0, hy iy By (1) + X
Lyys = by by By [0, (4/ (B 1)) + 3 (@l (g 1)) + 3, (0,/(hy h))] + &)
4 7, by by O (U/hg) + 75 R hy 0, (1/hg) —0p kg iy 0, (1/R) — -}
—a, hyhy 0, (1) + X,
und nach Einfithrung unserer grundlegenden Annahmen d
Ly=hyhy hy [ba (0./he ha)) + 0 (T,J(h1 hg)) + 0, (Tgf(hl kz))] — ,}
—-—a'yvhlka—o'ﬂy h1h2+X“
Ly = by by by [, (1, (ha ) + 3y (0 (o 1)) + B, (@l Ba)] + | : {
' b7, kg by T, Ry By D, (Lfhe) — 0y By kg d, (1/hs) + X, (11Db)
Lyg = by by Iy [3,, (4l (he 1)) + 9 (7] (s hy)) + 3, (0,/(hy 1)) ] + 8
+ 7, hy by 0 (1/hg) + Tﬂ"ha hy —aghy by 0, (1/hy) + X, 3
Die virtuellen Verschiebungen eines Punktes der Schale sind Adu, Ao, Aw. |
Dann muB, trotz Nichtbefriedigung der Gleichungen Ly = Ly = L. =0,
doch das Integral der virtuellen Arbeit verschwinden: :
_ [ ((Ly8Au + Ly d Av + Ly 8 Aw)/(y by b)) dax dg dy — 0. #
Diese virtuellen Verschiebungen sind aber durch Gleichung (5a) bestimmt
ddu =d4du,
dAv =ﬁdvo(h‘yhzl-—(o‘—-ao)hghﬁddun/hl _ ;
6Aw=6Aw0(hg/h3)——(oc——o;o)hgbydduo/hl, i

- Setzt man dies ein, so erhilt man:

X\ hY K3

hﬁ h{]
. — Ly (m—ao)ﬁbpaﬂuu—-—fqu(a—cxo)iayﬁduu)dcx dgdy = 0. é

Um die Variationen von der Stellung unter dem Differentiationszeichen zu be-
freien, miissen wir partiell integrieren und erhalten auf diese Weise, wenn man

'sgtzt

L + hy by by (o — o) 0 (Lyp R/ (Ry hg hg)) Ry +
+ hy hy hy (o — 00g) 3, (Lyyy R/ (y g Re)) /Ry = S,

ein  Oberflichen- und ein Volumenintegral:
— 1§ (o — o) B Lyy 8 At/ (R by hg)) dex dy —
' — §§ ((x — o) 1 Ly 8 Aug/ (3 by hy) dex B +
+ 55 (S 8 Aug + Lyg (BYfhy) 8 Avy + Ly (hYhg) 6 Awy) [ (Ryhghy)] dxd fdy = 0.
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Aus der Unabhéngigkeit der Variationen fiir die Oberfliche und fiir das Innere
folgt dann sofort '

(I 5(9‘ — ovg) (Lyy /(g b 5)) dx = 0

(II) f(ﬁ“ — 0p) (LIII/(hl hy hg)) dox = 0
Mit Worten: die Momente der Fehlvektoren Ly und Ly in bezug auf die Mittel-
fliche der Schale miissen iiberall verschwinden. Mit diesem Resultat reduziert
gich aber auch das Volumenintegral ganz erheblich, denn diese Momente treten
ja auch in dem Volumenintegral auf (die Differentiationen nach § bzw. ¥ kénnen
dabei nicht storen); es wird: § = Ly.
Da wir nun die 3 Variationen 8 4 ug, 8 Av,, 6 Aw, zunéchst unabhéngig voraus-
setzen, folgt aus der Gleichung

§§i[(Ly6dug + Ly (h3/hg) 8 Aoy +

+ Lyyp (hY/hg) 8 4 wo)/(hl hy hy)] dx dp dy =0, (13a)

daB die 3 Integrale iiber die Normale zur Mittelfliche einzeln verschwinden

(12)

miissen:
N, = S (Ly/(hy Ry h3)) da = 0

Ny = S (Lyy (h3/Ro)/(Ry g b)) dox = O (13b)
Nyp = § (Laxx (Ry/hg)/(Ry by Bg)) dow = 0

Unter Annahme einer Schalendicke % sind die Integrationsgrenzen
&y = oip + By 2/2 und &) = g — Ry A/2.

Sollten auch die Verschiebungen der Mittelfldche selbst noch weiteren Einschréin-
kungen unterworfen werden, was in manchen Féllen sehr zweckmiBig sein kann,
g0 schreiben wir das Integral (13) in der Form an

55(N16ARO+N116400+N1116Aw0)dﬁd?=0’

weil dieses Integral in jedem Fall verschwinden muf.

'Wir erraten leicht, daB die Gleichungen (I) und (II) unter (12) zur Elimination
der Scherspannungen 7, und 7, dienen miissen, fiir welche Groen wir auBerdem
ja keine Gleichung haben. Wir erwéhnten aber bereits, dal} es sich hier um eine
Elimination ganz wie bei Balken und Platte handelt. DaB diese Elimination
jiberhaupt ausfithrbar ist, macht die Schalentheorie erst moglich.

Durch Einsetzen von (11b) erhalten wir aus (12)

(1) j‘ (6 — xg) O, (7,/(Rg hg)) dox + it
T (o — xo) By (0l 1)) dox o+ § (s — ) B, (2, /(hy ) e +
T 10§ (o —tg) (5, h5) A =+ § (o — ) (7,/) B, (1/hy) dox —
[ (e — v 0 /) B (U/g) dox + § (o — i) (X (hy By ) dox = 0
(11) 5 (& — o) O (73/(}32 hy)) do +
i 5(“’ — org) O (7,/(Ry hy)) de + j' (o — xg) 3, (0,/(Py Bp)) dex +
<4 s (o ——oco) (Tﬁfhg) de + S (x — &) (Ta/hﬂ bp (1/}‘3) deo— . "
— § (o — xg) (04/h) O, (1) dex + § (& — o) (X,/(hy by Bg)) dox = 0.

at
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Die beiden Integrale mit X, und X, kann man nutzbringend verwerten, wenn
die Schale durch Momente belastet wird; in anderen Fallen verschwinden sje.
Zur weiteren Vereinfachung der Gleichungen ( I) und (IT) fithren wir die folgenden
Identitaten ein, deren Richtigkeit aus der Gleichung (3) folgt:

Xy % ai' ty ~ 1 2 :
f“"—%’a« (m:)d““j‘“—“"’z:d“--—;a - da

2
&, &y
oy * Xy 1 3%
T PR I PO W .
J‘(a—-—txo) Oa (m) do + VJ'(“ %o) ho de hgj ha d .

Dabei wird die Annahme eingefiihrt, d.aB 7, und 7, an den Grenzflichen der
Schale, fiir « = &; und & = o verschwinden.
Man erhilt nun nach einiger Zwischenrechnung

e o = (a0 0 i ) o+ }
+:'(oc—ao) H3d, (ﬁ—) da +,j:(“ — o) -f,:-g- 2y 3o ) de— | o
— fremso B ()am+ fommi e |

S = x50y it ) s+ ‘
+‘j;a—o¢u) h3 g ( hf}‘h) de +j(oe — &g) %—ra 95 (—hl-;) da— | i
-f(lm—oto)%lf-oﬁ 0y (%) de +f(“"“°]?f_;@%3‘d“ |

‘Der Zusammenhang dieser Schubspannungen mit den zugehdrigen resultieren-
den Scherkraften ist leicht herzustellen. :
Es ist ja — bezogen auf die Einheit der Mittellinie

T, = (1/dnd) § 7y dny dng = (9/hy) § (ry/he) dox (15a)
Tp = (1/dnd) { 7p dny dng = (1) § (zp/he) das sy

Durch Elimination dieser Schubspannungen aus den Gleichungen (13b) erhalt.eh b

wir schlieBlich die 3 Grundgleichungen der Schalentheorie
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&y _ ag

. h3 o h
Ni= 9z 75— (¢ — ) ap (h—i-—) de 4+ bp(r—ﬁ’—‘» (o =— xg) 0y (—h-f-i;-) da 4

S)aa+

1

A : ho
' + 9, -&—‘:-(a—-ao) Oy (h 7 )dcx—[-by‘f-ﬁ—(cx—cxo)bﬂ(
1
‘l‘ﬁpj (& — xp) Ta Oy "—h';) doc— bgj i (¢ — xg) Gy O (-h—)dm_*_

1 h3
f (Ot—ao)Taaﬁ(‘E; da—b,f 2(0‘ rxo)opb?(h—)da—k

&g X hﬂ .41 X
+ B '}-il—h;%rng (o6 — :xo)dcx—]—b Sh h;}lg hl (cx-:xo)dex-}-

Oa |* ;
a [fu = (162)

Diese Gleichgewichtsgleichung fiir die Richtung der Normale ist natiirlich die
kompliziertere, die beiden iibrigen werden einfacher.

N -I on ,,,,lz)dowrj,,‘a da+f b ety (1) da—

hY g
f vy d“—i‘fhlhzka § ke (161)

ﬁm—f—'bﬂ fh dfx-l-J.';;s‘av d“'l‘f‘h_‘fuaﬂ( )dzx——

RS .
3
fh 7 a,gb,.( da+jh1flaﬂs T da . (180)

In diesen 3 Gleichungen kommen nun mehr nur noch die Spannungen oy, ¢, 7,
vor (den Index & bei 7, konnen wir iibrigens nunmehr unterdriicken).

Mit Hilfe der Beziehungen (8) sind wir imstande, die notwendige Integration
iiber die Plattennormale sofort auszufiihren, wodurch die Formeln viel einfacher
fiir die Anwendung werden.

Bei Spezialisierung der Formeln auf besondere Koordinaten geht ein Teil der
Symmetrie verloren und es ergeben sich unvermeidliche Versehen beim Rechnen.
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Die Anwendung der Formeln wird dagegen angenehm, wenn die Glemhungen
in der endgiiltigen Form bereits gebrauchsfertig sind.

Wir wenden uns zuerst der Berechnung der Schwerkrifte nach Gleichung (14)
und (15) zu. Es kommen dabei 3 Integrale in Frage. Das erste ist:

iy
= hy k(2
.. Sd(fx-—ﬁo) [a——rxo]aggzzihih;‘—hlh=5_

Wir fithren :als:) den Buchstaben ¢ ein zur Bezeichnung einer dimensionslosen
GroBe, welche die Plattendicke zum Ausdruck bringt. Es wird:

f(a—ao)d(a — xg) = [1/’) a—zxu)]-:o

e f'ta—ao)zd(oc—ao) [1/3) (0“—'“0)3] — 2RI = (1)

Wie schon erwihnt, bringt dieses Integral den EinfluB der Momente zur Geltung,
Durch Einsetzen der Gleichung (8) in (14) erhélt man schlieBlich zusammen mit
den Beziehungen (15): ;

RORY E €3 By ( 1
A Agv+ —|—(4»0v+ By 05—
Th="% 12 (a"( o 3) Al ﬂ"°)+
m—L1. (4 L As B :
+ ot br( M= k” + om yH— L0y h(})) (17a)
hOhd E g8 ¥
Ts = 2 "3 (a (Ayﬂ_}__.)—-(figb,,u—i—ﬁ’gb,———)
B 13\" 2 w) T
m—1
i )

Die Massenkréfte lassen wir nun weg, da sie nur in besonderen Fillen in Frage
kommen.

Wir wenden uns nun zur Einfithrung der Spannungen in die Hauptgleichungen,
womit wir die allgemeine Theorie abschlieBen und uns verschiedenen Anwen-
dungen der Theorie zuwenden wollen. Mit Ubergehung der einfachen Zwischen-
rechnungen erhalten wir:

: E 8 h2 1 RS B
Ny= 5 { (hg bﬁ(Aﬂ‘ﬂ-F )) B (k‘! b,.(Ap hz))_l_
h“a By m—1 Pt
+ 0y k2 y A,,p-{—hu +—= T Oy hg | |
emy B 53 1
e h“ X
+”;m br[h‘4 (Ab,gr Bbp( ))} [ 3 (Aﬂa?p_;_B,a,(-%))]_

— (Cyl+ Byn)— (€K + By- 4) }—
— E'e (1 Ag[h3 + v Ay[B3) + (B2 ) + Xae](hy RS hg). (18a)
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‘Wir haben hier an Stelle der Spannungen o, einen Innendruck p auf die Mittel-

fliche eingefihrt. |
An dieser Gleichung berithrt zunéchst merkwiirdig, daB wir nicht die Glieder

mit &® gegen die Glieder mit ¢ vernachlassigen. Wir bitten den Leser hierauf
beziigliche Fragen zuriickzustellen und sich einstweilen mit der Versicherung
zu begniigen, daB die klassische Schalentheorie zu denselben Endgleichungen

fithrt.
Die anderen beiden Gleichungen werden:

Ny = (B &12)- (U/hy) [ 05 (A5 v + Bylhg) + 05 (By v + Cyflhg) —

— (4, hu + B,) o5 v —(C, + B, h3u) 35 (4/hg) +

+ ((m—1)/(2m)) (R3pd, (A p— Bfh)) + 3, (Clhz — B p) +

+ (Ahu—B) o pu+ (C—Bhp)d, /a1 +

+E ¢ (1/hy) [bp (Aﬁ/hg) = A-p aﬁ (”hg) 5

£ ((m—D/(2m)) (3, (AR + AD, (1/)] + X4 &/(hy hIR)  (18D)
Nygy = (B €12) - (1/Ry) [R37d, (4,1 + BJR) + 9, (B,p + C,Jh) —

— (45h3v + Bp)d,p—(Cp+ Byh) 0, (1A +

+ ((m—1)/(2m)) (RS v, (A »— BfhY) + 3, (C/hg— B ») +

+ (AR v—B)d,v + (C— Bh») 3, (1/RY)] +

+ E'e- (1hy) [3, (A,/R) — Agd, (1/R3) +

+ ((m—1)/(2m)) Qg (A/RY) + Ad; (/)] + X, &/ (hy kY BY). (18¢)

Wir kénnen nun zu den Anwendungen iibergehen.

3. ANWENDUNGEN
a) Die Zylinderschale
«) Kinematik und Statik

Wir beginnen mit der Zylinderschale, weil die allgemeinen Gleichungen, abgeleitet
nach der klassischen Theorie, dem Leser in dem Buche von W. Flugge ,,Statik
und Dynamik der Schalen® zur Verfiigung stehen!), wenn auch dort die Bezeich-
nungsweise etwas andersist. Nurin den seltensten Fallen hat es einen praktischen

Wert, mib den Gleichungen

NI:O’ NII=0$ NIII=0
zu rechnen.
Die Gleichungen sind daher beinahe wertlos, wenn wir nicht eine Sonde bei-
geben, mittels derer der mechanische Sinn dieser Gleichungen in systematischer
Weise erschlossen werden kann.
In der Tat hat man bisher in der Technik die Behandlung dieser Gleichungen

gerne vermieden. Das Verfahren von Ritz, welches direkt mit dem Minimum

1) Im Verlag von Springer, Berlin 1934, siehe die Gleichung (137).




“unpraktisch wie die Verwendung eines Pferdefuhrwerks fiir Reisen von mehreren

~der partiellen' Differentialgleichung in ein simultanes System gewohnlicher
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der elastischen Energie rechnet und daher die Differentialgleichungen nicht mehy )
benutzt, hat bisher das Feld behauptet, um so mehr, als der Techniker héufig
die mathematische Variationsrechnung fiirchtet. Wir glauben aber dem Leger
bereits gezeigt zu haben, daB diese Furcht ganz unbegriindet ist. Die durch-
giingige Verwendung der Methode von Ritz ist unserer Auffassung nach ebengg ’

hundert Kilometer Lange. Man muf sich nur klarmachen, dal unser Integral
der virtuellen Verschiebungen ja das Endergebnis des Variationsprozesses dag- X
stellt, von welchem auch die Methode von Ritz ihren Ausgang nimmt, und dag (
die Behandlung von Differentialgleichungen auf diese Weise unter allen Um-
stinden einfacher ist als durch die umsténdlichen Arbeitsausdriicke, diirfte ays
unseren bisherigen Ausfiihrungen bereits hervorgehen.

Dazu kommt noch, daB es nicht unter allen Umsténden empfehlenswert ist, mit
willkiirlich angenommenen Funktionen zu rechnen. Es ist oft besser, das System

Gleichungen zu verwandeln, weil man dadurch.dem in Frage stehenden Problem
weniger Zwang antut und infolgedessen eine bessere Naherung erhilt. Wir wollen
dies gerade an dem einfachen Beispiel der Zylinderschale durchfithren. Das
Bogenelement wird :
d33=a"d92+a292d‘32+12dcz
1/h, =a; i/hy=ae; 1/hg =1; =0; B=190; y=¢;
ho=1/a; hy=1/(ae)i =1L x%=1 p=a; »=a0.

Der Zusammenhang der Verschiebungen Adu, Av, Aw und Aduy, Ay, A wp ist R

hier sehr einfach: - R
Au = Adu, : "
Av = Ay 0 — (o —1) g
Aw = Awy — (e — 1) (a/l) 0, Auy,

Wir gishen es daber vor, in diesem Falle nicht sogleich nach Potenzen von a — ag,
d. h. p —1 zu entwickeln, gondern die Rechnung direkt durchzufiihren.
Wir erhalten dann die Verformungen

de; = (1/a) (35 v, + Auglo — (1 —1/0) 03 4 uy)

de, = (1) 3, Awy— (e —1) (af1?) 07 Aug , e

Ay = (1/(2ap)) 9, Awy + (1/(21) (e d, Aoy — (0—1/9) 0,0, Auy) :

und die Spannungen Bao

0p = E'- (1/a) (9, 40, + Auyfo — (1 —1/0) 05 ) +
+ (Efm) (4]1) @ Ay — (aft) (o —1) 0} A1)
a, = E' (/) 3; dwp— (e — 1) (a/l) 8% A uy) +
+ (&'/m) (1/a) (0 vy + Auglo — (1 —1/0) 05 dug)
= (B (m— 1)@ m) - (4/a) (o) 2 A1y + (/1) @3 Aoy —
L — (e (e—1/0) 20 Aug). '

v 'Y A
e
PO M ae



3. Anwendungeh 57

Nach unseren Gleichungen (9) und (10) erhalten wir aber dieselben Werte in
Reihenentwicklung nach Potenzen von ¢ — 1 und diese Werte wollen wir unserer
weiteren Entwicklung zugrunde legen. Wir erhalten nun mit Formel (9):
A = (1/a) d, dw, + (1/) 2, Av, '
B = (1/a) 3, Awy — (1/1) 3, Avg + (2/1) 3,3, Auy
C = (1/a) 3, Awy + (1/1) 3,0, Aug;
mit Formel (10a):
Lp = (1/a) (Auy + 0, 4vy)
My = —(1/a) (duy + 0, Avy) + (1/a) 05 (Avy — 0, Auy) =
= — (1/(]) (A Uy + Bﬁ V| uo)
Ny = + (1/a) (dug + 35 dvg) — (1/a) 05 (A vy — 05 A 1) =
= (1/a) (duy + 3} Auy);
mit Formel (10b):
L=+ (/N3 dwy; M,=—(afl);du,; N,=0.
Damit lassen sich nun die Spannungsgriéflen des ebenen Zustandes noch einmal
angeben, und zwar nach Potenzen von ¢ —1 entwickelt [s. Gleichung (8) und
*(8a)].
05 = 0, = E' (1/a) (Ao + 9, Ave) —
— E'(Auy+ 5 Aug) (o—1)/a +
+ E' (4 ug + 03 Aug) (e —1)%a +
+ (E'[m) ((1/1) 8; Awo— (a/P) 3 A g (o—1));
o, = 0p = E' (1/1) 3, Awy—(a[l?) 07 A uy (o —1) + (E'[m) (1/a) (4 ug +d,40p) —
— (E'[m) (A ug+ ¥} Aug) (g—1)fa +
+ (E'/m) (A ug + 05 A uy) (o —1)%/a;
v = (E' (m—1)/(2 m)) [(1/a) 3, Aw, + (1/1) D, Avy—
— ((1/a) 05 Awy — (1/1) 3, Ay + (2/1) 3,03, Auy) (0 —1) +
+ ((1/a) 0y Awy + (11) 53, Aug) (0 — 1)2].

Es sei noch auf die den Ausfiihrungen in Abschnitt 8 angepaBte Form hin-

gewiesen:
Og = o =E (1/9) (Auﬂ s aoA”o) +
+ B (0 (40— 0y Aug) — (Auty + 3, Avg)) (o — 1)/a —
— E' (3 (A vy — 0y Atig) — (Aug + 3, 4 vy)) (e —1)%a +
+ (E'[m) ((1/1) 0; dwy — (a/l?) 3% Auy (0 — 1))
o, = E' (1/1)d; Awy— (a/I¥) 3} Aug (o —1) + (E'/m) (1/a) (A 1y + 3,4 vp) +
+ (E'[m) (95 (Avg— 04 Autg) — (duy + 04 Avy)) (0 — 1)/a —
— (E'[m) (05 (Avy— 05 Aug) — (duy + 3, Avy)) (0 — 1)¥/a

0'?.=

] Hencky, Festigkeitslehre
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Diese Formeln sind zur Bestimmung der Biegungsmomente bequemer als die
zuerst angegebenen, denn fiir die Bestimmung des Momentes kommt nur dep
Faktor von ¢ — 1 in Frage.

Man tut gut, sich auch bei der Bestimmung der Momente der allgemeinen Formelp
zu bedienen, da man sonst zu leicht Fehler macht. Man hat allgemein die folgen-
den drei auf die Einheit der Mittellinie bezogenen Momente:

Momente im Querschnitt xy: _ |
Ein Biegungsmoment % J

M, = ('1/dn§)j‘oa dny g (& — o)y

|
-
<

M= (hg/h?)j' (0/hs) (5 — o) d . i

Ein Torsionsmoment mit dem oberen Index f ‘j;
ME = (R3/R?) jfi(rfha) (& —ag)da. 32 *i‘

Momente im Querschnitt «f: s —i}
Ein Biegungsmoment e i"

M, = (hg/hf) S (Gylha) (& — ag) d .

Ein Torsionsmoment mit dem oberen Index y

M2 = (YD) § (afhe) (3 — ) A

Man sieht leicht, daB die beiden Torsionsmomente im allgemeinen nicht gleich i
sein werden. g
Wir halten uns hier mit dieser einfachen Rechnung nicht auf, da wir ja in der 4
Hauptsache die Spannungen selbst notig haben. Dagegen miissen wir die Be-
stimmung der Scherspannungsresultanten noch vornehmen, denn die Scher-;v-:.-’
spannungen selbst kénnen wir nur dadurch ermitteln, daB8 wir diese Resultant;en-?'.-f-
parabolisch iiber den Querschnitt verteilen. Wir bedienen uns der Formeln (17-!!)';':'?
und (17h). R

T, = ((E' ¢ a)/12) [d, B, + ((m — 1)/(2m)) (a/1) 3, (A — B)],
Ty = (E' e a/12) [(a/) 3, (4, + B,) — (m—1)/2m)) 3, B].
Setzt man hier die speziellen Werte fiir die Zylinderschale ein, so erhalt man’ 3

T‘y e (E' Sajiz) [_"' (ao A iy -+ Dg A uo) = ((Izﬂz] ba h% a Ug +
+ ((m —1)/m) (a¥/12) 32 A v,]
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Wir bedienen uns nun der Gleichung (16a, b, ¢) und erhalten:
Ny = (E' e3/12) [a 13} B, + ((m — 1)/(2m)) a® ¥, 0, (4 — B) +
+ (a%) 0% (4, + B,) — ((m — 1)/(2m)) a® 3,9, B—alCy] —
——E'eaZAa—i—pal-l- X, ea®l
Ny = (E" e3/12) [a 10, By + ald,Cy + ((m—1)/(2m)) (a*d, (A — B) +
+ @29, (C—B))]+ E'¢ [a1d, A4, + ((m—1)/(2m)) a? D, A]+ Xpeal
Ny = (B 63/12) [a? 0, (B, + C,) + ((m—1)/(2m)) 219, C] +
+ E'¢g [azbc A, + ((m— 1)/(2 m)) alhoA] + X, eal.
Setzt man hier die durch Gleichung (8a) und (10) definierten dimensionslosen
GréBen ein und schreibt noch zur Abkiirzung 4 = a/l, so erhilt man schlieBlich
die bekannten Gleichungen des Zylinders
Nyl = (E' 6%/12) [— Auy—20% Aug— 0} Aug— 2220507 Aug— 2402 Auy +
F (8 m— 1)/(2 m)) 223, 82 Avg — ((m — 1)/2 m)) 2933, Aw, +
+ 30 Awy| —E' & ((duy + d, 4vy) + (1/m)Ad, Awy) + pa+ X, ea?
Ny /l = (E'&%/12) [—((Bm—1)/(2m)) 223,024 g+ (3(m—1)/(2m)) A2 bgd%] 4
+ E' [0 Avg + 05 Aug + ((m + 1)/(2 m)) 12,9, A w, +
+ ((m—1)/(2m)) 220F Avy] + X, & a®
N/l = (E' &3/12) [((m— 1)/(2 m)) 95 Awy + ((m —1)/(2 m)) 2933, Aug —
— A3 Auy] + E e [A23f dwy + ((m + 1)/(2m)) 29,0, Avy +
+ ((m—1)/2m)) 33 Awy + (1/m) A3, Auy] + X, & a?.
Die Auflosung dieses simultanen partiellen Systems ist in den meisten Fallen
viel zu zeitraubend. Man kann aber durch geeignete weitere Einschrinkungen
der Deformationsfihigkeit schlieBlich in jedem Falle ein System bekommen,

bei welchem der Arbeitsaufwand der Berechnung mit der erwiinschten Genauig-
keit in einem annehmbaren Verhdltnis steht.

p) Die Zylinderschale mit konstantem Umfang

Bei einer Zylinderschale mit konstantem, also vor und nach der Verformung
gleichem Umfang z. B. fiihrt man die willkiirliche Beschriinkung ein:
Aey= Aey = 0= (1/a) (0, A vy + Auy) wegen p = 1, also:
Aug + 9, Agv= 0.

Diese Annahme ist besonders zweckméfig dann, wenn der Zylinder léngs einer
Erzeugenden aufgeschnitten ist und an den Schnittrindern keine Normalspan-
nungen wirken. |

. Fiir den Ingenieur sind derartige angenommene Einschrinkungen darum so
wichtig, weil durch dieselben erhthte Spannungen hervorgerufen werden. In
Wirklichkeit gibt das Material nach und die Spannungen werden kleiner. Sehr
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oft ist es dann moglich, durch das Verfahren der fortgesetzten Néherungen zu
den richtigen Werten zu gelangen. Worauf der wissenschaftlich arbeitende Inge-
nieur Wert legen muB, ist das Wissen um alle willkiirlichen Annahmen, die ein-
gefiihrt werden, und eine Methode, um zu den richtigen Resultaten zu gelangen,
In der gewandten Handhabung des Prinzips der virtuellen Verschiebungen haben
wir gleichsam einen mathematischen Lasso, mit dem wir auch die widerspenstig-
sten Funktionen einfangen konnen.

Fahren wir in der Behandlung unseres Beispiels fort.

Der eingefithrte Zwang erstreckt sich natiirlich auch auf die virtuellen Verschie-
bungen, die ebenfalls der Gleichung & dug -+ 9 9, Ay, = 0 geniigen miissen.
Unser Integral der virtuellen Verschiebungen

[Ny Adu, + Nyddvy+ Nyp6Adwp)d#di=0
muB, wie wir wissen, verschwinden, es wird aber nun die Form erhalten
”(—-Nladodvu-i-NnéAvo—i— Nipddwg)d 9df =0.
Durch partielle Integration erhalten wir wieder, wenn #; =0 und &, =2=z
oder die obere Grenze ist:

0y Oy
—[f V18 Arqdt] + § § (20 Nx+ N1) 8 Avo + Nuxd dwg) d#d = 0.
0y L

Hieraus, und zwar aus dem Doppelintegral, ergeben sich die Differentialglei-
chungen
boNI—[—N“=0; NIII=0'

Aus ihnen konnen die zwei unbekannten Funktionen 4v,, 4w, ermittelt werden.

Man kann hier zunéchst fragen: Gelten denn nun nicht mehr die 3 Gleichgewichts-
bedingungen

N;=0, Ny=0, Nigp=0?
Der scheinbare Widerspruch in unserer Methode 148t sich aber auf folgende

Weise auflssen: Es bleibt tatsichlich nicht nur die Gleichung Ny = O richtig, -

gsondern auch die Gleichungen Ny = 0; Ny; = 0. Wir erinnern uns aber, daB
die Spannungen als Funktionen der Verformungen eingefiilhrt werden. Durch
Einfiithrung einer Einschréinkung wie Unausdehnbarkeit der Mittellinie ist natiir-
lich die Spannung der Mittelfaser elastisch unbestimmbar geworden. Wiirden
wir also die Spannungen angeben, ohne zu den aus den Verformungen gerechneten
Spannungen noch eine Spannung 09 zuzuschlagen, so wiirden wie bei Anwendung
des Systems
Ny =0, Ny=0, Nyp= 0

auf Widerspriiche kommen. Verwenden wir aber das System

9 Ny + Ny =0, Nyp=0,
80 werden diese Widerspriiche automatisch eliminiert, ohne daB wir n&tig hatten,
etwa die Spannungswerte durch Beifiigung der Spannung der Mitteliliche zu

ergiinzen. Wir halten es fiir notig, hierauf besonders aufmerksam zu machen, |
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da diese Betrachtung gerade den Sinn und Vorteil des Variationsverfahrens in

helles Licht riickt.
Wir geben jetzt die vollstindigen Ausdriicke fiir die Spannungen:

g, = 09 + (E'fa) (1 — 1/p) (3, Avo + 03 Avy) +
+ (E'fm) (1/1) 0, dwy + 4 (¢ — 1) 0, 0% A vy)
= (E'[l) @, Awp + 7 (0 — 1) 3,5 0% Avy) +
+ (E'/a) (1/m) (1 — 1/p) (B, A vo + 93 4 )

ikl M
T, = (E' 6%12) [0F dvy + 03 A vy + 22330, Avy + ((m—1)/m) 22 37 A v
T, = (E’' £3/12) [— ((m — 1)/(2 m)) 32 Awy + A2 Awy + 230,03 4, +
4+ ((m + 1)/(2m)) 20,0, Avy + 2333, 4 v,)
Wenden wir dieses System mit der unbekannten Funktion o) an, dann wird auch
N; = 0 erfiillbar. Diese Forderung ergibt sich aus der bisher nicht benutzten

Bedingung
[f Ny dAv,d L5 = 0.

Dieses Integral kann némlich gar nicht verschwinden, wenn nicht
N;=0
wird. AuBerdem kann die Mittelfaser nur dann ungedehnt bleiben, wenn sie
spannungslos ist; dem entspricht aber ¢ = 1, und wir erhalten:
0, =0 =03+ (E'fa) (m)d,; Aw,
Setzen wir dieses Ergebnis in die Gleichung N} = 0 ein, die wir in der Form (16 a)
S. 53 mit den Werten und Bezeichnungen von S.56 verwenden, so erhalten
wir
—ae-ad=(E' e/12) [0, dvy + 23} Ay + 33 Advy + 2423302 Ao, +
+ 240,09} dvy + (3 m—1)/(2m)) A% 0,0} Avy, —
— A ((m—1)/(2m)) 333, Awy + 233 Awy] + pa + X, s a2
Wenn wir 63 nach dieser Gleichung einfiihren, sind die 3 Gleichgewichtshedin-
gungen befriedigt. Die dv,, Aw, folgen dann aus dem System: ~
(1) (B &%12) [05 dvy + 205 Avg + 05 Avg + 242 0307 A vy + A0z 02 dv, +
+ ((3m—1)/m)) 2235 0% Avy + (3 (m —1)/(2 m)) A2 3} A vy —
— ((m—1)/(2m)) 4339, dw, + 233, 8} Aw,] +
+ E e ((m—1)/(2m)) (29,0, Aw, +lzb§.{100) +ea?0, X, +
+adyp+ Xgea® =R =0

8 (m—1 m—1
(I1) fi(LaEAu‘o———ibsa;A Do—l—lsbab?.{l vo)—i—

1 B e Ao+ T A% Avat Pt 0 Ay - Xypa= Ry =0
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y) Der Ubergang zu gewohnlichen Differentialgleichungen

Der Ubergang zu gewohnlichen Differentialgleichungen liegt bei einem Zylinder
sehr nahe, denn man kann ohne weiteres annehmen, dab alle vorkommenden
Funktionen sich nach cos- oder sin-Reihen entwickeln lassen, z. B.:

Avy = Zy,s8in (n 9), Adwy=2ZD,cos (n D)

Die GroBen g, sind dabei Funktionen von { und die @D, von 9.

Wir wollen annehmen, ein langer Zylinder sei auf Biegung zu untersuchen.
Ein Mittel, geeignete Ansitze zu den Verformungen zu finden, ist eine allgemeine
Betrachtung und Abschitzung der zu erwartenden Wirkungen. Der Zylinder
sei an seinen Enden £, und ¢, gelagert und seine Oberfléche sei im iibrigen un-
belastet. In diesem System konnen offenbar, von den Lagerstellen abgesehen,
Normalspannungen erster GroSenordnung in der #-Richtung nirgends auftreten,
zumal die ®-Koordinate in sich zuriicklduft, also Krifte aus ¥#-Normalspan-
nungen gewissermaBen paarweise an verschiedenen Stellen und in entgegen-
gesetzter Richtung auftreten miissen; das aber ist wegen der Krimmung der
9-Koordinate und auBerdem wegen der angenommenen Kleinheit von & nur
beschrankt moglich. Damit ist auf die bereits benutzte Beziehung

Auy = —d, Av, hingewiesen und weiter auch auf das Verschwinden des Teiles
von R; mit dem Faktor g, denn dieser Teil entspricht etwaigen $-Normalspan-
nungen. Die erforderlichen Anhaltspunkte sind gewonnen. Wir setzen statt der
Reihe fiir 4v, nur ein Glied
Avy =y sin 9.
Mit Aduy = —d, Adv, ergibt sich daraus:
Aug = —1y cos ¥
und aus 3, dwy + 13, Av, =0, aus Ry:
Awy = A cos B d,y.
Wir wollen dieses lehrreiche Beispiel durchrechnen, obgleich es etwas trivia_l ist.
”(Rlddvu + Rpddwy)dddl=0;
§§(Rysin 8y + RypAcos #d,6y)d #dL =0
und die partielle Integration zwischen den Grenzen {, und {; ergibt:
Ay [Rycos dd #1% + [[(Rysin @ —2cos #d, Ry) 6pd #d =0,
woraus folgt:

{(Rysin & —2cos #3, Ry)d & = 0.

An den Zylinderenden muB némlich sein entweder:

- 9 =0 (z. B. feste Einspannung beiderseits) oder

§Rycos #d ® =0 (z B. feste Einspannung einseitig und o, -freie Lagerung
am andern Ende). Setzen wir p und die Massenkrifte in R und Ry, Null, so wird:
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> 3

-

SRI.-iin'f}tlﬂ:— 1; 27 A ylV;
0

in
S}. con O tp Rpdd =1L enld (%2— -} 1) yIV~E exitylV.
0

Es wird also IV = 0 wie beim einfachen Balken.
Bei Verwendung hoherer Vielfacher der Winkel erhilt man natiirlich hohere

Genauigkeit.

b) Die Ringflichenschale

Wir haben das Beispiel des Zylinders nur gebracht, damit der Leser unsere Ab-
leitung mit der Ableitung nach der Kklassischen Theorie vergleichen konne. Wir
wenden uns nun einem interessanteren Au
Problem zu, der Ringflichenschale.

Auch die Ringflichenschale ist bereits be-
handelt?).

Wir legen zunéichst das Koordinatensystem

fest.
Das Bogenelement hat hier die Form

ds2=dr24+r24+d92 4 (R +rcos 9)? dg?

Bild 11.

oder
ds? = a? [do® + e*d &* + (¢ + o cos8 #)% dg?]
Damit werden die das krummlinige System bestimmenden GroBen:
] hy = 1/a; 1/ = @; 10 == 1fa; 1/h} = a;
hy = 1/(a 0); 1/hy = ag; b = 1/a; 1/h) = a;
hy = 1/(a (% + o cos 9)); B = 1/(a (x + cos 9));
1/hg = a (% + o cos B); 1/R% = a (x + cos ).
Nach den Gleichungen (9) erhalten wir
ad =0, Awy + (1/(x + cos 9)) 0, A g + A wy sin F/(x¢ + cos )

% 8in P

% . oan ‘
”B=”+°°3#(&Aho+d“0(?"§-cos‘¢9‘)""_(?¢+cost‘})=amﬁlvo+
2sin 9

v P _2sind®t ‘
' Z+GDS'EE}{0BWAH0+(H+DOS@.); arpdilﬂ
(,__-______?5 — Aq' J.ﬂ_n_a_
0= Teos® 40T et con ) TR0
2% cos ). % +2c089 | |
i (x+cosﬁ)3a‘*’dtﬂ+(;,: "~ cos ) totod g+
(% + 2 cos #) sin &
" (% + cos¥)? tpd g

1) H. Wissler, Dissertation Ziirich 1-9'16.

i bl iy [T
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uns nach der Gleichung (10)
aLly=Aug+ 0, dny; aMy=—(dug+ 54u5); aNy= du, + 22 Au,
aL, = (1/( + cos 9)) (0, dw, + Aug cos & — Ay, sin 9)

= (1/% + cos 9)) (0, 4 wy + 41)
aM, = — (1/(x + cos #)?) 32 Aug— (x sin ¥/(» + cos 9)?) Ay, +

+ (sin 9/(x + cos 9)) By Attg— (c08? 9/(x + cos 9)?) Au,
alN, = + (% sin & cos 9/(x + cos 9)°) A vy + (cos? F/(x + cos 9)?) Auy +

+ (cos 9/(x + cos #)%) 2 Aug— (sin & cos #/(x + cos 9)2) d, 4 i2g.
Diese Formeln gelten allgemein fiir jede Ringschale. Einsetzen in die Gleichungen
(18), Abschn.II D 2 liefert die Differentialgleichungen fiir die unbekannten
Funktionen 4 u,, 4p, und 4w,. Diese Gleichungen werden leider so umsténdlich,
daB sie zum anschaulichen Verstdndnis wenig beitragen. Wir fithren deshalb
Vereinfachungen ein. Zunichst setzen wir m = co. Der Fehler, den wir hjer-
durch begehen, wird betrichtlich herabgemindert, wenn wir an Stelle von E
den reduzierten Modul E’ = Em?/(m*—1) einfithren, Wir erhalten dann
némlich:

Ag=1L; 4
und es ergibt sich
Ny = (E' *a?/12) [35 (L, cos 9) +

+ (% + cos §) 37 My, —258ind,0, My —2 Mycos & +

+2f(—_;%—(f:§)b¢bozx—a,,%3+ﬁ%@ag(l_, + M)+

+ (sin 9/(x + cos 9)) 3, (B — A4) + sin §9, (L, + M) +

+ (L, —N,) cos # — Nj (x + cos #)] —

— E’ g a® (Lg (x + cos &) + L, cos &) +

+ pa® (x4 cos &) + X € a®(x + cos 8).
Ny = (E' €® a?/12) [cos #35 Ly — Lysin & + 29, My + 2 cos 99, M, —

—2 Mgsin & + (% + cos 9) 0, Ny + N, (—sin 4) 4

+ L, sin & + 2 M, sin ¢ + N, sin & +

+ (1/2) ®, A —29_B + waj] +

+ E’ e a? ((% + cos &) 0y Ly — Lysin & + L sin & + (1/2) 4, A) +

-+ Xﬂsaa(x—l—cos )

=L; B

Y ¥ 8

=g By=Mj C=Ng € =N

4

Eea2[ cosd %+ 2cosP
i P P L AR
cos? ¢ cos & 8in 9
+2(7¢—|—cosﬂ) Oy~ % + cos 9 — 00893 B+

2 ces B) sin & 5
+B% ""x j‘:zo; 5“’ X +2°‘“"3 oy s i a] +

+ E' ea?[d, L, + ((» + cos #)/2) 9, A — A sin #] +
+ X, e a® (% + cos 9).
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Als weitere Vereinfachung sei » > 1 angenommen. AuBlerdem soll es sich, wie
schon angedeutet, um diinnwandige Schalen handeln, so daBl & € &. DemgemiB
werden in den Ausdriicken Ny, Ny und Nyyy die mit dem Faktor ¢* vorkommenden
Glieder ohne » aus zwei Griinden gegen die Glieder mit dem Faktor & und mit %
zuriicktreten; sie werden infolgedessen besonders geringen Einfluf haben, und
wir wollen sie vernachlissigen: Damit vereinfachen sich die Ausdriicke Ny, Nyy
und Ny;; abermals erheblich:

Ny = (E' 3 a? %/12) (03 M, — N,) —

—E' ga? (Lﬂ(x+cos #) + L, cos ?) +
+ p a? (x + cos ) + X, & a® (x + cos F)

Ny = (E' &8 a® »/12) (3, Mﬂ»{— béNﬁ) +
+ E' ¢ a® ((5 + cos D) B,,Lﬂ—-Lﬂ sin & + L, sin ? + (1/2) 9, A) +
+ Xﬂ e a’ (x + cos B).

Nyy=E ea?[d, L, + ((x + cos 8)/2) 3, A — A sin 8] +
+ X, & a® (x + cos ¥).

Nach Einsetzen der Verschiebungen, jedoch Belassen von Ly und A in den Glie-
dern mit ¢ ergibt sich:

Ny = (E' & a %/12) (— dug— 203 Ay — 05 Atg) —
—E' ea(aLy(x -+ cos 9) + (41 + 9, dwy) cos #/(% + cos 9)) +
+ p a® (% + cos &) + e a® X, (x 4 cos ?).
Ny =E ca(a(x+ cos #)dy Ly —a Lysin &+
+ (41 + 3, Aw,) sin F/(x + cos ?) + (a/2)0, A) +
+ ea® X, (x + cos B).
Ny = E 622 [(0, 41+ d2Awg)/ (% + cos #) + (( + cos #/2) 9, A — A sin 9] +
+ ea® X, (x + cos 9).
Zur abermaligen Vereinfachung sei angenommen:
X,=0; X, und X, unabhéngig von ¢. Nun kommen keine von ¢ abhéngigen
gegebenen Funktionen mehr vor. Das weist auf Losungen hin, die ebenfalls
von ¢ unabhéngig sind; fiir sie verschwinden also sémtliche Ableitungen nach

g, und Aw, wird eine Konstante hinsichtlich ¢.
Diese Einschridnkungen zusammen mit Ny = 0 ergeben:

E'gaAsind =0, also A =0 oder dw, = 0.

Die Glieder in Ny mit L, und 9, L, stellen die negative Ableitung des L-Gliedes
in N; dar. Man bekommt also aus

9 Ny + Ny = 0 eine Beziehung, in der Faktor & nur mehr an Gliedern mit
41 und 9, 41 auftritt:
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(E’ eta xf12) ('—' A’un —2 A”’u,ﬂ P Avuo) =
= {, &3 ) a4 i 2 2psind—a®
= 1. g2ulccs om——2slnﬁm -{—(I- psin -—:{“(?{-{-—CCS??)?‘,”J——-
—ea® (0, X, + X,) (% + cos ) — X, sin #).

Mit dem Faktor e treten jetzt nur noch Glieder auf, bei denen das als gro8 gegen
1 angenommene » im Nenner wirkt, wihrend es bei den Gliedern mit 2 im Z#hler
erscheint. Damit ist klar geworden, weshalb die Glieder mit 2 nicht allgemein
vernachldssigt werden durften. Die Grofenordnung der beiden Gruppen mit ¢
und &* kann sich namlich durch das x ausgleichen.

Nachdem nur Glieder mit dem Faktor & verblieben sind, die » im Nenner haben,
konnen wir folgerichtig den bei » stehenden Summenden cos & dort mit derselben
Berechtigung vernachliissigen, mit der vordem schon die entsprechenden Summan-
den und Glieder mit dem Faktor &* vernachléssigt -worden sind. AuBerdem
wollen wir beim Zylinder annehmen: de, =0, also duyg = —23, Av,, ferner
p=0; X, =0 und X,= 0.

Wir erhalten mit diesen neuerlichen Vereinfachungen auf der rechten Seite
cos # d, Al — 2sin & Al, also (2 %%/6) (4" vy + 24V vy + AVIpy) =
=Avy— A" vy + 24 vy8in 2 § — (3 vy + 4" vy) cos 2 9.

Es ist allerdings zu beachten, daB dieses Ergebnis nicht mehr alle Bedingungen
enthilt und deshalb neben den tatséichlichen L&sungen auch noch fremde Funk-

tionen fiir 4 p, liefern kann, die keine Lésungen sind.
Das Ergebnis 1a8t sich hier noch auf kiirzerem Weg finden: Die Einschrinkung

Aug=—0dAv, fihrt zu L, =0 und mit der bereits gemachten Annahme
Xﬁ=0 in Njy=0 zu 41=0;
aus

— Al = A"vyco8 ¥ + Avysin & =0
erhédlt man die Losung
Avy = c- cos # (¢ Integrationskonstante).

Der Einsatz dieser Losung in Ny = 0 ergibt die Bedingung p = X_p.
Die Massenkrifte miissen also den Innendruck unmittelbar kompensieren,
oder, was das gleiche bedeutet, die geschlitzte Schale ohne Normalspannungen

an den Rindern kann einen wesentlichen Innendruck nicht aufnehmen, ebenso- -

wenig, wie der geschlitzte Zylinder. Man erkennt das leicht auch unmittelbar.
Es gilt aber nur, solange cos & gegen » vernachlissigbar ist.

Bei der groBen praktischen Bedeutung dieser Aufgabe wollen wir nicht unter-
lassen, auch eine direkte Ableitung zu geben. Statt & steht im folgenden @ und
statt bisher ¢ steht jetzt . Wir schneiden durch Meridianflichen, also Fliachen
durch die Schalenachse ein Stiick von der Breite der Einheit in der @-Richtung
und der gleichen Breite auch in der ¢-Richtung heraus und betrachten dieses
Stiick dann als Balken, der durch die im Schnitt wirkenden Ringkréfte, die eine
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Resultierende in radialer, also g-Richtung ergeben, sozusagen elastisch gestiitzt
sst. Bezeichnen wir die in der ¢-Richtung wirkende Ringkraftresultierende mit

Z,, so wird

, Eh :
2= —m(.{] l‘DSII'lqﬁ——-A Hp CCS ).

R ist wieder der groBe Radius, @ der kleine und % die
Schalendicke. Wir fithren noch die Fldchenlasten p
(horizontal; vordem war p dagegen der Druck) und g
(vertikal) ein, bezeichnen die Normalspannung in der

@-Richtung mit 0‘ und die Scherkraft in Richtung
des kleinen Radlus mit 7. Das Gleichgewicht in :
Richtung der Tangente durch oder parallel zur Bild 12:
Schalenachse ergibt

Zi+sing sin @
0o__ 4 0
D %o%=—7 (% -cos@) " %Px 1 cosg

T
— +o ,, (psing + g cosg).

Das Gleichgewicht in Richtung des kleinen Radius a ergibt

1 __Zjcosp sing oh
(1) a?"THrz(x—{—comp)i—Tu(Bc Losq}}+¢' == poasgrtgung.

Scherkraft 7 ist zun&chst auf die Biegeverformung iiber das Biegemoment
zuriickzufithren, Es ergibt sich unter Vernachlissigung der Glieder mit » im
Nenner
T = — (E' e3/12) (4" uy + A" o)
0, T = — (E' e/12) (4" uy + ATV up).

Nun 148t sich die Normalspannung o'g eliminieren:
(I) (% + cos @) — (II) (a/h) sin @ + (a/k) (x + cos @) 3, (11).

Werden die Glieder mit ¢ als Faktor und mit x im Nenner, die sich dabei aus T
und seinen Ableitungen ergeben, gegen die Glieder ohne x abermals vernach-
lassigt, so wird

(B €3 5/12) (— A'uyg— 2 A" ug— AWV g) = cos 9 ¥, Z; — 28in 9 Z,—
—a (coscpbwp~sin¢bpg—2psincp-—-_—2gcos¢) (% 4 cos @) +
+ a (g sin ¢ — p cos @) sin .

Dieses Ergebnis werde nun mit dem vorhergehenden aus Ny und Ny verglichen,
wobei in diesem ersten Ergebnis der dort mit p bezeichnete Druck Null gesetzt
sei, und p jetzt nur die horizontale Flichenlast nach dem zweiten Ergebnis be-
deuten moge. GemifB Definition gilt

caX,=hX,=pcosg—gsing und
kX = — p sin @ — g cos @, ferner
sadl{[x—]—cosqu) ,/a
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Unter Beriicksichtigung dieser Beziehungen findet man volle Ubereinstimmung
mit dem Ergebnis aus N; und Ny;.

Die Annahme unveréinderlichen Eigengewichtes g je Oberflicheneinheit und die
Annahme, daB8 p und g so klein sein moge, daB nur die Glieder mit » als Faktor
wirksam werden, fiihrt schlieBlich zu

(E" &3 2/12) (A"ug + 24" ug + AWV u) = 2 Z, sin ¢ — cos ®0,Z +
+ax(cospd,p—2psing—2gcos ).

Das zweite unmittelbare Verfahren lit den mechanischen Sinn des Ergebnisses
klarer erkennen, erfordert aber mehr Aufmerksamkeit beim Ansatz, weil leichter
etwas iibersehen wird, als bei dem mathematisch einheitlicheren und konsequen-
teren ersten Verfahren. Die linke Seite ist die Dilferentialgleichung eines kreis-
formigen Ringes ohne Last. Auf der rechten Seite konnen wir dem g die Be-
deutung des Bigengewichtes geben. Die GroBe p hat die Bedeutung einer ver-
dnderlichen horizontalen Last, und wir sehen, daBl Z, denselben Charakter hat.

Die Losung ist in der Schreibweise schon angedeutet. Man setzt Z, als trigono-
metrische Reihe mit vorliufig unbekannten Beiwerten an und addiert die parti-
_ kuldre Losung, die sich fiir diese Reihe ergibt, zur Losung der homogenen Glei-
i chung mit konstanten Koeffizienten. Durch diese einfache Losungsmoglichkeit
gewinnt die Kreisringschale eine grofe praktische Bedeutung; im Behilter-
und Kesselbau spielt diese Form eine Rolle. Hat man die Gleichung einmal
integriert, so kann man aus Z, und 4 u, die Bezichung zu 4 p, aufstellen und nun
zur Bestimmung der Beiwerte von Z, iibergehen, denn diese Beiwerte waren ja
willkiirlich angenommen. Man kann etwa Ny = 0 benutzen, wenn nicht irgend-
welche noch einfachere Beziechungen aus der jeweiligen Aufgabe zur Verfigung
stehen. Wir geben die allgemeine Lésung fiir p = 0. Das Integral der mit
12/(E’ & ) multiplizierten rechten Seite sei

'
12 P . 24
“?)}=E_§;(5 Zisingd o —2Z, cos p) — i aB gsing
I und es sei
Eh
Z, = ———-——CO(PU—l— 2 B, cos(ng) + Z D, sin (ng)).

Der in Z, stehende Faktor 1/(R + a cos @) ist also durch % dividiert in die Reihe
| mit einbezogen.

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet dann

b Auﬂ-—sintpj(sinwj'f COStpdqp—COStpjf(q))sm(pd{p)GOS(de?"‘"
il —‘003‘}3} (Sm‘?’jf(‘?’) GOS(qu?'—GOSQij(QJ)BHIQJdQS') singpd @ +
| +ylsmqa—|—ugcos<p+v1{psmga—{—vzq:«cosqa

[ Hieraus wird
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dug 3 =
= ~Fatveinet

+ A4 pysing -+ pscesp + » psing + Vo @ COS @ -
C .
+§':Tx(_'3 Byg2cosp + 3 By—3 D¢ + Byces (29) + Dy sin (2¢)) +

C
+ 85212 (B2 cos (3 ¢) + Dysin (3 @) +

6Co & B, [eos((n+1)g) | cca((—1)7)
T i [(n—t— 1)(’3+2)_{_(’%—1)(”_2)]+

+ea > | (n+1g)  si (n—1)9)

ne

M+ D(nt2) " a—1Dkr—2]

1Wir wollen der Formel einige Erlauterungen widmen. Das erste Glied rechts
gibt die partikulire Losung fiir das Eigengewicht g auf die Oberflicheneinheit.
Der Koeffizient C, kann gleich der Einheit gesetzt werden, a8t sich aber auch
da:’ju verwenden, um die dimensionslosen Formgrofen des Problems, die in allen
Rel%lenkoefﬁzienten auftreten wiirden, herauszuziehen.

Es ist moglich, eine groBe Anzahl praktisch wichtiger Randbedingungen auszu-
ﬂll‘.heiten, welche den Bauingenieur und den Maschineningenieur interessieren
kénnen. Es sei nur noch bemerkt, daB die vorstehenden Entwicklungen bei der
Berechnung von Wellrohrkompensatoren und Dehnungslinsen fiir Rohrleitungen
gute Dienste leisten konnen.

¢) Bemerkungen zur Konstruktion dquidistanter
Flichensysteme

Bisher bezogen sich alle unsere Anwendungen auf Schalen mit konstantem

f.{ac?lus der Meridiankriimmung. Wir miissen jetzt noch zeigen, wie man bei be-
he?:ngem Kriimmungsradius dquidistante Flichenscharen erzeugen kann.

Wir nehmen an, daB sowohl der Radius der Meridiankurve 7 wie auch der Kriim-
mungsradius R des dazu senkrechten Hauptschnittes verinderlich und Funktion
des Neigungswinkels (zu der Ebene | Rotationsachse) seien.

E? sei die da-Richtung die Richtung der Flichennormale, die dp-Richtung
38.1 senkrecht dazu und die dy-Richtung senkrecht zur Meridianebene.

Die Schalendicke sei 4. Wir setzen & - h, = & Das Bogenelement sei dann

ds? = d x2/h2 + d p2/h2 -+ d y2/h?
(I) de2 — (hz/eg)ld o (rz+ h(o&—-io))gdﬁz +(R+Hh (v — %)) 2 cos? B d 3

1/hy = hfe; hy, = ¢&lh

Uhy = p (o« —op) + 1/B; B3 =1/r; 1h)=r

Uhy = v (o —ap) + 1/K; = 1/(R cos p); /hg=Rcosf
Oy (1/hy) = u = h; 2, (Ufkg) = v = h cos

Im rotationssymmetrischen Fall vereinfachen sich alle Formeln sehr. Die Ver-

fOrmquen werden:




L}, = (¢/R) Auy —

; S in neuer Form
70 IL. Inhomogener Zustand — p. Die Theorie der Schalen in

Ao = Aot (v — xg) (RI(r £)) (e Aoy — 0, Autg

A w= 0; dw; =0,
Die Fungd

- G- en dann
amentalgrifien unserer Schalentheorie werden

A=B=C=0
Ly=(Wry(e duy 4 3 A vy) 2 Aug)

A 0 B s u ) L (1/e) d 0
My = (/r) (40, (L/e) 0, Aug) 3, (1/r) = (R/r?) gs ;1 Uy ‘l; : /+ ( f/e} 2 A )
Vo = —0r®) (40, — (1)) Op A1) 05 (1fr) + (¥r?) (e A
(I/r) Aoy (tg p— (1/R) 3, R) ] .
/ 1 ———— A v g
ﬂ’fy"__"‘}—z‘i‘;édf’n_}g’:(t'gﬁ‘—j".' Dﬁ [{)a‘ﬁ.{il”o H-r y
5B ROf1 1 ;- )3 Attg +
ﬁ'rzé_a_gdﬂnjl" s;?;-;((?_l—--?f_)aﬁh-_ r igﬁ Re ’

+ (R¥/(R*r) 4, B8,

) : ren nach
Mit diesen Wertep und nach Nullsetzen aller Ableitunger

: : hen;
die Gleichungen (17a), (18a) und (18b) erheblich vereinfac
(18¢) ist identiseh erfillt.

ist unmﬁghch
Wir mgchten bej dieser Gelegenheit, darauf hinweise_n: _daﬁ ei{:;-fwden zu inte-
sein wird, die Differentia]gleichungen (18) mit den Uthhege;n Ingenieur dazlf
grieren, Trotzdem kénnen die abgeleiteten Beziehungen uchungen zu ver
dienen, sich gipep Uberblick iiber die zu erwartenden Beanspr dern umgekebrt
Schaffen, wenp er sich dazy entschlieBt, nicht die LasFen, ss::r Gleichung (18)
die Verformungen willkiirlich anzunehmen, und dann mittels

ichunger
und der Randhedingquen die duBeren Krifte zu ermitteln. In rmungstypen
(18) kommen die Vol

Randkréften
ergeben sich natiirlich
das Gleichgewicht be

» lassen sich
die Gleichung

. n Verfo
umenkrifte vor; bei angenomimene

7 it den
entsprechende Volumenkrifte, welche m
wirken.

ksame
: o bl der aufmer -

Wir haben mit Absicht, a]le Formeln gebracht, mit Hilfe deri;nﬂ- Eine Arbeit
und intereggiopte Leser solche Untersuchungen ausfithren alen Be-
Von wenigen Wochen

. - axim
geniigt im allgemeinen, um sich iiber d-le Inr:tegration d‘_”'
Behilters Rechenschaft zu geben, wo dlein der Industrie
Zeit beanspruchen wiirden, welche maﬂbaswn in solche,
en kann, Besonders die Zerlegung der

Schale
‘ ene der
achen, und solche, welche in der T angenu?leb rwartenden
groe Vorteile und ej )

Anspruchungen eines
Gleichungen (18) eine
einfach nicht aufwend

welche Biegung verurs
liegen, bringt

e
v e 1e zZu
eme rasche Ubersicht iiber d
Beanspruchungen_
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Nachbemerkung des Verlages zum Schragbruchstrich
und zum vereinfachten Differentialsymbol

I mathematischen Schrifttum biirgert sich die Papier- und Setzkosten sparende
Schreibweise mit, dem schrigen Bruchstrich statt des waagrechten immer mehr
ein. Das vom Verfasser angeratene vereinfachte Differentialsymbol ermdglicht
den waagrechten Bruchstrich des Differentialquotienten sogar ohne Schrig-
bruchstrich einzusparen; es wird deshalb in dieser Schrift auBer dem Schréiigbruch-
strich angewendet. Hierzu sei an folgendes erinnert:

Der waagrechte Bruchstrich, der einzelne Doppelpunkt und der schrige Bruch-
Strich sind gleichbedeutende Zeichen der Division. Es gilt also:

%:a:bza./b.

Der Waagrechte Bruchstrich kann lingere Ausdriicke zusammenfassen; seine
Linge zeigh seinen Wirkungsbereich an. Die andern beiden Zeichen hingegen
Onnen nur zwei benachbarte Zeichen in der Zeile verbinden, ebenso wie das
Multiplikationszeichen. Der Schraghruchstrich erfordert also die allgemeine
Rangregel 74 beachten:
Die jeweilg héhere Rechnungsart ist zuerst auszufiihren, so]an-ge
Weder Klammern, Sondervereinbarungen oder sonstige Hinweise
G.egenteiliges vorschreiben.
Die Rangfolge der Rechnungsarten liegt nur teilweise fest. Die in dieser Schrift
?‘;f;“tzte Folge sei deshalb ganz angegeben, und zwar Gleichrangiges in einer
“eile:

Addition und Subtraktion;

Multiplikation;

Division;

Potenzierung und Radizierung;

alle anderen Operationen.

Eine gebriuchliche Ausnahme: Klammern um ein Produkt konnen durch das
Ortlassen des Multiplikationszeichens ersetzt werden, wenn vor dem Produkt
®In Schriighruchstrich steht (Festlegung AEF) und in gewissen oft vorko.mmenden
Ausdriicken wie z. B. sin wt [= sin (w?)] oder In ab [=1n (ab)]- Von diesen Al.lﬂ-
Nahmen wirq in dieser Schrift kein Gebrauch gemacht, weil sie nicht immer ein-
deutig ging, '

E ;P_Sohliﬁgbruchtrich ist nur fiir den Druck gedacht. In de.r Gebrauc‘z‘hffhand-
UMMt wird man schon wegen der besseren Unterscheidbarkeit von ,,1° 1Immer
® Waagrechten henutzen.

T Al
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72 Nachbemerkung der Verlages

iat, aber
Der Schrégbruchstrich lieBe sich durch den Doppelpunkt ersetzen. Es 151::;64'
tiblich, den Doppelpunkt fiir bestimmte Rechnungsarten zu bevorzugen (

: : uch
8pondierende Doppelpunkte bej der Verhiltnisrechnung), und dieser Gebra
8ol nicht gestép werden,

Der Differentialquotient 1

o 2 ichen
: Bt sich eindeutig durch ein einziges Operationszel
wiedergeben mit dem Diff

erentiator als Index:

d 02z
dey‘—“-‘af;; b,byz=m'

. . . . . ] . in einigen
Die Formen in der neuen und in der alten Schreibweise seien einander in enig

Beispielen gegeniibergestel]t -

a—f—b!c-[—-d:a_l_%_’_d; a/b,c.:_.g_

5
; ; : us-
afbc und afbfe sind vermieden; statt ihrer werden nur ganz eindeutige Aus-

driicke mit Klammern verwendet,

ak A = o4 uy .

: 0% tor
!ner I8t zur weiteren Vereinfachung nur der Index des Differentiators als Opera 1
‘;d;; gesetzt; in der Differentialgeometrie bereits allgemein angewendet; Vg

. Y
dy 7 du
dy/a:.——-a-, dagegen: d,,(y/a)=-a;i; Aufh=—3=3

der Schrégbruchstrich.
0 d 0(ya) ddz 1
u(ya) gdsz 2 ._b. 7

W=y 22, 4, alb=(642)%.

2
d.?:"“=(dy)“; d(y® nur 80; diy= g;’;

I“tegl'a]zexchen reicht immerp pig zum zugehdorigen Differential.
ﬁ:&eﬁ:n{f: Der Gebrauch geg Schrigbruchstriches und Ahnlicher Schreibwelsen mac’::' ;lf éﬁf
deutigiy] €Dflogenheiten aufmerksam, gje nicht folgerichtig erscheinen und tatsichllc i
BYelt gefihrden, gy Schreibt z. B, sin'x in dem Sinn (sinx)*, trotzdem folgerichtig for
(sinzys § tfll (8In x), ebenso wie @x = d(da) ung 2% = (T a). Die folgerichtige Schrelh:ﬂf;uck
ok Ra: einfach sinxs. Ny, benutzt man aber sinx* 1n dem Sinn sin (x?), trotzdem dieSfrm “:m (=%
hiingt mjtg':ge] Ur 80, also mit Klammern geschrigben werden darf, Der Gebrauch sinx ui;en TS
PR wu»:r nahellegenden Neigung Zusammen, sich Operatoren bis zum Ende des jeweetzung e
Ratgeregel entgogen s LeD: Dieser g steht der Zwang zur folgerichtigen F?r;ilgen Rech-
Dungsarten fe::;:::tn: (::ﬁddmnden man e 2 erschiternden Gebrauch 0r die nle

die man auch go wohl nichts einwenden kann,






