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t~ber die Beriicksichtigung der Schubverzerrung in ebenen Platten. 

Yon H.  Heneky in Gustavsburg. 

1. Einleitung. Die  naheliegende Aufgabe der Berechnung der Biegelinie yon Flatten nnd 
Balken unter Beriicksichtigung des Einflnsses der Schnbverzerrung hat  noch keine elnwand- 
freie L~sung gefunden. Die in der Technik iibliche Berechnung einer zus/itzlichen Durchbie- 
gung kann nut  fiir den Fall eines freigelagerten Balkens mit gleichm~l]ig verteilter Belastung 
den Wert einer groben l~iihernng beanspruchen nnd ist nieht geeignet, diese Frage zu kl~ren. 

Es i s t  znniichst klar, dab der Einflul~ der Schubverzerrungen bei stark wechselnden L ast- 
k0nzentrationen entsprechencl w~ehst. AuBerdem hat  die Annahme der gew~hnlichen Theorie, 
dab die Normalen zur Plattenmittelfl~che auch nach der Werformnng normal bleiben, etwas 
Unbefriedigendes. Um diesen Kbmplex ~r Fragen und Unklarheiten einmal aufzul~sen, stellen 
wir uns die Aufgabe, eine nicht zn dicke ebene Platte hinsichtlich ihres Yerhaltens gegeniiber 
ver~nderlichen, abet stetig verteilten Lasten zu untersuchen. 

2. Das Prinzip der virtuellen Arbeit und sein Nutzen bei derartigen Untersuehungen. Ganz 
wie in der Dynamik des Lagrange gehen wir yore Kinematischen aus. Die 31ormale zur Mittel- 
fl~che sei zur z-Richtung gew~hlt, dann machen wir zur Darstellung der Werformung den fol- 
genden Ansatz : 

z u=--X~v(x,y),~ [ 
v = -  ~ Z(x,y), I 
w = ~(x,y); 

(1) 

% Z, ~ sind drei unbekannte Funktionen yon x und y ; u, v, w sind die elastischen Versehiebungen 
eines beliebigen Punktes der Platte. 

DaB die Verschiebungen w unabhangig yon z angenommen sind, ist nut  dann unbedenklich, 
wenn die Normalspannnngen zur Plattenoberflache verglichen mit dem durdh die Lasten her- 
vorgerufenen Spannungszustand vernachl~ssigbar klein sind. Man kann dann die Plat te  in 
parallele Schichten zerlegt denken, die man h i n s i c h t l i c h  de r  N o r m a l s p a n n u n g e n  naeh 
den fiir ebene Spannungszustgnde geltenden Regeln behandeln kann. 

E' (m i) Setzt man E ' =  Era2- 2G , 
//g2 ..._ t '~ //~ 

so erhalten wit aus dem Hookesehen Gesetz wegen 

das Elastizit~tsgesetz 
i ~ 

~ = E ' ( ~ - + m ~ - / ,  

+ f ~ ,  

= E ' m - - 1  :~v  ~w 

,cy= E, m - - 1  ~u ~w 

= E'  m - - 1  ~u ~v 

(2) 

Die Spannung az kann auf Grund des Elastiziditsgesetzes nleht bes t immt werdefl, sondern mug 
dutch die statischen Bedingungen des Problems gegeben sein. 
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Dureh Kombina t ion  yon (2) und (1) erhalten wit jetzt  die Spannungswerte in der Plat te  

ax=-E'  +m-gT-/ N' 
a y = _ E , ( ~ z  1 0 ~  z 

T ~  + m ~ / ~-' 

"~y=--E' m--1 (~_ 0~_) 
2m \h  t) x ' 

(3) 

Die Spannungswerte T~ und vy verschwinden bei der klassischen Plat tentheor ie ;  hier werden 
sie nur  yon x und y abh~ngig, so dab nunmehr  wenigstens der mittlere Wert  des Schubes in 
die Rechnung einbezogen wird. Auf  der Ober- und Unterseite der Plat te  sollen keine Schub- 
spannungen wirken, 

' Mit dieser Oberfl~chenbedingung sind nun aber unsere Glelchungen (3) im Widerspruch, 
denn die ~:~ und ~y sind danach nicht  mehr Null. Beim Anschreiben der virtuellefi Arbeit  muB 
aus diesem Grunde der vollst/indige, aus Oberfl~chenarbeit und innerer Arbeit  bestehende 
Ausdruck gesetzt werden. 

Wir wollen folgende Bezeichnungen einfiihren: 

(P~)a, (Py)~, (P~)~ belastende ~iugere Randspannungen,  
(P~)i, (Py)i, (P,)i die sich aus den angenommenen u, v, w und dem Elastizit/itsgesetz er- 
gebenden Randspannungen,  ferner die , ,Gleichgewichtsbedingungen" 

L~ = -g~- - g f  + - g ~ ,  

L u = ~ ; + - ~ y +  ~ , (4) 

Ox Oy Oz 

Dann lautet  die Gleichung der virtuellen Arbeit  

f f  do {[ (Px)a  -- (Px)i] ~ 1~ -~ [(Py)a - (Py)i] ~ v  -~ [(Pz)a -- (Pz)i] ~ w}  | 

+ f f f  dV {Lz~u + L=~v ~- Lm~w} = O. / (5) 

Hat  man die genaue Lfisung fiir u, v, w, dann ist  

(P.)~ = (P~),, (ey),  = (Py),, (P~)~ = (P.),, 

Lz = L, I  -= L m  = 0 

beim Fehlen yon Volumen- oder Massenkr~ften. I n  der technischen Mechanik stehen uns aber 
genaue L6gungen racist n i c h t  zur Verfiigung. Setzt man  nun ein willkiirliches System u, v, w, 
so sind die (Px)a- - (Px) i  . . . .  L x . , .  eben nicht  Null, sondern stellen unvermeidliche Fehl- 
spannungen bzw. Fehlvolumenkr~fte vor. Schr~nken wit nun d ie  kinematischen MSgliehkeiten 
der u, v, w dutch entsprechende Annahmen,  wie sie z. B. in unserer Gleichung (1) vorliegen, ein, 
so wird es t ro tzdem mfiglich, das Arbeitsintegral aus allen diesen Fehlspannungen bzw. Fehl- 
k r~ f t en  zum Yerschwinden zu bringen. 

Insbesondere bei einer Pla t te  haben wit die Gleichung der virtuellen Arbeit  zunhchst  in 
der Form 

f f { [ ( r , ) a  - (v , ) i ]  Ou (~ = + ~) - [ ( ~ ' y ) a -  (Ty)i] 0 /~ (z  = - -  h) ~- 

(6) 
+ [ ( o o ) o -  (r w = +  _ w ( .  = _ } d x  + 

+ f f f  {Li ~ u + L= ~ v + L m  ~ w} ,Ix dZ dz -- O. 



7~ Hencky: ~ber die Ber~ckslchtigung der Schuhverzex'~ung.in ebenen Platten. Ingenieut-Archiv: 

~uBere Spannunge n (T~)~, ~s)~ nehraen wit nicht an, ferner 

= p ,  ( . . . .  = o .  

Die inneren Spannungen, die wir aus dem Elastizit~itsgesetz bekommen, mtissen wit hinnehmen. 
Wir setzen nun die Werte aus (1) und (3) 

(ao)/= 0 

in (6) ein und erhalten 

+ f f (~yc3~v + ~ xGy, + pc3q~)dx dy § 

L z L n  -h- d z + LsH 6 9) dx dy dz - O. + f f f ( -  x~d~o- z 

Da sich die Integra!e tiber z aus~erten lassen, kann man die Gleiehung in folgender Weise 
sehreiben : 

f f  L - - ~ t ~ - ~ }  ~  -~g-~ t-~ ~y)  z .  

I (6a) 
z z ~p6c?--6~f  Ls T dz- -Gzf  Lss ~ dz+~. q) f Lmdz]dxdy= 0 

F 

nnd in etwas anderer Ordnung: 

f~,rn--1 iX ~ O, f L= h dX] @ (6b) 

+ ,q)[ f  Lmdz + p ]} dx dy = O. 

Wegen der Unabh~ngigkeit der Variationen ~3~o, d Z, 6 9 mtissen dann die drei Gleichungen 
gelten 

E' rn :- 1 ( h 0 qJ\ + f L n  z dz = 0 ,  (II)  

f Lsss d z + p = O. (III) 

Die hier vorkommenden Integrale lassen sich noch etwas weiter umformen. Es ist 

f L s z d z = f ( ~ , s x  . a'c: + - ~ - - ) z d z  " ~ ax + ~ -  
+ hi2 

- -  b i g .  

f dz. 
= j  \ ~ x ~ y t hi2 

t t ier  ist abet nach (3) 

(~:'~)_ ~i~ = : .  ~ ~ t ~ - ~-;d" 

Dutch Einsetzen i~n (l) kommt  ~aher. 

f \~x  ~y } 
nnd analog 
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Setzt  man die Wer te  yon ry und r~ aus (I) und  ( I I )  in d i e  d r i t t e  Gleichung (4) ein, so wird 
aus ( I I I )  

f (-~c + 2 b-x~y + -~Uy~ ) z d z + p - o. (III)  

Dami t  sind die drei  Different ia lgle iehungen fiir die nnbekann ten  Funk t ionen  % Z, go ge- 
funden.  Alle drei  gel ten  unver / inder t  auch fiir den klass ischen Ansa tz  de r  P]a t ten theor ie .  Nor  
dienen in diesem Fa l l  die Gleiehungen (I) und ( I I )  bloB dazu,  die in  d iesem Fa l l  s t a t i s c h  b e -  
s t i m m t e n Scherspannungsresu l t an ten  zu e rmi t te ln .  

3. Die Differentialgleichungen fiir die d leke  Plat te .  Du tch  Einsetzen der  Spamlungswer te  (3) 
e rha l ten  wir 

E, m - - 1  I 3q~h) E'~_.(at~o_4.  m - - 1  3 ~ 

I x -  h) = ~ -  t ~ y  ~ ~m ~ 

m ~ l  0~Z ) 
2m Oxay ' (I) 

m - ~ l  02~p 
2 m 0xJ -y - / '  (II) 

(HI) 

In  dieser  F o r m  is t  n ieht  ohne weiteres  zu sehen, wie man yon diesen Gleichungen zur klas-  
sischen P la t t eng le ichung  kommen  kann.  W i t  e l iminieren daher  aus (I) und (II)  zun/ichst  % 
indem wir nach x bzw. y dif ferent i ieren und abziehen:  

3y  0x 12 ~ x  ~ 0y ~ --  Oy~ ~ 0 y  0 " (Ia) 

Different i ieren wir  andererse i t s  die Gleichnng (I) naeh 0 x a ' 0x--~y~' die Gleichung (II)  nach 
~3 ~a 

und addieren ,  so erha l ten  wir  03 z- '  0 x 2 3y 

, m - - 1  0 a2V O~V . 0 /02Z , '~2Z~ .['04qJ __,  ~a~v _ Ucf-]) ] 

E'h"[a 4 (OW ~_ OZ~d_2 04 (OW OZ~_ ~ lay, ~ZV] i (Ih) 
- ~ L ~ t ~  ~-D-~f7 - ~ - y ~ t ~ - ~ z y ~ - b - f i t - ~ x - m - ~ T y J  �9 

Different i ieren wir  andererse i t s  die Gleiehung ( I l l ) z w e i m a l  naeh x und y und addieren  (La- 
placesche Operat ion) ,  so e rha l ten  wir  

U 0 ~ 
= 7 + (ilia} 12 0 y2 �9 

Kombina f ion  yon ( I I a ) ,  ( I I I a ) n n d  ( IH)  ergibt  schlieB!ich die y o n  ~ und Z freie Gleichung 

] 2 -  \ 7  + 2 7 C 7  -k - ~ y ~ / =  p 6 m -- 1 \ a x, q- -~y2 )"  ( I I I b )  

Die drei  Gleichungen ( Ia) ,  ( I I i )  u n d ( I I I b )  kann  man  ~un zum ~ b e r g a n g  zur klass isehen 
P la t t en theor i e  verwenden,  wenn das Verh~ltnis der  Dicke zor mi t t l e r en  P la t t ense i t e  klein ist .  
Zuvor  wollen wi t  abe t  diese Gleichungen auf  eine etwas einfachere F o r m  br ingen.  Es erg ib t  

02 0~ 
sich dabei  ein Vorte i l  in der  Schreibweisc,  wenn man  fiir die Opera t ion  ~ q- ~ das Zeiehen d. 

�9 0~ 2 u y 

setzt .  Die drei  Gleichnngen lassen sich dann in folgender  F o r m  anschre iben:  

~v 0Z h ~ ( 0 ~  ~ Z ) .  
a y -  a ~ = - i ~  A ~ y - o ~  ' (I.~) 

ans ( I I I )  durch  Xnderung  der  Different iat ionsfolge 

1--2 = P ; (IIc) 

nnd sehlieBtich noch mi t  ( I l I b )  

E,'h~ h~ '~ d p.  (IHe) 
] ~ - A A ~ v = p  6 m--1  
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Bei k le inem h kann  m a n  nun dieses Sys tem vere infachen  zu 

~ 0Z. 
~y --  ~--~- = 0, 

1--~ A + ~ -  - E ,  �9 

E' h "~ 
1--U-A A q =p .  

Man kann  dann  eine neue F u n k t i o n  co einfi ihren,  um wenigstens die erste dieser Gleichungen 
yon  vornhere in  zu bef r ied igen :  

~--~ , X = It T y -  " 

Dami t  wi rd  abel- die zweite Gleichung iden t l sch  mi t  der  d r i t t en ,  d . h .  o~=~0, womi t  der  An- 
schluB an die k lass ische Theor ie  vol lzogen ist .  

Die Vernachl~ss igung der  Gl ieder  mi t  h k a n n  unzul~issig werden,  wenn man  konzen t r ie r te  
Las ten  ha t .  Beach tenswer t  is t ,  dab  in  der  neuen Theor ie  die Bi ldung der Spannungs resu l t an ten  
und -momente  sich er i ibr ig t .  Das Gle ichungssys tem (3) g ib t  fiber alle Spannungen  AufschluB. 
Die Spannungen  h~ngen aber  n ich t  mehr  u n m i t t e l b a r  und  haupts~ichlich yon  ~v ab, sondern  
yon ~o a n d  Z" Dies h a t  zur Folge,  dab  z. B. bei  der  e ingespannten  P la t t e  mi t  kons t an t e r  Las t  
sich das gleiche ~0 erg ib t  wie in  der k lass isehen Theorie .  die Randspannungen  werden abet  h~her.  

4. Zusammenfassung .  Ausgehend  yon e inem k inema t i s chen  Schema wird  eine Methode 
en twicke l t ,  welche es mgglich macht ,  den Anschlug  der  technischen Fes t igke i t s lehre  an die 
ma thema t i s che  E las t i z i t~ t s theor ie  zu bewerks te l l igen .  Ganz wie in der Methode  yon  L a g r a n g e  
n u t  mi t  K i n e m a t i k  und  Energiebegr i f f  gearbe i te t  wircI, werden die Gleichungen aus dem Pr inz ip  
der  vir tue ' l ien Yerschiebungen  hergele i te t  1, 

Die Randbed ingungen  b rauchen  dabe i  n ich t  yon  vo rnhe re in  i m  k inemat i schen  Ansa tz  sehon 
bef r ied ig t  zu se in;  das Yerfahren i s t  so gear te t ,  dab  man  das O p t i m u m  der  _N~herung, das 
sich mi t  dem gew~hl ten Ansa tz  i i be rhaup t  er re ichen lag t ,  auch wirkl ich erhhl t ,  Von groBer 
p~akt ischer  Bedeu tung  wird  die Schubkor rek t ion  dann,  wenn es sich u m  I-Profi le  hande l t .  Der  
Einflufl kann  bei  hande ls i ib l ichen  F o r m e u  10 bis 30 % be t ragen .  

(Eingegangen am 29. ~qovember 1944.) 

1 Fiir wertvolle kritische Anregung bei der Behandlung derartiger Probleme bin ieh Herrn R.  K a p p u s  zu 
Dank verpflichtet. 


