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Das Superpos4t&oneyeeetx 
e4hes endldch deforrnierten relaxationsfi%higen 
elastischen Eontdnuums zcnd seine Bedeutuny 
filr eine exakte Ablsdtung der Uledchungen far 
d&e #Uhe Zliisslgkeit 4n der Eulerschen Zorm 
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I n h a l t :  Aus dem Dchnungsgesetz einca ideal elastischen Stoffev 
w i d  ein im allgemcinen nichtlineares Superpositionsgesetz abgeleitet. 
Mit Hilfe des Ansa,tzes einer Relaxation im Maxwellwhen Sinn werden 
die Gmdgleichungen der zihen Fliiesigkeitabeweg aus der endlichen 
Verformung eines urspriinglich elastischen Kontinuums hcraus entwickelt. 
Es wird gozeigt, daB die Navier -  Stokcsschen Gleichungen der Hydro- 
dynamik sich als Spezialfall fur einen unendlich groBen Schubmodul und 
eine unendlich kleinc Relaxationszeit ergeben, wobei das I'rodukt dieser 
beiden GrijBcn jedoch endlich blcibt, daB sie abar bei inhomogenen 
Strijmungszustanden wirklicher Fliissigkeiten versagen miisscn, sobald 
groBe Gcschwindigkeiten crreicht werdcn. 

Ein le i tung  
Soch vor einigen Jahrsehnten wurde besonders von physi- 

kalischer Seit,e die zahe Eliissigkeit als ein elastischer Kiirper 
aufgefagt, bei dem der deviatorischc Teil der Verzerrungs- 
energie einer raschen hbsorption durch die Warmebewegiing 
der kleinst,en Teile unter1iegt.l) 

In  einer Reihe von Arbeiten wurde diese Ableitung der 
hydrodynamischen Gleichungcn ausgebaut , insbesondere ist 
R. Re ige r  wiederholt fur die Maxmellsche huffassung ein- 
getret,en. Wenn wir im folgenden an der Durchfuhrung diesor 
Arbeiten, was den elastixitBtstheoretischen Teil anlangt,, cinige 

1).L. Katanson ,  Ztschr. f .  phys. Chem. 3s. S.690. 1901; 40. 
S. 581. 1901. - R. Roiger ,  Vorh. d. Dtsch. phys. Ges. 21. S. 421. 1919. 
- Vgl. auch das Handb. d. phys. u. tcchn. Mechanik, 1. Lieferung. 5. 
S. 102, wosclbst weitere Literaturangabcn. Merkwiirdigernciso wird im 
Handb. d. Phys. 7, Mechanik der flussigen und gasformigcn Korper, die 
JIaxwellache Theorie nicht einmal erwahnt. 

-- - . . -- 
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Kritik iiben miissen, so ist weer  Zweck nur der, die in den Arbeiten 
niedergelegten wertvollen Gedanken von hindernden Unklar- 
heiten zu befreien. DaB derartige Unklarheiten wirklich ' vor- 
handen sind, beweist, die Tat,sache, daB die ltelaxntionstheorie 
gegeniiber der X e w t on  schen Reibungsauffassung keinen wirk- 
lichen EinfluB auf die Ent,wicklung der H ydrodynamik ge- 
winnen konnte. 

Es kommt freilich auch noch dam, daB man dieBedeutung 
der Hela.xationsvorstellung anfanglich iibertrieben hat, Es ist 
durch die Versuche festgestellt, da13 jedenfalls die poly- 
kristallinen Stoffe unter ihrer Elastizitatsgrenze keiner Re- 
laxatmion unterliegen, und es ist eine zwecklose Spielerei, ihnen 
cine unendlich groBe Relaxationszeit. zuzuschreiben. Ab- 
gesehen davon will uns aber die Ignorierung einer ebenso 
fruchtbaren wie originellen Auffassung des Reibungsmechanis- 
mus der eahen Flussigkeiten als voreilig erscheinen. Die Max-  
wellsche Vorstellung liefert ein intuitiv einleuchtendes Ge- 
tlankenmodell und st.ellt einen mechanischen Cbergang voni 
festen zum fliissigen Kontinuum her, desscn erkenntnis- 
theoretische Berechtigung auBer Zweifel steht und dessen 
Yolgerungen erst durch das Experiment grundlich nachgcpruft 
werden miissen. 

Wir stellen uns hier die Aufgabe, zu zeigen, daB schon eine 
rein theoretischc Analyse des Masw-ellschen Gedanlienmodells 
der ziihen Fliissigkeit imstande ist, die Xotwendigkeit, einer 
Revision der gegcnwartig herrschenden Reibungsauffassung 
fiir groBe Stromungsgeschwindigkeitcn zu beweisen. 

1. Dae Elaetizitiitegesetz einee ideal elastiechen Stoffes 
In  einem dcr Aufsatze der A.Fopp1-Festschrift 1) beschaftigt, 

sich L. P r a n d t l  mit, einigcn Konstrukt,ionen, die er in elastisch 
bestimmte nnd elastisch unbestimmt.e einteilt. Unter elast,ischer 
Bestimmtheit. versteht P r a n d  t l  die Unabhangigkeit der Ver- 
iinderungen, die durch eine auf die Konstriiktion neu auf- 
gebrachte Last vernrsacht werden, von den in der Konst.ruktion 
bereit,s anwesenden Spannungen. HBngt aber die Dcformat,ion 
auBer von der neuen Last auch von d tn  Eigenspnnnungen des 
Systems im friiheren Zustand ab, so spricht P r a n d  t 1 von 
elas tischer Unbes timmthei t . 
-. . . - - 

1) Berlin. Verlag yon J. Springer. S. 5 2 4 1 .  1924. 
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Der Prandt lschen Untersoheidung liegt eigentlich der 
Gruppenbegriff zugrunde, denn beim Kontinuum, das elastisch 
bestimmt sein soll, muIj die Gruppe der Zustandsanderungen der 
Form isomorph sein mit der Gruppe der Spannungsanderungen. 

Das Elastizitatsgesetz verlangt einen moglichst einfachen 
Zusammenhang zwischen den Eigenwerten eines Spannungs- 
tensors und einer Transformationsmatrix. Nun bilden aber 
die hier allein in Frage kommenden reinen Deformationen, d. h. 
die Transformationen, die sich auf drei Dehnungen in drei zu- 
einander senkrechten Richtungen reduzieren lassen, keine 
Transformationsgruppe ; nur wenn die Deformationshaupt- 
achsen nicht drehen, besitzen die reinen Deformationen den 
Gruppencharakter. Die Zuwuchse der Spannungen, die in 
diesem speziellen Fall mit diesen Transformationen durch das 
Gleichheitszeichen verbunden werden, mussen eine isomorphe 
Gruppe bilden und sind darum von den fruheren Zuwuchsen 
unabhangig, so daB wir ein im Prandt lschen Sinne elastisch 
bestimmtes Superpositionsgesetz vor uns haben. Drehen in- 
dessen die Deformationshauptachsen, so verlieren die zu- 
gehorigen reinen Deformationen den Gruppencharakter und es 
kann dann nur ein elastisch unbestimmtes Superpositions- 
gesetz geben. 

Man wird nun beim -4ufstellen eines Elastizitatsgesetzes 
fur einen ideal elastischen Stoff aus erkenntnistheoretischen 
Grunden weitgehendeste elastische Bestimmtheit f0rdern.l) 
Der ideal elastische Stoff ist aber ebenso wenig wie der starre 
Korper ein wirklicher Stoff, sondern ein Instrument des Messens 
und Vergleichens, und so mu6 es dem Versuch uberlassen bleiben, 
in der Theorie zunachst vermeidbare elastische Unbestimmt- 
heiten aufzudecken. 

Ganz kann man die elastische Unbestimmtheit namlich 
nicht vermeiden und dies aus zwei Griinden. Den ersten dieser 
Grunde, das Fehlen der Gruppeneigenschaft bei der reinen 
Deformation im allgemeinen Fall, haben wir bereits erortert, 
der zweite Grund liegt darin, dal3 der Spannungstensor kein 
echter Tensor vom Gewicht 0 ist, sondern eine Tensordichte.2) 

1) Vgl. auch die entsprechenden allgemeinen Ausfiihrungen in dem 

2 )  Hierauf hat zuerst L. Brillouin hingewiesen. Vgl, Ann. de phys. 
Buche von H. Dingler, Das Experiment. Miinchen 1928. 

T. 111. 10. Serie. 1925. Les lois de l'klasticitk . . . . 
42 * 
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I n  der elementaren Elastizitatslehre hat man sich um alle diese 
Dinge bisher sehr wenig gekiimmert, weil man sich damit be- 
ruhigte, daB ja nur auBerst kleine Deformationen vorkamen ; 
man hat aber dabei ubersehen, daB gewisse sehr wichtige geo- 
metrische Beziehungen, die man durch Erfahrung nie hatte 
finden konnen, durch den Ubergang zum unendlich kleinen 
verwischt und unkenntlich werden, obgleich sie eigentlich das 
Fundament der mathematischen Elastizitatstheorie bilden 
miifiten. 

Da Tensordichten die Transformationseigenschaften von 
Tensoren erst durch Multiplikation mit der Transformations- 
determinante erhalten, so mussen wir unterscheiden zwischen 
der wahren physikalischen Spannung X, und der reduzierten 
Spannung 8,’ = Raumausdehnung x Xi die im Elastizitats- 
gesetz mit einer Funktion der Hauptdehnungen in Beziehung 
gesetzt werden muB. 

Wie wir in einigen fruheren Arbeitenl) gezeigt haben, 
werden unsere bereits genannten Forderungen an die elastische 
Bestimmtheit, soweit sie uberhaupt zu erfullen sind, befriedigt, 

{ Endlitnge } messen. wenn wir die Dehnung durch den In 
Bezeichnen wir die drei Hauptdehnungen mit E,,  so konnen 

wir die elastische Energie bei endlicher Deformation auch bei 
beliebig wechselnder Richtung der Deformationshauptachsen 
stets in folgender Form ansetzen: 

Anf angsliinge 

(1) 2 A == 2 G *  ( (e l  - E ) ~  + (82 - E ) ~  + (83 - &)2/ + 9 
Das zu diesem Ansatz gehijrige Elastizitatsgesetz lautet mit 

1 
& = -(El 3 + E 2 + 83) 

und 
S,’ = e3  * S ,  

(2 a> 
(2b) S’ = ~ K . E .  

X,’ - S’ = 2 G * - E )  

Bei sehr elastischen Korpern z. R. Gummi ist dieses Gesetz 
in der Tat durch Versuche bestatigt worden. 

1) Vgl. H. Hencky, Ztschr. f .  techn. Phys. 9. S. 215-220 u. 457. 
1928; Ztschr. f. Phys. 55. S. 148. 1929. - C. B. Biezeno u. H. Hencky, 
On the general theorie of elastic stability. Prac. Kon. Akad. Amsterdam 32. 
S. 4 4 9 4 5 0 .  1929. 
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Urn eine Abgrenzung gegeniiber den iibrigen Teilen der 
Physik zu erhalten, nehmen wir im folgenden stets isotherme 
Zustandsanderungen an, etwa entstehende Warme wird also 
automatisch abgefiihrt gedacht. 

Das von uns angenommene Gesetz ist nur das einfachste 
von allen iiberhaupt moglichen, man denke daher nicht, daB 
die ziemlich weitgehenden Schliisse, die wir spater daraus 
ziehen, etwa aus der speziellen Form dieser Gleichungen ihre 
Tragkraft erhalten. Wir hatten in dieser Hinsicht auch das in 
der elementaren Elastizitatstheorie verwendete Gesetz, das 
wir ubrigens bei Ubergang zur sehr kleinen Deformation auch 
aus den Gleichungen (2) erhalten, zugrunde legen konnen. 

2. Dam SupFrpositionsgeseta dee ideal elastischen Kontinuums 
Der Ubergang zu einem beliebigen nicht mit den Haupt- 

achsen zusammenfallenden System von Koordinatenachsen ist 
mit einigen Schwierigkeiten verknupft, die bei der unendlich 
kleinen Deformation gar nicht auftreten. Wir miissen daher unter 
Annahme eines beliebig orientierten Systems den ilnschluB an 
die Gleichungen (2a) und (2b) suchen. 

Um bei den hierbei notigen Rechnungen der groBen Vorteile 
der Tensorsymbolik teilhaftig zu werden, ist es keineswegs 
notig, ein schiefwinkliges Koordinatensystem zu benutzen. 
Es genugt, wenn wir die Koordinatenrichtungen numerieren 
und, wo nicht ausdriicklich das Gegenteil festgesetzt wird, iiber 
doppelt vorkommende Indizes summieren, ohne daB wir ein 
besonderes Summenzeichen schreiben. 

Wir unterscheiden drei Zustande: 
Zustand 0 mit den Koordinaten & = xi - ui; 
Zustana I mit den Koordinaten xi; 
Zustand I1 zunachst mit den Koordinaten 

xi = xi + 6 ui = xi + vi s t , 
wenn wir 

su 
' 6 t  

2). = 2 

setzen. 
Das System wird also auf den Zustand 

stande 0 und I1 werden daraus abgeleitet. 
Wir miissen nun trachten, eine GroBe 

I bezogen, die Zu- 

eu finden, die den 
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bestehenden Verformungszustand vollstandig beschreibt. Durch 
totale Differentiation erhalten wir : 

a ii a 2% a 2, a ;  
a XI 

a x  a x  = - 2 . a X  

. a 2 , + - .  a x , = L  .ax, ,  ax, + 8 x3 a x k  
(3a) d zi = __. 
sowie die Identitat : 

1 d X k  k' 

Mit unserer Summationsregel konnen wir nun schreiben : 
a x  0'2, a xi. a z i  = a x . 2  = 2. ~ . a x k a r L ,  

a z i .  az i  = a q  = __.  __. X,d XI , 
' a r k  a x $  

a gi a jl., 
3 x k  d x l  

wobei also rechts immer neun Summanden stehen, und er- 
halten durch Abziehen dieser beiden Betrage ein NaB fur die 
reine Deformation mit Ausschaltung der Drehbewegung des 
Volumenelements, auf die es uns nicht ankommt. 

Zur Definition der fur die reine Deformation charakte- 
ristischen TensorgroBe ekl  setzen wir nun 

so daB: 
(3b) a x,= - a zi2 = 2 . ekl . a x,a x ~ ,  

oder auch nach etwas Rechnung: 

Die Eigenu-erte dieses Tensors findet man aus der Gleichung 
dritten Grades : 

el l  - et e32 e13 

e31 e32 e33 - ez 
(4b) { e21 e22 - e z  e23 } = o .  

( 4 4  1 
Sie stehen in einer einfachen Beziehung zu den von uns in 

den Gleichungen (2) verwendeten GroBen c?. Das Umrechnen 
in die Werte e, laBt sich mit Hilfe der Definitionsgleichung der 
e,, leicht durchfuhrm. Wir finden: 

E ,  I In{ ~. -} 1 
1/1- Z e ,  

2~~ = - In (1 - 2et1. 
I n  dieser Form konnen wir aber noch nicht zu einem be- 
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liebigen Koordinatensystem ubergehen, dazu mussen wir die 
Beziehung in Form einer absolut und fur alle Werte von e ,  kon- 
vergierenden Reihenentwicklung darstellen. Es wird : 

Xndererseits kijnnen wir mit Hilfe der Gleichungcn ( 2 )  
die GroBen t i  wieder in den S,' ausdrucken. Es wird niimlich: 

2 
3 R 8') + - - S' , 

Wenn wir die Sbkurzungen einfuhren : 
1 

0 ' = -- . (S; - - S) unll I i  
so erhalten wir die wichtige Beziehung: 

die die Grundlage aller weiteren Untersuchungen bildet,. Hat ten 
wir ein anderes Elast,ieitiitsgesetz gewiihlt, so wiire diesc Be- 
eiehung noch verwickelter geworden. Gnsere Wahl ist, gerade 
so getroffen, da13 diese Beziehung die einfachde iiberhaupt 
mijgliche Form annimmt,. 

E'ur den t'bergang von auf die Hauptachsen beeogenen 
Potenzen wic eil, e i2 ,  ei3 zur willkurlichen Koordinet,enorien- 
t ierung stellt uns unsere Indizesbezeichnung ein einfaches 
Mitt,el zur Verfugung, das wir hier ohne Beweis anfuhren, da es 
in jedem Lehrbuch der Algebra angegeben ist, oder wenigstens 
angegeben sein sollte. 

Hat man z .  H. e i3  und ist e m n  die Tensorform von e i ,  so 
vird die allgenieine Tensorform von ei3 dargeskllt (lurch 
e,,i e i k  e k n ,  woLei: 

e , , e , , e , ,  T-= e 7 , , l e l k e k n . : -  e n r Z e 2 k e k , - L  e m 3 e 3 , e k n  
__ 

e m l e l l e l n  + e m l e E e 2 n  + e ~ 1 e 1 3 e 3 n  

e21 e1n -1- em2 e22 e2n  i- em2 e23 e3n + 
+ em3 e31 n - em3 ex e 2 n  - ' -  em3 eS e g n .  

Gnter Benut,zung dieses einfachen Schemas ist es uns st.ets 
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miiglich von den Hauptachsen eines rI'ensors auf die allgemeine 
Komponentendarstellung uberxugehen. 

Wir gehen nun zum Zustand I1 uber, unterwerfen also 
den Zustand I der affinen Raumtransformation, die durch die 
infinitesimale Verschiebung 6 uz definiert ist. Die Trans- 
formationsmatris kdnnen wir in einen symmetrischen Teil, die 
Formiinderung 

und in einen antisymmetrischen Teil, die Drehung : 

zerlegen. fin ist, dann der Tensor der Deformstionsgeschwindig- 
keiten, Q,, 

Tim nun die entsprechende Anderung des Tensors e m n  zu 
finden, bedenke man, daB die Drehung des Elementes fur das 
Superpositionsgesetz, das wir finden wollen, ohne EinfluB 
bleiben muB. 

])as Variationseeichen bexieht sich also auf die Form- 
ii,nderung des materiellen Element.es, das wir ins Auge gefaBt 
haben. 

der Tcnsor der Drehungsgeschwindigkeiten. 

Wir diirfen aber auch nicht schreiben: 
e, $- 6 e, = e, 4- ji 6 t 

oder : 

clenn durch die infinitesimale Raumtransformation wird ja auch 
der Tensor emn etwas verandert. Hei der Herechnung dieser 
Veriinderung miissen wir bedenken, daB wir die Deformat,ions- 
hauptachsen immer vom Endzustand aus berechnen, daB wir 
also die 'I'ransformation des Tensors in umgekehrter Richtung 
vornehmen mussen. 

Xach den Hegeln der Tensorrechnung wird dabei jeder 
Index als Repriisentant eines idealen Vektors betrachtet und 
als solcher t,ransformiert. E:s wird dann, wenn mir noch den 
Einhcitstensor g m  mit. der Mat.rix 

en,,, -I 6 emn z emn :-fmn.d t , 

1 0 0 
0 1 0  
0 0 1 

einfuhren, 
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emn + em n == ( e i ~  + f i  k a t> (gm i - f m i  t, (gn k - f n  k ' t> 
und nach Ausrechnung : 

(8 4 . emn = ( f m n  - enzfam - e m k f k n )  * 

Aus den Gleichungen (6) und (Sa) erhalten wir endlich das 
gesuchte Superpositionsgesetz fur eine vorhergehende endliche 
Verformung des Stoffes, mit welchem man jedes Problem der 
Elastizitatstheorie beherrscht. 

I 2  . I f m n  -- e n i f i m  - ~ m , f k n l  
1 s a' 

1 8 ,  S S 
I = _. l! . {* + %fin .  -st-J 

- 2! * {=(% * qin3 + ~ ( 2 * ~ ' * % J  + sn ,ns i . (4z )  (Sb) 1 

I 1  -k = . { . . . I - . . .  

Die hier noch vorkommenden DeformationsgroBen emn 
werden durch die Reihen: 

1 1 
2 e  m n  2- I! ( ' 2 , n ' + g m n . 0 ' ) - - ~ 1 . ( 0 ~ m ' . 0 i , ' +  . 2.0'-Gm,' 

-t g,, - 0 ' 2 )  + . . . ( 8 4  { 
eliminiert. Nach dieser Elimination ist die h d e r u n g  des 
Spannungstensors als Funktion der hderungen  des Tensors 
der Deformationsgeschwindigkeiten und des Geschwindigkeits- 
vektors gegeben, die Verschiebungen ua dagegen sind vollkommen, 
aus unseren Formeln verschzounden. . 

Die Gultigkeit dieser Formeln ist unbegrenzt hinsichtlich 
der GroBe der om,,'. 

Konnen die urn,,' als gegen die Einheit sehr kleine GroBen 
betrachtet werden, wie z. B. bei kleinen elastischen Schwin- 
gungen um eine Gleichgewichtslage, so kann man die hoheren 
Potenzen von omn' vernttchlassigen und erhalt dann das Super- 
positionsgesetz in der folgenden einfachen Form : 

(9 a! 

(9 b) 

Diese Gleichungen werden nun aber, ganz als ob sich dies 
von selbst verstunde, auf endliche Bewegungen ubertragen und 
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zur Ableitung der Gleichungen der Hyclrodynamik nach der 
Relaxationsthcorie zugrunde gelegt .l) 

Xur dann wenn die reinen Deformationen Pine Trans- 
formationsgrnppe bilden, ist es moglich, dafl ein derartiges 
lineares Superpositionsgesetz fur beliebig grofle Rewegungen 
besteht. Das ist aber nur tler Fall, wenn die Dcformations- 
hauptachsen uberhaupt nicht drehen. 

S u n  musscn wir aber noch angeben, was man unter der 
Variation des Spannungsznstandes zii verstehen hat. Die 
Spannungen sind als Ortsfunlition zur Zcit f fur den Zustand I 
gegeben. 

Bei der Rildung des Differentials mussen wir unserem an 
das materielle Teilchen festgehefteten Achsendreikant folgen 
und dabei auch die Drehung des Dreikants bcrucksichtigen. 

Wir erhalten sonach: 

3. Die Eulerschen Gleichungen der Rydrodynamik 
fur zilhe Flussigkeiten 

Wir gelangen zu ciner erheblichen Vereinfacliung unseres 
Fornielapparates, w n n  wir inkompressihles Material voraus- 
setzen konnen, d. 11. wenn: 

( l l a )  a u j  - = 0 .  
d X; 

Wir konnen dann bei den Spannungsproflen die Akzente 
weglassen und 

set Zen. 
g,,, * I V  . 1 

( I l b )  cm,, = 7 o('mn 
Aus Gleichung (6) wird d a m :  

Das Superpositionsgesetz wird : 

1) Vgl. z. I<. E. Madelung, Die mathematischen Hilfsmittel des 
Phyaikers. Berlin, J. Springer. 1922. S. 1 8 6 1 8 i .  
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and der Differentialquotient der Spannung ; 

t ' n i  O i m  + G m k W k n '  

Bisher handelte es sich immer noch um die Bewegung eines 
ideal elastischen Kontinuums. Es gibt bekanntlich zwei Mog- 
lichkeiten, die endlichen Bewegungen eines Kontinuums zu 
verfolgen. Bei der einen, gewohnlich mit dem Namen von 
L a g r a n g e  verknupften Methode folgt man durchaus der 
Bewegung eines bestimmten materiellen Teilchens, bei der 
anderen Methode 1a5t man die Materie durch ein gegebenes 
Maschenwerk von Bezugskoordinaten passieren; man gibt an, 
in welchem Zustand sich die gerade einen Raumpunkt pas- 
sierende Materie befindet und interessiert sich nicht fur die 
weiteren Schicksale des Massenteilchens. 

Die zweite Methode hat sich fur Untersuchungen des Be- 
wegungszustandes stromenden Materiales als die weitaus prak- 
tischere erwiesen, sie wird gewohnlich nach E u ler  genannt, 
obwohl E u l e r  beide Methoden anzuwenden wnBte. Diese 
zweite Methode haben wir, wie aus unseren bisherigen Aus- 
fiihrungen hervorgeht, bevorzugt. 

Freilich machen die Randbedingungen hier grol3e Schwierig- 
keiten, denn ein elastisches Kontinuum, wie beweglich es anch 
sei, wird immer freie Oberflachen haben, deren Verlauf vor- 
laufig nicht bekannt ist. Wir stellen aber diese Betrachtung 
gar nicht an um spezielle Randwertprobleme zu behandeln, 
sondern um vom elastischen Kontinuum zur zahen Fliissigkeit 
uberzugehen. 

Zu diesem Zweck mussen wir noch die Bewegungsgleichungen 
haben. Die dynamische Grundgleichung lautet ohneMassenkrafte : 

Fuhren wir den Druck p ein und ersetzen + X i i  durch 
- p, so erhalten wir schlieBlich: 

Aus den Gleichungen ( l ld )  konnen wir den materiellen 
Differentialquotienten der Spannung eliminieren und finden 
dann etwa: 
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Wenn wir nun annehmen, daB unser Kontinuum mit 
Relaxation behaftet ist, muB diese Gleichung entsprechend ver- 
andert werden. Wir wahlen den Ansatz von R e i g e r - N a t a n s o n  
und setzen: 

9 0," us n - (12b) a t  - Y m ,  --F. 
Da wir die Elimination nicht wirklich ausfuhren, kommt 

diese Relaxationshypothese darauf hinaus, daB wir an Stelle 
des Differentialquotienten der Spannung stets 

setsZen. Damit erhalten wir aus ( I ld) :  

Durch die Gleichungen ( I l a ,  b, c ,  e, und 12c) ist der Be- 
wegungszustand im Innern der Flussigkeit bestimmt. Mul- 
tipliziert man diese Gleichung mit G. T = k ,  wobei k endlich 
bleibt und geht zur Grenze T = 0, G = m uber, so erhalt man 
den verallgemeinerten Newt onschen Ansatz der Reibung: 

d. h. der Spannungsdeviator ist nun direkt proportional dem 
Geschwindigkeitsdeviator. Man sieht aber leicht ein, daB diese 
Beziehung eben nur fur diese physikalisch unmoglichen Extrem- 
werte richtig sein kann und daB infolge der remanenten Ela- 
stizitat schlieI3lich ein Zustand eintreten muB, fur den diese 
Beziehung auch nicht annahernd die Verhaltnisse wiedergibt. 

Das materielle Teilchen fuhrt auf seinem Wege einen be- 
stimmten Betrag an elastischer Energie mit sich, der sich nach 
MaBgabe der Arbeit der auf das Teilchen wirkenden Rand- 
spannungen und nach MaAgabe der durch die Warmebewegung 
der Molekule albsorbierten Energie andert. Bei groBen Ge- 
schwindigkeiten inhomogener Stromungsfelder fallt dabei das 
Hauptachsensystem des Tensors der Deformationsgeschwindig- 
keiten und des Spannungstensors keineswegs zusammen. 

Die willkurliche Annahme, daB diese Achsensysterne unter 
allen Umstanden zusammenfallen mufiten, fuhrt zu dem Er- 
gebnis, daI3 eine turhulente Flussigkeitsbewegnng vom Stand- 

s m n  - gmn.s 2k*fmn 9 
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punkt der theoretischen Hydrodynamik vollkommen un- 
erklarlich bleibt .I) 

Die Versuche von P r a n d t l  und seinen Schulern eine 
Jnstabilit tit der laminaren S t'romung t heore tisch abzuleiten , 
bommen alle darauf hinaus, daB man sich entweder den Kon- 
sequenzen der Navier-Stokesschen Gleichungen so vor- 
sichtig wie moglich zu entziehen sucht oder aber die Ursache 
der turbulenten Bewegung in hypothetischen Einflussen der 
Begrenzungen sucht . 

Oberhaupt bemerken wir, seitdem P r a n d t l  die hydro- 
dynamischen Probleme durch neue und vielversprechende 
Ansatze in Bewegung gebracht, hat, daB immer da, wo sich 
diese Ansatze hauptsachlich der Theorie der idealen Flussigkeit, 
bedienen, der Erfolg den Erwartungen ent,sprochen hat, wahrend 
dort, wo die traditionelle Reibungsauffassung eine wesentliche 
Rolle spielte, wie z. B. bei der Grenzschichtentheorie, die neuen 
Ansat,ze durch die Erfahrung bald in ihrer Tragweite ein- 
geschrankt, wurden. Von dem Streben der turbulenten Flussig- 
keitsbewegung, ferne vom Rand homogene Stromungszustande 
zu bevorzugen, geben unsere Gleichungen eine vie1 ungezwunge- 
nere ErklBtung als die bisher angenommenr, daS in der Mittc: 
des Profiles die Reibung am groaten sei. 

Zueammenfamung 
Sprechen so die Versuche eine deutliche Sprache zugunsten 

einer. Revision der Grundlagen der Hydrodynamik, so mussen 
wir doch erklaren, es sind in der Hauptsache nicht die Ver- 
suchsergebnisse, auf die xir unsere prinzipielle Verwerfung des 
ublichen Reibungsansatzes grunden, sondern es ist die a priori 
feststehende Unmoglichkeit, aul3er dem statischen KraftmaB, 
dem Elastizitatsgesetz und dem dynamischen KraftmaB, der 
dynamischen . Grundgleichung noch weitere Geset.ze in die 
Mechanik einznfuhren, durch welche dann auf eine neue und 
von den legitimen zwei Methoden verschiedene Weise definiert 
wiirde, was Kraft, ist. 

Es liegt lediglich an dem gesunden mechanischen Instinkt 
bei Verwendung der Versuche, wenn bei einem solchen Verfahren 

1) Am griindlichsten hat diesen Beweis L. Hopf geliefert. Vgl. 
Ann. d. Phys. 4. Folge. 44. S. 1-60. Dort findet man auch weitere 
Literaturangaben. 
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nicht direkt absurde Resultate zum Vorschein kommen. In 
der Tat hat ja auch P r a n d t l  bei einem analogen Problem, 
dem durch P a in levd  aufgedeckten Reibungsparadoxon, eine 
Erklarung gegeben, die ganz im Sinne unserer Ausfuhrungen ist . 

Unsere Kritik der traditionellen Hydrodynamik ist eigentlich 
nichts anderes als eine Anwendung der bei dem Reibungs- 
paradoxon gewonnenen Einsichten. 

Wir weisen noch einmal darauf hin, daB der fehlende 
Gruppencharakter der reinen Deformation es ist,, der in der 
Hydrodynamik der zahen Flussigkeiten die Schwierigkeiten 
schafft, nicht etwa ein von uns eingefuhrter spezieller Ansatz 
des Elastizitatsgesetzes ; denn mit jedem Ansatz wurden wir 
dasselbe Resultat bekommen, daB namlich das gleichzeitige 
Bestehen eines linearen Elastizitatsgesetzes und eines linearen 
Superpositionsgesetzes auf Grnnd der geometrischen Zusammen- 
hange zwischen den Eigenwerten des Spannungstensors und 
den Eigenwerten der Matrix der reinen Deformationen un- 
moglich ist. 

De l f t ,  den 7. Juli  1929. 

(Eingegangen 11. Juli  1929) 


