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SEMINAIRE D'ANALYSE CONVEXE

Montpellier 1979 , Exposé n° 12

LOIS D'ELASTICITE EN GRANDE DEFORMATION

J.J. MOREAU

0. INTRODUCTION

Le sujet de ce rapport est trés classique (cf., par exemple
[1]. [2], [37). L'avteur a éprouvé le besoin d'une nouvelle élaboration
pour mettre en lumidre un réseau d'implications combinant de diverses
manidres quatre assertions usuelles (les deux pramiéres sont des prin-
cipes de la mécanique élaasiqug, les deux autres des hypothdses faites

dventuellement dans les cas d'espices) :

1° Le principe des efforts intérieurs, appelé aussi troisidme loi de

Newton bien que, sous sa forme originelle, ladite 1loi n'en constitue
qu'un aspect trés rudimentaire. Il est présenté dans |6 comme une 8ys-—
tématisation du "principe d'action et de réaction® ; dans (1] i1 est
intitulé "axiome des puissances virtuelles". Son émergence dang le con=

texte présent est la symétrie du tenseur de contrainte de Cauchy en
———— —C.contrainte de Cauchy

chaque point du milieu élastique.

Regu le 21 juin 1979
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2° Le principe d'objectivité (ou d'indifférence matérielle) selon le-

quel la relation contrainte - déformation, en chague point du milieu

€lastique, est indépendante du choix d'un repire.

3° L'existence éventuelle d'une fonction énergie élastique pour le type
d'évolution considéré (aucune allusion n'est faite dans ce rapport & la
thermodynamique : cela n'aurait Pu qu'obscurcir le sujet ; telle est aus-

si, en dépit du titre, l'attitude adoptée dans [8]).

4% L'assertion éventuelle d'isotropie de la relation contrainte-
déformation.

Seule cette derniére asseﬂ:i;m est subordonnée au choix d'un
état de référence du milieu élastigue. Comme cette assertion n'appa.ra..it
que dans les 3 derniers I.;ar;graphe du rapport, il a paru essentiel de
développer les 7 premiers dans le cadre suivant : on abandonne la prati-
que uguelle définissant toute position éventuelle du milieu continu, re-
lativement au repdre choisi, par le champ des déplacements que ses di-
verses particules présentent lorsque le milieu atteint cette position
en partant d'une certaine position de rérérence. Cette pratigue revient
4 indexer chague particule par les coordonndes de la position qu'elle a
dans ledit état de référence. Dans lea problimes d*espéce, la référence
4 une telle position privilégide s'impose souvent comme le mode de calcul
le plus simple mais, au niveau de préoccupation qui est ici le ndtre,
elle obscurcit gravement le sujet. L'dcriture d'dquations de la statique
ou de la dynamique du milieu en utilisant 1'indexage en question amine
en effet 3 faire usage de la structure euclidiecnne de 1'espace au sein

duquel la configuration de référence constitue un plongement du milieu

P —
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(par exemple si l'on invogque des opérateurs "divergence” ou "gradient"
relatifs a cet espace) et, consciemment ou nen, a “ransporter sur le
milieu lui-méme ladite structure. Clest ce qu'on fait par exemple lors-
qu'on prétend décrire 1"état local de déformation du milieu au moyen du
tenseur de Green-Lagrange ; le tenseur d'ilmansi-Euler, au conlraire,
est exempt de ce vice ([1} concilie la terminologie traditionnelle avec
une wvue correcte de la situation en présentant les deux tenseurs en
question comme associés non pas i une configuration du milieu mais & son
€évolution entre deux instants spécifids).

Le milieu matériel, ensemble A dont les éléments sont appelés
particules, est donc seulement muni d'une structure de varidté <, -
différentiable, sans métrique. Sont déclards admissibles les positions
(conformément & la terminologie actuelle, nous dirons plutdt placements)
du milieu, par rapport au repere R, qui congistent en des C11 =
difféomorphismes de la variété A dans l'espace affine euclidien =x.
Ces assertions constituent les axiomes qéomét-riques de la théorie des
milieux continus du premier ordre. Tel érait déja le point de vue de
1'auteur dans [11] (communication résumant un mémoire de D.E.S. de 1945,
consacré & la cinématique des fluides) ; tel est aussi le cheix de
W. NOLL [:4] et celui de P. ROUGEE [SJ. Ce dernier, pour l'axiomatisa-
tion de tout chapitre de physique, préconise 1'usage de structures ma-
thématiques les plus pauvres possibles, plutdt que d'employer des
structures surabondantes, accompagnées de ces “principes @'invariance"”
dont les physiciens sont friands. L'auteur estime pour sa part que

1'étape & structures surabondantes et principes d'invariance représente

une phase heuristique dans l'élaboration des théories physigues : g'est
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sans doute la phase la plus vivante et 1'enthousiasme pour les principes
d'invariance s'explique par la.

A toute particule A € A s'associe l'espace vectoriel Ty .
tangent en ce point 3 la variété A et son dual T; + espace cotangent.
A l'espace euclidien affine que comstitue le reptre R s'associe par
ailleurs son espace vectoriel V, euclidien, identifié 3 son dual. De 1A
divers "tenseurs du second ordre" qui, selon les cas, seront des applica~-
tions lindaires de T, dans T; , de T: dans T,, de V dans V
(toutes susceptibles d'&tre “symétriques™, c'est-i-dire autoadjointes)
ou bien encore des applications lindaires de Tk dans V, de V dans
T; » etc..(pour lesquelles l'assertion de symétrie n'a pas de sans).
Naturellement, dég que des bases seront choisies dans les espaces vecto—
riels concernés, ces applications linéaires seront représentées par des
matrices et on rejoindra 1'écriture des exposés traditionnels. Du point
de vue pédagogique, au niveau d'un enseignement de second cycle
d'Université ou d'Ecole d'Ingénieurs 1'auteur croit qu'il sera plus sage
d'en rester A cette présentation matricielle, malgré son opscité
axiomatique.

Les résultats les plus originaux du présent rapport apparais-
sent dans les paragraphes terminaux, consacrds i 1'isotropie matérielle.
¥ trouve notamment sa place une caractdrisation donnée.par C. VALLEE
[10] pour les loie d'élasticité isotropes possédant une fonction énergie.
La @émonstration donnée par cet auteur était un peu courte, et nous la
commentons ci-aprés p.5< . Il nous a semblé utile de consacrer une Jongue
Annexe du présent rapport 4 la différentiation des fonctions réelles iso-

tropes sur l'espace :s des endomorphismes autoadjoints d'un espace vec-—

toriel euclidien. Notre intérét pour cette question a été directement
suscité par le travail de VALLEE.

L'Annexe mathématique en question n'est nullement exhaustive ;
on n'y trouve notamment pas trace du théordme de Rivlin et Ericksen se-

lon leguel une application & de fs dans lui-méme est isotrope si et

seulement si elle a la forme

n=1 i

As) = T m (S) s

i=0
ol les $;(8) sont des fonctions scalaires isotropes de S € fs (on en
trouvera une démonstration dans f7 .

On notera que, partout dans ce rapport, le concept d'isotropie

est fris dans son gens faible d'invariance par le groupe orthogonal

direct : il se trouve en effet que, gi la dimension n est impaire

cette hypothése faible suffit pour les implications souhaitées.

Observer enfin que ce rapport devra étre compléte par des

développements paralléles concernant les milieux €lastiques incompres-

sibles.

1. NOTATIONS

Tous les espaces vectoriels considérds sont réels et de dimen-
sion finie. Si V et W sont deux tels espaces, on note &(V,W) 1'es-
pace vectoriel des applications linéaires de V dans W. Le dual de cet
espace vectoriel sera identifié A {(W,V), grice 3 la forme bilindaire
définie pour tout A € {(V,W) et tout B € S(W,V) par

(1.1 {A,B) = tr aB = tr B .



51 ¥V et W sont de méme dimension et orientés, on note
-'C+{v.W) l*'ensemble des applications linéaires strictement positives
(donc inversibles) de V dans W.

L *

On note V et W les duaux respectifs de V et W ; les

formes bilinéaires correspondant aux diverses dualités sont toutes no-
o -
tées (.,.} ; pour tout A € I(v,w), l'adjoint A  est un élément de
A ® =
(W ,Vv ).
o I w w ” rd
Pour AT &(V,V )}, l'adjoint A est un élément de
i * & L]

v v = Lv,Vv) ; alors an note £$(v,v ) 1l'ensemble des

L.
A€ LV,V) qui sont autoadjoints (on dit aussi symdtriques). C'est un

* o *
Sous-espace vectoriel de L(V,V ). Un A € £(V,V ) est dans £s(V.V )
si et seulement si la forme bilindaire définie pour tout x et tout vy
dans V par
*
(,y) P {x,ay) = {y,A %)
. ++ -
est symeétrique. On note S‘s {V,V ) le sous-ensemble (conique convexe
&

ouvert) de SB(V'V ) constitué par les A autoadjoints définis pogi-
tifs, ce qui signifie que la forme quadratique x ™ {x,Ax) est définie
positive sur V.

Si l'espace vectoriel V est muni d'un produit scalaire eu-

- A re . :
clidien (noté .), on identifie V et V » 400 la définition de
++ - *
£S(V.V) et fs (v,V). [Dans ce cas ot v = v « ne pas confondre la for-
me bilindaire (syméirique et régulidre) (A,B) = tr AB avec le produit
scalaire euclidien dont est classiquement muni &(V,V), 3 savoir
» -~ z

A1 B=tr AB (mais les deux coincident, bien siir, si A et B sont

dans & (v,v)).]
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2. GEOMETRIE

Un repére R est choisi pour toute la suite. Conformément A
l'axiomatique usuelle de la cindmatique classique, R est un espace af-
fine euclidien de dimension n (dans la majorité des applications
n = 3, mais 1l est ut.ilu'pa.rfols de faire n = 2). Soit V l'espace
vectariel euclidien associé, toujours identifid i son dual.

Le milieu continu considéré est un ensemble A dont les €1é-
ments sont appelés particules.

Un placement p de A dans R est une application injective
p:A-R,

HYPOTHESE H, . On se restreint dans toute la suite 3 une classe de
——————————enm D€ g suite a une classe de
placements posgédant la propriété suivante : guels gque soient p et p'

dans cette classe, les images p(A) et p'(A) sont des sous-variétés
-1
€, - différentiables de R et le "dé-placement" p' , p est un C, -

difféomorphisme de p(A) sur pi(d).

Cette hypothése est banalement équivalente & ceci :

Il existe sur 1'ensemble A une structure de varidtd c, -
différentiable telle que tous les placements considérés sont des C; =~
difféomorphismes de A dans R. Désormais A sera muni de cette struc-
ture, dont la dimension est au Plus n. On ne suppose pas dés 1'abord
que cette dimension soit exactement n ; on va donc obtenir quelques ré-
sultats s'appliquant en‘ particulier ¥ un milieu continu % une ou deux
dimensions (ligne ou surface matérielle).

Soit Ty 1'espace vectoriel tangent au point A de A ; on

note Fy : Ty 2V 1'application linfaire tangente & p au point A
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(injective d'aprés l'hypothése).

On appellera métrigque du milieu A dans le placement p , ou
simplement métr:lgge du placemant p, 1l'information permettant, pour tout
arc de cowbe différentiable C dans A, le calcul de la longueur eu-
clidienne de 1l'image p(C).

Si r=Mr) , r € fr1.r2J, est une représentation paramétri-

A
que de C , le vecteur dérivée -3'; est, pour chaque r, un &lément de

RYT R i
d d
a_ i o= ..
a P =By &
la longueur euclidienne de p(C) s'écrit
2
r | & preen| & .
r
1
Puisque V est identifié i son dual, la transposée de Fy € (T),V) est
un élément F; de f-(V.T:) ¢ 'r; désignant l'espace cotangent &4 A au

peint A, Alors

2 A A L] A A
@0 el = e S, 2 - 2,
ol on note . le produit scalaire euclidien de V. On note

* »
(2.2) Fl Fl =Cy s Tl _’TR -

On dira que Cj est le tenseur métrigue du placement p au point A
-
ge A ; c'est un élément de &7\, Ty) autoadjoint défini positif.

Si p et p' sont deux placements de A, Fy et F] leurs

applications linéaires tangentes, il ressort de (2.1) que la condition

L ]
(2.3) Yrer s mr =8 Fy
est nécessaire et suffisante pour que toute courbe C de A ait des

images p(C) et p'(C) de méme longueur. Cette condition est Jone
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nécessaire et suffisante pour que le déplacement P o, p-.I s0it une

isométrie de p(A) sur p'(A).

Cas d'un milieu de dimension Mmaximale
Si dim A =n les Fy € MT&,V} sont bijectives. On fait

alors une hypothése suppldmentaire :

HYPOTHESE H, . Si dim A = n, on se restreint dans toute la suite &
Si =f.8¢ restreint dans toute la suite a

Une classe de placements possédant_la propriétéd suivente : guels gue

1

solent p et p' dans cette classe, les isomorphismes Fi P; '
sont de déterminants positifs.

Cette hypothése éguivaut banalement i ceci : il existe une
orientation de l'espace affine R et une orientation de la varidté A
telles que tous les placements considérés soient des diffdomorphismes
positifs”). Les espaces vectoriels V et Ty sSeront munis des orien-
tations associées et alors

YAeEn : Fy, €& (T.n .

Reprenons dans ce cas la condition (2.3), c'est-i-dire, en

notant Ci = Fi* Fi ’

(2.4) Y Aenq 1 cf=c .

Elle est nécessaire et suffisante pour que p' % p_1 soit une isométrie
positive de p(A) sur p'(A) ; vu que la dimension est makimale, cela

équivaut A 1'existence pour chague composante connexe de A d'une iso-

métrie directe & de R telle que, en restriction i cette composante

(1) Naturellement on peut changer simultanément ces deux orientations en
leurs opposées : en traduisant sous cette forme 1'Hypothdse H 2 nous som-
mes donc en contradiction avec notre parti d'éviter les structures sur-
abondantes ; la simplicitd nous paralt justifier ce recul.
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connexe, on ait p' =dJ | p.

De méme 1'égalité C§ =€ pour un A €A équivaut A 1l'exis-
tence d'une isométrie vectorielle directe R de 1'espace vectoriel ew
clidien V telle que F} =R F, ; s5i (2.4) a lieu, R est indépendant

de M dans chaque composante connexe de A.

3. CINEMATIQUE

Un mouvement de A par rapport au reptre R est une chalne
de p;acements t P, » indexde par le rdel t € I (I : intervalle de
temps). On dcrira indifféremment ptm ou p(t,A) pour 1'image ou
position de la particule * dans le placement P, -

Si la dérivée partielle %E {t,M\) € v existe, ce vecteur,
noté f’t(;\) ou p(t,A), constitue la vitesse de la particule A rela-
tivement a3 ® & l'instant ¢t.

De son cdté, 1'application lindaire tangente & p, au point
A, soit F(t,)\) € dTy,V), constitue la dérivée partielle -g{ (t, M.
Si 1'application t P F(t,A) de I dans i(1,,V) possade une dérivée
on pourra noter cette dérivée -321?% - De méme si l*application

M= p(t,M) de A dans V possiéde une application lindaire tangente,

a? , '
on pourra noter cet &lément de &(T,,V). Usuellement . et ]
t A X ot

commutent : la condition suffisante classique est que les applications
2 2
(£, M) "’%{& et (t,A\) ""%Ex (2 valeurs dans un fibré évident) soient

continues au point considérd. On suppose dans toute la suite :

.. F
HYPOTHESE H, . Pour tout ¢ €1 et tout A €A les dérivdes 3= et

gf existent et sont égales 5 on notera E"(t, A) € S-{’l‘k.vl leur valeur

2. 11
commune 3
3 M= s :
(3.1) T Fle M) = grple,h) = ree,ly
Par ailleurs, 6i t €I et x €R sont tels que x € p (M)
on définit

u(ex) = B (p] ) .

Le champ vectoriel
_ . -1 =
8, TP, P P (A 2V
t
est le champ eulérien des vitesses du milieu continu, relativement &4 R ,
4 1'instant t.
Limitons-nous d'abord au cas ol la dimension de A a la va-

leur maximale n. Le tenseur gradient G de ce champ vectoriel au point

x € pt(A), soit 3
u

_ T
G = e € (v, V)
peut, vu (3.1), s'exprimer sous la forme

(3.2) G-3§-§%=§"1.

m

Pour une particule choisie A € A , soit £ un élément de Ty
indépendant de t. Son image par 1'application tangente & p, s solt
a{t) = F(t,\) L

est un élément de V dépendant de t ,ou vecteur mobile dans V, qu'on

déclare étre transporté par le milieu continu (on est naturellement amens

3 le visualiser pour chaque t € I comme un vecteur 1ié, en 1'attachant
au point pt(l) de R). La dérivée de ce vecteur mobile peut s'expri-
mer par

(3.3) =S =FtarFlaxca .

e



12. 12

La connaissance de G ou E-‘, reliés par (3.2), permet de cal-
culer la dérivée par rapport & t de la longueur de tout arc de courbe
pt(C) CR, on C désigne, comme au paragraphe 2, un arc de courbe de
A (i.e. une ligne matérielle). On définit C par une reprdsentation
paramétrique r r AMr) , r € rr;,rZJ 7 Oon note %} = A, d1ément de

T’k(r) indépendant de t ; alors

r r
2

(3.4) ] AT a- |
r'l I'1 2 .,‘Ex'. FA1

a
— LI A
2 ac (FA1. pAv)

dr .

Tout réside alors dans le calcul de -SE (FA . F¥) ou, plus
généralement, si 4 et m sont deux éléments indépendants de t dans

Ty (M particule déterminde Gu milieu continu), le calcul de

(3.5) 'EF. (F4. Fm) = FL. Fm + FL. Fm
= " Flm) + (5 phm)
=2 (sym F" E.‘-F"m)
oli on note
sym £ P = :} ' rrrtE e f—s(TA,T;) .

D'autres expressions dquivalentes 3 (3.5) seront utiles dans

la suite. Comme en (2.2) on pose, pour chaque A € A

r

#* *
¢c=F re€l(m,mn) 5
tenseur métrique du placement P, considéré, au point A € A), ce qui

donne
FL. Fm = (cL,m) .

L]
Pour un mouvement du milieu continu, C est un élément de Sg{Tl'Tl’ va-
riable avec t : il possdde une dérivée C $i et seulement si pour tout
2 et tout m, éléments constants de T, ,la dérivée ci~dessous existe :

(3.6) (cim) = g-; (ct,m) = $o (FL. Fm) .

12. 13

Par rapprochement avec (3.4) on voit donc que

= e " -
(3.7) C=2symF F € Ss('r,‘.'rl)

* L ]
(calcul direct : C=F F=2C=F F+F F).

Une autre expression de (.: est importante ; en notant a = FI
et b =Fm (c'est-i-dire les positions de & et m dans V A 1'ing-
tant considéré) et en utilisant (3.3), on a
(3.8) :—t (FL. Fm) = (Ga). b + a. (G4)

=2 (pDa). b = 2a. (Db)
ol on note

1 *
(3.9) D=symG=2(C+G) .

L'élément D € -SS(V,Vl, partie symétricque du gradient du
champ eulérien des vitesses .u, est usuellement dcrit

{3.10) D =def u .
En rapprochant de (3.6) on a, quels que soient £ et m dans Ty »
2 -
cim) = (2D FL). Fm=2 {F D Flm)
a'ol
e * » -
(3.11) C=2F DF=F(G+G ) F
* "
=2gymF GF = 2symF G F .
Une des utilités de D est de permettre l'expression de la
dérivée (3.4) sous forme d'une intégrale curviligne étendue i la courbe
pt{C) C Ry pour la valeur considéréde de t, l'abscisse curviligne =

du point pt('n\(r)) sur la courbe, comptée dans le sens des r crois-

sants, est en correspondance différentiable avec r et

i;-:; = JFAv. PR
4 S _dxds | ds
FAs :-a-l—_pt(l(r)) ar e o = ¢

en notant @ le vecteur unité tangent au point x = pt(R(rH de la courbe
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¥ g— (FA1. Fhe) %2 2 pa. w(@8)? |

|' A e [ dr dr .

- 2 JFAL. FAT ‘s 2£ ds

1 1 ar
52
{3.12) - j Da. o ds

B

1

Vu la symétrie on peut d'ailleurs, dans cette formule, dcrire G & la

place de bD.

REMARQUE. Pour alléger, on s'est limité dans ce qui prédcéde au cas seul
utile pour la suite, ol la dimension de A est maximale, c'est-ia-dire
égale & la dimension n de R. Il Y a trés peu & modifier si

dim A < dim R, par exemple si n = 3 avec, pour milieu continu, une
surface matérielle (membrane) ce qui fait dim A = 2.

Dans ce cas, le domaine de définition pt{M du champ eulérien
des vitesses x '™ u(t,x) est une sous-variétd stricte ge R. L'espace
vectoriel tangent 3x au point x de cette sous-variété est identifié
a4 un sous-espace de V ; il est muni de la métrique euclidienne induite
par V et, par 13, identifi€ i mon dual. L'application J.inéa.i.ta F
tangente 3 l'application . » ¥ p(r,A) = x. envoie bijectivement T, sur
31. Considéréecorme un &lément de “(TA':‘;} elle sera notde 3. Autre-
ment dit, si on note I 1'injection naturelle de Ux dans V, ona
(3.13) F=1d .

L'adjointe I € x(v.'rl'x) est, classiquement, 1*application projection
orthogonale
{3.14) P : x** mroj (x,gx) .

Donc, d'aprés (3.13)
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Le gradient G de u au point x = p(t,A) est un €lément
de £(3x,V) s au lieu de (3.2) on a
(3.15) c= F 3! R
mais toujours %’E— = Ga (observer que puisque x = p(t,}), 1'espace "Jx
dépend de t ; il ne peut donc pas étre question de définir le symbole
5)- De (3.5) 3 (3.7) les résultats sont inchangés, mais, au lieu de
(3.8), il faut édcrire
(3.16) g—t {F4. Fn) = (P Ga). b + a. (P GA)

=[(rc+6" 2)a). b=2 (Da). b =2 a. (Db)
ol on pose, cette fois,
D=sym PG --;- (PG + G’I) € SB(:IX,:I‘xp

En rapprochant de (3.6), on a,au lieu de (3.11),

(éf-,m) =2 (D FLy. Im = 2 (3" p ¥4,m)

donc
- *
c=23pF = (ro+c1) I

-
=F'63+3'G.szsymr ¢¥F .

4. STHENIQUE

L'auteur |6 1 a autrefois proposé a'intituler sthénique le
chapitre de la mécanique ayant pour objet l'axiomatisation et le mode
d'emploi du concept de force, avec ses généralisations. Le statut donné
alors audit concept est celui d'un "mot" du langage grice auquel des
informations émanant d'autmes chapitres de la physique sont introduites
comme données d'un probldme de mécanique, c'a2st-3-dire d'un probléme con-

cernant le mouvement d'un systime matdriel. Il s'agit donc d'un "concept
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de communication" entre la mécanique et dfautres chapitres de la physi-
que (exemple en d'autres domaines : le conceg‘at de quantité de chaleur) ;
une idéale physique unitaire, c'est-A-dire non divisée en chapitres,
pourrait se passer de tels concepts.

I1 est aujourd'hui largement reconnmu que les forces de la
mécanique élémentaires, simplement consistant en des vectewrs lifs, ne
parviennent pas dans tous les cas i remplir ce rdle. Le mot effort est
souvent employé (cf. P. Germain, [1]) pour désigner les objets plus -gé-
néraux % invoquer. Dans le livre cité [¢], nous avens aussi proposé
d'utiliser A cette fin le terme de Aynane .

Décrire un dyname, ou effart, c'est définir sa puissance pour
tous les états de vitesse du systime matériel auquel le dyname est ap~
pliqué ou, tout au moins, pour une classe de tels états de vitesse, dé-
clarés admissibles pour le dyname considéré. Limitons-nous A des systimes
dont tout état de vitesse, par rapport au repire R choisi, est repré-
sentable par un champ eulérien x ¥ u(x), ddfini sur la partie p(A) de

R que le systime A occupe dans le placement p considéré. Par axiome,

l'ensemble des u : p(h) 2 vy cdmiaaihlcm! un certain dyname 0O est
in sous-espace vectoriel W(C) de vpth) et la puissance de G est une

fonctionnelle lindaire sur U{G)
==Ictiomnelle lineaire sur

ub PGy .

Par exemple, la définition dans cet esprit d'une famille de X
forces au sens élémentanim, a gandeurs vectorielles f.l, fz,..., f): Ev,
appliquées respectivement & k particules dont les positions sont
Xy¢ ¥yeeese ¥, o consiste en ceci : L'espace vectoriel W(G) est cons-

titué par des champs de vitesse x P u{x} définis, au moins, en chacun
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des k points Xye Kyreser X € pax définition

k

Pla) = Z £.. ulx.) "
¢ i i
i=1

Il va s'agir dans toute la suite du dyname des "effo;-ts inté-
rieurs” d'un milieu continu A avec dim A = dim @ = 3. On se restraint
au cas le plus usuel d'un milieu du premier ordre, c'est-a~dire vérifiant
les hypothéses H, Hy 4 ﬂ3 - Rlors, pour tout mouvement admissible, le
champ eulérien des vitesses x P u(x)} est c, - différentiable sur
p (A},

On fait de plus ici l'hypothése que le dyname intérieur est

localisable, dans le sens suivant :

1* Est définie sur le milieu A une mesure =0 , notée db , indépen-
dante du temps (en dynamique, ce sera la mesure masse ; mais le concept

de masse n'a aucun rdle & jouer ici).

2% Pour toute partie P - intdgrable de A —notong~-la &~ la puissan-
ce du dyname intérieur de cette partie s'exprime sous la forme d'inté-

grale
P =§ mA) ar(dr)
(4.1) 1nie ’ (A) dr(

ol la fonction m € E;W(A,du 7 R) est appelée densité de puissance par
rapport 4 la mesure dp.

L'axiome de linéarité de la puissance formulé plus haut exige
que, pour chague placement p du milieu, et pour chaque A , la valeur
T(A) soit une fonctionnelle lindaire du champ eulérien u.

Dans 1'assertion de localisabilité nous incmons en outre :

3° m(MA) s'exprime k partir des éléments locaux de u au point

x = p(M), c'est-A-dire puisque l'espace des u est celui deg fonctions
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&= différentiables sur p(A)
mA) = tl(u(x),grad ulx))
avec !.A P VX 8(V,V) *R , lindaire.

Comme précédemment, on note grad u(x) = G ; en utilisant le
produit scalaire euclidien de V, on peut exprimer £, sous la forme

2y(u,G) = £, utr TG , .
avec f €V et T € £(V,v) ddpendant de M.

Selon un des principes de la mécanigque classique qu'on peut
appeler "principe des efforts intérieurs® (il est prégenté dans [6]
comme la systématisation la plus générale du "principe d'action et de
réaction® ; dang [1] il est intitulé "axiome des puissances virtuelles")
la puissance (4.1) doit, quelle que soit la partie intégrable & , &tre
nulle pour tout champ de vitesse u rigide, c'est-i-dire de la forme

u(x) = u(0) + A x
avec A € 4(V,V) antiadjoint. Cela équivaut immédiatement aux deux
conditions suivantes
(4.2) £f=0
(4.3) Le Eﬂlv,v) .

La définition de L est vimiblement subordonnde au choix de
la mesure dB. On tourne ciassiquement cet inconvénient de la manidire
suivante : puisque le placement P est supposé spécifid, 1'intégrale
(4.1) peut se récrire par changement de variable

(4.4} | L =f e (x)) plx) ax
p(3)

ol dx désigne la mesure de Lebesgue de R ot p la fonction densité

par rapport & dx de la mesure image de dF par p si une telle den-

gité existe (lorsque d¥ est proprement la mesure masae du milieu
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continu, on sait que P(x) s'appelle la masse spécifique ou masse
volumigue du milieu au point x € R dans le placerent p considdré).
On pose alors

(4.5) P{x) Etp"(xn =0(x) € &v,V)

appelé tenseur contrainte de Cauchy au point x € p(A). Alors

- tr T(x) G{x) est la densité volumigue de puissance intérieure au

point x.
5i 1'on revient & l'expression de pint par une intdgrale

étendue & % , on édcrira, wvu (3.2)

¢ » %
(4.6} e, =-j trIGar=-] twrIFF ap
int & %
b -1 .
==-] tr¥F IFfa
]
d'ol 1'intérét, pour chaque * € A , de 1'élément
(4.7) r=p L =%p'1 o Lgv,Ty) .

Il y a avantage a décrire les efforts intérieurs au moyen d'un

objet appartenant & la géométrie de la variété différentiable A ; posons

= = = -1 *
(4.8) G-F'zp"=%p'ar' € L(1),1,)

ce que Rougée [5] appelle tenseur intrinséque des contraintes au point

A de A. Alors
-1 -
(4.9) T =F T=0F,
P j 8 F l:' dp
{4.10) . - i'l;.r s

Les écritures (4.4) 4 (4.9) n'invoquent pas la symftrie de =

zt O , fournie en (4.3) par le “principe des efforts intérieurs®. Op
voit sur (4.8) gue cette symetne équivaut i celle de 8 € 'tTl'TA}

Moyennant cette symdétrie, (4.4) devient
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(4.11) Fim-.n_-( tr © D dx
pl &)

oli, comme au paragraphe 3,
p=1(+g
e { G )

tandis que (4.10) devient, vu (3.7},

(4.12) f. madl o ris”
. int 2Jgtr (F F+F F) ar

= --LI tr 8 C aw
2
]
On retrouve par (4.11) ou par (4.12) que, si le "principe des

efforts intérieurs" est vérifié, la puissance P de tout fragment

int
¥ - intégrable de A est indépsndante du choix du repere ® utilisé

pour décrire le mouvement.

3. LOIS D'ELASTICITE

On appelle ainsi une relation
g = £(F)
exprimant la contrainte de Cauchy ¢ € £(v,v) comme fonction de
F € £+(T1rv)- Naturellement, cette relation est & formuler pour chaque
particule A du milieu continu.
z 5 -

Aussi bien alors, T € £(v,T,) et @ € &(T,,Ty) sont des

fonctions de F. En effet, une fois la mesure db  définie sur la variétd

A, P est une fonction de F et on définit, vu (4.7) et (4.8),

L I
5.2 * = -
(5.2) i) = = B £1F)

1 -1 #-1
B8 8 = o 1. .
(5.3) h(F) = <= 7 £(F) F

intérieur
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Pour tout mouvement de notre milieu continu par rappert au
repere choisi R , la puissance des efforts intérieurs de § s'dorit
d'aprds {4.6)

(5.4) Fint = - '{g tr g{F) F av .

On dit que la loi d'élasticité posside une fonction énergie
(ou encore que c'est une loi hyperélastique) si, pour tout mouvement
t P plt,.), t € [tt'tzl et toute partie intégrable % , le travail
[ tz Itz .
J = ] $
int””t int( Yo
1 t‘

ne dépend que du placement initial et du placement final. Cela équivaut
34 1'existence d'une fonctionnelle du placement, soit p P W(&,p) € R
telle que le travail ci-dessus soit égal & H(.,p(t1;-” - w(i.p(tz.-))
c'est-3-dire, sous réserve de la continuité usuelle,

(5s.5) P9 =~ % Wi, plt,.)) .

La fonctionnelle p P W(&,p) est appelée énergie élastique du fragment
§ .

Il guffit pour cela (nous ne discuterons pas iei la nécessité)
qu'il existe, pour chagque X € A , une fonctioen F + w(F) € R telle que
(5.6] g{F) = grad w(F)

ol le gradient (de Fréchet) est entendu au sens de la dualité naturelle
entre £(V,T)) et &(T,,V) c'est-h-dire au sens de la forme bilindaire
{.,.) Aéfinie au § 1. Dans ce cas, en effet, (5.4) devient

daF .
P:Lnt”) = - Si tr grad w(F) a ™

= - -d—' L d_ S
ji r w(F(t)) ar 3t , w(F(t)) au .
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Ce qui précdéde ne suppose pas que O possdéde la symétrie im-
pliguée par le principe des efforts intérieurs ; la Ppuissance ou le
travail écrits ci-dessus doivent donc a priori dépendre du choix du

repere R.

6. LE PRINCIPE D'OBJECTIVITE

Selon ce principe, la loi reliant 1'état de contrainte dans
==a=o 2Sc2ant | etat de contrainte dans
le milieu & son placement doit &tre indépendante du choix du repdre. De

fagon dquivalente si p et p' sont deux placements de A dans le

reptre R tels que p* | P! soit une isométrie J (directe, vu
1'hypothése Hy), l'état de contrainte du milieu doit &tre le méme.

Si p' =3, p. ona, pour chaque * € A, la relation sui-
vante entre les applications lindaires tangentes F{ et F, , dlémente
gde & (T,,v)

F' =R F
ot R € ©,(V) est 1'isométrie vectorielle associde & o .

Dane la géométrie propre du milieu continu, indépendante de
tout placement, l'état de contrainte est décrit par le tenseur intrin-
séque des contraintes 0 € S(T;'Tk)- La loi d'élasticité édcrite au
paragraphe précédent est done conforme au principe d'objectivitd si et
seulement si, pour chaque A€ A 1la fonction h : F b O vérifie

(6.1) Y RE G(w ,Vre€ £+(T,V) : h{(R F) = h(F) .

THEOREME 1. Une loi d'élasticitéd posséde la propriété d'objectivité
(6-1) si et seulement si elle posséde 1'une des propridtés dquivalentes

Suivantes :
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i) La fonction f : F P 0 vyérifie
16.2) ¥ RrRE 6 (v) , YrE I+(T,V) : £(RF) =R £(F) R_\ .

ii) La fonction g : FP T wérifie

(6.3) VRESG (V) , VFEIYTV) : gRF) = g(F) B! .

L
iii) Si on note £;+(T,'r.) l'ensemble des éléments de &£(T,T ) auto-

adjoints définis positifs, il existe une unique application

Pt * Sert
Hzd (T,T) 24T ,T) telle que

(6.4) VFEEL(TW : hF) »m u(E™ Fy .

Preuve. Puisque toute isométrie préserve les volumes, on a, quel que
soit A,
P{R F) = P(F) .
T.'équivalence de (6.1) 3 i) et & ii) résulte alors immédiatement de
(5.3) et (5.2).
Par ailleurs la relation binaire
IrRE€ 6, = F' =RF
constitue une relation d'éguivalence dans 1°ensemble £,(T,V). La pro-
priété (6.1) équivaut i dire que h est constante sur chacune des clas-
ses d'équivalence. On a vu au paragraphe 2 que F et F' appartiennant
3 une méme classe si et seulement si
FFr =rm"p .
Donc la propriété (6.1) équivaut i l'existence de H assurant (6.4).
L'application H est définie de manidre unique sur l'ensemble des
c=F F avec F décrivant £ (7,V). On a vu que C € £;+(T,T‘).
Réciproquement si on appelle C un élément quelconque de é':('r,-p*) s

le produit scalaire
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X.¥Y = (x,cy
définit sur T une structure d'espace vectoriel euclidien ; & cette
structure correspond classiquement une identification de T avec Tt v
laquelle n'est autre que l'application C. Choisissons une isométrie K
de cet espace euclidien T sur l'espace euclidien V ; élémentairement
L 4 -

1 - %
K =K ,donc K K= 3id = ¢. L'igométrie K peut d'ailleurs étre

& *
choigie dans £'(T,V) ; en posant F =K on a bien C = F F.

7. EWNERGIE , OBJECTIVITE ET SYMETRIE

THEREME 2. Soit une loi d'élasticité possédant une fonction énergie ;1
clest-h-dire qu'il existe w : &(T,V) R telle que la loi s'dcrive

T = g(F) = grad w(F) .

Alors les assertions suivantes sont équivalentes

i) La fonction w wvérifie

(7-1) YRE S(v) ,VFE £+(';',V) : w(R F) =wF) .
if r** *
ii) 11 existe v : P (T,T ) 2R telle gue

(7.2) VFrE £+rr,v) i w(F) = v(r* F) .

iii) La loi vérifie le principe des efforts intérieurs (cf. paragra-
phe 4) c'est-i-dire gue, pour tout F € £+1T,v), 1'élément F g(F) ap-
partient & £ (V,V) (ou, de fagon dquivalente O = p F 7 € Livw

resp. 8 = 1 Frig Ss('r..'r!).

iv) La loi est objective, c'est-a~dire yosside les mopriétés énoncdes

au Théoréme 1.
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Preuve. L'équivalence de i) et ii) s'obtient par le méme raisonnement
qu'd la fin du paragraphe précédent .

Montrons maintenant que i) © iii). Les applications F»*R F
de £+(T,v) dans lui-méme constituent, pour R décrivant B,(V) un
groupe de transformations de l'ensemble 5. (T,V). L'assertion i) signi-
fie que la fonction numérique w est constante sur chaque orbite de ce
goupe. Comme ces orbites sont connexes par arc, il faut et il suffit
pour cela que, pour tout F, 1'élément T = grad w(F) € £(V,7) soit
orthogonal i l'espace tangent de 1l'orbite de F. Or 1'application
RPRF de © dans L,(T.V) a pour application lindaire tangente au
point I 7

dR ™ drR F
ol dR daderit l'espace vectoriel tangent & &,  au point I, c'est-i-
dire :'a (cf. Annexe, § A. 3). L'espace tangent i l'orbite de F au
point F est l'image de £a par cette application lindaire ; 1'ortho-
gonalité en vue s'écrit donc

Yyne S.a A tr QF T = o
ce qui signifie que FT , dldment de £(V,V), est orthogonal A £a ’
autrement dit Fr € SS(V,V). ce qui est l'assertion 1iii). On note en
outre que F7 € S.s(v,v) équivaut 2 F" FT 12'-1t € S.E(T..T}, c'est-a-
dire g € -EE(T',TI.

Montrons que i) = iv). Soit R f£ixé dans Q,(V) ; en dif-
férentiant (7.1), il vient, pour tout F € g (T,

VOFEIT,V) : tr g(R FIR 8 F = tr g(F) &F

donc
VOFELUTV) : tr [g(RFIR=-qg(F)| 6 F =0

ce qui établit (6.3).



12. 26

Pour prouver qu'invsersement iv) = i) , supposons (6.3) ; le
calcul ci-dessus montre qu'alors, pour R € 9+(V) fixé, les fonctions
FrP w(F) et F P w(RF) ont méme gradient en chaque point
F &€ S'_i_:'r,v). Donc si [ désigne une partie de L, (T,V) connexe par
arc, on a

(7.3) YVFET : w(RF) - wF)

I

K(R)
avec K : O (V) ?® é&videmment continue. En laissant de coté le cas
banal ol R est l'identité, appelons @ le sous-groupe de 1 (V)
constitué par les rotations de méme axe que R. On peut prendre pour [
l'ensemble des xF , r € w ; 8i on derit (7.3) en remplagant F par
RF , R°F ieves R'F et 8i on ajoute membre & membre, il vient

Vneémw: X(R®) = n K(R) .
Comme 1'identité est un point d'accumulation des R dans W et gue
K(id) = O, on en conclut K(R) = 0, ce qui termine la démonstration

(voir un argument de méme type au § 6. A de 1'Annexe).

REMARQUE. Certaines des implications formuldes dans le théoréme précé—
dent ont un analogue global évident : Supposons, pour une portion &
du milieu, 1'existence d'une fonctionnelle énergie dlastique p ¥ W(p}
(cf. paragraphe 5). Le principe d'objectivité exige que cette fonction-
nelle soit indépendante du choix du repére R ou, ce qui revient au
méme, que pour toute isométrie directe I de l'espace affine euclidien

R, onait W(I, p) = W(p). Il vient alors, par (5.5) que P (%)

int
est nulle pour tout mouvement rigide du systime par rapport a R : crust
justement ce que donne le principe des efforts intérieurs. Et on a la
réciproque, pulsque toute isométrie I de R est réaligable comme

résultat d'un mouvement rigide régulier sur un intervalle [t,,tzl.
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THEOREME 3. Soit une loi d'élasticité objective, c'est-a-dire posgé-

dant les propriétés dnoncdes dans le Thdorime 1. A.ars les assertions
20t ces propraotes enoncees dans le Théoréme f.0r8 les assertions

suivantes gont équivalentes :
est un gradient au sens de la dualité naturelle de £(T,V) et L(v,T).;

L3
ii) ll'application H : CHP 8 prend ses valeurs dans I's‘T .T) et
L]
g'est un gradient au sens de la dualité naturelle entre -EE(T.T ) et

i) la_loi &de une fonction énergie, c'est-A-dire g : Fvr1

*
XB(T ¢T).
51 ges propriétés sont vérifides et que
(7.4) g(F) = grad w(F)
la fonction v.: &7 7(1,1) 2R géfinie par (7.2) est différantisble et
{(7.5) H(C) = 2 grad v(C) .

Ereuve. Montrons d'abord que ii} = i) ; on suppose qu'il existe
-+ »
v: &L (TT) PR telle qua H(C) = 2 grad v(C). Alars la fonction w
définie sur £ (T,V) par w(F) = v(F" F) a pour différentielle
* -* o
dw = tr grad v(F F) (dF F + F daF)
=S tre@ Feetar) .
E 3 .
Par hypothése 6 € £3(T ,T) donc
* L L
tr 0aF F=trF ar 8 =¢r 6 F aF
L ] L
ce qui fait, puisque 8 =0 et B F =1 ,
L3
dw =tr 6F dF = tr T aF
pour tout dF € £(T,v) ; cela prouve que
g(F) = grad w(F} .
Réciproguement, supposons i) j d'aprés le Théorime 2, H prend

w
ses valeurs dans SE(T +T) et on peut définir une fonction v par

{(7.2) ; on va montrer que cette fonction est différentiable et assure
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(7.5) en s'appuyant sur le lemme suivant, démontré plus loin :

-
LEMME. Liapplication surjective FPF F de £ (T,V) sur
£++:-r.-r*) posséde un relévement différentiable, c'est-h-dire gu'il
8

existe
Y S.:*(T,'r') = L.(T,v)
différentisble et telle que
(7.6) Yc¢€ I:(T,T') 3 ‘!'(C)‘ Yic) =c .
La fonction v peut alors s'exprimer
v(C) = w(¥(C))
elle est donc différentiable et
(7.7) dv(C) = tr grad w(¥(C)) a¥(c) .
En différentiant (7.6) on obtient
(7.8) d'!. Y+ ¥ a!" = dc .
Par ailleurs, le Théoreme 2 montre, en prenant F = ¥(C), que 1'élément
T = grad w(¥(C)) wérifie
(7.9) Y€ S’(V,V) . "
Pow abréger, on note Y ' 1télément (¥(c))”! € £v,m et (7.7)
devient, grice i la symé&ie (7.9),
v=trTa¥ = tr¥Yrary'
=%u- Yrary '+ v’ ay
=2ltr (rat¥+ ¥ " av" v

=--2T~t:;-‘r’lf'l"lr :'l'd'f+d'f*‘l) “
Or, si on prend F = ¥(C) , on a d'apraa (4.9)
HC) =6 =rp 1 =y !? ’

done, vu (7.8)
dav -51 tr H(C) dc
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ce gqui démontre l'assertion ii) et la relation (7.5).

Il reste A prouver le Lemme. A vrai dire, on n'aurait besoin
pour la démonstration ci-dessus, que @'un ‘Y défini sur un voisinage
de chaque C : son existence pourrait se déduire du théoréme du rang
(cf., par exemple, |9], Chap. X, n® 3 et chap. XVI, n® 7) en établis-

L 4
sant que l'application F™F F est de rang constant sur un tel voi=-
sinage. On domine mieux la situation présente en explicitant un Y
e ++ - '
défini sur 'Y-s (T,T ) entier : Choisissons Fo € 3_“(T.V) et posons
- 44 -
G W ¥ € £s (T,T }. On fait de T un espace euclidien, notd E .
eén posant, pour x et y dans T ’

-
A ¥y = (x v C°y> = (x ’ FO Foy> = Fox. Foy

(ol le dernier membre est un produit scalaire dans l'espace euclidien
V). On voit que F° 3 Eo — V est une isométrie ; comme d'habitude, on
identifie E, 4 son dual, ce qui fait que E =T= " et que C_
devient 1l'identité, d'ol F; = ng .

Tout C € S:(T,'I‘*l devient ainsi un opérateur autoadjoint
défini positif de l'espace euclidien E, et, i ce titre, possiéde une
racine carrde J/C. Posons

Ye) = F_ /O
d‘olt

o

r

* ® -
¥wor =%r =22 5'01
ce qui donne bien (7.6}. Cela démontre le Lemme, puisque l'application

+
€ P»./C est partout différentiable sur £s+(E°)-
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8. ISOTROPIE MATERIELLE

Désormais on privilégie un certain placement, déclaré consti-
tuer 1'dtat naturel du milieu continu A. I1 s'agit toujours d'un mi-
lieu de dimension maximale. Comme le placement considéré est injectif
de A dans 1'espace euclidien affine R , ce placement privilégié per-
met de transporter sur A la métrique euclidienne de R . Pour chaque
LMEA, l'espace vectoriel tangent Ty est de ce fait muni d'une métri-
que euclidienne et, comme d'habitude, un tel egpace est identifié & son
dual :

*
(8.1) Ty = T, euclidien .

L ]
Donc, pour taut F F &(T,V), ena F € L(V,T) , ce qui donne
. . *
un sens & 1'dcriture, jusqu'id présent interdite, F F , élément de
++
i .
On considire une loi d'élasticité, relative i la particule A

du milieu. Pour alléger les discussions on supposera toujours dang la

suite gu'une telle loi est objective, c'est-a-dire que, d'aprés le

Théoréme 1, elle peut a'écrire
(B.2) & = g(c)
(On pourrait développer la notion d'isotropie sans objectivité :
l'écriture serait exactement semblable i celle du paragraphe 6 consacré
4 l'objectivité sans isotropie, i 1'échange prés des espaces T et V,
des éléments 8 et O, etc...)

Les €lénents C =¥ F € S et 6 €S appartien-
nent & la géométrie de la variétd A. On dit que la loi (B.2) est
isotrope si son écriture au moyen d'une base orthonormée directe choigie

dans T est indépendante du choix de cette base : cela revient i :
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++ - -
(8.3)  YIfem Yeemm » wa''cm = s we g

En introduisant les mémes éléments qu'au paragraphe 5, on a

alors :

THEOREME 4. L'isotropie (8.3) de la loi- d'élasticitd objective

H:c—8 ivaut awc assertions suivantes :

i) Liapplication h : FP 8 vérifie

(8.4) Va€o(m ,Vré€ LTV : n(FI) = 3 hery 3.
ii) Lr'application g : F B ® wérifie

(8.5) Vaesm ,¥r¢ LATV) : g(F 3) = Rl g(F) .

iii) L'application f : FH & vérifie

(8.6) Yace (M ,VrE £+(T,V) : £(F J) = £f(F) .
iv) Il existe I : E:fw,v) *&ulv,w telle que
(8.7) YEES (DY) 5 £(F) =3 (rF) .

® -
Preuve. Supposons (8.3) ; alors puisque J =7 !

L -t * -1
hFI) =HI F FI) mJ HWF F)JI=J w(F g
c'est=A-dire 1i). Réciproquement, supposons i) ; pour tout
++
C€ S-B (V.V), il existe (non uniguement) F € LATV) tel que ¢ = P F;
les mémes calculs que ci-dessus donnent alors (8.3).
Les équivalences de i) & ii) et 1ii) résultent ensuite des

définitions de T et O , en observant, au sujet de la densité p que

P(F J) = p(F)
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L'équivalence de iii) et iv) résulte de ce que pour tout
W
B € £;+(v,v}, il existe (non uniquement) F € £ (T,V) tel que B =F F
et de ce que, pour F et F' dans S‘._._(T,v} , on a

-* *
FF =F'F* & 3J7€06,(T) : F'=FJ .

THEOREME 5. Soit une loi d'élasticité objective et isotrope (cf-
Théoréme 4). Si la dimension de V ast impaire les éléments 8 et

t
c=r¢ ¥ ge L (T,T) commtent ; les éléments T et B=FF de
ss(V.V) commutent. L'application & : B0 définie par le Théorime 4
est isotrope, c'est-a-dire '

@8 YrRE€EO M ,VBELI vy : Fr R =R IR .

L'application B H-:; o ! = -Fa},-’- ¥(8) B est universellement isomé=

trique 3 H , c'est-a-dire que pour tout M € iso (T,V) , on a

1 1

(8.9) anlan H(M B M) M 2

ol

Démonstration. La propriété d'isotropie (8.8) résulte de (8.7) et de

1'objectivité telle qu'elle s'exprime en (6.2). L'élément O € Ss[T.Ti
commute avec C parce que c'est la valeur H(C) de 1l"application isco—
trope H ; 1'élément © E S‘s(V.V) commute avec B , parce que c'est la
valeur de l'application isotrope ¥ .

4

Soit enfin B € xs (V,V) et B = sh 1 81 on prend

® L} b 51
F=BME £+(T,V) ona FF =8B, d'ol, d'apres le Théoréme 4, une
valeur déterminée pour ¢ = F(B) et pour

= a _ gpar 1
Sl ax ax det ¥ "4

(dd désigne ici 1'image sur la variété A de la mesure de Lebesgue

dans le placement dit naturel). Alors, puisque M ' = M°
1

- * 2 -
H(M B M} = H(M B° M) = H(F F)
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est la valeur correspondante de 8. Vu (4.8) on a donc

-10
T

o8

MHM B M) M = R iV -

o=

. i
puisque B = B" commute avec O .

On notera que det F = (det B)” @

9. EXTENSION A DROITE ET A GAUCHE

L'idée classique de décomposition polaire des matrices se
r.etrouve évidemment dans le cadre présent. Comme au paragraphe précé-
dent, T et V sont deux espaces vectoriels euclidiens orientés, de
dimension n. On note isoJT,V) l'ensemblle des isomf*ries positives
de T sur V.

Pour tout F € & (T,V), il existe, de manidre unique,

K € iso (T,v) , B € £;+(v,v) . v € £:+IT.TJ tels que
(9.1) F=BK = Ky

L'unicité résulte de ce que ces égalités entrainent

(9.2) FE = g2 a'oh B = (F F*)a

- 2 LI
(9.3) F F=vy" aod v = (F F)
(9.4) kwpleapy?

Et on vérifie par un calcul immédiat que K , B, v ainsi construits
sont bien conformes & l'assertion(que K soit une isométrie s'exprime
&
par K K = I).
L'intérét de P et v est surtout de servir d'intermédiai-
res dans des démonstrations ; du point de wue pratique, les éléments

2 2

&
B =FF ,notéd B, et Y

®
=F F,noté C,sont plus access ibles au
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calcul. On dit usuellement que P € £;+(V,V) est l'extension & gauche et
et que vy € £;+('I',T) est l'extension 3 droite associds 4 F.

La calcul précédent montre que
(9.5} Y = K. B x

ou aussi bien
-
P=XxyYK

"1y . e et Y sont isométriques ; de méme

*
(se rappeler que K =K
leurs carrés
] &
(9.6) C=K BK , B=KCK .
Voici comment on peut. dans ce contexte, exprimer la propridté
d'objectivité (6.1), concernant l'application h : £+{T;V) » &71,7), &

savoir

Y RE 6. (v) ,VF € L.(T,V) : h(RF) = £(F) .
On cholsit un K € iso (T,V) ; pour tout F € & (T,V), auquel on associe
¥ et K par (9.1), on édcrit

1

€ = n(F) = h(K ¥) = hiK K, K, ¥) = hi(K_ ¥)

puisque K K;1 € B,(V). Vu (2.3) cela donne
(9.7) 8 = H(c) = h(lco c")
Ce type de calcul a déjd &té employé, dans les démonstrations des
théorémes 1 et 3.

Symétriquement, on exprime comme suit la propriété d'isotro-
pie (8.6) de la loi d*dlasticité £ : £ (T,V) -’Sacv.w, 3 savoir

Voes(m, VFE L(T,v) : E(F ) = £(F) .
On choisit un K_ € iso (T,V) et on éecrit
O = £(F) = £(BK) = £(B K_K ' K) = £(8 X_)

puisque K;1 K € 8 (T). Dong, vu (9.2) la fonction ¥ introduite par

le théoréme 4 peut s'écrire
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(9.8) o = FnB) = f(B" Kol B

10. ENERGIE ISOTROPE

Comme au paragraphe 8, T est euclidien, identifié 3 son dual.

THEOREME 6. Soit une loi d'élasticité objective possddant une fonction
énergie (cf. Théordme 2) ; les assertions suivantes sont équivalentes :
i) La loi est isotrope (cf. Théoréme 4).

ii) La fonction w wvérifie

(10.1) YJ€ 6Ty, VFE £+(T,Vi : w(F J) = w(F) .
1ii) La fonction v vérifie

(10.2) Y g€ ®(T) , ¥ € &'.:"'(T,T) s v(J_1C J) = v(C) .
iv) Il existe e : -"'-:(V,V) 2R telle gue

(10.3) VP EL(T,V) :+ wE F) =wiF) =e(r F) .

Preuve. L'équivalence de i) et ii) s'établit comme 1'équivalence de
i} et iv) dans le Théoréme 2, au remplacement prés d'une action A
gauche de © (V) par une action i droite de o (7).

On a vu en (7.5) que H = 2 grad v ; d'aprés Annexe, § 6,

2

l'igotropie de H écrite en (8.3) équivaut A 1'isotropie de v d€crite
en iii) ci-dessus.
L'équivalence de ii) et iv) s'établit comme 1'équivalence

de i) et ii) @&u Théordéme 2.
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THECREME 6. Soit une loi 4'é v isotxo

une fonction énergie. Alors la fonction scalaire e introduite par le

Théoréme 5 est isotrope, i.e.

(10.4) VYRES®(V), VBE icv,\n : (R BR) = e(R) -

Les fonctions v et e gont universellement igométrigues, c'est-A-dire
que; pour Tout M € iso (T,V) on a

(10.5) Yc¢€ £:+(w,-n : v(C) = et C M)
-1
(10.6) Vg€ £:+(v,v) : a(B) = w(M B M) .
En outre
1 -1
(10.7) grad e(B) =25 B .

Démonstration. Soit C € S-;+(T,T) et y = cl’ « 51 M€ iso (T,V) ona

My €5 (T,V) ; en prenant F = My , la adfinition (10.3) de e donne

- -
(rappelons que M Tan )

L ] * ® . o
e(MCH)=agMYYM)=vy(y MMY) = vy(C) .
Cela établit (10.5) ; on en tire immédiatement (10.4) et (10.6).

Enfin, en différentiant {10.6), pour un M fixé, on obtient,

wvu (7.5) - .

1

de(B) = tr grad v (W 'B M) M aB M

= -;- trmum By v @

pour tout dB € f.s(v,v) ¢+ (10.7) résulte alors de (B.9).

THEOREME 7. Soit une loi d'élasticité objective et isotrope ; les as-—
sertions suivantes sont équivalentes :

i) La loi posséde une foncticn énergie.

k] 1

ii) L'application B> {det B) O B = de £:+tV.VJ dans T (V.V) es

s

un gradient.
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iii) L'application Log B +> (det B)" © de £ (V,V) dans lui~méme,
- s P e
est un gradient.

Démonstration. On a dé33 noté au § 8 que, sidX est 1'image de 1a

mesure de Lebesgue sur A dans le placement de référence, on a

(10.8) J . GetF _ e T B,‘:

PR TR '
ob le réel B est attaché i la particule considérde du milieu £lasti-
que, indépendemment de F. L'implication i) = ii) découle donc de
(10.7). Inversement, ii) signifie que l'application B H-% o5’ est
un gradient ; il en est alors de méme de l*application H qui lui est
isométrique d'aprés le Théoréme 5 : cela donne i), d'aprés le Théoréme 3.

-Supposons maintenant ii) : il existe ¢ : £;+(V,V) PR
telle que
(det Bll’ O = (grad € (B))B .

Pour tout B € S:(v,v) est défini S = Log B qui parcourt XS(V,V}.
D'aprés Annexe, § A.5, la fonction S e(exp S) a pour gradient

(grad €(exp S)) exp S = (det B)l’ g

d*ol iii). Calcul semblable pour établir que iii) = ii).

REMARQUE 1. L'équivalence i) ® iii) est, en substance, un thioreme

présenté par C. VALLEE [10]. avec une démonstration un peu elliptigue.

REMARQUE 2. Si S=Log B, on a

(det B)l’ = (det exp S)I’ = exp tr -21- s .
Le calcul précédent montre donc que
{10.9) @ = (exp tr :—2—) grad %(s)

o ® désigne la fonction
S P O(s) =€ (exp 5) .
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Comme (cf. Annexe, equ. (14))

- 1
grad exp tr "'% = grad exp(=- i tr §)

=--21-exp(-%trs) grad tr S

1 =5
== (exp tr 2) I
(10.9) s'écrit aussi bien

= -5
9 = grad ({exp tr —2) P(s)) + 21 {exp tr —21 ¥(s) 1 .

Des exercices de calcul du méme genre peuvent étre effectuds

1
en introduisant le tengeur de Green-Lagrange > (C=I) ou le tenseur

a’Almansi-Euler 21 (1-8"y.
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ANNEXE

FONCTIONS ISOTROPES DIFFERENTIABLES SUR §
8

A. 1. AUTOADJOINTS ET ANTIADJOINTS

Dans tout ce qui suit, V est un espace vectoriel euclidien

. x¥éel de dimension finie n, identifié & son dual. On note abréviative-

ment & 1lespace vectoriel S(V,V}. Cet espace est mis en dualité sépa-
rante avec lui-méme par la forme bilindaire (symétrique mais n‘engen-
grant pas un carrd scalaire positif)
tn (LY) = tr XY = er vx
indépsndante de la structure euclidienne de V.
L'identification de V & son dual permet d'associer i tout
X € 5 gon adjoint X € £. On note Is (8 comme "symétrique®) le sous-
espace vectoriel de & constitué par les autoadjoints :
»
L = xes : x=2x") ,
s
et .5'a le sous-espace vectoriel constitué par les antiadjoints :
£ = Ix€&:x==-x"} .
a
Pour tout X € & existe la décomposition unique
X=s+a , s€&L , A€Ff
B a
. * s 1 * 1 *
(cela équivaut & X =5- A, d'oll s =5(X +X) et A --2~|x - X))

Noter que si s € S‘s et A€ iﬂ on trouve {S,A) = 0 et,

-

plus précisdément, chacun des deux Sous—espaces -f-s et - de £ est

l'arthogonal de 1'autre au sens du produit scalaire {1). I1 en résulte

que pour chacun des espaces f-a et £a + la restriction de la forme
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bilinéaire (1) met cet espace en dualité séparante avec lui-méme.

Ce seront toujours au sens de ces dualités que les notions de
gradient ou d'orthogonalité seront entendues dans la sSuite.

Pour mémoire, notons cependant que, V étant euclidien, il

est classique de munir £(V,V) du produit scalaire euclidien Géfini
pour tout X et tout Y dans L(V,V} par
- *

X2 Y=¢ttr XY =t¢trYX
c'est~a-dire (X.,Y) « Au sens de cette structure euclidienne, ;S et
3—4 sont supplémenaires orthogonaux dans &, Pour X et ¥ dans -5‘-5
on a évidemment x : Y = {X,Y) d'oh ia méme autodualité de S‘s qgue
précédemment ; en particulier le gradient d'une fonction numérique dé-
finie sur l;s peut étre indifféremment entendu au sens de l'un ou
1*autre des deux produits scalaires. Au contraire, pour X et Y dans
L, X:y=- (X,Y) ; mais nous n'aurons pas dans la suite a considérer

de gracdient pour une fonction définie sur 5'-3 .

A. 2. COMMUTATION DANS .-':s

Soient S5 et S' dans -"»s ; on vérifie immédiatement que
s s € :'s si et seulement si § S* = g's.

Pour tout S € 3'5 ¢ nous appellerons commutateur de S 1le
sous-espace vectoriel suivant de £s 3

coms={x€£s : SX-X§=0} .

Dans -"s ¢ la relation binaire "S et S' commutent® est
évidemment symétrique et réflexive, mais non transitive. Les sous-
espaces com S , s € as + ne réalisent donc pas une partition de 5-3 en

classes d'équivalence.
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Rappeions quelques points trés classiques :

Soit s € d“-ﬂ ' 3 chaque valeur propre ) (nécessairement
réelle) de s correspond 1'espace propre E)\ + Sous-espace de V dont
la dimension est dgale & l'ordre de multiplicité de A en tant que
racine de 1l'équation caractéristique de S. Les E, fournissent une
décomposition de V en somme directe orthogonale. Si on choisit arbi-
trairement une base orthonormée dans chacun des E; , la réunion des
bases ainsi choisies constitue une base orthonormée de V, relativement
2 laguelle § est reprégenté par une matrice diagcnale. Toute basge
diagonalisant s peuﬁ étre obtenue par cette construction. Les n droi-
tes engendrées par les vecteurs d'une telle base constituent ce qu'on

appellera un n-orthant principal de S. Deux éldments S et s' de

Ss commutent si et seulement si ils possédent un n-orthant principal

commur .
——

On voit donc que si 1'équation caractéristique de S a ses
n racines distinctes, S posséde un unique n-orthant principal. Dans
ce cas un x € £s commute avec S si et seulement si il est représent.é
sur ce n-orthant par une matrice diagonale ; alors dim com § = n. La
dimension de com S augmente si S posséde des valeurs propres mul-
tiples ; cas extréme : 5 = A I dont le commutateur est ':s entier, de
dimension %n(nﬂ}. La continuité des valeurs propres fait que la
fonction S* dim com S est semi-continue supérieurement sur -5'5 .

Ca qui suit donne quelques informations complémentaires sur
l'espace gom §.

Soit a un élément choisi dans V ; L'application linfaire

x P (a.x)a est un €lément de -'f-8 qu'on notera a “ a. Alors un
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élément non nul a de V @t vecteur propre de S € S-a 8i et seulemant

si a®a € con 5. Cela résulte Gu critdre de commutation donnd plus
haut, puisqu'une base orthonormée de V diagonalise a ® a si et seule-
ment 8i 1'un des vecteurs de cette base est colindaire & a.

On observe aussi que la base orthonormée ey €yeeeer @ de

V diazoralise S si et seulement si il existe des réels li tels que

n
s = D A e @ e
e L S i

Par suite com S est le sous—espace de Ss engendré par les e, Oe,
o e, décrit 1'ensemble des vecteurs propres (normés, si on veut) de S.

A. 3. LE GROUPE § (V)

L'étude des isométries vectorielles positives de V conduit
& considérer l'ensemble des X € & tels que
(2) xx - i = 0

det X =0 .

Il vient immédiatement que pour un tel X on a det X = + 1 7 11 est
donc inversible et x| = x . On en tire que les X en question cons-
tituent un sous-groupe de £+(v,v.r) noté o+(v) ou simplement
(groupe arthogonal direct de V).

L'ensemble © _ est une sous-variétd différentiable de 1'es-

pace vectoriel &.
Pour le montrer il suffit de vérifier que 1'application

&
(3) XPXX =-1I
écrite au premier membre de (2) est différentiable en tout point R € o,

et de rang indépendant de ce point. De fait

" - o
d(X X =-I)=dx x + X ax ]

12. 43

ce qui signifie que l'application lindaire tangente & l'application 3
au point R € 6, est
- L
di ™ dR R + R ax -
Le noyau de cette application linéaire est 1'ensemble des dx € & tels

que . *
dX R = - R ax

-
ce qui égmivaut & dx R € S.a r c'est=a-dire a
(4) BﬂE-Ea i dX =0R -
Comme R est inversible, le noyau en question est un sous-espace vec-

~ : ‘
toriel de & de méme dimension que xa + 8oit = n(n-1), quel que soit

R € 6, : L'espace vectoriel tangent au point R de la sous-varidté
G de £ est dgal 3 £ R,
- =|reml ey

A. 4. ACTION DE ® DANS Ss

Pour tout S € é‘.s et tout R E B, , il est immédiat que
- Lt 3 .3,
R SR, c'est~d-dire R S R, appartient I.s. De cette manidre o
opére dans £a # par définition l'orbite de S est 1'ensemble
L]
5, (s) ={xE-i1s : 3r€6 , x=RrRsr} .

La relation binaire s§* € B,(S) est une relation d'équivalen-
ce dans :'s ¢ donc les diverses orbites forment une partition de £
chacune d’elles est une sous-variété différentiable de cet espace vec-
toriel. L'orbite de S en effet est 1*image de ®, par l'application

-
RPRSR
qui est continlment différentiable de ®, dans £ : 1'application
&
lindaire tangente au point S' =R S R est
o - *
LR= drR ¥ d(R S R) =dR S R+ R S dR

de f-ﬂR (espace vectoriel tangent au point R de G,) dans & et le
s
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rang de cette application est le méme pour tout R EG\JS) vu la structure
de groupe de @, . Ce rang dépend de 1l'arbite considérée ; on peut

l'expliciter comme suit : Tout 4R € SaR correspond zijectivement a

€
N Ia. par
d'ol

dR =R ,

t 3 " - *
L(dR) = - ROSR+RSNOR=R (sn-nsm-amstm R
olt on note M. 1'applicstion lindaire
i sfl-0s
de & dans & .
a 5 .
L'espace vectoriel tangent au point S de l'orbite considé~
rée est Ms(j:a" C'est donc 1'orthogonal du noyau de 1'application
L ]
adjointe M_ : Ss -'ia au sens des autodualités de -'55 et o"-a définies
au § A. 1. Par définition, pour tout x € f, etrour v €L ,
L]
= Mg (x2,00 = Cxam(v))
c'est~a-dire
L 3
tr M _(X)Y = tr X(SY - YS) = tr (XS - SX) Y .

donc
-
Hslxl = XS5 = 8X .

. L
On voit que le noyau de M, est l'espace com S :

THEOREME 1. Pour tout § € Ls + l'espace vectorjel tangent en ce point

4 1'orbite de S est 1'orthogonal de com S dans S’s §

A. 5. DIFFERENTIABILITE D'UNE FONCTION NUMERIQUE ISOTROPE SUR Es

Soit D une partie de 53 stable pour © ., c'est-3-dire
une réunion d'orbites. On dit gue 9 : D 7R est isotrope si

Ys€p , VREQ+ 1 m(s)-cp(R'sm .
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THECREME 2. Soit A intérieur & D ; 1la fonction ® : D 9|, gupposde

isotrope, est différentiahle au point A si et seulement =i sa restric-
tion w!com a AU commutateur de A est différentiable au point A.
Alors le gradient de % en ce point au sens de l'autodualité de £s .

est _un élément de com A , égal au gradient de cp'cum A 2u sens de

l'autodualité de com A.

*
Démonstration. On a vu que l'application RP R A R de B+ dans

l'orbite © (A) est continiiment différentiable de rang constant. D'aprés
le thforéme du rang, il existe donc une sous-variétd U ge 6, , con-
tenant I, telle que la restriction de l'application ci-dessus & U
soit un difféomorphisme de U sur un vaisinage de A dans §,(A).
L'application suivante de U X com A dans 58

8: (Rx) PR X R
eat différentiable : son application linfaire tangente au point (R,X)
de U X com A s'derit
(5) (dR,dX) P A(R'X R) = aR'X R + R'X dR + R® ax R .
Cette application lindaire tangente dépend continliment de R et X ;
pour R=1I et X =A elle se réduit 3
(6) (dR,dX) ¥ dR'A + A @R + dax
oll drR décrit 1'espace vectoriel tangent & VU au point I et ol dx
décrit com A. D'aprds la construction de la sous-variété U de O, «
le terme dR'A + A d4r décrit 1l'espace vectoriel tangent au peint A de
8+(JL) i on a vu que c'est le supplémentaire orthogonal de com A dans
Ss - L'application (6) est donc de rang égal 3 dim é'.s + c'est-a-dire
de rang maximal. Par continuité, le rang de l'application (5) est une

fonction s.c.i. de (R,X) ; il existe donc un voisinage de (I,A) dang
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U X com A sur lequel ce rang conserve la valgur dim £s - On en conclut
1'existence d'un voisinage de (I,A) dans U X com A que 1'application
B envoie difféomorphiquement sur un voisinage U de A dans ss ‘
Aors 8 ' est une application différentiable de U dans U X com A ;
notons P sa seconde projection, application différentiable de U
dans com A. On a P(A) = & et on voit par (6) que l'application li-
néaire tangente en ce point 3 P est 1a projection orthogonale
ds ¥ proj (dS , com A) .

Enfin, la définition de ® fait que
(7 Vs€u P(s) € L. .

Supposons alors A intérieur au domaine D de la fonction

igotrope @ ; notons ¥ 1la restriction - D'aprés (7)

®lcon A
Vs€E€u : o) = v (P(s)) .

La différentiabilité de U au point A entraine donc celle de ® ; en

outre,si G € com A est le gradient de ¥ au point A, il résulte de
(7) que 1'application linéaire tangente &  au p;oint A est
a5+ (G, proj as) = (¢, as)

ce qui nontre que G est aussi le gradient de © au sens de l'auto-
dualité de Ss 3

Inversement, la différentiabilitd de ® au point A  implique
banalemsnt celle de ¥ . Pour achever la démonstration du thdoreme il
faut établir que 1'isotropie de % implique grad ®(A) € com A. De
fait, si 9 est constant sur l'orbite 6, (A), 1'élér.ent grad 9(A) est
dans 1'orthogonal de 1l'espace t&ngal.lt au point A de l'orbite ; on a

vu au § 4 que cet orthogonal est précisément com A.
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REMARQUE. Le mode de raisonnement ci-dessus fournit en outre : 5i b

est un ouvert de S gstable pour G, st si 9:9 R, différentia-
ble, satisfait
(8) YaA€p . grad 9(A) € com A

la fonction ¥ est isotrope. Réciproquement, le théorime ci~dessus

affirme que 1'isotropie de ® entralne (8) ; pour dim V impaire, on

trouvera en A. B le résultat plus fort : com A com grad %{A).

A. 6. ISOTROPIE DE L'APPLICAT ION GRADIENT

Soit D une partie de 38 stable pour ©,  on dit que

§:D= Ss est isotrope si

(9} Vs€bp, VR€B+: nn*sn)sn'b(s)n .
THEOREME 3. Soit D wun ocuvert de Ss stable pour ©, et soit

@ : DR, différertiable. Cette fonction scalaire est isotrope s5i et
seulement si 1'application grad @ : D “’u‘:s est isotrope.

Preuve. Que l'isotropie de % entraine celle de grad ¥ résulte d'un
calcul banal. Inversement, supposons que B = grad ¢ posside la pro-
priété (9). Soit R dans G, et soit la fonction numérique définie

sur D par
-
S P QRS R) - %(S) .

Sa différentielle s'écrit
(MR's ®) , a(r's B - ( #(s) , asd
= tr @(R.SR) R'dSR-tx &syas = o .
La fonction en question est done constante sur toute partie de D con—

nexe par arc, par exemple sur l'orbite S+{s). En posant
"
(10) K(R} = @(R S R) - 9(s5)
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on définit une fonction K : & “®R, continue et possédant la propridté
YR, R E 8, @ K{(RR') = K(R')} + K(R) .
En effet
K(R R') = m(R'*R*s R R') - U(R*S R} + W(R*E R) = @9(S)
= K(R') + X(R)

puisque RS RE 2. (S). Donc K est un homomorphisme continu de o,
dans le groupe topologique (R,+) ; puisque @+ est compact, l'image
K(9,) est un sous-groupe compact de (R,*} ; cela exige classiquement

K(6,) = {e} , @'l 1'isotropie de ® par (10).

REMARQUE 1. Alors que l'isotropie de & entralne celle de grad © par
un calcul purement local, l'implication réciproque vient d'8tre établie
par l'argument de compacité de @+ » propriété globale. L'exemple plus
fanilier des fonctions nunériques isotropes sur un espace vectoriel eu-—
clidien fait comprendre ceci : l'isotropie locale de & = grad @ ,
c'est-i-dire 1'existence d'un voisinage % de I dans 5, tel que
YREYL, VSESS : RS R) = R"#(s) R

n'implique pas l'isotropie locale de ® . Elle implique simplement que,
8i 8" = R*S R, RE€ Y, les hypersurfaces de niveau de o issues de

S et S' se déduisent l'une de l'autre par l'action de R ; ces deux

hypersurfaces ne sont pas nécessairement confondues.

REMARQUE 2. Si l'ouvert D est étoilé par rapport au zéro de 5'-5 s on
peut établir l'isotropie de ® ! partir de celle de grad ¥ par l'argu-
ment plus élémentaire que voici, dd & C. Vallée [10] : on introduit une

variable réelle ¢t € [0.13 et on écrit
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1
®(0) + | {grac @{ts),a(ts))

9(s)

"

1
©(0) + f tr grad ®(tsS)s at
o

(on admet ici gue la fonction réelle ¢t & P(tS) est intégrale de sa dé-
rivée, ce qui dans lescas usuels est assurd). or on vérifie immédiatement
que, si grad ¥ est isotrope, la quantité sous le signe S est inaf-
fectée lorsqu'on remplace 3§ par R'sR. Le raisonnement vaut plus géné-
ralement si D est €toilé par rapport &L un &lément s, de 5'.5 . iso-

trope, c'est-i~dire e la forme S, =sI.,s €m.

A. 7. GROUPE D'ISOMETRIE D'UN ELEMENT DE :s

soit s € :-s i l'ensenble des R € 6 tels que R'SR=s
(ce qui équivaut 3 R S = § R) est un sous-groupe de G _, noté G(s),
que nous appellerons groupe d‘isométrie (directe) de s.

si #;p - 55 est isotrope au sens de (9) on a immédiatement
(1) Gisy c Guagsy .

En particulier le groupe ‘d'isométrie (directe) d'un &lément
de is est B tout entier si et seulement si cet €lément est de la
forme A I, » €R. Il vient donc que, si * est isotrope, i(ka) est
nécessairement de la farme “ I ol Ik €R est une fonction de A.

Soit e € Vv, de norme unité ; on vérifie que 1'élément

r,=2e Re -1
satisfait re = r. et r re = I , donc est orthogonal ; mais il

e e
n'appartient 3 O, que si dim V est impair.
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Par ailleurs, pour un S € &, 13 condition rS=sr équi-
vaut 3 (e ¥ e) S = 5(e " e) c'est-i~dire (cf. § A. 2.) "e vecteur
propre de S".

Donc, si 4im V impair, l'inclusion q{(S$) © y({S') entralne

gue tout vecteur propre de S est vecteur propre de 5'. On a vu gque

les e%¥ e, pour e décrivant l'ensemble des vecteurs propres de S,
engendrent l'espace vectoriel com S ; cela donne 1'implication 3
(12) dim V impair , g{S) C g(S') ® com S < com S' .

En rapprochant de (11) on conclut alors : Si dim V est

inpair et % : p - :S isotrope on a
(13) com 3 © com (s}
ce qui entraine en particulier s #(S) = #(35) s

Cela ne vaut plus pour dinm ¥V pair ; de fait, en prenant
dim V = 2, auquel cas le groupe G, est abélien, on a tout de suite
le contre-exemple (1, fixé dans ©,)

t(s) = %S

qui est visiblement une application isotrope ;7 si l'angle de la rotation
Ro n'est pas un multiple de g-, S et l-ns ne commutent pas, en
général.

Pour dim V pair, on peut naturellement reprencire tout ce

qui précéde en remplagant 8 par le groupe orthogonal U entier.

A. B. APPLICATIONS SIMPLES DE :'s DAY LUI-MEME

DEFINITION. Zst appelée simple toute appiication d'une partie de -3-'-5

dans IS définie comme suit : est donnée une fonction de variable

rdelle f : dom £ 2 @R ; pour tout X € —'fs dont le spectre sp X est
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contenu dans dom f opn considére les espaces propres E(M, A € 5p x
(lesquels forment une ddcom sition de V en somme directe orthogonale)
po: ogo .
Par définition, la valeur en X de 1'a ication est 1'élément de &
eeesee=_— s yaosur en s
dont la restriction 3 chague E(1) est égale 3 £(}) I. Par abug
d'dcriture, on notera f(X) cet élément de 4 .
—————— T Dtera —_——= %

Bref, si on utilise dang V une base principale de X, la

matrice de X a la forme

et celle de £(X) la forme

£(2) o .
f(k_,)

o ‘ttlpJJ
Il est clair que le domaine de cette application
D= {xéi‘.ﬂ : spxcdmfc.tﬂ‘
est une partie de J'.B stable par ®, et que l'application est isotrope.
Le domaine D est un cuvert de 'r's 8i et s-ulement si dom f
@S5t un cuvert de R. Désormais, on notera dgalement f 1'application
X P £(X) d D dans . 1 éviderment £(D) est une partie de .‘-'.s

stable par 6, .

THEOREME 4. On guprose dim V impair ; soit P une fonction réelle
2N _Supposge AMpAr ;7 soit ———_cllon reelle
isotrope et diffdrentiable au moins au point f(S) de J . Si la
— [ 3 —
dérivée £' de la fonction de variable réelle f existe au moins aux
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divers points de sp S , 1°' lication @ o« £ : X & @(£(X)) est dif-
Lfuvers points ds =application est dif-

férentiable au point S et son gradient est dgal au produit, commutatif,

des deux éléments grad P(£{S)) et f£'(S) de &s.

Démonstration. L'application @ o f est isotrope, donc, d'aprés le
Théoréme 2, il suffit d'étudier la différentiabilitd au point S de
sa restriction & com S. Soit 4 5 € com 5 § il existe une base de V
qui est principale pour 5 et © § ; relativement i cette base, les
matrices de S et & S sont diagonales, d'éléments diagonaux respec-
tifs li et ©§ li ¢ 1=12,..., n. La matrice de £(S) est diagonale
aussi, de méme que celle de f£(S + 8 5), a'€iéments diagonaux
f(11+ 6 Ri) = f(li) - f'(ll) 8 '\i + o(b ?\i)
d'ol 1'égalité suivante, & termes dans com S .
£(s + 8 5) - £(5) = £'(s) 5 5 + o(ll8 sl .
Les majorations impliquées dans 1l'écriture o(||6 sll) dépendent au com-
portement de la fonction de variable rdelle £ au voisinage des valeurs
propres de S, mais non de la base, ddpendant a priori de b s, qu'on
a dii choisir.
Puisque @ est différentiable, on a
PUE(S + 6 5)) - B(£(S)) = (grad WE£(S)) , £(S + 8 5) - £(5))
+o(lle(s + 6 5) - £(s)lly

= tr (grad 9(£(s)) £7(s)8 s) + o(llé sl
pour tout & s € com S. Cela montre que ® o £ est différentiable au
point S dans com S donc, d'aprés le § A. 5, différentiable au point
§ dans & . Pour pouvoir affirmer que le gradient de ® o £ au point
S est 1'délément grad W(£(S)) £'(S), il reste A s'assurer que cet

éldment appartient & com S. De fait, puisque dim V est impair, on a
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d'aprés le paragraphe A. 7,
com £(S) € com grad P(£(s))

d'oll le résultat, en invogquant une base diagonalisant s, donc diagona=-

lisant aussi f£(5) et £r'(s).

REMARQUE 1. si la fonction rédelle de variable réelle f égale la déri-
vée d'une fonction F, 1'élément £(s) de -£s est le gradient de la
fonction 3 valeurs réelles
S P tr r(s) .

En effet, cette fonction dtant isotrope, il suffit de raisonner sur sa
restriction 2 com 5 , ce qui est immédiat. En particulier
grad tr S = I. Par ailleurs

det exp § = exp tr §
d'ob

(14) grad det exp S = (exp tr §) I

REMARQUE 2. Le Théorime 4 est, formellement, ce qui donnerait la régle
de différentiation des fonctions composées si l'application s * f(5)
admettait comme application lindaire tangente au point §
(15) ds ™ £'(s) ds .
En effet, si cela était, on dcrirait
(16) AP+ £)(8) = (grad V(£(5)),a£(5)) = {grad W(£(5)),£'(s) das?
= tr grad ®(£(S)) £'(s) d4s
= {graa ®(£(s)) £7(s) , as) .
Mais (15) n'est pas en génédral 1'application lindaire tangente 3
S M £(8) : par exemple, si la fonetion de variable réelle f

est définie

par une gérie
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o0
f(x) = 2 a, x"
n=0
on trouve
o

. n
£(s) =a1+ T a s
n=1

et on a, en un point intérieur du domaine de convergence de cutte

derniére série,

oo

daf(s) = 2 a (dS S...5 +'s ds...S +...+ § S... @s) ,
n=1

série dont le terme général ne se réduit pas, si das € com S, au terme
général a n gl ds de la série f'(S) dS. C. Vallde {communication
orale) nous fait observer que, dans le cas d'une f série entidre, le
calcul (16) peut &tre sauvé en notant que, si G = grad ®(£(s)) ,

tr G(dS S...5 + 5 dS...5 +...+ SS5... a8) = tr g n s™V gs
Ainsi se justifie la démonstration donnée par cet auteur dans j_1o]
lavec £(S) = Log S fonction représentée par une série entidre en s-1,
au moins si toutes les valeurs propres de S-I sont de valeur absolue

moindre que 1 : on se raménera 3 ce cas en multipliant d'abord S par

un scalaire convenable).
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