
ZEITSCHRIFT FUR ANGEWANDTE 
MATHEMATIK U'ND MECHANI.-K 
INGEN I EU RW~SSENSCH AFTLICH E FORSCHU N G S A R B E I ~  ., I . b ~ *  

4 

Band 29 Mgirz 1949 Heft 3 

garktlm~ique (mixk-mriante) de dkjormaiicm fournit ih p b  simple dljJiv&ion du. tensew de dtf5rv&on. 
Le d&ialeur p u t  ifre j-6 m m e  de cvutumc et 8e8 iwvaal.linptlea uzru&isent 8oliicdt41iion dfune wmi,?ve 
invaGanb. Le temeur de temaiun ftatli dbfiai c o n j m e n t ,  la f o r m  de la loi g k r a l e  d'iEnaticiti reste 
inmriante dam tvute tramjmnatiuri de  coordor&n&a. 
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I .  Eidloitung 
In der l'licoric cndliclitr da:, I istlrcr oder plaslisrher Vcrformurlgen gcht inan im alige- 

nicinen yon dcmjeriigen 'I~crzerrungstcnsor am, der fur allgemeine Koordjnaten durch Uildung 
der Dif renz dcr Quadrntc der Linicnclcnicnie iin deformierlcn iind in1 Ausgnngszustand ent- 
steht 1). Die Vcrwcndung gernde diescr (:hsraklerisiesurrg des 'I'crzcrrungszustandcs ist natiirlieli 
nicht zwingcnd vorgeschriebcn. lm Gcgenteil rrsclieint bci eincr genaueren hnalyse, die irn 
folgenden durcl~gciiil~rt werden sol], grrade diesc i&lichc Ikf ini t ion des Verzerrungstensors 
nicht als dicjenige, die rleni Problcr~i der t!ntcrsucliung endlicher Verzerrungen besonders gut 
angepal3t ist. So fiihrt bercits die Aujgabe, iius dem Ubliclien Verzcn-ungstensor cinen Devia 
abzuleitcn, der in h1)sonderung der Voluwlinderung nur die Gestaltiindcrung diaralcterisier 
zu eigenartigen Scliwierigkeiten und Mehrdcutigkeiten l). 1)er tiefere Grund hierfiir liegt wohl 
darin, dnB man sich hei der Behandlung der cndlichen FormSlndcrungcn ZII stark an das Vorbil 
der infinitesimalen Verzerrungen gelialten hat,  bei denen man eine beliebigc Deformation durc 
additive Aufspal lung in den symmetrischen und den schiefsynimetrischen Anteil in eine reine 

lichen Verformungen ist diese additive 
tritt cine inuiliplikative Zerlegung der 
kung, wobei dicse Faktoren 

lhfinitionen durch additive Zerspaltung zu b 

4? 

, dai3 wir - gcwissermaficn &xi 
isse E;or&rungen stellen 

rderungen sich bestim 

en Formaderungen. Z. 



(2.3) Es is1 'P (B 91 Q") = Gf (a!)  CJ-1. 
(2.4) Hat 91 positiv reelk Eigtnwertc, so ist I n  ?I dcfjnicrt. Es ist {In 91) = In IWl. 
(2.5) Es ist {!$I df(%)) == {b fl (?I) d9f>, falls '$3 8f = 91 B, jedoch nicht notwendig B * d %  
z d % *  2.3 ist. 
(2.6) Tn lrartesischcn Koordirialcn isi cine reinc SLrecliung G symmetrisch mil posiLiven Eigen- 
worten. 
(2.7) In kartesischen Koordinaten gill fur cine eulrlidisclie Transformalion 3: M '% = &. 
(2.8) Ein,heliebiges % mit # 0 law1 sich eindeutig darstcllen in dcr Form 91 = EJ - %, d, 11. 
als euklidische l'ransformalion mil nachfolgender rciner Strcclwng. Bei > 0 is1 '% cine 
direkte Transformalion, also c l i w  rcinc euklidisclic I~rclitrrrg. 
(2.9) IG is1 * P ~ L J  = i,~ iZx. 
('2.10) 12s sei 1) = 11 f cinc E;ooitliii~lciilraiisiurti~:itio~i, h i  rlcr Y( in 9t* iihcrgc.l)l. 91 ist r i ~ l  

zweifilcli ItonLr:i\lyriaiiti,r e 11 5 o r , ta11s 81s. = 11 01 ir - ~ I I ~ R ,  
zweifach kovarian1t.r l'vnsor, falls PL* =- ii-1 9( 11- 1 ' 111 p, 
kontravariant-kovurianlcr Tensor, fails 
kovarjant-kontraverk~nler ' h i sor ,  fells %* = 41 3 1 lll!" ist. 

%ei y, -&= 0 ist Bf ein eigentlicher Tcnsor; bei n # 0 eine tcnsorirllc Ilichte. {Die 'h?re in -  
stimmung dioser etwas weniger gelaufigen Darstellung der Tensoreigenschall rnit dcr iibliclken 
ergibt sich unmittei4ar, wenn man syrnboliscli (VI)ip = 4 1Jk setd, wo und Q'hntravariallto 
oder kovariahte' Vekorcn sind). 
(z.i,l} Essei F r= Ugund#f' r;r 13q;dann ist $ X Ir) = 

?[* -- U % U-l - ill)?', 

. u - ' ( g  x g). 

3. Der Verzorrungstensor 
Wir wollen un6 nun iiherlegen, welcho, Forderungen wit 'billigerweise an die VerT-rrungs- 

Es sei 41 die Matrix, die'die Umgdbuhg GincsPunIdes $auf.die Utn&bang des BjldppnMes X 
mntrix stellen kbnnen, urn dann die hlisferbarkeit diescr'Gordcrunqen zu untersuFhen. 

abbildei: 
(3.13 dHa.+xaP 



hnd gihl dcn rrrt*ir.lrlcn \'c.rzcn.unjiszuslnritl :in. .J?ci plnsl.isriicin Material, wo dcr Spannungs- 
zustand niclrt nur vom errcirlilcii \'crzcl.ruii~szustand nbliangt, solidcrn aucli voii dem Wege, 
der zu ( h e m  iiilirlc, ist donn dic Aiignlw von 91 allaiii nicht ousrcichend. IJCi rlastischcni 
.Material dagegen geriiigl % zur Cfimnl<lcrisicrung dcr , Verzerrung. .Bei nnisotroprm Material 
jst.m~cli dic h i  ?I cntlraltcnc Il)rc.hung wc.fi~iilliclq FA ist dann ,Yl  srlbst zur Bcsclirci1)ung d e r  
\%rimrung xu vrrwcndcn; .,uv8brend rille Vcr~crruiiRstcnsorcir, die wie der gcwiihnliche cinc 
euklidisdie .I)rchang .climinicr'cn, ~~nbriiuclibar sind. I)ie Aufskllung voir solclicri VcrzrrruAgs- 
knsnrrn  .tiat d5her iibd)mipI. iiur fur isnI.ropcs Mat (?rial Sirrn. 

0 )  1" 0 s '1 u 4 :I 1; c. 
D ingcmal3 soll nurl' unlcr de r  :~ustlriicltliclic~ri Voraussctzung tlcr hnwcndbarkeit ouf 

,$ot.ropes Matcui$l 'm Yt cine Vcrurruiigsiniltrix !&(PI) definiert werden '). Wlhrend nun ?S 
sicker kein .Tepsor ,is&, da 9l aut zwei versdiirdene Puiikte lmogen ist, wollen wir dic Temor- 
efgenschaft, von 9) fordrrrr. . Ilaniit. wgihl sich das. erste Poslulnt : 
7 P - ~ l ? ~ ' ~ - i i s C  e i n  Tensor-, d c r  a u f i  91 u n d -  d c n  M a i r i z z c n  d e r  M c L ' r i k  i n  

t u n a  f g e h . i l d e - l s w e r d e n  k a n n .  
WGit, rtiin soll bei B die unwesentliche in Q i  enlhaltene Drchung,un~riic~sichtigt bleiben. 

% sol1 sidi also 8 riicht kidern, wenn v o r Austibung von Q€ crst t h e  euklidische Drehunq W 
.in'.$.durchgefiihrL wird. Man kann sich sta1.t dcssen auch auf den ,Standpuhkt stellen, dali eine 
n.a C,h. I ,in durchgefiihrte Drehung drii Verzerrungstensor .niclrt beeinflussen soll. Dies w0rde. 
,bedealen, daS o[ nls V&zerrung in mit, nacldolgender unwesentlichw. Drehung aufgefaBt wird. 
Den 'so zu'f gehikigen Yer&mungstonsor ' wollcn wir mit' 3 bczeichnen. Die Andyse yon 8 
und'& isi.'voll~ornmen .analog, SO daD Wir  unk iin folgeiiden auf'die von 2.3 kschrhnken und die 
{tir' & balogen  Ergehnisse lediglich wrmerkrn, wobci die entsprechenden %riifIen durch cin 
gckennzcichnet werden. 

Ujc gcnanntc Bigcnscliaft VOII !3 iind 
v.2:. !II ( ~ r  tll)' = % (?ij, r e v .  ii (91 9) 5 (w). 

Wc,itcrliiii vrrlangrn wir nocli (.in S II  p c r 1) o s i 1 i o n s p r i n z i 1; fur koaxiale reine 
.&trcckungen durch I"0sl ulat 
V 3 :  1:s s c j e n  G, u n r l  Gg z w ( ~ i  1 c u a x i s I c .  S t . r e c k ! ! n g c n :  G,G,=.Gf6,. 

ES t j c i  Y C , = - . % ( ( ~ , ) ,  WOL- %(6,)  1 1 1 1 t 1  @-%((6,G2). D a n a  s o l l  c s  c i u c  
u n i k c l i r l i a r  t ~ i n d c u ~ i ~ c  1 ~ i i 1 i k t . i o i 1  j ( z ) ,  g e . h c n ,  S O  ' ' d R f J  / (@I)  
1.-f ($1;) =-- f (20 is1 . f .  kaiin g ~ ! ~ ~ ~ I ~ ~ ~ i i ~ ~ ~ r T ~ l l s  a])liiingig vorn Koordinatensystem sein. 
Sc.lilicfllicli ~riiisscn wir iiorli vt~i.laiigt~ii, dal3 ' liir iiifinitrsiinalc, Vrrwrrungcn die..neue 

Delinition i n  dip altc i ihrgdrl  . I  Dies licfcrl dic 1. i 111 r s b e z i c h u n g 
; ~ 4 :  ITiir i n f i i i i t r s i r n ( i 1 c  1 ) c f o r r r i a t i a ' n e n  &+- t i% Tq k a r t a s i s c l r e t l  

l i o  o r d i  t i  a t  c n gc  h 1. d c r V r r z c r r  u n R s t r  n s  o r  i n j- ( d % ' + ~ ) + o , ( d  $1. 
iiher 6 ) .  

b) 1) i c I{ e a 1 i s i e r u ii 8 .  d c r I) o s 1 11 1 a t e i n k b r t e  fi i s c Ii e n' Ko o r'd i-n'n%e'p. . . ,  
' . Aus Vcrcinfacliungsffruriden .wollrii wir zuiihchsi karlmischc Koordinaten. v raussetzen. 

iieiUc'jet&t b. I l k  zugehbrigerl V~rzclrun~stt~risoren sind 233 und &. 

(3.3) 121 == 6% --- G lwi 8 I= 8-1 6%: 

was mit Hilfe von (4.9) licfert; 0 < 
?) 1)ie BCzcicLiuung (&) 

i n t ,  wondim nur, daB b!! 28 &?( gohort. 
6 )  Wic iiblich hdeut*L y'": 0 (F): lint .; - .o. 

driickt slcli nun aus durcli das l'ostulat 

2 

Ojginal- und B i ldphk t  der' Deforniatioii ncnncn wir dnnn f) und \). ,Die hfo r rna  P ionwnatrix 

Cemhl3 (2.8) sclircikn wir ziinliolist 

-.ZurAuifindiinfidieserZerlegunq hihiel inan zunfichst B %. Nunistfilr $ # O :  0 <.%€,! db 
9 B % 1:. Ilic symrnelrisclid Matrix. B b  ist also~positiv 

nine Irunktion qqii, %-im Binne VQIl 5 e. nk.6 

A n 

. .  . 
debt$ nioJrl. b t i i b n ,  dr'O 

Y 
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dic linkc Seitc {licser Gledhuiig VOII n iinabhangig hi, li6nncn w i l n  gcgcn iinend{idi gdie. bsen 
und erholtcn: 8 (  G) == 2. Hiernus folgt inshcuonderc. def.,f(z) his. auf ew w~llk8iliche~ 
Faklor eindcutig lwstirnmt ist. 

1st nun .$ die Umkelirfunklon zu f, so lmhcn .wir sclilirBlich, da  ja 2 etrie umkehrbar eia- 
dcutige Punktion von 6 uiid riainit auch von @ ?  a @  ht: 
43.5) 5123 == &= h(G) = k(%%)$ rcsp. G = q & ) = 3 k ( G ) =  k@B>, 
Der Ansat2 (3.5) geniigt aiiigdwlrrt stcts dcn l'ostulden 1'2 iind I' 3, wobei J' eindeutig ah. 
Undtchrfunl<tion von g zu wiililcn ist, wijlirend die Rrfilllung der Lirnesbdingung 'v 4 ford&, 
daU Jiir kleine: z gilt: . 



-p. 7) 
Uingekehrt is1 

(3.8) 

Mit Ililfe der hciclcii IcLzLen Forntelii kiittncii wir also die zu den kartesisclien Koordinaten 
gelliirigcn nlatrizen 9, G'und & durr.11 ?I und die ~~L&gangsiticilrj7fir1 12 uiid fi ausdriicken. 

Setzcn wir spczit~ll A = 1, so wird wcgm (:{.!P); et * f '  (0) =I C,,, so daU bci der Normierung 
j' (0) = 1 wird: 

I l '(& h (A)) =: - 1 * h' ( A ) . '  

Dic rechte Seite dieser ~~lcicliuitg ist ~litabltiingig von den e,,. 
und damit h ( A )  == 111 1 sein. I 3  ist dnnii 

Es muU dahcrf'(z) =r(O) = 1 
=- In 6 rt= 2 uud damit  

% = l U C i l  
zu sctzcn. Umgekchrt erfiillt tlicsc 1)c~firtiliou fiir 23 offciibar aucli bei beliebiger Wdil vou b 
und 11 allc Postulate t' 1 bis V 4, da j3 filr S! dns Superpositionsprinzip rein additiv ist und sich 
daher bei Multiplikation von links rnit I1 iind VOII rechts mit 6einfach auf eiu additives Geseta 
fur 8 ubertr5gt. 



50 1t i c h t e r , Yerzemq.u,ten.eqr, Verserpuqgndeviator .@' Smunyeteuepr w, rrupsr.t-raL ),, Nt' yluru(, 

E s g i 1) t a.1 s o  ! far  ' u  a.g e m i  sc t t$.o,s d t  i cd 1 e s .; 23, iih c, r b  e e p t - ~ ~ . p  ur 
c i m c  m i t  u n s a t e ' n  ~ \ o s . t . y  I'~.tenh'?v,s-rt+..g~ir.'be .'Pe.I i n i t i - o p ' t i ~ . t i ' & i . ~ I i r  
ke'i 1: XI t .2  P'U. 

-_ 

1 
a Wt@n 2 =.In B = - 1'9 @- CiJiu11~11- wir :srl$mch nacli .&8) den Auedr~ickr 

. 1. .@ = .;- .u In (I]-..# 1.471 1 u**),n 
J '  : (3.1 I )  

Entsprecheud crgibt 6ich 
1 :r' fi 2 5 31ln (fi a i# \~l i ,  T1 

lhtwickcln yir, drri In Lib jiicht' zu-groflc. Ver~irungan, ' in .  eihe Poknzrcilic, so scheg, W~F, ;d8g 
in der Tat 8 und % nur'von ,v, 4 .und"p pbhiinge.%$ D~e,DerrCcIlung dhch diet& Mal&cn,ib$' 
jedocli selir amt!indlich: AuDrrdem sclied-wiri dal3 ;die., hvarjanten voh %t. ?ridem 6ind @Is, d i i  
von 80. Dics Ist msofern uriahgenehin, ,ula t; B. ih det Elastiztt,btsthcoric cndlicher YerzefFpgea 
anzunelmeh ist, dal3 dia:thPrmodSn~nischen ;GTiiDen wie'hnere'Energie, .Entropie usw. Fuhk-: 
tionen der 1ni.arianten der Verzcrrung sind. . Wcni 'dieselben3icb nun ki Koordinatentrando6 
mation Bndcrn, -60 krgckii sldi ,lIieraus zusiitzliclie' $chwirrigkcrLeQ, Auch i s t  ea .d+. nicl$ 
inehr moglicb, die Beansprucliung init Hihe drr. Invatlenten unabhangig von der .Ko@rdlbhtc,n- 
walil zu bcsclireibcn .(Vgl. ' 5  4). 

Die entsprmlicndcn &traclituogcn &lteii natli t lkh iur den 1W1, deB' XI odrr 4' e,weilaC%- 
kovariant jst. Es .wird .&dam zueckmbt3ig sciii, auf aon :mil dcn ungcmisrhterr Tensbt+&..Ger- 
bundcncn \'orhi1 dcr -Symmetric zu veizichten. 

#?) F a l l  d c s  g c n i , i s c l ~ - t e p  T c ' u s - o r 6  
In tlcm Fallc, dat l ,  8. kovarianl-kontravari;lnt.~st, ni@ nacb.(!2,1Oj scio':. P, = -Bzrql)#., 

Wegcn (2.3) geniigt dann  !I3 automat iscti derii Superpusilionsprinzip 'ruit &in, gk.iclrcn j {a) 
a i c  B. Inshsondrrc ist also das, tiiidekig bcstirnnitc, iiorniiertr j ( r )  unablihgig. vdo dcr 
I<ourdiiialcnwaliJ. Wcitcrliiii hat 8 dirsclbcn .l~ivariantcn wip %. Jcdc Funktion von 8, dereo 
I<oefZizicntcn von dcn 1nvari:iiilcn von % abliiingig sind. iibrlriigl sicli auf die glciche Funk- 
tion v.on So. 

Aus dcr 1~inlacl~slc.il 1 )c4iiiiliurr ZU = !ij crlialtcri wir j e l z l  . h i  I)clicbigcn Koordinalcn: 
!2* = I F 2  Ir odcr wcgen (p.4) untl (3.8): 

I - -  p* = -G u-1 In ( 1 1 - - 1 ~ & - 1  % iiz) il - 
odcr 

(3.12) 

Bis auf ciiicn hlicl)igen 1:aktor ist dic 17unklian f tz) dcs Sul"rpusi1iunspriiizips dic Umkelir- 
Zunktion von z = g ( 8 ) .  

Ganz cntsprcchend Sst vorzugclien, wenn 8 uhd d kontravarianl-kovariant sein sollcn 
Es wird dann 

(3.12.) 

Alle andcrcn Beziehungcn bleilpn uogkandkrt. 



Nach (2.10) sind 2 und 
prinzip j s t  fiir sic. niclit 
Uagegeii gcniigcn die 

A 

2 also zwi4'acIi kovariantc symrnetrischc Tensoren. 113s Superpositions- ' 
crfiillt und dic Invai*iaiilcn iindcrn sich bei ltaordinatentransformatidn. 
geiriischtcn l 'cn~orcn X @-I, @$,-I '3, &-I 2 und 2 6-l allen gestellten 

§ 4. 1)er V erxerruiigsdovintor 
a)  P o s t u l a t e  

Der ~'~rzer~uiigsdcviator 9 sol1 dcni Vcrzcrrungstcnsor abgelcitet werden und Iedig. 
lich die mit der Verzcrrung vcrbundehe Gestal tanderung charakterisieren. Damit ergeben s k h  
bereits die an ilin zu stellenden Postulate: 
D1: U n t e r s c h e i - d e n  s i c h  z w e i  D e f o v m a t i o n e n  n u r  d u r c h  e i q e  A h n -  

02: 1 s t  isit d e r  D e f o r m a t i o l i  k e i n c  V o 1 u m a n d c r u i i . g  v e r b u n d e n ,  
l i c h k e i t s s t r e c k u n g ,  s o  l i a b e n  ,sic 4 4 s  g l c i c h e  9. 

s o  i s t  B =  B. 

b) D i e  R e a l i s i e r u h g , d c r  P o s t u l a t e  
Einc .Alinlic&ei tss treckung i ~ i  uhdciorrnierteii oder im deformierten Zustand hat die 

Gestalt 2 Ci:: iz > 0, mit der Volurndchnung An..  Scticen .wir 

so ist nach D 1: B(X) f B(pIJ. Da 81, .mit keinpr, Vplumdehnung verbunden ist. ist also: 
a)(Vl) = 8(fl,) = ?+L?:), wobei nach (3.12) und (3,12&) gill.: 2; = --In @ '  Q? 4- E*- Hiere 

$( %1/3 ~. p IrS'pY & ~ ' 1 ' 3  Q a ? '  
1 
3 

. .  

*) Vgl. z. B. Moufang 1. c. 



1 1 
3 9 = g (Q* -7- (a*) * @) y= $7 (flrn) --?j- @ ('231) * a 

%micIinea wir a~~gemein mil E (icn geuo1inlicl1eI1 r>cviator .dcr Msllriir 0: 

(4.1) 

(4.2) 

-.., 1 tJ = D--3 {a] ' 0 ,  

3 = 0 (P) ;= f7 (JCS)) . 

a = y ( G ) = g i f ( d .  

so libiiricn wir srhrcilwn - 
Ganz entsprtThxd is1 

v 

Umgckchrt sind bei dicser Definition offerihnr auch dic Postulate D 1 urld D2 eI3ulIt. Wird 
niimlich (21 mit 2 > 0 xnultiplizicrt, bO gcht 2* in !2* +In A - @ hber; . @ und d,amit'p - bleibeq 
also nngeanderi, 1st wciter 2' = 0, so ist nach (3.14') (2.) = 0, also E* = 2* und damit 
2 =; 9 (P) = B. hlnn bcarlitt iibrigcns, dall % autoinatiscll ein Tensor ist, wcnn wir 58 nls 
gemisdtteu Tensor 'vcrwcndrn. Aiich aus dicser Tatsaclie ergibt h i d 1  cine &vorzugung der 
gmischten Tcmoren var dcn urigcniisrhlm, 

== 2*, wo einfach, 9 h C* wird. fije 
Yewendung der logarithmischcn I)clormationsriiatrix gcst d te t  also aucli bei beliebitien Kot 
ordinaten dic gewdlinlichc I)cviatorbiIdurig. 

Es sei noch bemerkt, da13 bei infinitesimalen Vernmwngcn in kartedsclicn Ihordinaten 
der ncue Deviatorbegriff in den oltcn iibergeht. 1st nhmlicli % = (3 +db cine infinitceirnale 
Verzerrung, so j,t 2 = :, (dg 4 G) 4- o Id B!, so da(3 (4.2) wcgen (3.5.) lieleri: 

Am chfachsten wird die L)eviatorbildiing bci 

1 
ly 

(4.3;) 

c )  .I> i e Vc.  f z c T  r u n g y j  p v a r i . a  n t e n  ' 
Will nwn den Vcrzcrr~ingszustand durch Invarianten iharakterisieren; so, wird man ' a l s  

erste gcejgnete Invariante von 8 die Volumdthnung oder cine, Funktion deraelben . whblezl, 
wlhrend die beidcx andcrcri Invarit\nicn die Gestalllndcrung chatakterisieien, dm .,be1 &I-' 
siitzliehcr ~~Inlichkeitsstrcckurig ungeiindert h3eiben sollen.'. Ila bci Benut?-ung-dder yge$isclifen 
Tensoren - die% sei .im folgendrn stcts vorausgesetd .- alle Invarianten Yon '% such solche 
von' 2* sind, kiiruien vtir nach (3.13~) als eritc lnvariarite r(2*] tle'hrnen. Die beidcn.andcren 
Invarianten miissen nach Absc.linitt (b) dann Invariariteri von @ scin. Damit ergibt sich- dii 
Charaktcrisicrung des Vcrzerrullgszustandes durch 

(4.4) 

Wegen Q* = U-1 I! U ist auch .y.= 1~2} hnd z = I!$], so daB y unu -i die Gcstalftiadefung 
unabhiingig von der Xoordinalenwahl angeben. 

fur die Yolumfinderung := = {p.){ {2*1 q z {cs*) fiir dic Gestaltanderung, 
_. - .  

L 

Id& vergleiche die etaw -ebweiakshde Bildnrpg hi 'Moufang, \; cr 



(4.5) 

(4.11) 
gd ten ; 

(4.7) 

Die geomctrischc Redentuvg iron 5' ergibt sic11 aus dcr folgcnden Betrachtung. Es sei G-einv 
beliebigil! reine Strcclcung. .Dan11 kiinncn wir G auffasscn &Is die wmaligo Anwendung der 
Teeinen Streckung Gn -c vg. Dabei ist 8, u- 1n n@ = x * l n  f p: ; 2; also S.+ = 2 ?g"nnd 
daniit ga =-3 * y und ;z, ==: - z. 1Iieruus ergibt sich' cfi e 2 = L. - 1st umgekfihru; f i h  
zwei Streckungen GI und Ga : 5 ,  = t,, so ist 1~~ = Jay and z1 = Aaz,-GemBB (4.5)silid dahn 
die Iiige~werle von GI dic d+te Potenz der 1l:igenwcrte von G2. \'on einer Drcliung abgesahen, 
ist daniit 7 Gt. Wir liijnneri uils also 6, und B2 bis auf cine Anderung der pauptachsen 
&Is aus der gleichcn infi~iilcsjnialcn Strcrliung erilstanden dcnkcii; bei negativcm A mit; Be- 
nuteung der Invcrscn. Dies bedcuth, du13 ,t die 13eanspsuchungs li r t cliarakterisiert. 

Speziell w4rd die cinaclisige voluq~freut! Vcrzcrrung in geeignet gedrehten kartesii;ehea 
Kocirdinatcn dargcstcllt durch 

18 1 * I  
I 1. 1 

72s p/,1 

6 := 0 A--'IZ 0 c A-:il) c 0 ---112 ) 
2; ;;; (: r I); ;Itso GJ, %,=( 1 + P  f z 0 7) 

0 0  - c = I! = 111 a * -0 - 4 1 2  o 
1. 3 3 aiso y==ln,E.* -,j uiirl r-=111:~ A * - ,  wolnil sidi crgibl: I = - 

Y t 4 6 '  
13agcgcn wird fur c 4 i c  rchc  volurntrcuc Glcilung 

Es id clam 

0 0  
Fur die Eigenwcrtc von G2c~rllaltc*n wir t ius  tlcr c:liat-aktcl-is.Liscllcn Glcichung: il, -- 1, A, - I ,  -- 1. 
17ur dic Rigenwertc von 2 gilt also : pI c O,p, +ps = 0. Damit wird y > 0, :: = d; also 5 7 0. 
Wir liahen somit g,rfuiidcn: 

c i 11 t: 
B x l r c i n w c r t  t = O  g c h i i r t  z u r  r e i n c n  Crle i tung u i i d  d e r  a n d e r e  Ekl- 

1 t r e  m w e  r t 5 = --.z u r e i n a c  11 s j g e  11 S t r e  c k u  ng. G 
Die G k* 6 a, e der Beanspruchung wird h i  ini)riitesim&lcn Verzerrungen Ubliciicrweise 

durclt f{V) cliarakterisicrt. Nun snlren wir, dan iiir infiniteshale Verzcrrungen 6 * 6 ist; 
also gill: fy als Ma13 kur die Grti13c drr 13eansprtlchung bci infinitcsirnalen Vcrzerrungcq. 

Ist nun wicdcr 6 cine cndliclle St redwig, SO ist wie ol)en gczeigt : (GI= PE * JG. 3Ua fur 
geniigend groWes .n yla die Grijnc der Ihaspruchung hci Anwendung der iniinitesimalcn Ver- 
zerrung '@ angibt, ist cs vernunflig, fi-= rb fzals Mail dcr Beansprucfiungsgrbi3e hel n-rnaliger 
Anwcngung von @, also fur 6, zu vcrwendcn. Dainit Iiaben wir: 

' 2 2 .  
t = c 11 n I' n l i 1  c r i  s ic, r 1 (1 i c 13c a 11 s 1) r u c Ii u n g s a r 1 1) c r 

t 

I_ 

g i b t  r l i c , G r ( i U e  d r r  1 3 r a n s p r u c h u n g  a n .  

$$6. Dsr f4pmnungstemor 
Uer Spannungstensor '$3 sol1 den Spannungszustand im Punkte E des deformiertea MR- 

terials bcsclikiben derart, daB bei passcndcr Ilcfinition eines Flacheneleznentes 8 f in-g die auf 



T n~$'$~3w&$$~~ 
C '  

I : .-, , I, 
?4 

df.wirkende I<ra€i durch 8 d f gcgeben tjVifid. Wenn man die Tbmponcnten 
.der q~ansiormatiC1nsformeln na'liirlieh auch i ordinate% von $ ausdrii 
(gang zu Lag$an$eschen Hoordinaten), SO doch an d f gebundep. 
Spannungen direkt au€ d f zu bczieheii, also ein nstruicreu, is1 ghysika 
Wir wvct~lcn da1i;er darxur vcrzirhlen. 

a) S ' O 8 t - U l i l t C  
Tki liartesiscljen KciorJiniIic~l h$crt die Spannungsmatfix g, die a i f  ciij 

df, im l'unktt: g wirkeende &aCl d I, in 
a k h m c n  konnen, daB aufdas Malerial Jc 
Drclimomente hervprrdan, iEs isl. bekannt, da0 dam 
jcdocli diese lit vorausgesetd. 'zu wer 

13aLen riunl'mlinigc' K+ordi~ahn, so ;muE zun&%st 
passehJ a h  e yon dfo defiilierk werden. Qer Spann 
gebildcl werdkn, dall !@a f wicd& die Kraft angibt; die auf das $?No 
Wird das Element urn den Vektor d~ par schoben ,so svsll di 

GmLalt: dF, -"!@&$fo. d m  allgem 
solchcn BuBeren Rra% wirken, diev 

inen wir vu den folg 
' n n s p r  o d r r  r i l l  

a c he n c 1 c m e' n o c.11 paSp e n d z u  

1'3: W i r d  d-a; 3 ~ l f i c I i  s o  , w i r a  d i e  

hj I ) i c  1 ' 1 c a 1 ' i s i e a u n ~  i l c ~  P ~ S I  u ~ a l e  

b c s t j m m c n  is%. ' 

A r b e i t  ' d A  =L d& - g d f  g e l c i  

d A mu0 als nuineristhhc C r h k  invariani gegen ICot)rdinatrritr~nsforriiation sein. Also gilt: 

wcnn rZ (3, r= 11-1 d *der enl,qmcliendc* ~~~rseliiebungsvcktor in  lcnrtesiscbcn Icoordinatexi 1st. 
Nun erhalLcn wir mit HilEe von 1'2 und (2.9): 

(5.1) di3 - % d f 80 * 80 f o 9 

__ - d - po d f o  = a-1 d a . v(, a-1 d f r= d f . E-1 Go u-1 d A  f: a ,  u-1 po 0-1 d f . 
L)er T~crglcich mit (5.1) IiefcrL, (la iZ8 und d f  bdicbige Veklorcn sind; 

(2.10) zcigl, dalJ 8 enlwcder 01) zwrilach ltovariant h i& = U * fm'b odes p) Itovarianl-kontra- 
varianl iwi 6 = 53 $jiiiJ~'' i h t .  

Im 17alle (a) ist k f  Isonlravariant und h i  lJallc ( p )  kovariant. Sol1 die IAan& von d f  die 
gcboniet~isr1ic GroBc des I~larlieoclcnieiites scin, so ist 7 ~ .  = 0 zu setzcn. ist dann cin eclibx 
'rcnsor; und  zwar i 5 t  i n  den I%llcn ( o l )  und ( p ) :  

(5.2) 9 = S p o g - a .  

S "  

(5.2") 9 = ij-7 11-1 

(5.2s) $ u"'p0'a-. 
Im Falle (a) is1 tlann df  = 11 rl fo. Wird das ~Iachenelemcnl d f o  aus den Vcktoren d x i o  
und dgzo  gebiidet, so ist 'df, ;= dz lo  x d 2: zo 5 21-1 d x l  x U;1&g2 odcr mit I (2!13): 
d f o  = fj3fj 1 tl (d 

11n E'allc ( p )  dagcgtm ist 

Ob man nilt kvnlravarianteni oder lrovar$ntcm d f rcchnen will, ist natiirlicli gleichgultig. Wie 
(5.3) zeigt, licfert jedoch dic kovariante Definition ( p )  die einfadiere Formel. Allerdings ist 
d a m  '@ nicht melir syrnmetrisch, wcm Po es war. Dafiir bleiben jedocli alle Invarianten von 
bei Koordinatentransforrnation unge%ndert;. 

untl 

X' d p ~ .   amit it wire 
t5.3") d f = l l l ( y j . : @ - l ( d &  x d & J .  

d f  = l/@j - (d& k ax,) - 
, 

(5.3) 

c )  D i c  A r b  e i t  s l e  is  t u n g b 9 i i n  P i n i l. e s i In a 1 e r V e  r z e r r.u n g  
WVir nehmcn jetzt .an, es hcrrs6l.w in einem Raumgebiete urn g der bomogens: dwr'ch Po 

de-finierte Spannungszustand. Ein geschlossenes Volumcn Tr habe die Randfl5che $' 
Flachenclementen d fO. Wir fiihren nun in der Umgebung von eine liomogene &fin 



Venenimg CE +- d 8, durclt. Daa Fl~chenelemcnf. d f o  wjrd dabei dncr Verscliiebung urn den 
'@!.ktpr d?&,to unterworfen, wenn to sein ursprfingliclier Abstnnd vom Nullpunkt war. Da 
&, &r$&$t&e infit$@Aipl;lle DFehwrg und Vcncrrung des FIHchenelerncnfzs %us Sym~'&t& 
mndm keine Arheitd&i.ung rrIorder1,c ist die gesamtc an .dem Voiumen geleiatetc ArbGi 

' 3Us~ . + ,_ wird 'die $rln?ic'ic' pto. :~ofumcjnhcil: 

ji.:d j t l A  -5 { ' l p ~ ~ q l O ) .  

%t'E :+ d RlO einc infinitesimalc Radialstfcckung, aleo d i d l  C niiC der Volumdulhung 
:&Y .; . d V  1 ; -  - -3  31. so wird"BA:= d A  : .{go} ,=I - -{ao). I-IcrrschL dichydroslatisclw Spannung o, .'V v 3. 

'd y .: 1 -- 
60 . Wird d.A'=. - (3- Auchkei unsyrpnvtrisch~m W o  vcrtxitt also -(Vd .die hydrostalisclic 

Sparmung, worin die Bwandudg  lirgt, s{i&,) als rnitUcrc Spannuag u w bezcichnen. 

nung zw., 

, -  . 

3 1 V 

, FUr kliebige. Koordinaten .errrclinct sich nach (5.2). dsnn dcr Wcrt dcr millleren Span- 

40 e .das elastisclie. Potential, pro ~o~unieiniicit . .  de6 AusgangszusLandes id. . 
W o k  wlr orr+iclien,-.dal3 diesc cinfachc Gestalt. auch fur' beliebige Kbordinatcn gilt, So 

m'iisscn' 8 und ,S. die glcichc gemisclile Invarianz, haben; dcnn nur d a m  Clbertragen sich .die 
Invarian!en .und fhtktioncllcn Abhiinyiglceiten., Hieraus und aus den .weiter ..&en genannkn 
Criinden erschcinc cs'.als am zweckm#Oigsten, sowohl 8 als. auch f8 kovarimt-ko.ntravariant 
iu dcfinieren. .Aus.diesem Grimde ist audi in p3 diese Varianz bei der Definition von 82 
lont -worden.' 

. .I 
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