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HAUPTAUFSATZE

Verzerrungstensor, Verzerrungsdeviator und Spannungstensir
bei endlichen Formianderungen:
Von Hans Rickier in Haltingen/Lorrach
Es werden Postulate aufgestelli, dinen bei der Bildung des Verserringstensors, des Verzerringsdoviatols
und des Spannungstensors zu geniigen dst, und hieraus die allgemeine Gestalt dicser Tensoren in belieks
Koordinaten abgeleitet. Als etnfachste Definition des Verzervungstensors: érscheint die gemischt-varigdls
logarithmiache Deformationsmatriz, wo derDeviator sn wblicher Weise gabildet werden kann, und-wo i
“oarianten des letgteren die Beanspruchung tnvarinant chavakivrisieren. Bei entsprechender Definition de
nungstensors bleibt die Gestalt des allgerncinen Blastizitdtsgenctzes invariont: gegen Koordingtentransformab

_Postulates are laid down that have 16 be satisfied on jorming the distortion tensor, ihe diétbrti&n"dée;i@r_g
and the. tension tensor, and thus the genesal form of these tensors are deduced in arbitrary co-ordinates. "Whe
combined-variant logarithmical deformation matriz proves the simplest definition of the distortion tensor, The
deviator may be formed in the usyal manner, and the invarionts of it charatlerize the strain in an inveriant
way. If the fension tensor is defined accordingly, the form of the general law of elasticity continues to be ini-
varignt to co-ordinate transformations.. . R o S

On établii des postulats pour lu jormation du tenseiir de déformation, du déviateur de déformgtion ¢l du
tenseur de lension. La forme générale de ces tenseurs en coordonnées urbitratresen est déduite. La’ matrice lo-
gorithmique (mivie-variante) de déformation fournit la plus simple définition du tenseur. de déformation,

Le déviateur peut itre Jormé comme de coutume et 8es invarianies caractérisent. la solliciiation & une manidre

invariante, Le tenseur de tension dlant défini conformément, la forme de la loi générale d’élasticité veste

invariante dans toule transformaetion ge coordonmées.. ’ ’
YeranapiuBapwTes IOCTYJAATH, H3 XOTOPHX HYINHO WCXOJWTH TPH IOCTPOCHHH TEHBOPA
zedopmanuil, nesyaTopa gxedopmanuii w Tensopa Hanpsscennt. OTewaa onpegengercs obwan

‘fopMa DTHX TEU3OPOB B NPOH3BOABHHIX kKoopamHatax. Hanbonee npocrmm onpeperennem

Tenzopa jedopmanuii npexcTaBAfETCS CMCIIAHHO-BAPUAHTHAS JTOrapndMHYe CKAs MATPHI

nefopmanuir, IpuYeM AEBMATOP CTPORTCH ODHYHEM cIOcoboM. VINBADHAHTH JEBHATODPA

HUBAPHAHTHO XapaxrepmsyoT nanpamenns. IIpm cooTseTcrBemHOM onpenenexnn -reHaopa

pafrpaRennii OpMA OCHOBHIIX YpaBHeHUii TEOPHH YUPYIOCTH WABAPHAHTHA II0 OTHOMEHHIO

X III)GOﬁPZLBOBELHH]O ICOOP,ZIHH%L’]‘. ..

§ 1. Einleitung ,

In der Theorie endlicher elaslischer oder plastischer Verformungen geht man im alige-
meinen yon demjenigen Verzerrungsiensor aus, der fir allgemeine Koordinaten durch Bildung
der Diffprenz der Quadrate der Linienclemente im deformierten und im Ausgangszustand ent- .
steht 1)."Die Verwendung gerade dieser Charaklerisierung des Verzerrungszustandes ist natiirlich
nicht zwingend vorgeschrieben. Im Gegenteil erscheint bei einer  genaueren Analyse, . die im’
folgenden durchgefithrt werden soll, gerade diese iibliche Definition. des ‘Verzerrungstensors
nicht als diejenige, die dem Problem der Untersuchung endlicher Verzerrungen hesonders gut
angepafit ist. So fiihrt bereits die Aulgabe, aus dem iiblichen Verzerrungstensor einen Deviator
abzuleilen, der in Absonderung der Voluménderung nur die Gestalifinderung charakterisiert,
zu eigenartigen Schwierigkeiten und Melirdeutigkeiten ). Der tiefere Grund hierfiir liegt wohl:
darin, daB man sich bei der Behandlung der endlichen Forménderungen zu stark an das Vorbild.
der infinitesimalen Verzerrungen gehalten hat, bei denen man eine beliebige Deformation durch
additive Aufspaltung in den symmetrischen und den schiefsymmetrischen Anteil in eine.reine,
“Streckung und eine reine Drehung zerlegen kann. Bei endlichen Verformungen ist diese additive
‘Aufspaltung jedoch nicht mehr méglich; an ibre Stelle tritt eine mulliplikative Zerlegung der
allgemeinen Deformation in eine Drehung und eine Streckung, wobei diese Faktoren nicht mehr
kommutativ sind. Jeder Versuch, Definitionen durch additive Zerspaltung zu, bilden, muB.
daher auf grundsitzliche Schwierigkeiten stoflen. L ‘ .

“Wir wollen nun in dieser Arbeit so vorgefnen, daB wir — gewissermafien axriomatiusuh,‘,»—5::—;-i
an die zut bildenden Definitionen von vornherein gewisse Forderungen stellen, die uns als zwetk-

magig erscheinen, und dann zeigen, wie aus diesen Forderungen sich bestimmie Moglichkeiten
Tiir_diese. Definitionen als besonders nahelicgend ergeben, - )
Sy Vel ReMoufang: Volumtreue: Verzerrungen bei endlichen Forménderungen, - Z. a,ngewMAh}L
Mech., Bd. 25/27 (1047), 8.200--214. ' AR
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§ 2. Bezeichnungen und Hilfssiitze

a) Bezeichnungen

‘1. Mil grofien golischen Buchstaben %, B, hezeichnen wir dreireibige quadrabsche
- Matrizen ), ag = (N)qyist das Element in der 1~Lon /exle und der &-ten Spalte.” |%]ist die Deter-
minante von . {%} ist die Spur von 9, also die Summe der Elemente der Hauptdiagonale,

9 ist die an der Haupidmgonale (xesplegelte von 9. (ilst die Emhousmamx A-1ist dis Inverse
zu 9.

- 2. Kleine goubche Bu('hstahen 1, t), A bedeuien Voklorm T ={25 2, a:,,)‘; Tp== (1),
x4y ist das inpere Produki. g 1 ist das AuBere Produkt.

3. Ay entsteht durch Anwei ndung vap ¥ auf g: (A x), = _Sa X

-4, Produkte B A sind von rechits nach links zu lesen: (8 "I)g = B (Ayg).

5. Ist f(z) =23 b, 2", so ist unler Vorausseizuﬁg‘,der Konvorgenz JAA) = = Xby, A
df (W) = f(U +d)— (M), was mit f(A)dA nur bei A -d A= dA- A ibereinstimmt3).

b) Hilfssdtze
(2.1) {9, A, ... An} bleibt bei zyklisc her Verldu%hung der Fakloren unge#indert.

(2.2) Alle Invarianten von' 9 gegen affine Transformation 9 ~> & A€+ sind I‘unkuonen der drei
Invarianten j == f‘)I} k= {9 upd I= {?213} Die charakteristische Gleichung von -9 ist:

.....

_ 1
3. a2 e v Y S Y . —
7=y x+2u_ y’c):v‘(3 2ﬂc+63)~0

(2.3) s ist TEAC) = f(N) E-1.
(2.4) Hat 9 positiv reelle Eigenwerte, so ist Jn 9 defjniert. Es ist {In %} = In 9%}

(2.5) Es 1st {58 af (N)} == {?Bf (AydA}, Talls BA=AB, jedoch nicht notwandxg B-dy
=d¥-B i

(2.6) In kartemschcn Koordinalen ist eine reine Streckung & symmetrisch mit positiven Eigen-
werten.

(2.7) In kartesischen Koordinaten gilt fiir eine euklidische Transformation %: RR = 6.

- (2.8) Ein beliebiges A mit [} 5 0 labt sich emdeuhg darstellen in der Form % = & - %, d, h.
als euklidische Transformation mit nachfolgender reiner Streckung. Bei [%] > 0 ist R cine
direkle Transformatlion, also eine reine euklidische Drehung.

(2.9) s isl p-Ay=1- AL

(2.10) Es sei ty = Uy eine Koordinatentransformation, bei der 9 in 9* iibergebt. 9 ist cin
zweifach kontravarianier Tensor, falls 9% = 1yl - e,
zweifach kovarianter Tensor, falls o* = [T AU~ U,
konlravariant-kovarianter Tensor, falls W+ = WAL - ap,
‘kovariant- kontmvauantcr Tensor, {alls oF = W AU - |Nf* ist.

Bei p= -0 ist 9 ein e&genthcher Tensor; bein 5 0 eine tensorielle Dichte. {Die Uherein-
stimmung dieser etwas weniger geliufigen Darstellung der Tensoreigenschaft mit der {iblichen

ergibt sich unmittelbar, wenn man symbolisch ()i = . y; setzt, wo g und 4 kontravariante
oder kovariante Vektoren sind).

(2:11) Essei.g = Wgundy’ = Up;dannist ¢/ X § = {11}~ 11”1 (r x p).

§ 3. Der Verzerrungstensor
Wir wollen uns nun iiberlegen, welche. Forderungen wir billigerweise an die Verzerrungs-
matrix stellen kénnen, um dann die Realisierbarkeit dieser I orderungen A1) untersuphen
Fs sei 9 die Matrix, die die Umgebung eincs Punkles £ .aul.die Umgebung des Bildpunktes x
abbilded :
($.1) dy=UdE

? Ob ¢inb Matiig ein-Tonsor ist, 6t nn {210 xu sehsn,
Vgl jedorh (2.8), -
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9. ist. die TPunktionalmatrix

(3.2) W 555, 191> 0

und gibt den errcichien Verzerrungszusland an. Bei plastischem Material, wo der Spannungs-
zustand nicht nur vom erreichien Verzerrungszustand abhingt, sondern auch von dein Wege,
der zu dicsem fiihrte, ist dann dic Angabe von 9 allein nicht ausrcichend. 1ei elastischem
Material dagegcn genapgl ¥ zur Charakierisicrung der Verzerrung. Bei anisotropem Material
ist-auch dic in. % enthaltenc Drehung wesenllich, FEs ist dann 9 selbst zur Beschreibung der
Verzerrung zu verwenden, wihrend atle Verzerrungsiensoren, die wie der gewdhnliche cine
cuklidische Drehung climiniergn, unbrauchbar sind. Die Aufstellung von solehen Verzerrudgs-
tensoren hat diher itberhaupl. nur fir isolropes Material Sinn.

_ a)'l-”os‘tixlate
D mgemiB soll nun unter der ausdriicklichen Vorausselzung der Anwendbarkeit auf
isolropes Matarial zu % cine Verzerrungsmatrix B(%) definiert werden¢). Wihrend nun %
sicher kein Tensor s, da % auf zwej verschicdene Punkte bezogen ist, wollen wir die Tensor-
eigenschaft, von 8 fordera:. Damit ergibl sich das. erste Postulat:

‘P17 ®-ist ein Tensor, der aus % und den Matrizen der MclTik in
fund ggebildel werden kann,

Weit rhin soll bei % die unwesentliche in % ermthaltene Drehung unberiicksichtigt bleiben.
Es soll sich also % nicht dndern, wenn v o r Auslibung von % crst ¢ine euklidische Drehung
m I durchgefuhrl wird. Man kann sich statt dessén auch auf den Standpunkt stellen, daB eine
fia ¢ h A in g durchgefiihrie Drehung den Verzerrungsiensor nicht beeinflussen soll. Dies wiirde
bedeuten, daB ¥ als Verzerrung in § mit nachfolgender unwasenlhcher Drebung aufgefaBt wird.

Den so zu T gehongen Verzerrungstensor ' wollen wir mit !3 bezeichnen. Die Analyse von 8
und’ ?B ist vollkommen analog, so dafl wir uns im folgeuden auf die von B beschrianken und die

ftir 8 analogen Lrgebnisse lediglich vermerken, wobei die entsprechenden Grifen durch cin
gckennzeichnet werden.

Die ggnannie Eigenschaft von % und 8 driickt sich nun aus durch das Postulat
V2: (UM = V), resp.  H(HRW = (W),

Weiterhin verlangen wir noch vin Super p ositionsprinzip fir koaxiale reine
Streckungen durch Postulat

V3: Es seijen C, and S, zwei koa \(181(‘ Streckungen: 8,6, =6,86,
Es sci 8,==8(8), W= B(G,) und V=98 (6,6,). Dann soll e¢s einc
umkehr];ax eindculige Funktion f(#) geben, so dafl [(B)
-7 (By) = F(Q) ist. £ kann gegebenenalls ablhingig vom Koordinaleénsystem sein,

Schlie8lich miissen wir noch verlangen, daB fir infinitesimale Verzerrungen die’ neue
Delinition in die alle ibergebt.” Dies liefert die imesbeziehung
¥4: Fir infinitesimale Deformationen € 4d% i'n k‘artesischen

Koordinaten gehtder Verzerrungstensor in 7‘(d§8+d58)+0(d$)'
ither 9).

b) Dic Realisierung. der Postulate in kartesisclien'Koordinaten
- Aus Vercinfachungsgriinden wollen wir zuniichst kartesische Xoordinaten v raussetieh.

Original- und Bildpunkt der' Deformation nennen wir dann f) und 9. Die Deforma ionsmatrix
heilc jetzt B. Die zugehériger Verzerrungstensoren sind % und QB

GemtB (2.8) sclirciben wir zunichst
(3.3) B=CGR=NGS bei S==RIGHK.

Zar AuffmdungdlcserZerlegung bildet man zunichst B . Nunist fir: I+ 0:0<. B L % g,
was mit Hllft, von (2.9) liefert; 0< ¢+ B Wy bic symmelnsché Matux BB ist also posmv

1) Die Bezcichnung B (¥) soll dabei niahit. heilen, daB B eine Funktion Von % iin Sinne von § £, Phe. 6
int, sondern nur, daB ¥ zu ¥ gehort.

) Wie iiblich bedeutet y == 0 (x): lim z =,

6.
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R NS T ey W
‘Wofinlt und hint daher eindeutig eine posiliv definile Quadratwurzel & = V%fb N ergibt
‘sich dann als R = &1 4., Lntsprechend st G2 = ?8%

Nach V 2ist W(B) = ,IB(G) ‘Tesp. QB(?B) ﬂB(G) Wir kénnen uns alse auf Verzottings~
tepcoren heschranken, die zu reinen Streckungen: gehbrtzn.

Es sei pun 'S einc infinitesiniale étreckung S=Etde. Dang ist niach' ¥ 47 iQZ
=dS +0{(dS) und B(E +AdB) =1dS +0(IB), wenn A eine posftl ut,
Aus V 3 ergibt sich daun f(dS +0(d€)) 4-Ff{(1d&. +0@d8)) = £ +3}d@ +n;( By
Da dies fiir jedes 4 und d & gelten.muB, folgt fiir kleine 2: f(2)'= x4 o(2}?)." etzen"wir JD
B =7(W), so wird damit fir infinitesimale Stru‘kungcn B(E +4Q)=dB ¥ (d &).

Sei nun wieder & cine endliche reine Sfreckung, sa 1aBt sich wegen  der. posxtwa
Eig(‘nw(‘rlo von & bilden:

(3.4) = In @ résp. L ==1n & Jogarithmische Détormationsmu‘t;‘i‘\x“

71—&2 In }FG und damit fiir groBe #: }/Cn_ ® 4 Ew}—o(;) Alsy wird

Es isl dann:

'8(;/—@) = —1~ 2 4o (—-\):. Nach V3 ist weiter 8(6) =n 3 (r} = Q4n- Q(:-l—i Da

die linke Sula dieser Gleichung von # unabhingig ist, kénnen wirn gegen unendlich gehen lassen
und erhalten: 8(©) = 2. Hieraus folgt inshesondere, daB f(z) bis auf einen willkfirlichen
Faklor cindeutig bestimmt ist.

Ist nun g dic Umkebrfunkion 2u £, so haben wir schlieBlich, da ja € eine umkehrbar 2if~
deutige Funklion von 6 und damit auch von 6* BB ist:
(3.5) =g(2) = h(S) = k(BB); resp. W= g(®) = h(E) = L(BB).

Der Ansatz (.5 5) geniigt umgekehrt sicts den ]’ostula!cn V2 und V3, wohei f cindeutig als
Umkehrfunktion von g zu wahlen ist, wihrend die Frfillung der Limesbedingung V 4 fordert,
dall fiir kleine « gilt:

(3.58) g () =z o) bl bxy=x Fo(z); F (1 + )=

-Z 4 o{z}.
In der Tat ist dann fiir infinttesimale Verzerrungen 8 —~ G +d§B.
Vo 6 (W FdB) 4 o (dB), = -iféi -4 (d&H dB)+0(dB),

|
odn € [ (dB 1 dYW) | o(d).

1 -
Es ist also bel jedem (3050 penipgenden gz W .- [ (AW S dB) 40 (4 Q).

Jeder mit unscren Postulaten vertrigliche Verzerrungs-
tensorist damitals Vunktionderlogarithmischen Deformations-
matrix erkannt. Vom Siandpunkie unserer Poslulate aus erscheinl 28 == @ als die
cinfachste Definition der Verzerrungsmalrix, da hier das Superpositionsprinzip mit f(z) = «
erfilllt ist. Wir werden spiter sehen, dai aueh fir die Blldung des Deviators diese I)ehm-
tion als die einfachste erscheinen wird.

Wird anschliefiend .'m 9 noch eine cuklidisehe Drehung N, durchgeliihrt, so geht wegen-
RNA =N, SR==R, SR, "N, N die Streckung & in M, (59! —1iiber. Den gleichen Uber-
gang hahen wir, wenn Wwir cim- cuklidische Koordinatentransformation 1); = R,y durchfiihren.
Gemif (2.3) geht dann B in kb (R, SR = R, WR " iber. Die Achsen von 2B werden also
bei nachtriglicher Anwendung von %, einfach mitgedreht. Bei der anderen Auflassung der
letzten Formel als Ergebnis einer Koordinatentransformation sghen wir an (2.10), dat 98 sich
wie cin Tensor transformicrt, wobei wegen ;71 = R, kein” Unterschied beziiglich der ™ Varianz
vorhanden ist. Lntsprechendes gilt natiarlich fir 9.

c) Erweiterung auf krummlinige Koordinaten
Wir gelien jelzt von den kartesischen Koordinaten 1 aui beliebige Koordinaten. g iiber:
I == g (). Fir einc Umgebung des nndeformierten Mabrmls seid T ==l 41, fur die entsprechcnde

Umgebung im deformierten Malerial sei dg = ldy). ll und U sind die T"unktionahnstrizen
von ¥ = x(§)) in ¢ und 1.

¢) Da mit f jedes Vielfache von f dem Postulat ¥ 3 geniigt, k;mn man f'(0) zu 1 normigren.
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Tir ein linicnelement iniy crhalten wir mit Hilfe von (2.9): af) =N dg- N34y
=dy-W1U1dy. Also ist

(8.6 o = & = (A~
die Matrix der Metrik in g, Entsprechend definiert
13:6Y) @ == (1)

diec Metrik in T.
Die Deformation des Materials erschicint jetyl uls: dy = U8 T-1dF. B ist aiso dber-
gegangen in.

3.7 A== NBUT, W)y = —aj‘
9z,

Umgekehrt ist

(3.7%) =119 wund B= WA

woraus wir sofort erhallen:

S MR = 11729 (-1 9 111
38) {\, DI M2 A AN

St P ~UAGAI.

Mit Hilfe der beiden letzlen Formeln kénnen wir also die zu den kartesischen Koordinaten
gehdrigen Matrizen B, & und & durch %A und die Ubdrgangsmatrizen W und 1l ausdriicken.

o) Falldesungemischien Tensors
Wir nehien zuniichst an, es sei der Verzerrungstensor @ zweifach kontravariant definiert
wnd geniige den Postulaten V1 bis I’ 4. Dann mufl nach (2.10) scin:
V=W,
wohei 98 ciner der Tensoren (3:5) ist.
Um die besondere Gestalt von 28 kennenzulernen, nehimen wir den Spezialfall, dal 9B
cine reine Streckung € in den Koording tenachsen und 1 damit koaxial ist, also

)-1 03 Oy 0
e 4, ) und =] p, )
0 A, 0

Cs
Dann ist wegen (3.5) R chenfalls aul Hauplachsen mit den Eigenwerten pf - & (4,). Das Super-
positionsprinzip fordert pun dic Exislenz ciner Funktion f (), deren Koeffizienten die g, ent-
halten konnen, so dafl gilt:

(3.9) Sl () 1 ek )y = Fei b (i)
fur belichige 2, und g,. Es ist daher

Sk (A) = Co-Ind, Cy=C, (0, pu 0p)
Durch Differenliation nach 2 erhalten wir hieraus:
3 a 7 [4 Al 1
(3.10) ouf (er H(A)) - W' (4) = 0;1'7-
Setzen wir speziell 1 =1, so wird wegen (3.5%): o} - f(0) = Cy, so dal} bei der Normierung
J (=1 wird:

- o1
I (e b (A) = TR

Dic rechte Seite dieser Gleichung ist unabh.‘nwig von den g,. Ls mubl daher f'(2) = (0) =1
und damit & (4) == In A sein. Es ist dann B = In S == £ und damit

$=ULl

zu sclzen. Umgekehrt erfiilllt diese Definition fiir @ offenbar auch bei beliebiger Wah] von 8
und U alle Postulate V71 bis V 4, da ja filr € das Superpositionsprinzip rein additiv ist und sich
daher bei Multiplikation von links mit U und von rechts mit 11 einfach auf ein additives Gesetz
fir 8 ubertragl.
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Es gibt also fur upgemisthi tensoriclics. B iiberheanpt- pur
cinc mit unsaten Postulated'verirdgliche. Dehn:tm,nsmﬁg"lu:hr

keit: B=1uUsNU.
Wegen ¥ =In© = :lz-l'q % erhalten” wir schlieflich nach {3.8) den Ausdrick;

(3.11) R =‘.;}.~u In (NG AU U
Entsprechend cergibt sich

o lﬁln daeswin

Entwickeln wir, dcn In fir nicht zu—groBe Verzerrungan in_eine Polenzreilie, so schen wlr, -daf}
in der Tat B und B nur: von A, @ und [V abhimge‘n‘v Die Darstcllung durch dieée Matrizen § %
jedoch selir amstéindlich. AuBcrdem seher- wir, dag die. Invarianien von R andere sind fils, dio
von #. Dies Ist ifisofern unangenehin, als 2, ‘B. in der Elastlztmtsthcone endlicher Vergefrungen
anzunehinen ist, daB die ‘thermodynamischen Groflen wie innere ‘Energie, Entropie usw, Fuhk:
tionen der Invariapien der Verzerrung sind.  Wenn ‘dieselbensich nun bei Koordinatentransfors
mation #ndern, so ergeben sich, hieraus zisatzliche Schwierigkcilen. Auch ist es-déng. nicht
mehr moglich, die Beanspruchung mit Hilfe der. Invarianten unabhangig von der Kobrdinsten-
walll zu beschreiben (vgl. - § 4).

Dic entsprechenden Betrachtungen Belten natiirlichi fiir-den Fall, daB 8 oder 13 zwelfach
kovariant jst. Es wird daher zweckntiBig scin, auf den mit den ungemischien Tensored: ver-
bundencn Vorleil der Symmetrie zu verzichten,

p) Fall des gemischtep Tcusors
In dem Talle, daff B kovariant-kontravariant ist; muf nach (2.10) scin: 8 = s ,Il
Wegen (2.3) geniigt dann 8 automatisch dem Superposmonsprmznp ‘mit dem glelchcn Jio
wic 8. Iusbesondere ist also das cirideulig bestimmie, normierte f(z) unabh.mglg von der
Koordinatenwahl. Weiterhin hal 8 dicselben Invarianten wig . Jede Funktion von R, deren

Koeffizicnien von den Invarianien von R abhiingig sind, dbertrigl sich auf die gleiche Funk-
tion von . .
Aus der cinfachsten Definition 8 = € crhalten wir jetzt bei belicbigen Koordinaten:
£* = U L1l oder wegen (3.4) und (3.8):
gr ) W R FI AU T

oder
1 ~ . .
(3.12) Q¢ = D In (GAGN): ,Jogarithmischer  Verzerrungstensor®.

2* gehoreht dem Supc.rposilinnsprinzip mit f () =

Derallgemeinste unseren Postulaten geuiige ude Verrerrungs-
teusorist dann:

(3.13) Lg% =h({OABA) = L@AF .
wWo g, hund £den Bedingungen (35% unterliegen
Ganz analog erbalt man
B=g(@=2(AGAG) =k GAG) s}*=—;-1n6wmér'-).

Bis auf cinen beliebigen Faktor ist dic Funktion f(z) des Superpositionsprinzips dic Umkehr-
funktion von z = g (y).

Ganz cntsprechend ist \orzug,chen, wenn B und B kontravariant-kovariant sein sollen
Es wird dann

g% = %in AT A @)
(3.12%) und
| U =-:;—§n (G Aow
Alle anderen Bezichungen bleien ungéandert.
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d) Berechnungder Volumdehnung v
Dic mit ¥ verbundene Volumddmung ist o= I%{ also nach (377*):

o=l - [l l‘-i?i,l.-
Audererscils ist nach (3.6), (3. 12) und (312*‘)5
1 18] B - Jp = o2
Also ist -nach (2.4):

(3.14%) Inwv={¢% = {{%
oder nach (3.13)
(3.14Y) o= {f(®)} = {f (@)}

¢y Bezichung zum ge w0hnhchen Verzcrrungstensor
Die gewihnliche ])duuhon des’ Verzcrruhgstcnsors T, resp. g, ist bekanntlich U
A2 —dit=2" dg- S:dg~2d1g idg
Nun erhalten wir mit Hilfe von (2 RSB
dt=dg /@ dg=Ndf GAdF =dF - 9”1@ Adi,
unil enisprechend . e
d

&
@)
4>

de? == dp YT GUA-1 dy =df - .
Also wird:

~ —

o 2T=@ — UG- uwd 2T =AGA—= .
Um die Varianz zu sehen, formen wir nach (3.8) um:

{3.15)- 2F =N (E—NATFAW - U =T (E— S - U
und entsprechénd
{3.15%) 2T = ﬁ-i ((52 R

Nach (2.10) sind & und T also zweifach l\ovarlantc symmetrische Tensoren. Das Superpositions--
prinzip jst {iir sie nicht erfillt und die Invarianten andern sich bei Koordinalentransformation.

Dagegen geniigen die gemischten Tensoren ¥ 653, 65-1%, &1 und € @1 allen gesteliten

. 1 .
Postulaten ¥ 1 bis ¥ 4. Fiir das Superpositionsprinzip ist nach (3.15) f (z) = — X In (1 —22)
fiir € G- und’ §* F, dagegen f(x) = 1) In (1 +2 ) fiir &’@;‘. und T &-1 zu selzen.

Fir dic Voluimdehnung v ist dann nach (3.14):

P E—2T 6 = €20 = |C +261 8| =6 +2T6.

§ 4. Der Verzerrungsdeviator

a) Postulale

Der Verzerrungsdeviator 9 soll aus dem Verzerrungsiensor abgelcitel werden uad ledig-
lich die mit der Verzerrung verbundene Gestaltinderung charakierisieren. Damit ergeben sich
bereits die an ihn zu stellenden Postulate:

D1: Unterscheiden sich zwei Deformationen nur durcheine Ahn-
lichkeitsstreckung, so haben siec das gleiche 9.

D2: Ist it der Deformation keinc Volumandecrung verbunden,
soist =R

b) Die Realisierungder Postulate
Eine Ahnlichkeitsstreckung im undeformierteri oder im deformierten Zustand hat die
Gestalt A €+2 > 0, mit der Volumdehnung A%.° Seilgen wir

U o3 E- o= B Y= 0B E 9y,
so ist nach D1: D) = D(A,). Da A, mit - kemgr Volumflehnung ve;bunden ist, ist also:
D(U) = B(A,) = g(8}), wobei nach (3.12) und (3,12‘) gilt: L= ""3'1‘1 v € - 2% Hier-

) Vgl.-vz.B. Moufang 1. e.
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e

aus ergibt sich schlieBlich mit Hilfe von (3.13) upd ,(3.14“")
1 1. .
D= g (8 {24 €)= g (£(B) — 5 {f (B} E)

Bezeichnen: wir allgemein mit ‘D den gewébnlichen Deviator.der Matrik £:

—~—

1 o
(1) =0y {0},

50 kOnnen wir schreiben
| P —

4.2 D — g (8% = ¢ (7).
Ganz entsprechend ist

D =yg(8% =o{r®).
Umgcekeirt sind bei dieser Definition offenbar auch dic Postulate D 1 und' 2 erfiillt. - Wird
namlich % mit 4 > 0 multipliziert, 5o gebt £* in 2% --In A- € tiber; 2* und damit D bleiben
also. ungesndert, JIsl weiler » = 0, so ist nach (3.14%) {S.’,*} =0, also €% = £* und damit
D = g (9%) = ®. Man beachte iibrigens, dall ® automalisch ein Tensor ist, wenn wir 8 als
gemisehien Tensor ‘verwenden. Auch aus dieser Tatsache ergibt sich cine Beverzugung der
gemischten Tensoren vor den ungemischien. ) ,

Am einfachsten wird die Deviatorbildung bei 8 == €%, wo einfach, D = 8% wird, Dje
Verwendung der logaritlimischen Deformationsmatrix gestaltet also auch bei beliebigen Ko-
ordinaten dic gewohnliche Deviatorbildung.

Es sei noch bemerkt, daB bei infinilesimalen Verzerrungen in kartesischen Koordinaten
der neye Deviatorbegriff in den alten iibergeht. Ist niimlich B = €.+ 4% ecine infinitesimale
Verzerrung, so ixf,t'g.—.—_—\.}j 138 -{--ﬁbﬁ) 4 o0(d B), so daB (4.2) wegen (3.5%) liefert:

/“"‘\\__/

DB o (f) =5 (@B 1I8) +oUY).

Fiir ‘den gewthnlichen gemischten Verzerrungstensor T &% fanden wir ing 3, 2 (&)=

M%jn (1 —~2 ), also gly) = é« (1-—¢—2%), und »=|E-—2T®2 Es ist £*==

»—,—1‘5]11 ((S — 2T EY), 28% = —In (€ —2 TH) — %'lnjv U

Algo wird schliefilich 8):

3) D= (6 —22 6= (20— [1 - BTG ).
Lntsprechend ist

.3 D= o4 2k Gaps(t 6 — 1 (e 128671 g)

¢)Die Verzerrungsinvarianien’

Will man den Verzerrungszustand durch Invarianten charakierisieren; so wird miui’_als
ersle geejgnete Invariante von % die Volumdehnung oder cine. Funktion - derselben-wéhlen,
wihrend die beiden anderen Invarianten die Gestaltanderung charakterisieren, also bei zu~
satzlicher Ahnlichkeitsstreckung ungeéndert bleiben sollen.’ Da bei Benuizung der gemischten
Tensoren — dies sei.im folgenden stets vorausgeseizt — alle Invarianten von '8 auch solche
von £* sind, kénnen wir nach (3.14%) als erste Invariante {2* nehmen. Die beiden anderen
Invarianten miissen nach Abschunitt (b) daon Invarianten von 2* scin. Damit ergibt sich die
Charakterisicrung des Verzerrungszustandes durch '
{ Jj={2¢ fir die Voluminderung

1.4 . o~ —
4 y = {8} g 5= {Q*B} fir dic Gestalianderung.

Wegen €=U QU ist auch y="2% und z = {€%, so daB y una  die Gestaltinderung
unabhiingig von der Koordinatenwahl angeben.
paohe

'®) Man vergleiche dic ctwas abweichesde Bildung bei Moufang, 1 ¢,
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Wegen {&) = 0 heift dic charaidcristischeGlui'chung von § gemaB (‘2‘.‘2)’:‘

R v 20
(4:5) x? g & 3
Damit -diese Gleichung drei teelle Wurzeln hat, mu‘B_ fiir
y - ) 22 B
(4.‘().) § e ?/3 ’
gelten:

1

4.7) (NSNS

Die’ geomctrmhc Bedeutupg von £ ergibt sich ans:der folgenden Be’rrachtung ‘Es sei G-eing
beliebige reine. Streckung. Dann konnen wir & auﬁ"asqen als dlC n-malige . Anwendung der

reinen Streckung &, = 1/(5 Dabei ist g, = In ]/"—w =21n. {5 = 5} also 2,,... »« é und
damit ¥y = .._"_1, y und ‘2, == ;:—;z. ]Il(‘l&lh erglbt sich’ Cn =t —z— == C - Ist umgekehrt Al

zweis Streckungen G, und Gy: 8, = l.',._, s0 ist y, = Ay und z1 = A%%.~ GemaB {4.5)-sind daim
die Eigenwerle von &; die A-te Potenz der Figenwerte von &,. Von einer Drehung abgesehen,
ist damit &, = €]. Wir kinnen uns also &, und &, bis auf einc Anderung der Hauptachsen
als ans der’ gleic hen infinitesimalen Streckung entslanden ‘denken; bei negativem’ 3 mit Be-
nutzung der Inversen. Dies bedeutét, dafl,¢ die Bt,anspruchungs a1l charakierisiert.

Speziell wird dié -einachsige volumlr«,ue Verzerrung in geeignet gedrehten': kartx:sisdlen
Koordinaten dargestellt durch

A 0 O
=10 A12 0
0 0 )-ve
1 0 0
Es is{ dann g=0=Ina-{0—1/2 0
N0 0 —12
k 3 ] 3 S . 1
also ;y:::lu'?)u;é~ und z?:]n" y T womit sich ergibt: § = T
Dagegen wird fiir eine reine volumtreue Gleitung
1 A 0 1+22 2 0
Y= 0 1 0}; also S=88¥=}| 4 1 0
0O 0 1 0 0 1

Fir die Eigenwerle von & erhallen wir aus der charakteristischen Gleichung: 4, = 1,3, 35 =
Fiir die Eigenwerle von € gil also: y; = 0, g, + py = 0. Damil wird y > 0,z = 0; also { ==
Wir hahen somit gefunden:
2
E.—'»y—:—, “c¢h araktcrlsiert diec Beanspruchungsart. Der eine

Exiremwert {=0gehérti zur reinen Gleitung und der andere Ex-
1 ' ‘
tremwert C:ﬁ zur einachsigen Stireckung,
Die GrdBe der Beanspruchung wird bei infiitesimalen. Verzerrungen iiblicherweise
durch f{f@z} charakierisiert. Nun sahen wir, daB fiir m{mlteqlmale Verzerrungen ® == Qist;

also giit Vy als MaB fir die Grofle der Beanspruchung bei infinitesimalen Verzerrungen

Ist nun wieder © eine endliche Stréckung, so ist wie oben gezeigl: ]/y =% VY Da fiir
geniigend grofles n yn dic Groflle der Beanspruchung bei Anwendung der infinitesimalen Ver-

zerrung )& angibt, ist es verniinitig, Yy = nYy.als MaB der Beanspx uchungsgréBe bei n-maliger
Anwendung von ]/6, also fiir €, zu verwenden. Damitl haben wir:
Vy gibt die GréBe der Be anspruchung an,

§ 6. Der Spannungstensor -

Der Spannungstensor B soll den Spannungszustand im Punkte i des deformierten Ma-
terials beschreiben derart, dal} bei passender Definition eines Fliachenelementes 4 § in-¢ di¢ auf
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#f-wirkende Kraft durch @ § gegeben wird. Wenn' man ‘die Komponcnten von B-mit Hilfe
‘der Transformationsformeln natirlich .auch’ inl’den I\oordmatan von % ausdriicken: kann AUber,
igang . zu Lagrangeschen Koordinaten), 50 blmbt B doch an df gebunden ‘Dér: Ve‘rsuch, i¢
Spannungen direkt aui 4 §{ zu beziehen, also ¢in Rz konstrmcren ist:physikalisch. eunrwl’ulrlwh
Wir, wollen dahér darauf vemchlcn

a) Posiulate:

. Beikartesischen Koordinaten Yiefert di¢ Spannungsm'xtﬂx B, die guf ein, Flichenelemeént
d‘io im Punkte ty wirkende Kraft d %, in der. Geslall: aty ="Pydf,.. Im allgemem wird' “map:
‘annehmen konnen; daB aul das Material keine solchen duBSeren Krifte wirken, d1e‘volumabhxingxgc'
‘Drehmomente hérvprrufen. Es ist bekannt, dall.dann B, symmetrischist: Im folgeniden bracht:
Jedoch diese Symmetne nicht vorausg,esetzt Zu werden,

", -Haben ‘wir beliebige krunimlinige Kbordmaben, 50 auB zun#chs} §in Fiachéneleme,nt"fdfi
pabsend -als. Transformierte von. d{, definiert wetden. .Der- Spannungsmnsor P.soll /dapn so’
gebildet: werden, dall AR wicder die Kraft angibt; die auf das. Fliichehelement ausgeﬁbt w. d
Wird das Elemént um den: Vektor d 3 parallel verschoben ,56 soll die Atbheit dg, “d § geleistet.
werden Damlt kommen wxr zu- den folgenden d’ostulaten

ﬂgqstelm'lensnr Gdor einc: tensonellcl)achtc
‘P‘> Fiir das. l*lachﬂnclcment glii df: af wo & ;101c,h pasgend zu
fbcshmmenisl

P33 Wird- das 1<laclwnelcmcnt um dg verschohén, sso wird:die;
Arbeit d A= dz-Fdfgeleisiel.

b) I)1e llc'lllsierung dérPosiulate.

d 4 muB-als numerische Gmﬁe quran gegen Ixoordmatcntmnbformahon sein. Also gill:
5.3) dys Bdf=dy5" Podfa’
wenn d3, == 1171 d3 ~der entsprechende ersc]uebungbvckior in kartlesischen Koordinaten'ist.
Nun erhalten wir- nnt Hilfe von P2 nnd (2.9):.

gy Podfy= U dge By 671 df = df B By Ut d = dy » 17 o E df.

Der Vergleich mit (5.1) liefert, da 3 und df beliebige ‘Vektoren sind;

(5.2) | = U7 P, 062

(2 10) zeigl, dall 9 entweder o) zweilach kovariant hel(& n- ]/](SS]“Odel ﬁ) kovananL kﬁntra‘
variant bei € = U2~ Vi®]" ist.

Im Falle () ist df kontravariant und im Falle (§) kovarjant, Soll die Lange von . df die
geomelrische GroBe des Flachenelementes sein, 50 ist n = 0 Lll selzen. . ‘,}3 151, dann cin eclrlcr
Tensor; und ZwWar 151 in den FFillen (&) und (f): ‘
(5.2%) R P =0T “,]3011"“1

und BN R
B.27y ' PB= 0T R
Im Falle ( )1sL (lann df- Udf, Wird das Flichenelement dfo ais den Vekioren dho.
und dgzo gebildet, so' sl *df,=dyg, xdg 20:: 11 dg % U*dg, oder mit; (211)
dfo=7Y]®]- Uidg, ¥ dgs) Damit wird™ -~ -

3 T = V16 o @ xdw
Im Falle (8) dagc gen ist u 4
637 o = V18] ( dakd&)

Ob man mit kontravariantem oder Lovarlantem df rechnen will; ist natiirlich gleichgiiltig. Wie
(5.3) zeigt, liefert jedoch die kovariante Definition (f) die cinfachere Formel. - Allerdings ist
dann 9 nicht mehr symmetrisch, wenn B o es war. Dafiir h]exben jedoch alle. Invarlantcn von - i3
bei Koordmatentransformatmn ungeéndert.

} c) Dle Arbeltslelstung bt}l infinitesimaler - Verzerrung

. Wir nehmen- jetzt -an, es herrséhe in einem Raumgebmte um f der homogene durch ‘$,
definierte - Spannungszustand. Ein geschlossenes Volumen V' habe. die Randfliche F- ‘mit deh‘
Flachenelementen df, . Wir fiithren nun in der Umgebung von 1y eine homogene i‘ni’mltesxmaiev
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Verzerring € + d 8, dui¢h. Das Flichenelement df, wird dabei ciner-Verschiebung um den
Vektor -d Byto unterworfen; " wernn r, sein urspriinglicher Abstand vom Nullpunkt war. Da
fie; gleichzcitige infinitesimalé Diehung und Verzerrung.des Flichenelemerites aus Symmetrig-
griinden Keine Arheitslgistong crfordert, ist die gesamte an .dem Volumen gdeleistete Arbeit

Hodd = _{/"m',r;, » Bodfy = &' BodBory dfy= f[/ div (B, d Byt dV = jﬂ{%‘,d B aY
,g‘;sq_wird *die 'Arheit pro Volumeinheit:
134 d4 = {P;dBe .

151 @ + B, einc infinitesimale Radialstfeckung, also d B,== di- € mil der VolumdcKnung
av av 1.

A =3-d%, so wirddA=d#: {§} = 2 —g'{ﬂ_io} . Herrscht dic hydrostatische Spannung o,
s0 . wird dA = Ev‘:"a. Auch bei unsyimpmetrischem 3, vertritt also %{‘T&,} dic hydrostalische

‘Spammung, worin die Begrindung liegt, %—{‘-30} als mitllerc Sparnung o zu bezcichnen.

 Ftir beliebige Koordinaten errcchnet sich nach (5.2) dann der Wert der mittleren Span-
nung zr.

o= i) = 5 EB = MEW,
also in den Fallen (a) ynd (B)
E ,1 Qi
(5.5%) =g{¢"¥= % {30
und
. e
5.56) o= {P) = —:1; {8}

'Wfédgr ergibt dic. gepuschi-varianic Definition (B) die cinfachere Formel.

-Der in[illitcsirhalcn"Ngzrierrung € 4 d B, cutspricht in belicbigen Koordinaten die Ver:
zerrung - € 4+ dB gemal: U (€ 4 d B,) dyy = (E +dB) Udy, also dB,=U"1dBU.
Wir haben daher mit (5.2) aus (5.4):

dA= EPUUT4B 1} = {UE $dB}.

In den Viallen (&) upd (f) wird somit
{5.49 34 = [l BdY} = {dB - B &Y}

und ' ‘ T
(5.4%) dA = {PdB} = {¢B-B}. -
Wicder .erhalten wir bei der Definition (8) das einfachere Resultal.

djInvarianz des Elast"i.‘zitét\'sg‘éset---zejs S
-Fiirisotropes Material hat in kartesischen Koordipaten das-Elastizitatsgesetz die Gestalt %):
L de _ . Be L, Oe° . .. , .
ef Po== 53@4—231 e -1-73;[ £ bei j= {53}, b= {® und.l= {ﬁ’},

wo ¢ das clastische Potential pro Volumeinheit des Ausgangszuslandes ist.

. Wollen wir erreichen,-daB diesc cinfachc Gestalt-auch fiir beliecbige Koordinaten gilt, so
miissecn B und 8. die gleiche gemischie Invarianz haben; denn nur dann iiberiragen sich die
Invarjanten und funktionellen Abbéangigkeiten.. Hieraus und aus den.weiter.-.oben genannten
Griinden erscheint ¢s’als am zweckmiBigsien, sowohl $ als auch % kovariant-kontravariant
zu definiecren. .Aus.diesem Grundé ist auch in § 3 diesec Varianz bei der Definition von R be-
lont ‘worden.’

%) H Richter. Das isotrope Elastizitatagesctz. Z. angow. Math. Mech., Bd. 28 {1948), 8..206—3209,
Eingegengen: 25..Mai 48.



