Zur Elastizititstheorie endlicher Verformungen.

Herrn GEore HAMEL zum 75. Geburtstag in Verehrung gewidmet.
Von Hans RiceTER in Haltingen (Kr. Lorrach).

(Eingegangen am 3. 6. 1952.)

§ 1. Einleitung.

Die folgenden Ausfithrungen sind inhaltlich insoweit zum Teil nicht neu, als
hier abgeleitete Relationen teils in fritheren Arbeiten des Verfassers, teils in
anderen einschligigen Arbeiten, wie vor allem den ILehrbiichern von Herrn
HaMEL, unter anderen Gesichtspunkten und mit anderen Methoden hewiesen
wurden. Statt dessen wird das Hauptgewicht darauf gelegt, die verschiedenen
bekannten Ergebnisse von einem einheitlichen geometrischen Standpunkte aus
zu verkniipfen. Dieser Wunsch ergab sich in eirner lingeren schriftlichen Dis-
kussion von Herrn Hamel mit dem Verfasser, der mit einer Verdffentlichung
seiner damaligen Ausfiilhrungen der diesbeziiglichen Anregung des Jubilars"
dankbar nachkommen méchte — um so dankbarer, als diese Darstellung wesent-
lich von dem genannten Diskussionsablauf beeinflullt ist.

§ 2. Anschauliche Betrachtung des Verzerrungs-Spannungs-Zustandes.

Erleidet ein zundchst spannungstreies elastisches Medium eine statische Ver-
zerrung. die ortlich — bei Bezugnahme etwa auf Fehlstellenabstand oder Korn-
grofle — nicht zu stark variabel ist, so kann es als Kontinuum betrachtet werden,
bei dem die erzeugten Spannungen in jedem Punkte desselben nur von der
Affinitdat 9 abhingen, die die Verzerrung in der infinitesimalen Umgebung an-
gibt. Wir beschrinken uns daher auf die Betrachtung homogener, direkter,
affiner, statischer Verzerrungen 9, wobei dieses Symbol zunéichst rein euklidisch-
geometrisch gemeint sei als Transformation der Vektoren y im Raume ohne
Bezugnahme auf ein speziell gewéhltes Koordinatensystem. Die zu I inverse
Affinitdt werde mit %! bezeichnet; € sei die identische Abbildung; unter R
verstehen wir crthogonale Drehungen und unter & reine Streckungen in drei
zueinander orthogonalen Richtungen mit positiven Streckfaktoren. Die ¥ bilden
eine Gruppe, wobei B bedeute, daB erst U, dann B angewendet wird. Anderer-
seits sind auch A + B durch (A 4 B)r = Axr + Brund A A dareh (A = 1- Ay
fiir Zahlen A definiert.

Anschaulich seien auch die Spannungen aufgefait: Fiir jede Richtung n im
Raume legen wir die durch den betrachteten Materialpunkt gehende und zu n
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orthogonale Ebene E(n) durch das vermige % deformierte Material. Unter der
Spannung p(n; ) verstehen wir die auf die Flicheneinheit von E (1) bezogene
Kraft nach GréBe und Richtung, die an Stelle des Materials ,,auflerhalb* von E (n)
zur Erhaltung des Gleichgewichts angreifen miiBte. Fiir jedes u wird p ebenfalls
durch einen Vektor dargestellt.

Wir fragen nach der Art der Abhangigkeit der Vektorfunktion p(n; ) von .
Denken wir uns hierzu das gemill 9 verzerrte Material anschlieBend der Ro-
tation R unterworfen, so werden p und n heide mit R gedreht; also gilt

(2.1) pm; N = Rp(R—1u; ).

Nun 148t sich jedes ¥ eindeutig darstellen in der Gestalt

2.2) %= Ne, ( €, = r'echter Streckar‘lteil von A, )
_h; = linker Drehanteil von 2

so dafl (2.1) liefert:

(2.3) peu; ) = Np M 'n; &,).

Hieraus folgt:

Bev beliebigem anisotropen Malerial legt der rechte Streckanteil die thermo-
dynamischen Grofien vollkommen, dagegen die Spannungen nur bis auf die Orien-
tierung fest; zur vélligen Berechnung der Spannungen ist noch der Drehanteil der
Verzerrung zu geben.

Ist das Material dagegen isotrop. so ist es fiir die Spannungen gleichgﬁl{ig,
ob vor U noch eine Drehung ausgeiibt wird. Hier gilt also analog zu (2.1)

(2.1 is0) pOu; AR = p; A).

Bildet man die zu (2.2) analoge eindeutige Zerlegung:

(2.4) A= ER,,

so ergibt sich

(2.3 is0) p: ) = pn; &)

Der Vergleich von (2.2) mit (2.4) liefert wegen € R, = R, (R; ' & R,) sofort
(2.5) R=R =R, S,=R"'GNR;

d. h. die Drehanteile von ¥ sind identisch, und die Streckanteile unterscheiden
sich nur durch die Orientierung der Streckrichtungen. Aus (2.3 iso) und (2.3)
ergibt sich nun sofort

P ) =p; A) = RpR~n; RGN,
oder allgemein fiir isotropes Material
(2.6 iso) P RERT) = RpR~n; §)
Damit haben wir:

Bei isotropem Material sind die thermodynamischen Grofen und die Spannungen
allein von dem linken Streckanteil @; abhdngig. Werden die Streckachsen von &
mit einem R verdreht, so folgt p dieser Drehunyg.

Hieraus folgt inshesondere durch Anwendung von Drehungen um 180°, da3
fir die Streckrichtungen 5 von €, gilt: p(3; €) || 5.
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Unsere Betrachtungen geben gleichzeitig Auskunft iiber die Anzahl der
Parameter im allgemeinen Elastizitdtsgesetz endlicher Verformungen: Bei all-
gemein anisotropem Material sind die Streckfaktoren von &, und seine Lage
zu den Kristallachsen wesentlich; elastische Energie und Entropie enthalten
also 6 Parameter, die die Spannungen bis auf die aus der Kenntnis von R {olgende
Orientierung liefern. Bei isotropem Material sind nach (2.3 iso) und (2.6 iso)
nur die drei Streckfaktoren wesentlich, bis auf die Orientierung, die jedoch durch
€, allein bereits festgelegt ist; R ist bei Verwendung von &, unwesentlich.
Dagegen liefert &, im isotropen Falle wohl die drei Parameter, nicht aber die
Orientierung und ist insoweit weniger giinstig.

Die ohigen Betrachtungen setzen voraus, dafi p(n) durch 2 festgelegt wird.
Dies gilt, wenn Temperatur (resp. Entropie) fiir Ausgangs- und Endzustand
vorgegeben sind oder spezielle Veranderungen wie isotherme oder adiabatische
Verzerrungen betrachtet werden. Im allgemeinen Falle kommt noch Temperatur
oder Entropie als weiterer Parameter im Elastizitdtsgesetz hinzn.

§ 3. Matrizielle Schreibweise.

Die eleganteste mathematische Erfassung der Elastizitatstheorie endlicher
Verformungen ist zweifellos die durch Tensoren fiir beliebiges Koordinaten-
system. Unangenehm dabei ist jedoch die laufende Beachtung des Verschwindens
des Kriimmungstensors und die Schwierigkeit, die obengenannten einfachen
geometrischen Zusammenhinge unmittelbar denTensoren anzusehen; ja, die zur
Erlangung echter Tensoren iiblicherweise vorschnell durchgefiibrte Bildung des
,,Verzerrungstensors‘* verdeckt wichtige Zusammenhéinge. Da der spitere Uber-
gang zu einem beliebigen Koordinatensystem leicht im Rahmen der Matrizen-
rechnung ohne Verwendung des Ricci-Kalkiils méglich ist, legen wir hier der
Einfachheit halber ein kartesisches Koordinatensystem zugrunde, in welchem
der Vektor des allgemeinen Punktes des Ausgangszustandes durch eine Spalten-

matrix
1

(3.1) T =

8) w&) &)

3

und der entsprechende Punkt des deformierten Zustandes durch
Z;

(3.2) L=\ %

Ty

gegeben ist. Eine Affinitdt % wird durch eine quadratische Matrix charakterisiert,
die das gleiche Symbol 2 trigt, so dall

(3.3) = AT

bei homogener affiner Verzerrung ist. Matrizen % vom Typus RN oder &
werden resp. charakterisiert durch

(3.4) KRR =¢ und G = &,
5*
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wobel allgemein 9’ die zu A Transponierte (an der Hauptdiagonale Gespiegelte)
hezeichnet. (2.3), (2.4) und (2.5) bleiben wortlich erhalten. Hinzu treten

{3.5) AW =& und WU = &2,

woraus &; und €, als positiv definite Quadratwurzeln eindeutig bestimmt
sind. Bezeichnen wir die aus 9 gebildete Determinante mit |
|| =] €| =|€,| die VolumvergroBerung an.

Bekanntlich folgt aus dem Gleichgewicht der Krifte und Momente, daf§ sicl
bei kartesischen Koordinaten p(n) darstellen 1iBt mit Hilfe einer Matrix .
des Spannungstensors. so daf}

pay = P mit P =W

wird. Unsere Gleichungen (2.3). (2.31is0) und (2.6 iso) schreiben sich nun

, so gibt

(3.6) RE) = RR((S,) R,
(3.6 iso) BEY = R(E).
(3.7 iz0) PARER Y =RPEGNR-L

Die Transformationseigenschaft (3.7 iso) ist charakteristisch fiir isotropes
Material, da aus (3.7 is0) in Verbindung mit (3.6) und (2.5) wieder (3.6 iso)
folgt. Bei anisotropem Material ist also B(E,) keine affin (oder auch nur
orthogonal) invariante Matrixfunktion, sondern besteht ans sechs bis jetzt
zueinander heziehungslosen Funktionen.

§ 4. Verzerrungstensoren und modifizierte Spannungstensoren.

Unter einem ,,Verzerrungstensor 8 von ¥ {iir P ¢ verstehen wir bei AuBer-
achtlassung der hier ju unwesentliclien Tensoreigenschaft eine Matrix B mit den
Eigenschaften:

a) R hiingt eindeutig von % ab: V = V().

h) Ist B(A) = B(Y), so ist RA) = B(B) fiir jedes Material.

¢) Die Manuigfaltigkeit aller ¥ ist von moglichst geringer Dimension kleiner

als neun,
Mit ® ist dann jede eineindeutige Matrixfunktion von X ein Verzerrungstensor,
eine Eigenschaft. die man zur Normierung des Verzerrungstensors benutzen
Lkann. Aus den Betrachtungen von § 2 folgt nun:

Bei allgemein anisotropem Material gibt es fir P keinen Verzerrungstensor.
Bei isotropem Material sind die Verzerrungstensoren fiir B die eineindeutigen
Funktionen von €.

Da nun €, nach (3.6) das ¥ bis auf die Orientierung festlegt, liegt es nale,
einen modifizierten Spannungstensor
(+.1) B =RURQOR = [(E)
einzufiithren. Eine andere Bildung dieser Art ist
(4.2) Ry = [ A - ATTPEROATT,
das sich mit Hilfe von (2.2) und (3.6) und wegen | % | = | &,

(4.3) B, =S| € R(E)E .

schreibt als
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Es gilt also:

Fiir die modifizierten Spannungstensoren P, und P, ist bei beliebigem aniso-
tropem Material jede eineindeutige Funktion von ©, ein Verzerrungstensor.

Jedoch liefern die P, und P, die Spannungen im Raume erst bei zusitzlicher
Kenntnis von R. Wegen der Symmetrie von ‘B und wegen (3.4) sind B, und B,
heide symmetrisch. %, hat zudem die gleichen Invarianten wie 93; insbesondere
liefert die Spur von %, den dreifachen hydrostatischen Druck. Diese Eigenschaft
gilt aber nicht fiir das — wie wir gleich sehen werden — in der Literatur iib-
lichere f,.

Der Zusammenhang der von uns eingefithrten Verzerrungs- und Spannungs-
tensoren mit den in der Literatur sonst noch eingefiihrten ist nun sebr leicht
zu sehen. Ausgehend von (3.3) bildet man {iiblicherweise den Ausdruck
3(Jz|? — |T|» und betrachtet ihn als quadratische Form in ¢ mit symmetrischer

Koeffizientenmatrix T oder in T mit Matrix ¥. Nun ergibt sich aus (3.3)

[g2 — T2 =¢'(€ — (W) D =T (WA — )%
und hieraus fiir die ,,Verzerrungstensoren ¥ und /I\ unter Beachtung von (3.5)
(+.4) I=3C—-&) ud T =3}E 6.

T und T sind also spezielle analytische Funktionen der Streckanteile &, und &,,
der Prototypen von Verzerrungstensoren, mit entsprechenden Einschrinkungen:

T ist nur Verzerrungstensor bei isotropem Material ; dann aber fiir . T ist stets
Verzerrungstensor; aber nur fir die ;1\9,, (oder &hnliche Bildungen). Ebensogut
kann man auch andere Funktionen der Streckanteile verwenden, unter denen
sich die ,,natiirlichen Verzerrungstensoren®

4.5) L=1log® und Q= log €,
als besonders geeignet erweisen und insbesondere durch gewohnliche Deviator-
hildung eine Separierung von Volum- und Gestaltinderung gestatten.

In der Literatur wird — meist in Zusammenhang mit dem Lagrangeschen
Standpunkt — eine Modifikation P des Spannungstensors eingefithrt, die wie
folgt definiert ist:

a) die Anwendung von P auf ‘ein Fléchenelement dzf\des Ausgangszustandes
liefert die Kraft auf das entsprechende Flichenelement d | des deformierten
Zustandes;

b) die auf df wirkende Kraft wird in dem vermége 9 verzerrten Koordinaten-
system angegeben.

Der Znsammenhang von B mit P ist leicht einzusehen: Bezeichnen wir
namlich die auf & f wirkende Kraft im kartesischen System mit df und im affin
verzerrten System mit ¢, so haben wir die Beziehungen
(4.6) df = Pdi, di =Rdf, di=|A.W-d], df = udf,
aus denen sich sofort ergibt:

(4.7) o= [U AR AL

W ist also gerade das weiter oben eingefithrte und diskutierte %,.
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§ 5. Die elastische Energie.

Ein Einheitsvolumen des spannungsfreien Ausgangszustandes werde den
stetig von dem Parameter (z. B. der Zeit) £ abhingigen Deformationen 2 (f) mit
A(0) =C unterworfen. Zum ,,Zeitpunkt“ ¢ moge die innere Energie u(f), die
Entropie s(t), die absolute Temperatur @ (f) und die vom Material geleistete
mechanische Arbeit A(f) sein. Dann gilt

(5.1) dA4 +du — Ods =dA +-d(uw — Os) + sd@ =0,

Die im Volumelement aufgespeicherte duBlere Arbeit wird oft ,.elastisches
Potential** genannt. Wir sehen, dal} dieses Potential bei isentropischen Ver-
zerrungen die innere Energie . bei isothermen Verzerrungen dagegen die freie
Energie f = u — Os ist.

% wird als Funktion von 2 und s angesetzt :

(5.2) u =y (U, s).
Da bei isochoren Vorgingen d4 = 0 ist, folgt
= dy
(5.3) 0= %

und daher aus (5.1)
(54) dA + (dW)s:conSt = O

Wir konnen uns deshalb auf isentropische Vorgidnge heschrinken, d. h. wir be-
trachten s als freien Parameter, den wir nicht mehr mitschreiben, p ist eine
Funktion der Komponenten a; von ¥,

Unterwerfen wir ein endliches Volumen V mit der Oberfliche F der infinitesi.
malen Affinitit B =C¢ + dB und herrscht in ¥ der homogene Spannungs.
zustand B, so ist die von T geleistete Arbeit gegeben durch

a4, :—ff(i]Sdf)’d‘Bt - ~—/f(5],3’d%r)’df ~ —/f/div (R dB 1)
F F Vv
oder wegen L& = /.
(5.5) dd, = —T . (R d%},

wenn das Zeichen { } allgemein die Spur einer Matrix angibt. In unserem Falle
ist 1=/ und B = € 4 dB die Affinitit, die von A(t) zu A +dt) = A(t) 4-dA
fithrt, also 9 + d = (€ + dB) A und damit

(5.6) dB =da - AL,

Aus (5.4) erhalten wir somit wegen der allgemeinen Regel {%B€} = (€A}

5.7) [ - EREOAA} = du = dyp(ay).

§ 6. Das allgemeine Elastizititsgesetz.
Benutzen wir fiir jede Matrix Mt die einleuchtende Schreibweise M = (my;),
m; = (M), so schreibt sich (5.7) als

N - 0
(9[{1%' (BEOA Y day =1§ ()::k dag,
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woraus sofort folgt:
. J
(6.1) RO = AP A mit (V) :%.
y(a;) ist jedoch nicht eine beliebige Funktion, da P = P’ sein muB. Diese
Bedingung liefert fiir y das partielle Differentialgleichungssystem
&l (By) 0

62 3

y=1

ma,kv—%ai,) =0 fir (k) =(1,2),(,3) und (2,3),

dessen allgemeine Losung lautet:

3
(6.3) Y= @(yp) mit yu = ;;“n' @ = (W Wy, = (S})iz,.

Die innere Energie hingt also nur von &, ab in Ubereinstimmung mit den an-
schaulichen Ergebnissen von § 2. Um nun auch rechnerisch zu verifizieren, da8
&, bei beliebigem Material ein Verzerrungstensor fiic den modifizierten Spannungs-

tensor ‘B ist, formen wir (5.7) mit Hilfe von (2.2) und (4.7) um in
du = {$8,d8) + (&, BS, R dR).
Dabei liefert die Anwendung der Regel {8} = {98’} unter Beachtung von
F=%
2{@, F &, R dR)={(S,F &) W dR)+{(& R S) @R - M)={(&,F &) d (W I} =0,
so dal3 wir wegen (4.4) erhalten:
(6.4) {Bd3) = du.
Dabei ist nach (6.3)  eine Funktion der y;;, also auch als Funktion der sechs

GroBen /t\,-k mit ¢ < k schreibbar. Damit folgt aus (6.4)

(6.5) i=(‘?)

Oty

wobei vor der Differentiation die It:k durch %(/t;k —|—/t;.i) zu ersetzen sind. P selbst
ergibt sich dann mit Hilfe von (4.7).

Die Formeln (6.1) und (6.5) gelten dann allgemein fiir anisotropes Material.
Man kann durch Umformung von (5.7) weitere derartige Formeln erhalten,
von denen wir nur diejenige erwihnen, die der bei Einnahme des Eulerschen
Standpunktes sich anbietenden Verwendung von B = A~! an Stelle von A
entspricht. Wegen

0=d(AAY) =dU. A~ + B~1dB

wird zunichst aus (5.7)
{BB1dB} = —du - |Y|

und daher
% du
(6.1%) az:-mp(m)%.
Die Symmetrieforderung P = T fitlhrt wieder auf (6.3) zuriick: » darf nimlich

nur von BB = (A A)~! abhingen.
I'm Spezialfall des isotropen Materials werden die angefiihrten Beziehungen

besonders einfach. Hier wird P mit &, und B, = :i? wegen (4.3) mit &, koaxial:
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BE = &P, 51.\/ =&, ‘]3 » hiingt nur noch von den Invarianten von &,
oder &, resp. eines boheblgen anderen Verzerrungstensors ab. Benutzen wir
als Invauanten die J {4 } fir » =1,2.3 und setzen auf Grund der Ko-

axialitat ‘B = Z/.y 17 an. so folgt aus (6.4) sofort durch Koeffizientenvergleich

po=t)

¢+ 2 du\ I 438 T2 it ]A, = {/E\’}

(6.6 § =
) =5 J, 0, ,)J3

Setzen wir in (5.7) 9 = &;N ein, so werden wir aul
[A|7du = {(E7'RE) (dR - W)} +{S;'BdG)
gefiihrt. Der (zu dem bei der Ableitung von (6.4) durchgefiihrten analoge) SchluB
auf das Verschwinden des ersten Summanden ist nur méglich, wenn &; ' &,

symmetrisch ist, was B &, = &;B und die Isotropie fordert; dies entspricht
der Tatsache, daB nur bei Isotropie ¥ einen Verzerrungstensor besitzt. Wir

haben dann lgll_ldu = (R E; ldC,}

was wir mit (4.4) schreiben kénnen als

(6.7 | A7 du = {BdL}  oder |G| 'du = (RE]dI}.
Analog zu (6.6) fo]gt hieraus mit Hilfe von (4.4) und (4.5)
(6.8) R.eh = C + ’(—)u— L4 3= ')u 22 mit  §, = {&"}

und
du Ju du

(6.9) ~B:]@—2I{’(01L+-)J T

) (€ —23) mit J, = {3},

was sich mit Hilfe des Cayley-Hamiltonschen Theorems leicht in ein Polynom
2. Grades in I verwandeln 1a8t. Weitere Umformungen des Elastizitiisgesetzes
sind leicht durchfithrbar. doch kann es keine Formel geben, die bei anisotropem
Material P analog zu (6.1) und (6.5) durch einen Verzerrungstensor ausdriickt.
Ebenso unmoglich ist selbst bei isotropem Material die Darstellung von P
durch T oder die von (E durch .

§ 7. Lagrangescher und Eulerscher Standpunkt.

Die obigen Ausfithrungen und angegebenen Formeln sind véllig unabhingig
davon. ob man heim Aufbau der Elastizitdtstheorie endlicher Verformungen
den Eulerschen oder Lagrangeschen Standpunkt einnehmen will, da ja nur
die Matrizen und die thermodynamischen Invarianten als Funktionen der
Matrixkomponenten eingehen. Daraus folgt aber, daB} nicht — wie oft behauptet
— der Lagrangesche Standpunl\t zwangslaufig auf ‘/1; und E der Eulersche
dagegen auf P und I fithren muB; ein solcher Eindruck ist meist die Folge
eines von vornherein zu speziellen Aufbaues, insbesondere einer komponenten-
miBigen Darstellung. Allerdings ist die Funktionalmatrix % beim Lagrangeschen
Standpunkt das % und beim Eulerschen Standpunkt das 2%~ (diese Tatsache
fithrt ibrigens in Verbindung mit (5.6) unmittelbar zu den Jaumannschen Uber-

gangsgleichungen). so dafl im ersteren Falle 3= (BT — €) und im letzteren
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I =1 (¢ — §F B besonders einfach zu bilden ist. Dies ist aber eine Angelegen-
heit der rechnerischen Okonomie und nicht der Logik. Vom allein wesentlichen
physikalischen Standpunkte aus sind nur die aufgezeigten grundsitzlichen
Unterschiede wichtig: N

Im anisotropen Falle hat P keinen Verzerrungstensor. Man hat also % und
damit zwangsliufig 3 (oder eine andere Funktion von &,) als zugehorigen Ver-
zerrungstensor zu betrachten, von dem allein die thermodynamischen Potentiale

abhiingen. Jedoch ist zu beachten, daB ;1;‘ nicht die Spannungen im Raume
liefert ohne Kenntnis des ganzen 9.

Im isotropen Falle dagegen hat * den Verzerrungstensor I (oder eine andere
eineindeutige Funktion von &), der sowohl die thermodynamischen Potentiale
als auch P festlegt. Die Verwendung von B und I ist also erstrebenswert.

Wichtig, jedoch leider oft nicht beachtet, ist vor allem, daf man vollige
Klarheit iiber die anschauliche und physikalische Bedeutung der henutzten
Tensoren gewinnt, wozu diese Ausfithrungen einen Beitrag darstellen mdéchten.



