
Zur Elnstizitatstheorie endlicher Verformungen. 

Herrn GEORG HARIEL zum 75. Geburtstag in Verehrung gewidniet. 

Yon HANS RICHTER in Haltingen (Kr.  Liirrnch). 

(Eingegangen am 3. 6. 1952.) 

5 1. Einleitung. 
Die folgenden Ausfiilirungen sind inlialtlicli insoweit Zuni Teil niclit nen, dls 

hier abgeleitete Relationen teils in friiheren Arbeiten des T7erfassers, teil:, in 
anderen einschliigigen Arbeiten, wie vor allem den Lehrbiichern von Herrn 
HAMEL, unter anderen Gesichtspunkten und rnit anderen Methoden hewiesen 
a urden. Stat t  dessen wird das Hauptgewicht darauf gelegt, die versehiedenen 
bekannten Ergebnisse von einem einheitlichen geometrischen Standpunkte ails 
z u  verkniipfen, Dieser Wunsch ergab sich in einer liingeren schriftlichen Dis- 
kussion von Herrn Hamel mit dein Verfasser, der init einer Veroffentlicliung 
seiner danialigen Ausfuhrungen der diesbezuglichen Anregung des Jubilars 
dankbar naclilionirnen mochte - uiii so dsnkbarer, nls  diese Darstelliing wesent- 
lirh von dem genannten Diskussionsablauf heeinfln0t ist. 

3 2. Anschauliche Betrachtung des Verzerrurifi.s-Spanniings-Zustaades. 
Xrleidet ein zunaclist s~iannungsfreies elastisclies Medium eine statische \.er- 

zerrung. die Ortlicli - bei Bezugnahrne etwa auf Fehlstellenabstand oder Korn- 
grBl3e - nicht zu stark variabel ist, so kann es alsKontinuuni betraclitet werden. 
bei dem die erzeugten Spnnnungen in jedem Punkte deiselben nur von der 
Affinitiit (II abhangen, die die Verzerrung in der infinitesiinalen Umgebung an-  
gibt. Wir beschrlnken uns dalier auf die Betrachtung homogener, direliter. 
affiner, statischer Verzerrungen ?I, wobei dieses Syinhol zunachst rein euklidiscli- 
geonietriscli geineint sei als Transformation der VeBtoren F i i i i  Kwume olme 
Bezugnaliine auf ein speziell gewilhltes Koordii~~itensystem. Die Z U  \!I in\ erse 
Affinitiit merde init W1 bezeichnet ; Q sei die identisclie A~hhildllllg, untei 9 i  
verstehen u ir crtliogonale Drehnngen und antcr (5 reine Gtrerkungen in drci 
zueinander orthogonalen Richturigen init positiven Streclifaktoren. Die \!I bilderi 
eine Gruppe, wobei @?I bedeute, daIj erst ?(, dann 23 angewendet w i d .  Anderer- 
seits sind auch 9I + 8 durch (!X + 2 3 ) ~  = 9 1 ~  + 8 ~ u n d  2Bldurcli ( 2 % ) ~  = 2 .  ?IF 
fur Zahlen 2 definiert. 

Ansclislulicli seien auch die Spannungen aufgefal3t : Fur jede Richtung 11 im 
Riunie legen wir die diircli den hetrixcliteten Miltterialpunkt gehende und zii 11 
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orthogonale Ebene E ( H )  durcli das  verniiige 91 deformierte Material. Unter der 
Spannung p (11; Y) X-erPtehen \vir die auf die Flaclieneinheit von E (n) bezogene 
Kraft  nach GroIje und Richtung, die a n  Stelle cles Materials :,au8erhalb" von E(n)  
zur Erhaltung des Gleichgen-iclits nngreifen miiBte. Fiir jedes 11 wird p ebenfalls 
durcli einen T'elitor clargestellt. 

Wir fragen nach der Art der Aldi8ngigkeit der T'ektorfunktion p(11; '$1) von %. 
Denken wir uns hierzu das  geiniiI3 ?I rerzerrte Naterial anschliel3end der Ro- 
tation 3 unterworfen. so werclen p und 11 heide init '3 gedreht; also gilt 

(2.1) 
Xun lafit' sic11 jedes ?I eindeiitig darstellen in der Gestalt 

+ ( n ;  % ? I )  = %p(%-ln; ?I ) .  

1; E, = rechter Streckant,eil von ?(, 
= linker Drelianteil von 91 

(2.2) ?I = %lEr 

so clal j  (2.1) liefert : 
(2.3) 
Hieraus folgt : 

Bei belicbigcm nnisotropeTi Naier in l  legt der re cht e Streckanteil die t,hernao- 
dynamische.n Cropen vollkomnzen. dngegen die Spnnnzcngen nur bis auf die Orien- 
tieruxg fest ; z tw  T o W i g c n  Berechnimg d e r  Spannmgen  ist noch der Drehnnfeil der 
Verzerrung z z ~  geben. 

oh vor ?i noch eine Dreliung ausgeiillt n-ircl. Hier gilt also analog zu (2.1) 

(, 
.F'(11; 91) = !N~p(91;111; Gr) .  

1st clas Blaterial dagegen isotrol). so ist es fiir die Sptmnungen gleicligiiltig, 

(2.1 iso) p ( n  ; ? I % )  = +'(I1 ; ?I ) .  
Bildet inan die zu (2.2) analoge eindeutige Zerlegung : 

(2.4) I r )  9 [ = 6 %  

p (I1 : ?I)  = 11 (11 ; G/)  . 
so ergiht sic11 
(2 .3  iso) 

Der T'ergleich \-on (2.2) mit (2.4) Iiefert wegen El%, = '31r(%;1Gl%r) sofort 
(2.5) \si/ = '31, = 3 ,  G r =  3-1Gl%;  
d.  11. die Drehanteile von &( sine1 identiscli, und die Strecltanteile unterscheiden 
sic11 nur durcli die Orientierung der Streckriclitungen. Ails (2.3 iso) und (2.3) 
ergiht sich nun sofort 

p ( n ;  ./) = p ( n ;  ?() = Wp(%-ln; %-lGl%) ,  
oder allgeniein fur isotropes Material 

(2 .6  iso) ~ l ( n ;  WE'31-') = %#(%-111; G) 
Damit liahen wir : 

Bei isotropem Xater in l  sind d ie  thermodynamischen Groaen und die Spannungen 
nllein von den1 1 i l l  k e n  Strecknnteil E! nbhangig. Werden die Strecknchsen ~ I O ~ L  

mit eimm '31 verdreht, so folgt dieser Brehting. 
Hieraus folgt inshesondere durcli Anwendung von Drehungen uni  180°, daB 

fur die Streckriclitungen G von El gilt: p ( d ;  E!) 1 1  6 .  



R'ichter, Elastizitatst,heorie endlicher Verformungen. 67 

Unsere Betrachtungen geben gleiclizeitig Auskunft iiber die Anzahl der 
Parameter ini allgemeinen ElastizitLtsgesetz endlicher Verformungen : Bei all- 
gemein anisotropem Material sind die Streckfaktoren von GT und seine Lage 
zu den Kristallachsen wesentlich ; elastische Energie und Entropie enthalten 
also 6 Parameter, die die Spannungen bis auf die aus der Kenntnis von 3 folgende 
Orientierung liefern. Bei isotropeln Material sind nach (2.3 iso) und (2 .6  iso) 
nur die drei Streckfaktoren wesentlich, his auf die Orientierung, die jedoch durch 
GL allein bereits festgelegt ist; '31 ist bei Verwendung von G1 unwesentlich. 
Dagegen liefert 6, in1 isotropen Falle wohl die drei Parameter, nicht aber die 
Orientierung und ist insoweit weniger gunstig . 

Die obigen Betrachtungen setzen voraus, dn13 $)(it) durch PI festgelegt wird. 
Dies gilt, wenn Temperatur (resp. Entropie) fur Ausgangs- und Endzustand 
vorgegeben sind oder spezielle Veranderungen wie isotherme oder adiabatische 
Verzerrungen betrachtet werden. Im allgemeinen Falle kommt noch Ternperatur 
oder Entropie 01s weiterer Parameter im Elastizitatsgesetz hinzn . 

8 3. Matrizielle Schreibweise. 
Die eleganteste mathematische Erfassung der Elastizitatstheorie endlicher 

Verformungen ist zweifellos die durch Tensoren fur beliebiges Koordinaten- 
system. Unangenehm dabei ist jedoch die laufende Beachtung des Verschwindens 
des Kriimmungstensors und die Schwierigkeit, die obengenannten einfachen 
geometrischen Znsaninienhiinge nnmittelbar den Tensoren anzuselien ; ja, die zur 
Erlangung echter Tensoren ublicherweise vorschnell durchgefuhrte Bildung des 
,,Tiel-zerriiiigstensors" verdeckt wichtige Zusammenhange. Ds der spatere Uber- 
gang zu eineni beliebigen Koordinatensystem leicht im Rahnien der Rlatrizen- 
rechnung ohne Verwendung des Ricci-Kalkiils moglich ist, legen wir hier der 
Einfachheit halber ein kartesisches Koordinatensystein zugrunde, in welchem 
der Vektor des allgemeinen Punktes des Ausgangszustandes durch eine Spalten- 
nmtrix 

(3.1) 

und der entsprechende Punkt des deforniierten Zustandes durch 

gegeben ist. Eine Affinitat Pl wird durch eine quadratische Matrix charaliterisiert, 
die das gleiche Symbol VI tragt, SO da13 

(3.3) F = 21z 

bei homogener affiner Verzerrung ist. Xatrizen 21 vom Typus 93 oder G 
werden resp. charakterisiert durch 

(3.4) W W = B  L11ld G = G ' .  
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w-oliei allgeuiein 3L' die zii ?( Triinsponierte (an der Hauptdiagonale Gespiegelte) 
tBezeichnet. (2.3).  (2.4) und ( 2 . 5 )  Iileiben wortlicli erhalten. Hinzu treten 

?I?(' = E: und ?('?[ Gp (3.5) r .  

WO~;ILIS E, und Er als positiv definite Quadrntwurzeln eindeutig bestirnnit 
sind. Bezeiclinen u i r  die n u s  ?I gebildete Deterininante iiiit I ?I 1 ,  so giht 
I ?( 1 = I E l /  = 1 Erl die ~-0luiiiT-ergrSBerung an. 

Bekanntlicl: folgt a u s  deni Oleicligen-icht der Kriifte iind Moiiiente. daIj sic11 
I.)ei kartesischen Koordinaten (kl) darst,ellen I R B t  niit Hilfe einer 1 ,htr ix  v. 
des S~"tinun~sten::~ors. so da B 

p ( n )  = vtr iiiit = $' 
wire]. Pnsere Gleiclinngen (2.3).  (2 .3  iso) und ( 2 .  6 iso) sc.lireil,en sicli nun 

(3.6) q3(!?() = 9?q3(5r)?H-1, 
(3.6 iso) y y ( )  y(,G) " I  . 

(3.7 iso) *(%E3-1) = >"qqE)gy1. 

Die Tr  a n sfor n i i i  t ionseigenscl I i i  ft (3. i iso) is t c'lia rii kter is t,isc 11 fiir isotmpe:: 
Material. tla ; ius (3. '7 iso) in T7erliinclung niit (3.6) und (2 .5)  uiecler (3.6 iso) 
folgt. Bei aniaotropeiii JIwterial ist also '$(Er) keine affin (oder aucli n ~ i r  
orthogonal) invariante X i  trisfnnktion, sondern besteht iiiis sechs his jetzt 
ziieinander bezielinngslosen Fiinlrtionen. 

8 4. Verzerriin~stensoren rind modifizierte Spaiiiiiirigst~ensoren. 
Unter eineiii ,.Verzerrungsteiisor % Ton BL iur '$ " verstelien wir liei AuWer- 

achtlassung der liier j;r unn~esentlic~lien Tensoreigenschtift eine I h t r i s  % niit den 
Eigenschaften : 

a )  % hiingt eindeutig \-on 9L ~ I I :  % = 23 (-I). $1 
1)) 1st %(Yo = %(%): so ist v(%) = '$@) fi ir  jedes Mat,erial. 
(.) Die i\lannigfiiltipkeit it Iler % ist \-on niogli(.li$t geringcr Ihiension ldeiner 

nls neiin. 
AIit i a t  dann jecle eineincleutige ?tlatrixfiinktion Ton % ein \'erzerriirigstensor, 
eine Eigensclinft . die nlan zur Soririierung cles T-erzerrungst'ensors benutzeii 
liann. Ails den Uetrac~litungen von 0 2 folgt nun: 

Bei a1lgeme.in nwisotropem lMaferinl gibt es f iir !$ ke,iize)L Ver;errungsteiisot.. 
Bei isotropem Material sind die Tir-rrriLngste)isore?i fiir '$ die einrindeutige)i  
Funktionen coz E, . 

1);i nun E, n;icIi (3.6) d a s  '$ lris n u l  die Orientieriing festlegt. lie@ ea ~iiilie, 
eine~i niodifizierten S;l~ann~ingstenxor 

'$ = $3-1 +* ( 9 [ )  $31 '$ ( *Zr)  

2 -  - j '!( 1 . '!(-l$('![)'!pl, 

(4.1) 
einziiiiil~ren. Kine anclere Bilclung clieser Art ist 

(4.2) 
ciiis sicli iiiit Hilfe von (2 .2)  und (3.6) und wegen I '!( 1 = I Grl schreibt ills 
(4.3) $2 = l G r I .  G ; l * ( e r ) q ' ,  
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Es gilt also: 
F u r  die modifizierten Spannungstensoren !& und p2 i s t  bei beliebigem aniso- 

tropem Material jede eineindeutige Funkt ion  von Gr ein Verzerrungstensor. 
Jedoch liefern die und P2 die Spannungen iin Raume erst bei zusiitzlicher 

Kenntnis von 8. Wegen der Symmetrie von $ und wegen (3.4) sind ql und p2 
beide symmetrisch. pl hat zudem die gleichen Invarianten wie g; insbesondere 
liefert die Spur von !& den dreifachen hydrostatischen Druck. Diese Eigenschaft 
gilt aher nicht fur das - wie a i r  gleich sehen werden - in der Literatnr ub- 
l i~liere '$2. 

Der Zusammenhang der von uns eingefuhrten Verzerrungs- und Spannungs- 
tensoren mit den in der Literatur sonst noch eingefuhrten ist nun sehr leicht 
zii sehen. Ausgehend von (3.3) bildet man ublicherweise den Ausdruck 
:(I ~ 1 2  - l z l z )  und betrachtet ihn als quadratische Form in g niit synimetrischer 
Koeffizientenniatrix 5 oder in 'ij- mit Matrix 2 .  Nun ergibt sich &us (3.3) 

A 

J z 1 2  - = g'(6 -- (?f?")-')z = y(w!A - G)? .-. 
nnd hieraus fur die ,,Verzerrungstensoren" 2 und 2 unter Beachtung von (3.5) 

(4.4) 

2 und 2 sind also spezielle analytische Punktionen der Streckanteile GI und Gv, 
der Prototypen von Verzerrungstensoren, mit entsprechenden Einsclirankungen : 
Z ist nur Verzerrungstensor bei isotropem Material ; dann aher fur p. 2 ist stets 
Verzerrungstensor ; aber nur fur die Pv (oder Llinliche Bildungen). Ebensogut 
kann man auch andere Funktionen der Streckanteile verwenden, unter denen 
sich die ,,natiirlichen Verzerrungstensoren" 

(4.5) 2 = log Gl und 2 = log 6, 

als besonders geeignet erweisen und insbesondere durch gew~olinliche Deviator- 
hildung eine Separierung von Volum- und Gestaltanderung gestatten. 

In  der Literatur wird - meist in Zusammenhang mit dem Lagrangeschen 
Standpunkt - eine Modifiliation !$ des Spannungstensors eingefulirt, die wie 
folgt definiert ist : 

a )  die Anwendung von S$ auf 'ein Flachenelement d f des Ausgangsznstandes 
liefert die Kraft  auf das entsprechende Flachenelement d f des deformierten 
Zustandes ; 

b) die auf d f  wirkende Kraf t  wird in dem vermoge 'II verzerrten Koordinaten- 
system angegeben. 

Der Zusammenhang von 9 mit ist leicht einzusehen: Bezeichnen wir 
niimlich die auf d f wirkende Kraft im kartesischen Systeni niit clf nnd im affin 
verzerrten Systeni niit df,  so liahen n i r  die Beziehungen 

A 

= .$((s. -- 6r2)  und 2 = &(G: -- 6) .  
--. 

h 

A 

A 

A 

A .-. 

A 

A 

A A A  A A 

(4.6) df 1 Q d f ,  clt = vdf ,  d f  = J % I  * YI'-'df, df = Y ( d f ,  

aus denen sich sofort ergibt : 
A 

(4- 7 )  3 = 1 ?q ?I-] '$?(?I) Y"-- l .  -. 
'$ ist also gerade das weiter oben eingefuhrte und diskutierte q2. 
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Q 5. Die elastische Energie. 
Ein Einlieitsvolumen des spannungsfreien Ausgangszustandes werde den 

stetig von dem Parameter (z. B. der Zeit) t abhangigen Deformationen % ( t )  mit 
P1(0) = 6 unteraorfen. Zuni ,,Zeitpunkt" t moge die innere Energie u(t) ,  die 
Entropie s ( t ) ,  die absolute Temperatur O ( t )  und die vom Material geleistete 
meclianische Arheit A ( t )  sein. Dann gilt 

(5.1) dA + du - Ods = d A  + d(u  - 0 s )  + sdO = 0. 

Die im Yolumelenient aufgespeiclierte auBere Arbeit wird oft ,,elastisches 
Potential" genannt. Wir sehen. daB dieses Potential bei isentropischen Ver- 
zerrungen die innere Energie u .  bei isothermen Verzerrungen dagegen die freie 
Energie f = u - 0 s  ist. 

u wird als Funktion von ?[ und s angesetzt : 

( 3 . 2 )  u = y ( ? [ ,  s).  

Da hei ieoclioren Yorgiingen dA = 0 ist, folgt 

(5.3) 
und daher aus (5.1) 
(5.4) d A  + (dPy)s,const = 0 .  
Wir konnen uns deslialb auf isentropische Torgange heschranken, d .  11. wir he- 
trachten s als freien Parameter. den wir niclit mehr niitschreiben. ist eine 
Funktion der Koiiiponenten a I k  von 9(.  

Unterwerfen n i r  ein endliches Volunien V init der Oherflaehe P der infinitesi- 
rnalen Affinitat 3 = 6 + d% und lierraclit in I' der homogene Spannungs- 
znstand '!$, so ist die von 1' geleistete Arbeit gegeben durcli 

oder wegen !$ = T': 
( 5 . 5 )  

n-enn das  Zeiclien { } allgemein die Spur einer Matrix angibt. In  rinserem FaUe 
ist I' = 1 ? I )  und 3 = 6 + d%die Affinitat. dievon ?( ( t )  zu ?I(t + d t )  = % ( t )  +&?L 
fiihrt. also ?I + d9l = (6 + d%) ?I und daniit 

(5 .6)  

d 4 ,  = -- I' . { q? d%},  

d% = d9I * ?[-I. 

Aus (5.4) erhalten wir soinit negen der allgenieinen Regel ('.!I%G} = (691%) 

(5 .7)  1 ?11 - {?[-I p(?[)d91} = dzc = d?p(Oi , ) .  

$ 6. Das allgcmeine Elastizitatsgesetz. 
Benutzen n ir fur jede Matrix 911 die einleuchtende Schreibweise 91 = (mtk) ,  

nztk = (9?)lk. so sclireibt, sich (5.7) als 
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woraus sofort folgt: 

(6.1) 8(?1) = 1 ?ll-’K 91’ niit (!& = da,k aY . 
y (a ik )  ist jedoch niclit eine beliebige Funktion, da @ = 9’ sein mu13. Dieve 

Bedingung liefert fiir y dns partielle Differentialgleichungssystein 

(6.2) fur 

dessen allgemeine Losung lautet : 
3 

y = p ( y i k )  mit yik = C avi avk = (91’ = ( G:)ik.  

Die innere Energie hangt also nur von Gr a b  in Ul~ereinstininiung init den an- 
schaulichen Ergebnissen von § 2. Um nun auch rechnerisch zu verifizieren, daB 
Gr bei beliebigemMateria1 einverzerrungstensor fur den modifizierten Spannungs- 
tensor % ist, formen wir (5.7) mit Hilfe von ( 2 . 2 )  und (4.7) urn in 

V = l  
(6.3) 

h 

du = ($GrdG7} + {Gv$Gr%’d%}. 
Dabei liefert die Anwendung der Regel {?IB} = {?VB’} unter Beachtung von 
$ = $  
2 ( GT %‘ d%} = { ( Gr $i 6,) (8’ d%)} + (( Gr $ Gr) (d%’. %)}= { ( Gr$ Gr) d (%I %)} = 0, 

so daB wir wegen (4.4) erhalten : 
(6.4) @dZ} = du .  

Dabei ist nacli (6.3) u eine Funktion der y i p ,  also auch als Funktion der seclis 
GroBen tzk init i 

A 

k schreibbar. Daniit folgt RUS (6.4) 

A , - .  

wobei vor der Differentiation die t ik  durch $ ( f i k  + t k i )  zn ersetzen sind. !j3 selbst 
ergibt sich d a m  niit Hilfe von (4.7).  

Die Formeln (6.1) und (6.5) gelten dann allgeniein fur anisotropes Material. 
Man bann durch Umformung von (5.7) weitere derartige Formeln erhalten. 
von denen mir nur diejenige erwahnen, die der bei Einnahme des Eulersclien 
Standpunktes sich anbietenden Verwendung von ‘$3 = 9l-I an Stelle von ?l 
entspricht. Wegen 

wird zunachst aus (5 .7 )  

und daher 

0 = d(9I91-1) = d?l * ? I t 1  + %-1d8 

{ Q’$3-%m} = - d u  . I % ]  
(6.1*) Q 2 = -  l ’$3l.(&) ‘$3. 

Die Symmetrieforderung 8 = p’ fiilirt wieder auf (6.3) zuriiclr: u darf namlich 
nur von ‘$323’ = (?[’?l)-’ abhiingen. 

l m  Spezialfall des isotropen Materials werden die angefuhrten Beziehungen 
besonders einfacli. Hier wird !$ niit GL und S& = wegen (4.3) niit Gr koasial : 

A 
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< ‘ ?  - c \ ‘  cr - L/ T. Gr = Grv. u hiingt nur norh von den lnvarianten von 6, 
otler Gr resp. eines belielsigen mderen Verzerrungstensors ab.  Benutzen wir 
,ils Invarianten die J , ,  = {Z”} fiir Y = 1. 2 .  3 nntl setzen auf Grund der Ko- 

,isialitiit = 2 d, 2” tin. so iolgt i i u s  (6.4) sofort durch Boeffizientenvergleich 

A A 

A h  

> 
A h 

I .  = I )  

(6.6) 

Setzen v i r  in (5.7) 91 = El% ein, so nerclen lvir aui 

1911-’du = {(ETI$G/) (d% * ?I?’)} + {Gr lpdG,}  

gefiihrt. Der (zu deiii bei der Ableitung yon (6.4) durchgefuhrten analoge) SchluB 
a i i f  d a s  Verschwinden tles ersten Suminanden ist nur moglich, wenn GTi 8 Gl 
iymnietrisc~li ist, was p El = El$ und die Isotropie fordert ; dies entspricht 
tler Tatsache, daB nur hei Isotropie ?s einen Verzerrungstensor hesitzt. Wir 
hahen dann 

w a s  wir niit (4.4) svhreilien lionnen als 

(6.7) l % - l d u  = { y d i ! )  ader jG. IJ - ldz~ = ( p E : d Z } .  

Analog zu (6.6) folgt. liieraus init Hilfe von (4.4) und (4.5) 

p - 1 & I ,  = {TET ’ ( lG  4. 

(6.8) 
rind 

w a s  sicli niit Hilfe des C‘aSleS-Haiiiiltonsclien Theoreiris leicht in ein Polynom 
2. Grades in 2. rerwancleln lafit. Weitere Umforinungen des Elastizitasgesetzes 
qind leiclit durchfiihrbar. doch kann es keine Forinel geben, die bei anisotropem 
Material !)3 analog zii (6.1) und (6 .5)  durch einen Verzerrungstensor ausdriickt. 
Ebenso uninoglidi ist selbst hei isotropeiii Material die Darstelhing \-on ’$ 
t l u i ~ c ~ l i  I oder die \-on ‘& tlurch 2.. 

6 - 
$j 7. Lagrangescher und Eulcrseher Standpunkt. 

Die oljigen Ausfuhrungen und angegebenen Fornieln sind vollig unabhiingig 
tliiron. oh man l~eim Xufbau der Elnstizitltstlieorie endlicllier Verformungen 
den Eulerschen oder Lagrangesthen Standpunkt einnehinen will, da ja nur 
tlie Jla trizen und tlie tlierniod~namisclieii Invariantmen als Funktionen der 
Matriskomponenten eingehen. Daraus folgt aber, da13 nicht - wie oft behaiiptet 
- tler Lagrangesche Standpunlit znnngsliiufig auf ‘$ und 5 ,  der Eulersulie 
tlagegen auf $3 und Z fiiliren i i i u B ;  ein solcher Eindruclc ist nieist die Folge 
eines yon vornherein zu speziellen Aufbaues, insbesondere einer komponenten- 
iiiii13igen Darstellung. Allerdings ist die Funktionalmatrix 8 beiin Lagrangeschen 
Standpunkt das 41 und beini Eulersc~lien Standpunkt das 41-‘ (diese Tatsache 
fulirt ubrigens in Verbindung init (5 .6 )  unniittelliar zu den Jauniannschen Uber- 
gngsg~eir~iungen) .  so t laB ini ersteren E’alle I = 6 (8’8 - 6) und irii let,zteren 

A 

,. 
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heit der rechnerischen okonoiiiie und nicht der Logik. Toni allein mesentlicshen 
ph ysikalischen Standpunkte aus sind nnr die aufgezeigten griinds8tzlic:hen 

1111 nnisotropen Fnlle hat 3 keinen Verzerrungstensor. Man hat also !$ und 
damit zwangslaufig 2 (oder eine andere Funktion von Gr) als zugehorigen Ver- 
zerrungstensor zu betrachten, von den1 allein die therniodynaniischen Potentiale 
abhgngen. Jedoch ist zu beachten, daB Q nicht die Spannungen im Raume 
liefert ohne Kenntnis des ganzen ?I. 

den Verzerrungstensor 2 (oder eine andere 
eineindeutige Funktion von Gl) ,  der sowolil die thermodynainischen Potentide 
als auch !$ festlegt. Die Verwendung von 3 und 2 ist also erstrehensuert. 

Wichtig, jedoch leider oft nicht beachtet, ist vor alleni, da13 man viillige 
Klarheit iiber die anschauliche und physikalische Bedeutung der benutzten 
Tensoren gewinnt, wozu diese Ausfuhrungen einen Beitrag darstellen mochten. 

(G - 3’5) besonders einfach zu bilden ist. Dies ist aber eine Angelegen- 

Unterschiede wichtig : A 

,-. 

A 

Ini isotropen FaIle dagegen liat 


