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Das isotrope Elastizitatsgesetz.
Von H. Richter in Haltingen (Kreis Lorrach).

Aus der Forderung der Isotropie und der Existenz der thermodynamischen Potentiale wird fiir das
rdgumliche Elastizititsgeselz eine allgemeine Form angegeben, wobei die logarithmische Dehnungsmatriz ver-
wendet wird, bei der die Trennung in Volum- und Qestaltinderung durch gewohnliche Deviatorbildung mog-
lick ist. Die elastische Energie ist genau dann die Summe aus Volum- und Gesialtdnderungsenergie, wenn
die mittlere Spannung nur von der Volumdnderung abhingt. Das H o o k e sche Geselz ist fiir endliche Ver-
zerrungen nur bei m = 3 zuldssig.

From the demand of the isotropy and of the existence of the thermodynamic polentials a general form of
the three-dimensional law of elasticity is stated. In doing so, the logarithmic matriz of relative elongations
18 used, which permits the separation of the variation of the volume and that of the shape by simply forming
the deviator. The resilience energy is exactly the sum of the energy of the variation of the volume and that
of the shape, if the average tension depends only on the variation of the volume. For finite deformations, the
law of Hooke s permissible only in the case m = 3.

En supposant U'isotropie et lexistence des potentiels thermodynamigques, on donne une forme générale
de la 1o de Uélasticité en se servant d'une matriz logarithmique d’allongement. Ce procédé permet une
séparation des changements de volume et de forme par une simple formation de déviateur. Si la tension
moyenne ne dépend que du changement de volume, I énergie d’élasticité est la somme des énergies de change-
ment du volume et de la forme. La loi de Hooke n’est udmissible que pour m =: 3.

W3 rpeboBahuss wuIOTPONMH M M3 CYLIECTBOBAHHS TEPMOAHHAMHUIECKOrO IIOTCHI{HAIA
BHBOUTCA 0Dmad gopMa 19 TpPeXMepHOro sakona yupyrocrd. Ilpu sToM mcuoassyercs
JorapudMudeckai MATPHLA RedopManuil, NO3BONAIOIAA [IPH NOMOIH 00pasoBaHud ICBHATODA
pasioxenrde Ha 00BeMHYo aedopManmio u Ha medopMammio cxsura. IloTeHIHANBHAS DHEPIHA
AeOPMANVR SABIACTCA CYMMOM M3 9HEPTHH 00BeMHOI AeQOPMALNH M U3 DHEPIHH aedopMAKK
CBHIa TOJBKO TOrAa, KOTAa CpegHee HaNpsKeHHe 3aBHCHT TOIbKO OT obpeMHON aedopmauniuy,
B caywae pegopmanuil kKoHeuHol BelHMYHHH 3akoH I'yka AOMyCTHM TOJBKO MpH m = 3.

1. Definitionen,

In Verallgemeinerung des H o o k e schen Gesetzes nennt man ein Material rein elastisch,
wenn die Spannungen in wmnkehrbar eindeutiger Weise von den Dehnungen abhingen. Streng
genommen mufl jedoch noch eine Aussage iiber die Warmezufuhr gemacht werden, die bei dem
Dehnungsversuch stattfindet; insbesondere ist zu unterscheiden zwischen einem adiabatischen
und einem isothermen Elastizitdtsgesetz. Wenn man sich in dieser HHinsicht festlegl, ist auch
klar, was unter den Dehnungen zu verstehen ist, da dieselben auf der Adiabate resp. Isotherme
dann z. B. auf den Ausgangszustand bezogen werden koénnen, bei dem die Spannungen alle ver-
schwinden. Statt dessen kann man die Dehnungen aber auch auf einen spannungsfreien Aus-
gangszustand zu einer willkiirlich gewahlten Grundtemperatur @, beziehen. Der spannungs-
freie Zustand bei ciner anderen Temperatur @ entspricht dann fiir isotropes Material bereits
einer allseitig gleichmaigen Dehnung, der Warmedehnung. Auf diese Weise ist dann das Wirme-
dehnungsgeseiz im elastischen Gesetz inbegriffen. Von dem betreffenden Material muB natiirlich
vorausgesetzt werden, dafl es im betrachteten Temperaturbereich durch Temperaturianderungen
keine bleibenden Verdnderungen erleidet.

Wir gehen demgemi8 von einem spannungsfreien Zustand zu einer Temperatur @, aus.
Die hierauf beziigliche Deformation in einen anderen Zustand werde durch die Matrix 9 und
die zugehorigen Spannungen durch den Spannungstensor B charakterisiert?). Wir nennen das
Material rein clastisch, wenn P eindeutig von % und @ abhingt. Das Material heiBt isotrop,
wenn diese Abhingigkeit invariant gegen euklidische Drehungen ist.

Bei der Losung der Aufgabe, die allgemeinste Form dieser Abhangigkeit aufzustellen,
rechnet man zweckmafigerweise mit Matrizen, wobei die folgenden Abkiirzungen Verwendung
finden:

U entsteht aus A durch Spiegelung an der Haupldiagonale. (%);; ist das Element von A
in der i-len Zeile und k-ten Spalte. |¥]ist die Determinante von . {%} ist die Summe der
Elemente der Hauptdiagonale von %: sogenannte Spur von %. & ist die Einheitsmatrix. Ist
f(x) =2 a, + a™, so ist unter Voraussetzung der Konvergenz f (%) = X a, A™.

Erinnert werde an die folgenden einfachen Sétze:

{A-Vp=B-A ... ... ...
{A-dInB} ={A-B1-dB} . .. ... ... ... (L2,
wenn U mit B, jedoch nicht notwendig auch mit d 8 vertauschbar ist.
Inf¥(={n}................(03,
wenn In % definiert ist.
Fiir cine reine Drehung % ist: RR=E . ... ... .14
Fir einc reine Streckung & ist: G =G

1) U ist dic Funktionalmatrix: dz’ = Udg. % ist der physikalische Spannungstensor im Punkte z”.
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Jedes 9 ist darstellbar in der Form:
A=&-R.. .. ... .. .......(LHy

wobei die Multiplikation in funktioneller Schreibweise von rechls nach links zu lesen ist.

2. Folzerung aus der Isotropie.

GemalB (1.5) kann % als eine Drehung R mit nachfolgender Streckung & aufgefaBt werden,
wobei die Hauptstreckrichtungen der letzteren gegen die Koordinatenrichtungen gedreht sind.
Bei isotropem Material darf die Anwendung von it keinen EinfluB auf 9 haben. Es ist also
¢ eine Funktion von @ und 6. Bei gegebenem U findel man nach (1.4) und (1.5) & aus

AA=CGRNS=C2. . . . ... ... ....(@"0

Die allgemeinste gegen Drehungen invariante koaxiale Bezichung zwischen P und & ist
nun offenbar:

R=1S 1, 1,,1,,60) . . . .. ... .....(292,
wo die I, die Invarianten von & sind?).
An Stelle von @ kann man auch eine umkehrbar cindeutige Funktion von & benuizen.
Es zeigt sich spiter, dafl es zweckmaBig ist, die ,,logarithmische Streckung*
L=mmS . ...... ... .....(23

zu verwenden, die wegen der positiven Eigenwerle von & slels definiert ist. Die Invarianten
von & seien:

J=1{g, ~=122} und l={£33} e e e L (24).

Ubrigens folgt aus (1.3) und (2.1): j = — {J.n A ‘)[} ——ln 90| = In [

J
Wir schreiben dann an Stelle von (2. 2).
B=f(;46L60) . .. .. ... .25
{B}, {B L} und {51392} sind gemal (2.5) Funktionen von j, &, I und @. Delinieren wir nun
die Invarianten f,, f, und f; aus dem Gleichungssvstem
{B} =/f1 {Cf 12 {8} -1-f,{2%
{‘B g}zfl {9} _+-f,,{£2} +fs{(~w}
{B ) = fL{8% -+ /{23 +f:{L%}
mil im allgemeinen nicht verschwindender Delerminante, so ist fiir
E=f-C+fo- Q4+ - @ {RY}={X} bei »==0,1,2
Da wir nun von P wissen, daf} es mit  koaxial ist, ist es vollkommen durch {$}, {$ S}
und {P L2 festgelegl. Also gilt B =X; d. h.
R=f0GLO)-C+Ff,41LO)-84Ff-(4, 51, 0)-8 . . ... .(26).

Damit haben wir die allgemeinste isotrope Beziehung gefunden. Bei Verwendung von &
an Stelle von £ hétten wir entsprechend erhalten

RB=9,,0)Ct+g,I,0) - S+g,([,,0)-S........@Q7.

3. Folgerung aus dem Potential.
Die auf die Volumeinheit im Ausgangszustand bezogene innere Inergie des Materials sei

w=u(,kL,0O) . . .. ... (30);
die Entropie sei
s=s(j,5L0) . . .. .. ... (32).
Hieraus ergibt sich die freie Energie f zu:
f=u—0@-s=fJk1L,6O) . . .. .. ... ... (33).
Ist nun d A das Differential der von dem Volumelement geleisteten Arbeit, so ist
dA=-—du+0-ds=—df—s-d@ . . . ... ... (34).
Fiir isotherme elasiische Anderungen ist also
dA=—(df)le-const « - « « + =+« o« o . . . (3D)

t) Wie man sich leicht iiberlegt, kann hicrbei noch einc der Invarianten I eingespart werden im Gegensatz za der spii-
teren Formel (2. 7).
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fiir adiabatische Anderungen dagegen
dA = —(QU) scomst « « « - o e (3.6),

wobei aus (3,1) und (3.2) @ zu eliminieren ist, so daff  als Funktion von j, k, [ und s erscheint.

Um nun d4 zu berechnen, gehen wir von einer Deformation Y zur benachbarten Defor-
mation % 4 4 ¥ iiber. Da eine reine Drehung d 4 nicht beeinflufit; kénnen wir annehmen, da
U eine reine Streckung &ist. Die Einheitsvektoren in den Hauptstreckrlchtungen von & seien
ey, €5 und ey, die als Koordinatenvektoren gedacht werden kénnen. Die Komponenten von B
in diesen Richtungen seien oy, 0, und o,. Als Volumelement konnen wir das von €e,, Se, und
@ e, aufgespannte rechtwinklige Parallelepiped benutzen, das ja vermoge € aus einem Einheits-
wiirfel hervorgeht Die an ¢, ansetzende und durch e, und Se, aufgespannte Scite erleidet
nun auler einer infinetesimalen Verkippung und Fldcheninderung beim Ubergang von € zu
€ +-dU eine Verschiebung in der e,-Richtung um den Betrag ¢,. (€ +d¥)e, — Se;)
=¢, dWe, = (dA);;. Die an dieser Seite geleistete Arbeit ist also

(d Ay, - i
— 0 c] =— |6 ——+
(@ Ay (Bap* (S)ys | @
Die gesamte von dem Volumelementi geleistete Arbeit ist somit
3
(@ A)yy - 0y

d4 = —|g|: — = — [ {PE&dA . ... ... (37
ol 3 g = — el (mean @7)

Der Deformation @ +4d ¥ entspricht nun eine Streckung &-}-d &, wobei nach (2.1) ist
(B+dB)2=(8+dYA) (S}+dY),

oder ;
€ dG+dBG-8=6-dUA+-du-&.
Multiplizieren wir diese Gleichung von links mit ®&~2 und bilden die Spur, so folgt
wegen (1.1): B
2{PS1dC={PES AU +{RPS 1A} =2{P S 14},

weil P symmetrisch und mit & koaxial ist. Aus (3.7) erhalten wir daher

dA =—[8[-{B&d&} . ... .. .. ..... (3.8)
und hieraus schlieBlich wegen (1.2), (1.3) und (2.4):
d4d=—e - {Rdg} . . . .. ... . (3.8%)
Setzen wir diesen Ausdruck in die isotherme Beziehung (3 5) ein und benutzen (2.6), so folgt:
. d
o L8+ AG e dg =T aj+ b+ ar

Da nun nach (2.4)
dj ={dQ}, dk=2{2dQ} und dl=3{Qdg}
ist, ergibt sich schliefilich:

Loaf .. . af af
ejfl—ﬁ’ 67f2—_ﬁ, e]f‘i'_'gal
und damit nach (2.6):
ﬂ}e?’——— (,—}—‘) g_l_gal e, f=fGgrley . ... .. (3.9).
Entsprechend ergibt sich aus (3.6) fiir das adiabalische Gesetz:
. au .
5,1367——— (sg+2ak Q+3 37 Lo u=u(jkls) ... .. (3.10).

Wollen wir bei der Formullerung des Elastizitatsgesetzes aul die Einfithrung von g ver-
zichten und direkt © verwenden, so benutzen wir zweckméfBigerweise als Invarianten von &:

1 = o>
11:{@}’ Iz=‘2‘ {®2}’ I,=1¢g]|.

Aus (2.7), (3.5) und (3.8) ergibt sich dann durch analoge Rechnung das Elastizilitsgeselz
in der Form:
L af

1
53__ €+ ﬁ.~+1 LS I=fe) (3.11)

und eine entsprechende Formullerung mit w (I, I,, I, s) an Stelle von f.



. . 7. . Math, Mech.
208 Richter, Das isotrope Elastizititsgesets Ba. 23 y;_“;‘jgw,u?};‘m‘m_ 1048

4. Ubergang zu den Deviatoren.

Die Einfiihrung der logarithmischen Streckung & erweist sich nun nicht nur als zweck-
maBig fiir eine moglichst cinfache Formulierung des Elastizitatsgesetzes, sondern bei ihirer Be-
nutzung 148t sich vor allem auch die Trennung einer Deformation in Gestalt- und Voluménde-
rung durch gewdhnliche Deviatorenbildung genau so wie bei infinitesimalen Verzerrungen durch-
fithren, wiahrend ein entsprechendes Vorgehen bei Verwendung von @ sehr umsténdlich ist. Um
dies einzusehen, zerlegen wir die allgemeine Streckung € in eine Gestaltanderungsstreckung €,
und eine Voluminderungsstreckung &,. Wir fordern also:

E=€,6,=86,+¢ mit & =1 und $,=4-C bei >0 .. . (4.1).

Offenbar ist durch (4.1) fiir jedes & mit |&| > 0 eine solche Zerlegung eindeutig fest-
gelegt; es ist namlich bei gegebenem €:

3y m—
p=V€ wd g =p" 3.
Wegen der Kommutativitit von &, und €, konnen wir (4.1) logarithmieren:
=, +4+¢ mil £, =In&, und L{L=mIng, . . .. ... .42).

Es ist dann nach (1.3):
{=In|Z[=0 uw & =g ¢ {Q}=3mns.

Bezeichnen wir allgemein mit £ den Deviator zu der symmelrischen Matrix £, also

~ 1
£=Q—3-{E.}-(E N C 2 )N
so kénnen wir schlieBlich schreiben:
~ 1.
¢, =¢ und 2,=—3-j-(53. B C XN

In der Tat wird also die Gestallanderung durch den gewdéhnlichen Deviator von @ cha-

rakterisiert, Fiir infinitesimale Dehnungen wird @ = & — &, so daBl € in den iiblichen De-
formationsdeviator iibergeht.

Fihren wir nun die Invarianten von g ein:

y={§2} und z={§3} B ( %)
so ist

2
3/=k—%j2 uni z::l—jk—}—_g.js,

Wir kénnen dann j, y und 2z an Stelle von j, & und ! als Variable verwenden. j charakieri-
sierl dann die Voluméanderung, wihrend y und z die Gestallinderung charakterisieren. Wie
man leicht nachrechnet, ergibt sich dann aus (3.9) die Formel:

' J ’f 4 of . (4.6),
K s B (SR B S A L
e P vy, L—}—_ay 2—{—)628]
wo in Gegensatz zu (3.9) jetzt J=Ff vz O) ist,

Eine entsprechende Formel ergibt sich aus (3.10).
Ohne Beweis sei noch bemerkt, dafl y und z nicht unabhingig voneinander alle méglichen
Werte annchmen dirfen, sondern der Bedingung

unterliegen.

b. Aufspaltbare Elastizitiitsgesetze.

In der Elastizitaistheorie infinitesimaler Verzerrungen kann die elastische Energic als
Summe von Volum- und Gestaltdnderungsenergie aufgefat werden. Da nun die Voluminderung
durch j und die Gestaltanderung durch y und z angegeben werden, ist diese Aufspallung bei
endlichen Verzerrungen genau dann méglich, wenn

f=F(j0)+C(yz0),

| -
resp. u—U(j,s) 4V (y, 2 5) I . (5.1)
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ist. Gemal} (4.6) ist dann:
a

1 . F
= el [—
36 {S’B} aj (J’ @)‘
Die mitilere Spannung héngt also nur von j allein, d.h. von der Volumvergré8erung, ab.
Ist umgekehrt {P} nur von j abhingig, so folgt aus (4.6)
af  of —0
djoy  djoz
also wieder fiir f die Gestalt (5.1). Wir kénnen somit sagen: Die elastische Energie
ist genau dann in Volum- und Gestaltdnderungsenergie auf-
spaltbar, wenn die mittlere Spannung nur von der Volumver-
groBerung abhédngt.

6. Ubergang zu einer neuen Grundtemperatur.

Wir hatten die Deformationen auf den spannungsfreien Zustand bei einer bestimmten
Temperatur O, bezogen. Nehmen wir jeizt an, da8 an Stelle von ©, eine andere Temperatur 6,
als Ausgangstemperatur benutzt werden soll. Die Temperatur @, entspricht bei = 0 einer
bestimmlen Deformation &; mit In €, = &,. &, ist ein Vielfaches der Einheitsmatrix; also

ist 51 =0, y; =2, =0. Es ist dann nach (4.6):

of .
T3 0.0,6) =0,
was das Wirmeausdehnungsgesetz liefert:
jlz(})(al). .......... @ e e e e (6.1)

Der Deformation 9 entspricht in bezug auf den neuen Ausgangszustand die Matrix
A =AGTL Also ist & = B8 &%, & =& — £, und damit
' i =7—5, ¥=9y 2=z .. ... ... ... (6.2).
In Formel (4.6) kénnen wir nun J durch j erselzen, wenn wir gleichzeitig anstelle von f
einsetzen: . ) ) .
Sy 0 =el-f(i Ly 2z 0)=e?® f(j+9(0,), 52 0) . ... (63).
Hieraus folgt insbesondere, daBl die in Abschnitt 5 besprochene Aufspaltbarkeit der elasti-
schen Energic unabhingig von der Wahl der Grundtemperatur ist.

7. Giiltigkeit des Hookeschen Gesetzes.

Man kann auf Grund der gefundenen Formeln die mannigfaltigsten Forderungen an das
Elastizitiitsgesetz stellen, insbesondcre beziiglich der Temperaturabhéngigkeit, und nachpriifen,
ob diese Forderungen realisiert werden kénnen. Wir wollen hier nur die Frage untersuchen,
ob das gewohnliche H o o k e sche Gesetz fiir endliche Verzerrungen noch giiltig sein kann.

Unter Verwendung der L. a m é schen Konstanten hat das Ho o ke sche Gesetz die Gestalt:

P=21{8—C  -CH2u-(E—6. ... ... ... .. (7.1)
oder
RB=@AI,—34—2u)-CE4+2u-S. .. ... ... (7.2).
Es ist zunachst klar, daB (7.19 tatséchlich aus der allgemeinen Formel.(3.9) fiir kleine g
hervorgeht.

Damit nun (7.2) auch fiir endliche Verzerrungen ein zuldssiges isothermes Elastizititsgesetz
darstellt, mufl gemaB (3.11)
: 0
of 2ul f d

. : . _ 9/ _af .
AIl-—Sl_—iZ,u—a—Is, u 3= 31 un 0—_31; sein.

Dies geht aber nur, wenn 4 = 2u ist, was der Poissonschen Querkontraktionszahl.
m = 3 entspricht. Fir alle anderen Werte von m darf das H o 0 k e sche Gesetz nicht fir end-
liche Verzerrungen benutzt werden. An seiner Stelle kann man dann. das entsprechende loga-

rithmische Gesetz _
Ber=2A-C4+2p2. . . .. .. I ()
verwenden, das im isothermen Fall zu der aufspaltbaren Energie

i /A
f=% 32+#k_—(§+%) Ptecy
gehort.

Bingegangen 2. Februar 1948.
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