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Das isotrope Elastizitatsgesetz. 
Von H .  Richter in IIaltingen (Kreis Lijrracli). 

Aus der Forderung der Isotropie und der Existenz der thermodyiianiisclL~n Potcntiale wird j u r  rlns 
r&milic?re Elastizitatsgesetz eine allgem.Pine Form angegeben, wobei die logaritlmische D e h n u n g m t r i x  vw-  
wendet w i d ,  bei der die Trennung in Volurn- uiid Oestalkinderung durch gewvhnliche DrviatorbiUung naog- 
lich ist. Die eh t i s che  Energie ist genau dann die Sum.me aua Volurn- und (3eslalliinderungsenergie, itwin 
die mittlere Spannung nur von der Volumiinderuwg ablriingt. Dm H o o k e sche Gesetz ist f u r  endliche Ver- 
zemungen nur bei m = 3 zulciksig. 

From the demand of the isotropy and of the existence of the thennodynamic potentials a general form of 
the three-dimensional law of e h d c i t y  is &tea. In doing so, the logarithmic matrix of relative elongations 
is used, which permits the sepration of the variation of the volume and that of the shape by simply jorming 
the deviator. The resilience energy is exactly the sum of tile energy o j  the variation oJ the volume a d  that 
OJ the shape, i f  the average tension depends only on the variation of the volume. For jiwite deformations, Ihe 
law of H o o .k e is permissible mily ia t?Le case m = 3. 

En supposant l'isotrop'e et l'existrnce des potentiels thermodynnmiques, on donne une Sorme gPndrale 
de la loi de l'&.sticitd en. se serwnt d'une matrix 1ogaritAmique d'allonpment. Ce prockrlt' permrt une 
skparation des changenients de volume et de S o m e  par une simple. Jormation de dloiateur. Si lo tension 
moyenne ne ddpend que du  changement de volume, l'dnergie d'klasticitk rst la solnnae des knergies de chcange- 
ment du volume et de la jorme. La loi de Hooke n'est culmissible que pour m x z  3. 

BlIBOAIiTCR o64aa +opm AJIH TpexwplIoro B ~ K O I I ~  YnpYrocTu. ITPH  TOM FW rIo.mayeTra 
norapr$mtusecKax MaTpaqa Ac+opMaqtiZi, noa~onsmqasi ripu I I O M O ~ M  06paao~arias AesliaTopa 

ne+opMaqm a m s e w s  cymoii  ~ i 3  ar iepr~n o6%eMH08 ne+opMauwi n u3 mepruu ne4opwqkia 

B cnysae +qe+opmq&i K O H C ~ H O B  BenuwmH ~ ~ K O H  ryKa AonyeTm TomKO npu m = 3. 

In Verallgemeincrung des I 1  o o k e when Gesetzcs ncrint man ein Material rein clastiscli, 
wenn die spannung.cn in urnltchrbar eindeuliger Weise von den Dehnungen abhangen. Streng 
genommen mu13 jedoch noch cine Aussagc iiber die Warmezufuhr geiriacht werden, die bei den1 
Dehnungsvcrsuch stattfindet ; insbcsondere ist zu untcrschciden zwischen einem adiabatisclien 
und einem isothermen Elastizitatsgesetz. WTcnn man sich in dieser Ilinsicht festlegt, ist auch 
klar, was uater den Dehnungen zii verstehen ist, da dieselben auf der Adiabatc resp. Isothcrme 
dann z. B. auf den Ausgangszustand bczogen werdcn konnen, bei dem die Spannungen alle ver- 
schwinden. Stat t  dessen kann man die 1)ehnungen aber auch auf einen spannungsfreic,n Aus- 
gangszustand zu einer willkiirlich gewalilten Grundtemperatur 0, beziehen. I k r  spannungs- 
freie Zustand h i  eincr andcren 'I'empcratur 0 cntspricht dann fur isolropes Material hereits 
einer allseitig gleichmalligen Dehnung, dcr Warmrtlehnung. Auf dime Weise ist dann das Wiirme- 
dehnungsgesetz im elastisclien Gesetz inbegriffen. Von dem bctreffentlen Material mu13 natiirlich 
vorausgesetzt werden, daB es im betrachteten lemperaturberrich durch Temperatur~nderungen 
keine bleibenden Vcrinderungen erleidet. 

Wir gehen demgema0 von einem spannungsfreien Zustand zu einer Tcniperatur 0, aus. 
Die hierauf bezugliche Deformation in eincn anderen Zustand werde durch die Matrix 91 und 
die zugehijrigen Spannungen durch den Spannungstcnsor '$ charakterisiertl). Wir nennen chs 
Mat.eria1 rein elastisch, wenn !$ eindeutig von % und 0 abhangt. Das Material hciBt isotrop, 
wcnn tliese Abhangigkeit invariant gegen euklidische Drehungen ist. 

Rci der Liisung der Aufgabe, die allgcmeinste Form dicser Abhangigkeit aufzustcllen, 
rechnet man zwcckma13igerweise mit Matrizen, wobei die folgenden Abkurzungcn Vcrwendung 
linden : 

8 entsteht aus 91 durch Spicgelung an  drr  Hauptdisgonalc. ( 9 I ) i k  ist rlas Element von BI 
in der i-ten Ze.ile und k-ten Spalte. 1911 ist die Dcterminante von 9l. {%] ist die Summe der 
Elemente der Hauptdiagonale von 91: sogenannte Spur von a. G ist  die Einhcitsmatrix. 1st 
f ( s )  = 2 a, - xn, so ist  unter Voraussetzung der Konvergenzf (21) = Za., 91". 

Erinnert werde an  die folgenden einfachen Satze : 

m3 Tpe6OBaHHfl II3OTPOIIkiR U I13 Cy~CCTBOBaHI1Si TCpMOAUIIXMU¶eCKOrO IIOTCHqFfaJa 

Plt3J103KeHUe H a  067,eMHyio AC+OJlMaIJUIO R Ha ~$OpMaI(UIO CABMm. IIOTeHqUaJIbHaR 3 1 1 C p 1 ~ H  

CABlWa TOJIbKO T O r A a ,  KOl'ACL CpenHee HaIIpflXeIIAe 3a.BACEIT T O a b K O  OT 06%eMHO# ~Cl$OpMaqHM. 

1. Definitionen. 

{a -3 )  = {B . %} . . . . . . . . . . . . . . .  (1.1). 
(91 . d I n B ]  -{PI *%-1. d%}  . . . . . . . . . . . .  (1.2), 

= {In 91} . . . . . . . . . . . . . . . .  (1.3), 

'3 %-= (3 . . . . . . . . . . . . . . . . .  (1.4). 

wenn 91 mit '8, jedoch nicht notwcndig auch mit d %  vcrtauschbar ist.  

wenn In ?I definiert ist. 
In 

Fur eine reine Drehung '3 ist :  
yiir cine reine Streckung G ist :  G = G. 

1) 1( ilct dic Fuuktionalmatrix: d E' = II d g. 9 ist dcr physikulische Spnnnungrrterisor iiti Punkte E'. 
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Jedes \2I ist  darstellbar in der Form: 
?[ = G - 3  . . . . . . . . . . . . . . . .  (1.5), 

wobei die Multiplikation in funktioneller Srhrcibwei:c von rechts nach links zu lesen ist. 

2. Folzerung aus dor Isotropie. 
GemaI3 ( 1 5 )  kann 91 als eine Drehung 3 mit nachfolgender Streckung 5 aufgefaet werdcn, 

wobej die J~auptstreckrichtungrn der Ietzteren gegvn die Koordinatenrichtungen gedreht sind. 
Bci isotropem Material darf die Anwendung vun 92 keincn EinflurJ auf 'p haben. Es ist also 
!$ rine Funktion von G und 0. Rei gegcbenem 91 findet man nach (1.4) und (1.5) G aus 

- _ _  
?I91 = G%T G = GZ . . . . . . . . . . . . . .  (3.1). 

$? = f ( S ;  11, I,, I , ,  0) . . . . . . . . . . . . .  ( 2 2 ) ,  

Die allgemeinste gegen Drehungen invariante konxiale Beziehung zwischen 9 und G ist 
nun offenhar: 

wo die Iv die Invarianten von G sind 2) .  

Es zeigt sich spater, daB es zwcckmknig ist, die ,,logsritlirnische Streckung" 
An Stelle von G kann man auch cine umkehrbar cindeutige Funktion von 6 benutzen. 

2 = I n  6 . . . . . . . . . . . . . . . .  (2 .3)  
zu vprwenden, tlic wegen der positivcn Eigenwerte von G slets rlcfiniert iFt. Die Invarianten 
von 2 seicn: 

j ={2}, k ={P} iind 2 ={C3} . . . . . . . . . . . .  (2.4). 

W i r  sclireihen darin an Stclle von ( 2 . 2 ) :  
. . . . . . . . . . . . . .  (2.5). 

{Q}, {'p $} iind {'pP} sind gemalJ (2.5) Funktionen von j, IG, I und 0. Delinieren wir nun 
9 =f(i!; j, k,Z, 61) 

die Invarianten fl, fz iind f,  aus dt.111 Glricliungssystem 

{?p} =fi {@! i - f 2  { 2 > - i - f : , ( c 2 >  
l%? 2 )  = fl {PI $-f, @*> + f 3  F3} 

(32' )  =fl{Q2}-l-f2{23} +f3{Q4> 
rnit im allgenieinen nicht verschwindcnder lleterminante, so ist fur 

= fl O. +f, 2 +fa - 22: {$ I!1'} = { X 2") bci 1' == 0, 1, 2 .  
Da wir nun von 9 wissen, da13 es init I! koaxial ist, ist es vollkommen durch {P}, {Q 2} 

~=fi(j,k,l,0).Q$-f,(j,X.,1,0).L!+f,.(j,X-,Z,0).~2 . . . . .  .(2.6). 
Damit  haben wir die allgemcinstc isotrope Uezichung gefunden. Rri Verwendung von G 

und ('$3,) festgelegt. Also gilt $ = X ;  (1. h. 

an Stelle von ,Q hatten wir entsprechend erhaltcn: 
' p = g l ( I , , 0 ) . & + g 2 ( I v , 0 ) . 5 + g 3 ( I " , 0 ) ~ ~ ~ .  . . . . . . .  (2.7). 

3. Folgerung aus dem Potential. 
Die auf die Volumeinheit im Ausgangszustand bezogene innere Energie des Materials sci 

die Entropie sei 
'u. =: u (j, k,Z,  0) . . . . . . . . . . . . . . .  (3.1); 
s = s ( j ,  k, 1, 0) . . . . . . . . . . . . . . .  (3.2). 

Ijicraus ergibt sich die freic Energie f zu: 
f = u - 0 . s =,f ( j ,  I?, 1, 0) . . . . . . . . . . . .  (3 .3) .  

d A  = -4u -+ 0. as =-a f - s . a 0  . . . . . . . . .  (3.4). 
1st niin ail  tl:15 Differential dcr von dem Voluinclement gt~leistcten Arhcit, so isl 

Fur isotherme elastische Anderungen ist also 
d A  =z -(df)e-co,,,t . . . . . . . . . . . . . .  (3.5); 

eingespart werden im Gcgensatz zu der spL- 
-___ 

*) \Vie man Rich leicht dberlegt, kann hicrbei noch cine der Invarianten I 
teren Formel (2 .  7) .  
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fur  adiabatische Anderiingen dagegen 

wobei aus (3 , l )  und (3.2) 0 zu eliminieren ist, so dall u als Funktion von j ,  k, I und s erscheint. 
Um nun d A  zu berechnen, gehen wir von einer Deformation % zur benachbarten Defor- 

mation % + d % uber. Da  eine reine Drehung d A  nicht beeinflufit, konnen wir annehmen, da13 
% eine reine Streckung G ist. Die Einheitsvektoren in den Hauptstrerkrichtungen von G seien 
e,, e, und e3, die als Koordinatenvektoren gedacht werden konnen. Die Komponenten von 
in diesen Richtungen seien ol, o2 und 03. Als Volumelement kbnnen wir das von Gel, G e, und 
G e8  aufgespannte rechtwinklige Parallelepiped benutzen, das ja vermoge G aus einem Einheits- 
wiirfel hervorgeht. Die an Gel  ansetzende und durch Ge2 und Ge3 aufgespannte Scitc erleidet 
nun auller einer infinetesimalen Verkippung und Flachenanderung beim Ubergang vori G zu 
6 + d %  eine Verschiebung in der el-Richtung urn den Betrag el. (( G + d%) el - Gel) 
= el d %  e, = 

. . . . . . . . . . . . .  d A = - ( d U ) g = C O n S t .  (3.6), 

Die an dieser Seite geleistete Arbeit ist also 

Die gesamte von dem Volumelement geleistete Arbejl ist somit 

Der Deformation G + d %  entspricht nun eine Streckung G+ d 6, wobei narh (2.1) ist 

( G  + d  G)* = ( G  + d  %) (G + r G )  9 

oder 

Mult iplizieren 
wegeri (1.1): 

2 
weil 9 symmetrisc' 

G * d G + i G  * G = G * d% + d %  * G . 
wir diese Gleichung von links mit  @G-z und bilden die Spur, so folgt 

@ G-1 d G} = { @ 6-1 d E) +{@ 6-1 d %} = 2 { @ G-1 d PI}, 
und mit G koaxial ist. Aus (3.7) erhalten wir dnher 

d A  = - ]GI .{$ G-ld G) . . . . . . . . . . . . .  (3.8) 
und hieraus schlieolich wegen (1.2), (1.3) und (2.4): 

d A  = - e j .  {$ d 2 )  . . . . . . . . . . . . .  (3.8*) 
Setzen wir diesen Ausdruck in die isotherme Beziehung (3.5) ein und benutzen (2.6), so folgt : 

und damit nach (2.6): 

Entsprechend ergibt sich aus (3.6) fur das adiabalische Gesetz: 

. . (3.10). 

Wollen wir bei der Formulierung des Elastizitatsgesetzes auf die Einfuhrung von 2 ver- 
zichten und direkt G verwenden, so benutzen wir zweckmaoigerweise als Invarianten von G :  

1 
I l = { G } ,  lz=y {G'}, I,= /GI. 

Aus (2.7), (3.5) und (3.8) ergibt sich dann durch analoge Rechnung das Elasiizitatsgcsetz 
in dex Form: 

und eine entsprechende Formulierung mit u (Il, I,, I,, s) an Stelle von f 
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4. ffbergang zu den Deviatoren. 
Die Einfuhrung der logaritlimisclien Strcckung 2 crweisl sich nun nicht nur als zweck- 

niaflig fur  eine miiglichst cinfache Forniulirrung des Elastizitrtsgesclzcs, sontfern bei ihrcr Re- 
nutzung laI3t.- sich vor allem aucli die Trennung ciner Deformation in Gestalt- und Volumande- 
rung durch gewdhnlichc Deviatorenbildung pcnau so wie hci infinitesimalen Verzerrungen durch- 
liihren, wahrend cin cntsprcclicIitles Vorgchcn hei Vcrwcndung von 6 sehr umstBndlich ist. Urn 
dies einzuselien, zcrlcgcn wir die allgeniehe Slrcckung CZ in cine Geslaltanrlcrungsstre~kung Eg 
und cine Volurnantlerungsstreck~ing GV. 

= Eg* Go = G L 5 -  gg mit zu =: 1 und GG = p .  0; h i  p > 0  . . .  (4.1). 
Offenbar ist durch (4.1) fiir jctlcs 6 mit ]GI > 0 cine solche Zerlegung eindeutig fcsl- 

W’ir fordern also : 

gelcgt ; t’s ist namlich bei gegchencm ,E: 

1 
3 

z 

c=c- ;{q4 . . . . . . . . . . . . .  (4.3), 

so kijnncn n.ir schlicfllich schrcihen : 
1 

2 n  = j j .  0;. . . . . . . . . . . .  (4.4). 
- 

Q g  = 2 und 

In der Ta t  wird also die Gestaltiintlcrung clurcli den gewiihrilichen Dcviator von 2 ella- 
rakterisicrt. Fur infinitesirnale Dehnuncyn wird C = 5 - (3, S O  dafl  $ in den iiblichen De- 
format ionsdeviat or u bcrgeht . 

Fuhren wir nun die Invarianten von ein: 
y =(G2} untl  z ={G3> . . . . . . . . . . . . .  (4.5), 

so ist 

siert 
nian 

Wir kiinncn tlann j ,  y untf z an Stclle von j ,  k untl I als Variable verw.ciiden. j charakleri- 
d a m  die Yoluniandcrung, wiilircnd y und z die Gestaltandcrung cliaraktcrisicren. Wie 
leicht nactircchnct, ergibt sic11 dann aus  (3.9) die Formcl: 

wo in Gegensatz zu (3.9) j e t z t  .f = f ( j ,  y, t, 0) ist . 
Eine entsprechcnde Fornicl ergibt sich aus (3.10). 
Ohne B c w i s  wi nocli bcinerkt, clalJ y und z niclit unabliangig voneinander alle moglichen 

m’erte linnchmen cliirfen, sondern der IJcdingung 

unterliegen. 
6.  Aulspaltbare Elastizitltsgesetze. 

In der Elaslizitatsthcorie infinitcsinialcr Vcrzerrungcn liann die elastischc Energie als 
Suninie von Yolum- und Gestnltantlt.rung~criergic aufgefaljt wcrtlcn. Da nun die Volumgndcrung 
durch j und die Gcstaltanderung durch y uncl z arigtyybcn \vcrdcn, ist diese Aufspaltung bei 
endlichen Vcrzcrrungcn genau danii miiglich, n-enn 

rcsp. . . . . .  (5.1) 
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Ilie mitilere Spannung hangt also nur von j allein, d.h. von der VolumvergroQerung, ab. 
1st umgekehrt {$} nur von j abhangjg, so folgt aus (4.6) 

a 2 1  a 2 j  

a j a y  a j a z  - 0,  - 

also wieder fiirf die Gestalt (5.1). Wir konnen somit sagen: D i e  e l a s t i s c h e  E n e r g i e  
i s t  g e n a u  d a n n  i n  V o l u m -  u n d  G e s t a l t a n d e r u n g s e n e r g i e  a u f -  
s p a l t b a r ,  w e n n  d i e  m i t t l e r e  S p a n n u n g  n u r  v o n  d e r  V o l u m v e r -  
g r o I 3 e r u n g  a b h a n g t .  

6. Ubergang zu einer neuen Glrundtemperatnr. 
Wir hatlen die Defnrmationen auf den spannungsfreien Zustand bei einer bestimmten 

Temperalur 0, bezogen. Nelimen wir jetzt an, daJ3 an Stelle von 0, cine andere Temperatur 0, 
als Ausgangstemperatur benutzt werden sol]. Die Temperatur 0, entspricht bei ’$ = 0 einer 
bcstimmten Deformation el mit In el = 2,. GI ist ein Vielfaches der Einheitsmatrix; also 
ist Q1 = 0, y1 = z1 = 0. Es ist dann nach (4.6): 

- 

was das Warmeausdehnungsgesetz liefert : 
j, = p (el). . . . . . . . . . . . . . . . .  (6.1) 

Der Deformation PI entspricht in bezug auf den neuen Ausgangszustand die Matrix 
a‘ = 9Y G;l. Also ist G‘ = G e;*, p’ = 2 - 2, und damit 

j’ =j---j l ,  y’ == v, Z’ = z . . . . . . . . . . .  (6 .2) .  
In Formtl (4.6) konnen wir nun 3 durch j’ erselzcn, wenn wir gleichzeitig anstelle von f 

Hieraus folgt insbesondere, da13 die in Abschnitt 5 besprochene Aufspaltbarkeit der elasti- 
schen Energie unabhangig von der Wahl der Grundtemperatur ist. 

7. Gultigkeit des Hookeschen Gesetzes. 
Man kann auf Grund der gefundenen Formeln die mannigfaltigetcn Forderungen an das 

Elastizitatsgesetz stellen, insbesondcre bezuglich der Temperat urahhangigkeit, und nachprufen, 
ob diese Forderungen realisiert werden konnen. Wir wollen hier nur die Frage untersuchen, 
ob das gewohnliche H o o k e sche Gesetz fur endliche Verzerrungen rioch gultig sein kann. 

Unter Verwendung der L a ni 6 schen Konstanten hat das H o o k e sche Gesetz die Gestalt: 
!$=A+-E} * @ + + 2 p - ( G - W .  . . . . . . . . .  (7.1) 

oder 
‘$ = ( A * I 1 - 3 L 2 p ) * @ + 2 p . G  . . . . . . . . .  (7.2). 

Es ist zunachst klar, daQ (7.17 tatsachlich aus der allgemcinen I‘ormel (3.9) fur kleine 2 
hervorgeh t . 

Damit nun (7.2) auch fur endliche Verzerrungen ein zulissiges isothermes Elastizitatsgesetz 
darstellt, mu0 gemal3 (3.11) 

a f .  af 
3 1 3  - ar, a 1 2  

A I 1 - 3 ~ - - 2 p = - ,  2 p 1  -- und 02f sein. 

Dies gelit aber nur, wenn A = 2,u ist, was der I.‘ o i s s o n schen (luerkontraklionszahl 
qn = 3 entspricht. Fur alle anderen Werte von m darf das H o o k e sche Gesetz nicht fur end- 
liclie Verzerrungen benutzt werden. An seiner Stelle kann man dann das entsprechende loga- 
rithmische Gesrtz 

verwenden, das in1 isothermen Fall ,zu der aufspaltbaren Energie 
$ el = ;I j - Q + 2 p 2 . . . . . . . . . . . . . .  (7 .3)  

gehiirt. 
Eingogangen 2. Fobruar 1948. 
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