Zum Logarithmus einer Matrix

Von Haws Ricuter in Haltingen/Baden

1. Unter Inz fiir komplexes z verstehe man im folgenden. stets den Wert auf
der lings der negativ-reellen Achse aufgeschnittenen z-Ebene mit In1 =0. 2 sei
der Bereich aller quadratischen Matrizen 4 des Grades #» mit komplexen Koeffi-
zienten, deren Eigenwerte nicht Null oder negativ reell sind.” Hat 4 lauter verschie-

dene Eigenwerte 4;, ..., 4, so schreibe man mit geeignetem C':
. O
A=0- 3 .0-1
0 -1,
und setze
Ini, . 0
lnA=0~( " )-C*l. 1.1)
0 ‘In 4,

Hat 4 teilweise zusammenfallende Eigenwerte, so werde In 4 als lim In(4(t))
-0

definiert mit geeigneten A(¢), die getrennte Eigenwerte haben, und fiir die

lim A(t) = A gilt. Aus der allgemeinen Theorie!) der Matrixfunktionen folgen die
t—0

Eigenschaften:
Fiir alle
AEBistInd (L.a)
eindeutig definiert: Hauptzweig von In A.
A — Z L ndy=4. (1)
r=0
Fiir reelles
A ist auch In 4 reell. (1.c)

In 4 ist die einzige fiir alle reellen 4 & B stetige und reelle Losung von e* = A.
Ist das Differential 44 mit 4 vertauschbar, so ist
In(4d+d4) =InA4d + 4-1-d4 + 0((d4)?) . (1.d)
" 1) H. Ricurer, Uber Matrixfunktionen. Math. Ann. 122 (1950) S. 16—34.
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Die Verwendung von In 4 hat sich in der allgemeinen Theorie der endlichen
Verformungen als zweckmaBig erwiesen; bei speziellen Aufgaben dagegen macht
es sich auBerordentlich storend bemerkbar, daB man im Gegensatz zu e nicht
auch In 4 durch einen einfachen Ausdruck darstellen kann, sondern zu seiner Bil-
dung erst die Eigenwerte von A zu berechnen hat. Hier sagt nun die allgemeine
Theorie, daf es eine Darstellung der folgenden Gestalt gibt: -

n—1
Ind=>"¢, A" (1.2)
y=0
wo die ¢, affine Invarianten von A sind. Wahrend nun im allgermeinen die ¢, nur
als symmetrische Funktionen der neuen Eigenwerte bekannt sind, wollen wir in dieser
Arbeit zeigen, wie man speziell bei In A zu geschlossenen Ausdriicken fiir die ¢,
kommen kann, die nur von den Koeffizienten der charakteristischen Gleichung
von 4 abhéingen.

2. Es sei nun 4 & B. Wir bilden dann die von dem Parameter ¢ abhingige
Matrix

Ay =FE+4-t-(4d—E). (2.3)

A (t) hat die Eigenwerte 1 + ¢ - (1, — 1). Esist daher fiir 0 < ¢ <1 auch 4(f) &9.
Somit existiert
X@#) =4 mit X(0) =0 und X(1) =In4d. (2.2)

Es ist nach (1.d) weiter:
X(t+ dt) — X(t) = A-1(t) - (4 — E) - dt + 0((d)?) ,

woraus folgt:

X'ty =A-2(t)- (A —E). (2.3)
Wegen (2.2) folgt hieraus sofort ‘
1
A—FE )
In ‘.4_ _ ‘/]'(T)*‘ dt . (2.4)
0

Es kommt also nur darauf an, A-1(¥) in geeigneter Weise darzustellen.

3. Wir bilden nun die von dem Parameter « abhingige Hilfsmatrix:

n—1

n—1—%
Pu) = Z gi(u) - A* mit g,(u) = Z Uy 1 W, (3.1)
i=o 7=0

wo die ¢, die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms

p(z)=|zE—A4] EZ:GV A (3.2)

von A4 sind.
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Zunichst bestimmen wir die Spur von P (), die wir durch geschweifte Klammern
kennzeichnen:

(P(w)} ——g Z_ sy,

wo s, = {4*} die k-te Potenzsumme der Eigenwerte von 4 ist. Mit Hilfe der New-
Tonschen Rekursionsformel erhalten wir wegen sy = n:

n—1 n—1—7r n—1
{P(w)} = Zou’ : ;Oan—lf'fﬁ TS = Z)u' r+1a, .,
oder
P} =9'(). (3.3)
Weiter gilt wegen ¢(4) = 0, und wenn g_, (v) = 0 gesetzt wird:
n—1
Plu)- (4 —ub) =;0Ab e () —u g (0) — 9,y () - a,_4]
oder bei Einsetzen der g, aus (3.1):
Pu)-(A—uE)y=—EFE- p(u). (3-4)
4. In (3.4) setzen wir speziell v = L_Fl mit 0 < ¢ < 1. Dann erhalten wir wegen

A—uB = A@):

und wegen der Invertierbarkeit von 4 (f):

plt
tegp (.,r
Es wird dann sehlieBlich wegen
(A —E)- A- 1@ @%ﬂ@

gemaf (2.4):

Ind = ] [ —Tl)] . (4.2)

5. Der so fiir In A erhaltene Ausdruck ist noch ungiinstig, da wir das Integral
nicht in konvergente Summanden aufspalten kénnen. Um dies zu erreichen, bilden
wir zunichst die Spur. Mit Hilfe von (3.3) erhalten wir:

1

= / e / e
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oder wegen (— i) gz)(t——t—*l) = Z a,(1 —t)"""-(—¢)” mit den Grenzwerten 1 bei
t =0 und (—1)"-a, bei t=1:w

{nd}=In|4 |4+ 2xl3, (®.1)
eine Beziehung, die auch unmittelbar aus der Definition von In 4 folgt. I ist dabei
die Anzahl der Uberschreitungen von (— ¢)* ¢ (t_;—l> iiber die negativ reelle Achse

von oben nach unten, wenn ¢ von O bis 1 wichst. Bei reellem A ist stets I = 0.
Nachdem die Spur von In 4 beKannt ist, geniigt es, den Deviator von In 4 zu
berechnen, wobei wir denselben fiir eine beliebige Matrix @ durch

~ 1
Q=0Q— - {¢} - F
bezeichnen. Wir finden dann aus (4.2)
1 0
- . P [__Al . —~
ln A —_— / ——"(ht[_>i7 dt = / I,i(’ftz du ,
enn® T ) v
0 o —co
und damit endlich unter Verwendung von (3.1) und (5.1):
n—1
md =" 2wl g pRX A*
mit 0 - (5.2)
C, = / 924 du, g,(u) = Z .
£ . (P(u) E] & a,_ 1—k—7r

In der Tat ist namlich g,(») ein Polynom vom Grade » — 1 — k, so daB die fiir
c; angegebenen Integrale bei &> 1 sicher konvergieren. Setzt man A* = 4 -4
mit positivem 4, so existiert auch In 4*. Es ist dann a* = 4" - @, und daher

s =7, () w0 =0 (7).
Wir erhalten dann 5

(5.2) zeigt dann unmittelbar:
Ind* =In4d-+E-Inl.

Die fiir die Anwendungen besonders wichtigen Fille der reellen Matrizen der
Grade » = 2 und » = 3 seien besonders angemerkt'

lnlA[
Ind = E-{-— /u_'_alu_‘_a bei n =2
) 0 ; (5.3)
(@, +u) du "’2/ %
In 4 +A /u3+au+a,u+a3+A w4 a, u A+ ayu -+ oa,
—o bei n =3. |

{Eingegangen am 3. 2. 1950)



