
Ober MatrLxfunktionen. 
Von 

H. RIGHTER ~ Haltingen (Baden). 

§ 1. Einleitung. 
Es kommt in den physikalisehen Anwendungen oft vor, dab die reell- 

odor komplexwertigen Komponenten einer quadra~isehen n-reihigen Ma- 
trix B eindeutige stetige Funktionen sind der Komponenten einer anderen 
quadratisehen Matrix A des gleichen Grades, derartig, dab diese Abh~ngigkeit 
invariant ist gegen affine Anderung des Koordinatensystems. Ein Beispiel 
dieser Art wird dutch die Abhangigkeit des Spannungstensors yore Defor- 
mationstensor in der atlgemeinen Elastizitatstheorie isotroper Medien ge- 
geben, wenn diese beiden Tensoren geeignet gewghlt werdenl). Andererseits 
well3 man, dab es m6glieh ist, ganze analytische Funktionen auf Matrizen 
anzuwenden, da man dutch formales Einsetzen einer Matrix A anstelle der 
unabhangigen Variablen stets eine konvergente Reihe erhMt, und dat3 diese 
Art der Abhangigkeit ebenfalts gegen die Transformation mit einer betiebigen 
dritten Matrix invariant ist, so dab diese funktionelIe Abhangigkeit einen 
Spezialfatl der zuerst genannten Abhangigkeit bfldet. Es erseheint daher 
zweckmaf3ig, zun~ehst allgemein naeh der Gestalt der invarianten Abh~ngig- 
keit zweier Matrizen zu fragen und erst dann zu untersuehen, warm diese 
Abhaagigkeit als Anwendung einer gew6hnlichen Funktion auf Matrizen 
aufgefaSt werden kann. Dementspreehend unterseheiden wit im fotgenden 
die Begriffe der ,,allgemeinen Matrixfunktion" und der ,,gew6hnlichen Ma- 
trixfunktion". Es wird sich dabei zeigen, dal3 diese Unterscheidung nut dann 
wesentlich ist, wenn wit eine bestimmte funktionelle Abhangigkeit auf va- 
riabel gedachtes A anwenden; nicht dagegen, wenn wit die Gesamtheit aller 
m6glichen Funktionen eines festen A betrachten. Von den gew6hnlichen 
Matrixfunktionen dfirften das gr6f~'te Interesse diejenigen beanspruehen, die 
dureh analytische (jedoch nieht notwendig ganze) Funktionen vermittelt 
werden: ,,analytische Matrixfnnktionen". Wir werden in § 2 zunachst den 
Begriff der atlgemeinen eindeutigen Matrixfunktion klaren und Normal- 
darstellungen dafiir angeben. Fi~r spezielle A wird die MatI~xfunktion dutch 
einen Grenzprozet~ definiert, was helm Zusammenfallen yon Eigenwerten 
yon A zu Mehrdeutigkeiten Antal~ geben kann. 

In § 3 wird die Anwendung gew6hnlicher und insbesondere analytischer 
Funktionen /(x) auf Matrizen besprochen. Es zeigt sich, dab bei analyti- 
schem ] (x) der Wert yon / (A) auch ffir die A mit mehrfaehen Eigenwerten 
eindeutig bestimmt ist und bei Kenntnis der Eigenwerte yon A und ihrer 
Vielfaehheiten in einfacher Weise bereehnet werden kann. Eine notwendige 
und hinreichende Bedingung ffir die Realitat yon /(A) bei reetlem A wird 
abgeleitet. 

I) R~c~rE~, H.: Verzerrungstensor, Verzerrungsdeviator und Spannungstensor bei 
endlichen Form~nderungen. Z. ang. Math. Mech. 29, 65--75 (1949). 
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§ 4 behandolt die LSsung der Matrixgleichung A = ~ (B) bei bekanntem 
A uud eindeutigem analytischen ~0. Die allgemeine Gestalt  yon ~B wird an- 
gegeben und far  den Fall ~ (x) ~- x z, also B = t / A  demonstriert.  

In § 5 wlrd schlie$1ich fiir analytische Matrixfunktionen f (A) der Zu- 
sammenhang des Differentials mit  ] '  (.4) behandelt  und ein Analogon zu 
der gewShnlichen Beziehung d ] = I' "d  x -~ 0 ( (dx)  ~) abgeleitet. 

JBezeichnungen. Zur Matrix A mit den Komponenten a~  = (A)~ ist 
die an der Hauptdiagonale Gespiegelte, IA ~ die Determinante, {A} die Spur. 
Far  die Eigenwerte ~, yon A sind die Potenzsummen: s~ = 2:' 2~ = {A,~*}. 

E ist die Einheitsmagrix. (e,! is* eine Diagonalmatrix mit den Etementen 
% n ist der Grad yon A. 

In Ubercinstimmung mit der tiblichen Konvention beim Einsetzen yon 
Matrizen in Polynome setzen wit A 0 = E ftir ~edes A .  

a und a* sind konjugiert-komplexe Zahlen. 

§ 2. Die  a l lgemeine stetige Matrixfunktion.  

Sind verm6ge einer Rechenvorschrif~ die Komponen~en der Matrix B 
eindeutige stetige Funktionen der variabel gedachten Komponenten der 
Matrix A in einem offenen Teilbereich mit  teilweise hinzugenommenen Rand- 
punkten des ne-dimensionalen Raumes der Komponenten yon A, dann be- 
deutet es keLue wesentHche Einscbr~nkung, die Randpunkte zungchst weg- 
zulassen, da die Werte yon B auf denselben stetig aus inneren Stellen ge- 
wonnen werden kSnnen. Wit kSnnen aus dem gleichen Grunde die geringer- 
dimensionate Menge aller A streichen, die zusammenfallende Eigenwerte 
haben. Wir bi]den daher die folgende 

De/ini t lon 1: Es sei ~0 ein oftener Bereich yon Matrizen A, die lau~er 
verschiedene Eigemverte haben. Mi~ 2t seien auch alle ~quiva]enf~n C A C  -x  
zu A in ~o enthalten. Zu jedem A C ~o sei stetig ein B definiert. Dann heit3t 
B eine allgemeine stetige Matrixfunktion yon A in ~0, symbolisch 

(2.1) B = F ~ (A), 

wenn ~iir jedes C mit  tCI 4= 0 gilt: 

(2.2) C B C  - t  -~ F ~ (CAC-1). 

Man sieht, dab der Beg'rift der allgemeinen Matrixfunktion e]ne Verallge- 
meinerung des Begriffes der Invariante darstellt. 

Um nun die oben ausgeschlossenen A mitzuerfassen, erganzen wit dutch 
Defini t ion 2: Liegt A in der abgesehlossenen Htille yon ~30, dann geh6rt A 

mit dem Funktionswert F ~t (A) = B zum Definitionsbereich ~ tier Matrix- 
funktion, wenn es eine s~etige Folge~) A (t), t > 0, gibt mi~: 

A (t) ~ ~0;  l im A (t) = A ; lira F ~ ~A (t)) = B.  
$-+0 t--~O 

Hierbei kann es vorkommen, dab ie u (A) abh~ngig wird v o n d e r  definieren- 
den Folge A (t). Wir unterscheiden daher gema$ 

z) Hierbei kam,. an eine stetige Abl~ngigkeit tier A yon dem reetlem Parameter t 
oder auch an eine k¢mvergente Fotge A (ta) mittn ~ 0 gedacht werden. 

Mathem~tische ~'nr.~.len. 122. 2 
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Det~nitio~ 3: Ei~ A E ~ ist eine ~'egultire S~l le  der Ma~rixfunktioa, wenn 
in Definition 2 B unabh~ngig ist yon der Folge A (t). 

Anderenfalls ist A eine rich~angssinyuldre Stetle. 

Da F u  (A) in ~o stetig erkl~irt war, ist automatisch jedes A E~o eine 
regulate Stelle. 

.Beisfflel 1: FOX F u  (A) = A'A~''" besteht  t~ o aus allen Matrizen mit 

lauter verschiedenen Eigenwerten und t AI =k 0. !8 enthalt  alte Matrizen. 
Jedes A ist ebae regul~re Stelle m i t / ~  ~ (A) --~ A. 

Be~s~e l  2: ~ u  (A) = ~ • .4 ha t  das gleiehe ~0 wie in Beispiel I. 
Ist  ein A beliebig mit  IA [ =~ 0, dann erhalten wir aus I)efim~ion 2 unab. 

h~ngig yon A (t) stets B = ~/~AI-1.A. IstA4= 0 mit  IAI = 0, so existiert 
lira F~z (A (t)) far  keine FoIge A (t). Is t  sehliet~tieh A = 0, so kann aus 
$--+0 
Definition 2 fox ~ eine beli_ebige Matrix mit der Determinante 1 erhatteu 
werden. ~ besteht dana aus allen Matrizen mit  ]A[=~ 0 uud der Matrix 
A = 0, wobei die letztere die einzige richtungssingul~re Stelle ist. 

Wir k6nnen nun Definition 2 abrunden dureh 
Satz 1: Sei in ~ enthalten eine stetige Folge A (t) mit  je einem F u (A (t)), 

l imA( t )  = A  und l i m z V u ( A ( t ) ) = B .  Dann ist A E ~  mit  J ~ u ( A ) = B .  
t--~0 $--~0 

N JBewei~: ,. 'aeh Definition 2 gib~ es A (t, u) E !~o mit  lira A (t, u) = A (t) 
u->t)  

und lira F g (A (t, g)) = F u (-4 (t)), ~' u (A (t, u)) gemaB Definition 1. Wir 
u--~0 

wahlen zu jedem t eia u (t) > 0 mit u (t) _< t und max [ (A (t, u) ~ A (t))i~ { ~ t 
nebst max  [ ( F u ( A ( t , u ) ) ~ I ~ u ( A ( t ) ) ) s ~ [ < _ t  for u ~ u  (t). A (t) = 
= A (t, u (t)) erfiitlt dann Definition 2. 

Ebenso unmittelbar  folgt aus unseren Definitionen, dab bei A E ~  
mit ~ = / ~  u (A) aueh jede Transformierte Ax ~ -CAC -~ in ~ tiegt mit 
-~u (Ax) = GBC -~. Dabei sind die Transformierten zu regul~ren (richtungs- 
smgularen) Stelten wieder regul~re (riehtungssingulfire) Stellen in ~ .  Hieraus 
ergibt sich welter, dab wir ffir die Untersuchung yon F u (A) stets A in 
der Normalform o)C :  0) (2.3) A '  = ~- mit  A k = ~ 1. 

" * " 1 

"A "2k 
annehmen k6nnen, in die bekannttieh ~edes A affin ~ransfo,~miert werden 
kann. 

Is$ speziell C mi t  A vertausehbar and [C] 4 0, so ist mit B = _ ~ u  (A) 
aueh OBO -~ = _,v u (A) .  

FOX regulate Stel]en A gibt es naeh Definition 3 nu t  ein ~ u (A). Also 
gil~ bei Io'I =4= 0: 

Satz 2a: FOx re~jutgre Stellen A ist ~ u  (A) mit  allen C vertauschbar, 
die mit  A ver~ausehbar sLrid. 

Bei [C[~--0 is~ ~Ox kteine u > 0  sieher [ O + u E  I4=0 und C - ~ u g  
mi t  A vertauschbar. Aus (C -~ u ~ ) / ~  ~ (A) = _~ u (A) • (C ~- u ~ )  folgt 
bei u -~ 0 die allgemeine Giiltigkeit yon Satz 2a. (Beispiel 2 zeigt, da/~ die 
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en~spreehende Behauptung f ~  rich~ungssingul/~re Stel len/alsch sein kann,) 
Da alle A E ~0 regular sind, ist Mso insbesondere fiir die in Definition 
verwendete Folge A (t): A (t) • $' u (A (t)) = F u (A (t)) - A (t). Der Grenz- 
fibergang zu t ~ 0 liefer~ 

Satz 2b: Ffir alle A E ~ is~ 2g u (A) mi~ A vertausehbar. 

Nae~ diesen einleitenden S~tzen woUen wit die Art  der dutch eine Ma- 
trixfunktion geschaffenen Abh/~ngigkeit kl~ren. Hierzu gehen wit yon den 
A E ~ aug. Es gibt ffir jedes solehes A wenigstens ein O, das A in Diagonal- 
form CAC -~ = (~) transformiert. Nach (2.2) und Satz 2b ist dana CBC -1 = 
= (/~,) mit  

t z, = g, (.~,,; 2~ . . . . .  2,_:L, ,t.,+ ~ . . . . .  ~ ) ,  

we g, in den Variablen ~ . . . . .  ~,-1, 2,+1 . . . . .  ~ symmetrisch sein muB, 
da man dutch geeignete Transformation die entsprechenden Einheitsvek- 
toren vertauschen kann, ohne gem/~B (2.2) den Wert yon u,, zu ver/indern. 
g, hang~ daher yon ~ und den ersten (n ~ l)  Potenzsummen der 2, # ).,. 
ab. Da man dieselben aber aueh als Funktionen yon )~ und den entsprechen- 
den Potenzsummen aller 2~ schreiben kann, ist somit 

/z,. ----- h ()~; % s~ . . . . .  s~_ 0.  

Hierbei i s t d e r  Index r bei h weggelassen worden, da wegen der Invarianz 
gegen Vertauschung aIler Grundvektoren die Funktion h f~ir a l lev die gteiche 
sein muB. h ist eine gew6hnliche stetige Funktion, die dureh F u wegen 
der Unabh~ngigkeit der Variablen 2~, s I . . . . .  sn_ I eindeu~ig bestimmt ist 
und die Matrixfunktion vermittelt .  Is t  umgekehrt  sine stetige Funktion 
h (2; s 1 . . . . .  an_ 0 vorgegeben, so kSnnen wir ffir alle Matrizen, deren Eigen- 
werte ~ verschieden Mind und ffir welehe die Argumente 2~, s 1 . . . .  , s~_ 1 ira 
Inneren des Definitionsbereiehes yon hliegen, eine Matrix B dureh B = C -1 X 
x {h (~ ;  s 1 . . . . .  ~,_~)) - C bilden. B ist dann eindeutig bestimmt und h~ngt 
stetig yon A ab, da bei versehiedenen 2,, ein stetig ver~ndertes A aueh stetige 
Verandenmgen tier 2~ und yon C nach sieh zieht. Damit Mind die Bedingungen 
yon Definition 1 erfiittt. 

EM is~ daher zweekrai~gig, anstelle des allgemeinen Symbols F,u  die 
spezielle Gestalt der Abhi~ngigkeit durch die folgende Sehreibweise zum 
Ausdruek zu bringen: 

(2.4) B : h (A ; s~ . . . . .  an_ 0 1..~rormaldarstellung. 

Dureh (2.4) sell gleiehzeitig das soeben angegebene Verfahren der Bereehnung 
yon B symbolisiert werden. Welter setzt die 1. Normaldarstetlung die Eigen- 
werte von ~ in Evidenz. 

Haben wit eine Matrix A mit  teilweise zusammenfallenden Eigenwerten, 
die sieh jedoeh in Diagonalform CAC -~ : ()~) bringen I/~Bt (,,symmetri- 
sierbare Matrix") und liegen die Argumen~e 2,, s~ . . . . .  s~_ x im  s~e~igen De- 
finitionsbereich yon h, dan~ kSnnen wit jedenfalls wie oben ~B bilden. A liegt 
dann in der abgesehlosseaen Halle von ~ o  und B erseheint aim Limes yon 
F u  (A (t)) mit  A (t) E ~ .  Solehe A'Iiegen also jedenfalls in f~. Wit wollen 
uns nun iiberzeugen, dab jedoeh A "durdhaus eine riehtungssingulare Stelle 
sein kann, Me dab (2.4) nieht den gesamten Wertevorrat  yon ~ u (A} ffir die 
A ~ ~ mit  zusammenfaltenden Eigenwerten liefert. Dieses Verhatten zeigt 

2* 



2~eispiet 3: Es sei 

~x) ist eine ffir alle x stetige Funktion. Wir setzen h (2~; s~ . . . .  , s~_~) 

Durcb direk~e Anwendung yon (2.4)linden wir bei A =:(0 ~ ) = E :  
x / 

Fu(g )  = E .  
Benutzen wit aber die b e i t  -~ 0 gegen E konvergente Folge 

a ( t ) = \ ~ t / ~  ~ - u ~  = V "  o ~ - ~  

so ist 

F u ( A ( t ) ) = V .  ~+te~¥ 0 V_~= 

0 1 ~ te -*-~ 

und damit bei t ~ 0: 

( ) l + t e  ~ 0 

1 l--~-te 4 

Liegt mit A aueh .4 i~ ~0, so ist bei A = C -~ (2~) C und ~ = C -~ (/z~) C 
wegen (2,2) : 

Wir k6nnen daher gegebenenfalts den Bereich ~o dadureh erwei~ern, dab 
wir alle gespiegelten Matrizen hinzunehmen und dabei F u (A) ~- 2' u ( ~  
setzen. AnsehlieBend k6nnen wit dann unter  Erhaltung dieser Beziehung 
gem~t3 Definition 2 den Definitionsbereich ~ bilden, der dann ebenfalls 
mit jeder Matrix aueh ihre Gespiegette enth~lt. Es gilt daher 

Settz 3: Zu ~ dfiffen die Gespiegelten alter Matrizen A ~ hinzuge- 
nommen werden m i t / ? u  (A) = F u  (A). 

Liegt A in !~ o und ist A [A~ 0~, ~ \ 0  A J  so ist gem~B der durch die erste 

(B~ o~ ,~ot~ei Normaldarstellung gegebenen Rechenvorschrift .F u (A ) = B = \ 0 BJ"  

wit 3~ 1 als eine Matrixfunktion yon _41 auffassen k6nnen, die aul~erdem noch 
die Invarianten yon A~ a]s Parameter  enthalt.  Ffir richtungssiugul~re 
Stellen A zeigt dagegen Beispiel 3, dab aus der Reduziertheit yon A nJcht 
die yon JB fotgt. Riehtig ist diese Behauptung jedoch, wenn A~ und A~ 
eigenwert~emd sind, da dann die Reduziertheit yon ~ sieh aus Satz 2b  
ergibt. Um nun zu sehen, dab auch in diesem Falle 2~ aus eiaer Matrix- 
funktion yon A 1 mit  den Invarianten yon A~ als Parametern gewonnen 
wird, beweis~n wit  zun~ehst 

Hil/ssatz 1: Ist  gegeben eine Folge A'(t) bei lira A (t) = A = ~ 0 A J  
t--~0 

mit eigenwertfremden A1 and A 2, daam gibt es eine Folge T (t) mit  
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A (t) = T (t). (A~o(t) 0 ) T_ 1 (t); lira T (t)~-- E ;  l i~  A~ (0 =-~ A, .  
A~ (t) t-~o t~o  

Beweis: Dot Grad yon A~ sei m~: m l ~ m  2 - ~ n .  I s t  nun ~ % ( y ) ~ 0  
die charakteristische Gleiehung yon A,, so en~sprieht q% (y) wegen der Eigen- 
wertfremdheit  der A~ ~ti¢ kleine t eindeutig einem Fak to r  ~, (y, t) der eha- 
rakteristischen Gleichung yon A (t). Bilden wir C, (t) ~ % (A (t), t), so hat  
C~ (t) genau den Rang n - -  m~. C~ (t) bes t immt also verm6ge C~ (t) - ~ = 0 
el len medimensionalen Unte r raum U~ (t) ats Eigenraum yon A (t), der  wegen 
der Konstanz des Ranges b e i t  ~ 0 in den dutch % (A) - ~ = 0 definierten 
Unter raum U~ iibergeht, der dutch die ersten ~n 1, bzw. le¢zten m~, Gr~nd. 
vektoren ¢~ anfgespannt  wird. Es gibt also in U~ (t) m~ linear un~bh~ngige 
Vektoren ~i (t) mi t  lira ~ (t) -= ¢e Alle ~ (t) zusammen spunnen den ganzen 

t->O 

Raum auL Das gesuchte T (t) ist die M~trix, die ¢~ in ~i (t) tra~sformiert.  

Wir haben nun 

Satz 4: Is t  A ~ und A \ 0  A J  mit  eigenwertfremden A,, so ist 

(B, 0 F u (A) -= \ 0 BJ" wo B 1 Matrixfunktion yon A 1 mit  den Invar ianten yon 

A 2 als Parametern  ist: ~ - =  $ ' u  (A1; {A~}), 
Beweia: Fi i rA E ~o w~rde der Beweis oben gefiihrt. Ffir die iibrigen A E~  

wird F u (A) gemaB Definition 2 mi t  Hilie einer Folge A (t) gebildet, auf 
die Hilfssatz 1 anwendbar ist. Es ist dann wegen (2.2): 

(~u(Al (t); (A:(t)}) 0 ) T_l (t), 
F u (A (t)) : T (t) • 0 F u  (A 2 (t); (A~ (t)}) 

woraus b e i t  -~ 0 unmit te lbar  die Behauptung folgt. 

In  (2.4) kommt  die letzte unabhiingige tnvar iante  a n yon A nicht mi t  vor. 
Man kann sie aber  mitnehmen and atlgemeiner B -= g (A; s 1 . . . . .  an) 
schreiben. Doch ist d i e~  Darstetlung dann nieht mehr  ei~deutig. Da man  
umgekehrt a.,. als Funktion eines ~ und der sl . . . . .  a~_~ schreiben kann,  Iagt  
sich stets  die eindeutige Normaldarstellnng (2.4) zuriickgewinnem Man kann 
nun diesen S~ehverhalt ausnutzen, um dutch die Einfiihrnng yon % die 
Abh~ngigkeit der Funktion g yon ihrer ersten Variablen mSglichst einfach 
zu gestalten. Hierzu best immen 'wit ffir A ~ ~0 die GrSBen Co, c~ . . . . .  vn-~ 
aus dem Gleichungssystem: 

(2.5) ~ c~.  ).~ = h (L;  a~ . . . . .  a~_~) ~ = ~, 2 , . .  ,, n. 

Die c~ shad oHensiehtlich invariant  gegen Permutat ionen der ),~ und k6nnen 
somit als Funktionen yon s~ . . . . .  s n aufgefaBt werden; 

Es wird dann nach der dutch (~.4) symbolisierten Reohenvorschrift:  

= c - ~ .  ~ ,t~ c - - Z '  ~ "  c - ~  ( ~ )  o = Z '  e~ .  [ c - ~  (~,) C]~ 

oder 

(2.6) B = ~7 % (81 . . . . .  s~). A ~. 2. _~ormaldarstellung. 
k = 0  
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FU (M) kann also stets a]s ganz-rationa]e Funktion yon A veto Grade ~ - -  I 
aufgefaBt werden, wobei die Koefflzien~en Invar ian~n  yon A s~nd. Umge- 
kehrt  ]iefert (2.6) xlfit beliebigen stetigen Invarianten % stets eine stetige 
Matrixfunktion for einen geeigneten Bereich ~o. 

Die 2. Normatdarste]]ung gilt zuni~chst wieder nur fiir die A E !3o. Fiir 
andere A kSanen bei Approximation mit  Hilfe einer Fo]ge A (t) die gemlil3 
(2.5) gebildeten % (t) konvergieren. Dann gehSrt zwar A zu ~ ,  kann abet  
durchaus eine richtungssingul~re Stetle sein, so dal~ (2.6) dann nicht atle 
Werte yon F u (A) wiedergibt. Dies folgt auch daraus, dal~ ein gem~B (2.6) 
gebildetes B antomatiseh mit  alien C vertauschbar ist, die mit  A vertauseh. 
bar sind. 

Da jede Matrix ihrer eharakteristischen Gleiehung geniigt, kann ffir 
jedes m die Funktion A'* dureh A °, A 1 . . . .  , A ~-1 und s 1, . . . .  sn dargestellt 
werden. (2.6) ist die Veraltgemeinerung dieses Satzes fOr beliebige Matrix- 
fanktionen. 

Wir hat ten gesehen, daI~ wir die erste Norma]darstsItung (2.4) auf aUe 
A aus ~ anwenden dOrfen, die symmetrisierbar sind and  damit jedenfalls 
wenigstens einen Wert fiir F u (A) erhalten. Doeh ist die Anwendung yon 
(2.4) wegen der Transformation auf Hauptaehsen sehr ums~andlich. FOr 
atle symmetrisierbaren A li~Bt sich nun aber (2.4) wie folgt umformen: 

Es seien )'I . . . .  ,2m mit  m ~ n die verschiedenen Eigenwerte yon A; 
dann bilden wir die m Hi|fsmatrizen 

/ /  A -- ).~E k -~ 1, m. . . . .  ' 

I s t n u n C A C - l =  (~) , sowird  CG~C -1 eine Diagonaln~trix,  die nur  an den 
Stellen, we in (2~) der Weft ~ stand, eine 1 besitzt, sonst aber lauter Nullen 
hat.  Es ist  daher gem~i~ (2.4): 

C B C-I = Z ~ " C G~ c-i 

und damit 

h (A; 81 . . . . .  s~_1) = ~ #~ • ~ mit  

(2.8) /z~ = h (;t~; s l, . . . .  s~_~) und 3. Normaldaratetlung 

/ /  A - - ~ q ~  

Die 3. Normaldarsgellung ist gfiltig fOr alle A ~ ~o und ~Or alle iibrigen 
symmetrisierbaren A E ~ ,  f~r die sie aber evtt. nicht a)te Wer~e l ider t .  Fa r  
nichtsymmetrisierbare A liefert sie falsche Resul~ate. Sie ist besonders be. 
quem ffir munerische Reehnungen, ve t  atlem dann, wenn es sieh datum 
handelt,  yon einer festen Matrix A verschiedene Funktionen zu berechnen, 
da in diesem Falte die Aufs~elhng der ~ nur  einmal zu geschehen braueht.  

§ 3. Oew~h~iehe, insbesondere analytisehe Matrixfunktionen. 

Ist  die Abh~ngigkeit F u (A) dutch Anwendung der Potenzreihe einer 
ganzen analytisehen Funktion [ (x) auf A gegeben, so ist /4 = [ (~),  so 
dab in der eindeutig b e s ~ m t e n  ersten NormaIdarstellung die explizite 
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Abhi~ngigkeit yon ~ . . . . .  sn_ 1 entfallt. Es is~ da~er sinnvoll, ganz allgemei~ 
~e Anwendung einer eindeutigen Funk~ion [ (x) auf Matrizen im Sinne dot 
Vorschrift der ersten Normaldarstelhmg aufzufassen und dann einfach 

{3.]) B = / (A) 

zu schreiben. Diese so gewonnene ,,gewfhnliche Matrixfunktion" heL6t 
,,anaIytische Ma*rixfunktion", wenn [ (x) an den Stellen der Eigenwerte 
der A aus ~ analytisch isL 

Betrachten wit eine Menge yon allgemeinen Funktionen ffir ein und die. 
selbe Matrix A, so sind die s k in (2.4) fesf~ Zahlen, so dab der Unterschled 
zwischen altgemeiner und gew6hnlicher Matrixfunktion verwischt wird. 
Die Unterscheidung is* jedoch wesentlich, sobald wit eine Matrixfunk¢ion 
fiir variabel gedachtes A untersuehen. Im Fatle der analytischen Matrix- 
funk*ion sind aus der Rx~A~'schen Fl~che yon / (x) geeignete Stiieke aus- 
zuschneiden, fiber denen dann / (x) als eindeu*ige Funk*ion betraehtet werden 
kann, wodurch fi~ festgelegt wird. Solange A verschiedene Eigenwerte hat, 
bedeutet die hierdurch geschaffene Einengung des Variabilitatsbereiches yon 
A keine wesentliehe Einschrankung, da man ja die Schnitte geeignet legen 
kann, um alle Zweige yon /(x) benutzen zu k6nnen. Schwierigkeiten 
tauchen nur bei denjenigen A auf, bei denen Eigenwerte zusammenfMlen, 
da dann der dutch Definition 2 geforderte Grenz~bergang dazu fiihren kann, 
da$ gleichen )~ verschiedene/z, entsprechen. (Weiteres hierzu siehe in § 4.) 
Bei gew6hnlichen Matrixfunktionen ist in Satz 4 ftir die A C @0 einfach 
F u (A1; {A~}) = ] (A1). Satz 4 gestatt~t daher jetzt die cinfachere For. 
mulierung yon 

~qatz f :  Ist  A E~ und A -= (A122) mit  eigenwertfremden A,, so ist / (A) = 

Damit ist die Bestimmung yon /(A) auf die A mit lauter gleichen Eigen- 
werten A zurfickgeffihrt. Wie Beispiel 3 zeigte, is* Satz 5 ohne die Einschr~n- 
kung der Eigenwertfremdheit der A, falsch. Das in Beispiel 3 gezeigte Ver- 
halten ist nun wesentlieh dadurch bestimmt, dab ] {x) nicht analytisch isL 
Wir ffihren daher jetzt die weitere Untersuchung yon ] (A) bei A mit !auter 
gteichen Eigenwerten 2 unter der Voraussetzung des anatytischen Charakters 
yon /(x) an der S~elle x = 2 dutch. Hierbei is* fox die Beurteilung dos 
analytischen Charakters yon /(x) auf die Schnitte Rficksicht zu nehmen, 
durch die / (x) eindeutig gemacht wurde. Hat man z. B. die Rx~MA~!csehe 
Fli~che yon ] (x) -~ V ~ langs der negativ-reellen Aehse aufgeschnitten, so 
z~hlt diese ein~chlieBlich x---~ 0 nicht zu den Argumenten, wo /(x) ana- 
lytiseh isL Man kann aber dutch geschicktes Legen der Schnitte erreichen, 
dab jedes A effaBt wlrd, fOx welches ] (x) im gewfhnlichen Sinne an den 
Stellen der Eigenwerte yon A regular is*. 
Schreiben wit nun: 

t (x) = g (x ~ ~) + ! (~) m i t  g (0) = 0, 

so is* be i t  > 0 wegen der Verschiedenheit der Eigenwerte ~, (t) der Matrix 
A (t) aus der gegen A konvcrgenten Folge: 

(3.~) ] (A (t)) = g (A (t) - -  2 E) + / (~)- Z. 
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g (x) babe  nun die fOx kleine x konvergente Entwieklung: 

~v_l i 
g ( x ) =  dkxk=2~d~:x_#+h(x  ) mit  d~ [(~)(2), 

so dab wir erhalten 
2¢--1 

(3.3) g (A (t) - -  2 E)  = ~ '  d i .  (.4 (t) - -  ~ E) t  + h (A (t) - -  2 E). 
k = l  

GemaB (2.6) ist: 

h (A (t) - -  ). ~ )  = Z c~ (t) • (A (t) - -  ~. /~)t  

we die c~ (t) bes t immt sind durch (2.5): 

n----1 

Z e~ (t) (~. (t) - -  ;.)~ = h ( ) ,  (t) - -  ,~). 
i = 0  

Bei gentigend groBem iV Iolgt hieraus wegen h (x) -----O (x-~'): 

lim c~ (t) ---- 0 
t--~0 

und damit  

I i m h ( A  ( t ) - - ~ E )  = 0 .  

Aus (3.2) und (3.3) erhatten wit nun b e i t  -~ 0 unabhingig yon der definie- 
renden Folge A (t) den Weft  ffir f (A), so daB wir wegen (A - -  ~ E)~ = 0 
fox b ~ n haben 

Satz 6: Is t  / (x) analytiseh an der Ste]le x = 2. des n-faehen Eigenwertes 
yon A (des Grades n), so ist A Ei3; A ist eine regulire Sielle der Matrix- 
funktion mi t  

/ (A) = ~  ~ ,  1(~) (~).  ( A - - ) . E ) ~ .  
k = 0  

Wenn A reduziert  ist, so ist auch / (A) reduziert, so dab also Satz 5 fox ana- 
]ytisehe Matrixfunktionen aueh ohne die Einsehrinkung der Eigenwert- 
ffemdheit  richtig ist, wenn / (x) an den Stellen der Eigenwerte yon A ana- 
lytiseh ist. Es sei nun A '  eine Matrix in der reduzierten Gestalt  

A t  ~ 2 .  

"A 

we die eigenwertfremden A~ veto Grade n~ mi t  den n~-fachen Eigenwerten 
~ shid. / (x) sei analytisch fox x = ~ .  FOX jedes v sind dann die Polynome 
H (x~)~ , )na  und ( x ~ ) ~ ) %  teilerfremd, so dab wit ein Polynom H~ (x} 

best immen kSnnen durch 

(3.4) H,  ( x ) . / / ( x - -  2~,)nv ----- 1 (rood (x - -  ).,)% ). 
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Wir Ifihren nun ein 

G" = / ~  ( A ' ) - / / ( A '  - -  i~, E)%, 

dann ist 

i°:0 0:i) (3.5) G; = . und G, A '  = 

Naeh den Si tzen 5 und 6 haben wir nun 

:.o)" 
m ~ - - 1  ] 

Durch Transformation mi~ einer beiiebigen Matrix C erhalten wit  hieraus 
den 

Satz 7: Hat  A die Eigenwerte 2, mi t  den VieH~chheiten n,, und ist / (x) 
an den Stelten 2, analytisch, so is~ A ~ ~ mit  dem eindeutig besti~m~ten 
Werte a) 

n,-x 1 
/(A) ) : ~ , -  

WO 

G, = H,  (A) - / / ( A  - -  ~ E)% ist mi t  H~ (x) gemiB (3.4). 

Bemerkung 7a: Ans~lle yon n~ k6nnen die Exponenten m, g n, benutzt  
werden, fiir die gerade f / ( A  - -  ~, E) ~, -~ 0 ist; bei ~ymmetrisierbaren A 

also m, = I. I m  letzteren Falle ist dann 

l 

so dab Satz 7 ~ein Spezialfalt °yon (2.8) wirda). 
Bemerkung 7b: Dcr in Sa~z 7 angegebene Ausdruck f~ir ] (A) kann noch 

modulo der charakterlstischen Gleichung yon A reduziert werden, so d~t~ 
man die De, rstellung (2.6) erhi l t ,  In  der Ta t  bleiben ja  die % als L6sung yon 
(2.5) an~lytische Funktionen tier Eigenwerte 2., auch worm einige dersetben 
zusammenrfickea. Sie geniigen dann dem aus (2.5) dutch Grenziibergang 
entstehenden Gleichungssys~m: 

An ~) Vg]. F ~ ,  L., Le calcul des matrices, C.r. 186, 619--621 (]928), wo dutch 
wendung der Theorb der 1L'~earen armlytischen F,mlrtionale auf die Kompor~enten 

yon ] (A) gezeigt wird, da~ allein yon A abh~gige ~atrizen / / ~  existieren, so d~B 

m n~-I 
] (A) = 2: 2: ~,~/(~) (i,) 

wird. 

4) Uatex der E i n s c ~ o n g ,  dal~ ] (~) eine ganze Funktlon is~ and keine Eigenwerte 
yon A ~usammenfaIlen, bereits zu fi~den bei A. D. MIc-~A~ ~[atrix azad Tensor Calco.lus, 
S. 18. New York :t947~ 
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be] r ~ 0, 1 . . . . .  n, - -  1 und v ~ 1, 2 . . . . .  m; n, ~- Vielfachheit des Eigen- 
wertes ~,. 

Aus Satz 7 kSnnen wir nun ein Kri ter ium dafiir ableiten, dab be] reellem 
A auch [ (A) reell ]st. Van den Eigenwerten van A seien in diesem FalIe 
21 . . . . .  22~ paarweise konjugiert komplex und 22r+1 . . . . .  SLm reel]. Es ]st 
dann nach (3.4):/ /1 = H i  . . . . .  He r -1  : H~,, w~hrend H2r+l  bis H,~ reelle 
Polynome sincL Also ]st wegen der Realitiit van A: G 1 -----G~ . . . .  , G2r_ 1 
= G.~ r,* und G~,+ 1 bis G,n sind reelte Matrizen. Notwendig und hinreichend 
cIafiir, dab [ (A) reell ]st, ]st also nach Satz 7, wenn wir gem~J~ Bemerkung 7a 
die m, anstelle der n, benutzen: 

mm,,--t 

F o  - Et (A - = o .  

An (3.5) sehen wir nun, dab die Matrizen G, • (A ~ 2, E)~ mit  0 < k 
m , ~  1 voneinander linear unabhangig sind. Damit  haben wir den 
Satz 8: Notwendig und hinreiehend, dab be] ree]len A die analytiseho 

Matrixfunktion [ (A) ebenfalls reel] ]st, ]st 

l (~) (2~) -= [1(*) (~) ]*  fur k = 0, 1 . . . . .  m, -- l, 

w e n n / / ( x  ~ ~)m, das Polynom niedrigsten Grades ]st, welches A annulliert. 

Bemerkung 8a: Is t  n, die Vielfachheit van 2,, so ]st m~ ~ n,, so dab die 
Bedingung "con Satz 8 fdr k = 0, I . . . . .  n , -  1 jedenfatls hinreichend ]st. 
Be] symmetris ierbarem A ]st m, = 1, so dab nur ] (~) = ([ (2~))* zu for- 
dern ist. 

Bemerkung 8b: I s t  ] (x) eine reelle analytische Funktion, d .h .  ]st [ {x) 
reel] auf  einem Stack der reellen Achse, und wird derjenige Zweig van [ (x) 
gew~hlt, fftr den [ (x*) -----([ (x))* ]st, so sagt Satz 8 aus, daI3 [ (A) genau 
dann reell ]st, ~enn [ (2,) reell ]st fa r  die reetlen unter den 2,. So ]st z. B. 
In A reell be] den ree]ten A, deren reeile Eigenwerte (falls vorhanden) po- 
sitiv sind. Satz 8 zeigt aber, daI3 die MSglichkeit der Real]tat  van ] (A) im 
allgemeinen grSl3er ]st, da die Bedingung van Satz 8 ft~r best immte 2, ganz 
zufMlig bis zu k ~- m, - -  1 erfiillt sein kann, wahrend die h6heren Ableitungen 
van [ (x) an dieser Stel]e nicht mehr dieser Bedingung zu genilgen brauchen. 
Dies hat te  zur Folge, dab far  jedes reelle D dann ] (A + t D) auch fiir kleines 
t > 0 nicht mehr reell ]st, so daI3 man A in 13bertragung einer be] den reellen 
Funktionen fiblichen Sprechweise als ,,isolierte Matrix for ] (A)" anzu- 
sprechen hat.  

4. Die Umkehrung analytischer Matrixfunktionen. 

Wit hat ten  in § 3 fiir die Definition der anaiytischen Matrixfunktion 
eine Aufschneidung der RIEMANt~schen Fl~che van ] (x) vorgeschrieben, 
trm zu einer eindeutigen Matrixfunktion zu gelangen. Man wird nun die 
Frage aufwerfen, welches die Gesamtheit  aller [ (A) ]st, wenn wir be] der 
gem~J~ Definition 2 zu erfolgenden Bestimmung van ] (A) mi t  Hilfe einer 
Folge A (t) die volle Bewegungsfreiheit der Eigenwerte van ACt) auf der 
R I ~ _ l ~ l s c h e n  Fliiche zulassen. Solange die Eigenwerte van A alle unter- 
einander und van den singularen Stellen van [ (x) verschieden sind, kann sich 
natfirlieh nichts Neues ergeben, da wir durch geeignete Aufschneidung stets 
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erreiehen k6nnen, dab A ~ ~oist. Wenn dagegen A tei!weise zusammenfallende 
Eigenwerte hat and lim A (t) = A ist, wo A (t) far t > 0 die verschiedenen 

t-->0 

Eigenwerte )~ (t) hat, so bilden die ),  (t) ,,Bahnkurven" in der x-Ebene mit 
~eilweise zusammenfallenden Endpunkten. Wit k6nnen dann eine Auf- 
schneidung der R ~ s c h e n  Flache so bilden, dab die Sehnittkurven diese 
Bahnlinien nicht treffen. Bei Bahnkurven mit gleichen Endpunkten ~ mug 
der Schnit~ dabei natfirtieh dutch 2~ gefiihr~ werden. Auf diese Weise er- 
halten wit eine dutch diese Aufsehneidung festgelegte Matrixfunktlon, ffir 
die A eine Randstelle wird. Diese Betrachtung zeigt, da/~ die Gesamtheit 
aller mbglichen ] (A) bei freier Bewegungsm6gliehkeit auf der RI~).x.wschen 
Flache identisch wird mit der Gesamtheit atler Wertb -con ] (-4) bei allen 
m6gliehen Aufschneidungen der R I ~ l i c s c h e n  Fl/~ehe. Unsere Einschrin- 
kung ist damit als nicht wesentlieh fiir die Ermittlung des gesamten Werte- 
vorrates einer mehrdeutigen analytischen Matrixfunktion erkannt. 

Ist y ~ [ (x) die Umkehrfunktion einer eindeutigen analytischen Funktion 
x ~- (p (y), so gilt bei/~ (t) = [ (A (t)) ffir die definierende Folge A (t) wegen 
der Verschiedenheit der Eigenwerte yon A (t) : A (t) = ~ (B (t)) und damit 
A = ? (~B), B ist also L6sung der Matrixgleichung 

(4.1) A = qv (B) 

mit bekanntem A. Umgekehrt liefert jede L6sung .B yon (4.1) einen der 
mSgliehen Werte yon ] (2t) bei passender Aufschneidung. Fiir solche ] (x) 
ist also die Aufgabe der Gewinnung aller Werte yon [ (A) aquivalent zur 
Aufgabe der L6sung der Matrixgleiehung (4.1), in der/~ eine regulire Stelle 
fi~ die MatrixA~mktion ~v (B) darstellt. Aus dieser Aquivalenz folgt in Ver- 
bindung mat Satz .5 weiterhin, dab wit uns bei der L6sung -con (4.1) au¢ die 
A grit ]auter zusammenfallenden Eigenwerten besehranken k6nnen. AuSer- 
dem k6nnen ~h" gem,S § 2 voraussetzen, daI3 sich A in der NormaHorm (2.3) 
befindet, wo jetzt alte ~ gleieh ). sind. 

Zu jeder Umordnung der Kistehen yon A geh6re nun eine bestimmte 
Matrix U, die diese Umordnung bewirkt. T bezeiehne eine mit A ver- 
tauschbare Matrix. 

Denken wir uns nun das unbekannte B verm6ge 0er Transformation 
mit einem V ebenfalls in Normalform (2.3) gebraeht, 

B = V .  " . .  V -L  

wo die Eigenwerte /G der B, teilweise gleieh sein kfnnea, jedoeh ste~ 
(/*,) ~ 2 gilt, so ist nach dan Ergebnissen des § 3: 

(4.2) A = V . ( q ~ ( :  1)',. 0 )V-1 
(~r) 

Ist nun beliebig gew~hlt 

so dab W7 i qp (B,.) W,, in Normalform (2.3) gebraeht wird, so is~ V W  = T U  
mit passenden T uad U und damit 
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mit 

(W -x ¢ (B~) W~ 0 2) 
A = V - W ~ W -~ V -x  = 

0 " W~- ~ q (B~) W 

= T U "" U-~ T -~ 
o ~ (Bi) 

Wit haben also wegen A T = T A 

U-1A U =  9 

(4.3) und 

B = T . U .  

0 

Hierbei sind die B~'-Matrizen, deren Normalform (2.3) nur  aus einem 
einzigen K~stchen besteht :  irreduzib]e Matrizen. 

Zur  Auffindung yon B wird also A zun~chst durch ein U -1 umgeordnet,  
die K~stchen naeh der Umordnung dann in neue K~stchen A~ zusammen- 
gefaBt, die als 9 (B~) mit  irreduzib]en B~ geschrieben werden kSnnen. B er- 
hfdt man  dann dutch Rfiektransformationen der aus den B~ bestehenden 
Matrix mi t  Hilfe yon U und zusatzliehe Transformation dm'eh sine beliebige 
mit  A ver~auschbare Matrix T, Dabei ist his je tzt  noch nicht Mar, oh zur 
Auffindung alter B aueh alte der endlieh vielen U und der endlieh vielen 
Zusammenfassungen zu den A;  s t a t t ha i t  sin& Dagegen ist T sicher vSllig 
beliebig wahtbar,  da bei A = 9 (B)= auch A = T A T  - I  = T qp (B) T -I -= 
= q ( T B T  - t )  ist, so dab mi t  B auch stets  T.BT -1 eine LSsung darstell~. 
Es ist durchaus mSglich, dab  es zu einem der A" mehrere zugehSrige ~ '  gibt:  
B~ 1, B' . .  ~a,. ~St  den jeweils zusammenfallenden E i g e n w e r t e n / ~ i , / ~  . . . . .  
Is t  hierbei /~v~ =: ~t~, so sind B;~ und B;kwegen der Irreduzibi l i t~tTrans-  
Iormierte voneinander: ~'~i ----- S B ~  S -1. Es ist dann A" = 9v (l~'~) = 

S ~ (B~) S -a  = S A" S -x. .A~ ist also mi t  S vertauschbar.  Wir k6nnen 
daher annehmen, dab  S bereits in T enthalten ist. Die wesentlieh versehie- 
denen M6glichkeiten fiir /g, miissen also zu lauter verschiedenen Werten 
f t t r / ~  ~- [ (;0 geh6ren. Hieraus folgt 

Satz 9: I s t  T eine mi t  ,4 vertausehbare Matrix mi t  I TI + 0, so ist mi t  
B aueh T B T  -1 eine L6sung der Matrixgleiehung A = q~ (B) mi t  eindeutigem 
analytischen x = 9 (Y)- Bis auf  Transformation mi t  alien T ist  die L6sung 
der Matr ixgMehung h6ehstens endlich- oder abzahlbar  unendlich-deutig,  
je nachdem dies die Umkehr~unktion y - -  [ (x) yon x = q~ (y) ist, 

Es bleibt je tzt  nu t  noeh die Frage,  ~ e  ein A ~ aussehen muB, dami t  
es als qp ( F )  mat irreduzibtem B '  gesehrieben werden kann. Dies lagt  sieh 
nun M c h t  klaren unt~r Verwendung der beiden fotgenden Hilfssatze: 

Hiljssatz 2: Es bezeiehne Qn die Matrix veto Grade n mi t  den Kompo- 
nenten 

~1 fiir/~ - i = 
q ~ ' = [ O f f ~ r k - i # l } "  



5 ~ r  Matrixf~t~onen.  29 

Dann ist bei at ~= 0 mi t  1 ~ 1 die Matr ix  

P=a~.  QZn+at+ t • ~ . 1  + . . .  +a,_1.  Q~-~ 
~quivalent zu Q~n- 

Bewe~s: Es seien ¢~ . . . . .  % die Grundvektoren .  Ffihren wir noch  G = 0 
fiir ~, K 0 ein, so gilt  allgemein Q~, G ----- e ~  und dami t :  

(4.4) P e ,  = ~'a~+~ e , - z ~ .  
7¢~0 

Aus der Funk t ion  ~0 (x) -----at + at+x x + • • . gewinnen wir ~fir r = 0, 1 . . . .  
Koeffizienten br, ~ gemat~ 

V' -"  (x)  ~ ~" 
[ * = 0  

Wir bitden nun  die Vektoren 
c¢ 

wobei r so bes tbnmt  wird, dab  0 < s ~ r I K l ist. Die ~ sind dann  wegen 
b~, o ~= 0 linear unabhangig  voneinander ,  und es gilt wegen (4.4): 

a) ftir r = O ,  also s K l :  P - ~ ,  =0; 

b) ffir r ~ 1: 

g ~ O n ~ O  ~ 0  g + u = ~  

W~hlen wit nun  die ~ ats neue Grundvek~oren, so wird P in Q~ trans- 
formier~. 

ttilfssatz 3: Die NormaI form (2.3) yon  Qr ~, besteh~ aus k K~stchen yore 
Grade ( m +  I} und ( t - - k )  Kastchen  yore Grade m, wean n = m l q - k  
mi~ k < l i s t .  

Beweis: Es ist Q~ ¢, ~ ¢,_~, wenn wieder % ~ e_x . . . . .  0 gesetzt  ist. 
W~hlen wit  als Transformierende die Matrix,  die die G in die folgencle 
Reihenfolge br ingt :  

e k ,  e k +  l ,  ° " • 

e~+l,  e k + l + l ,  • • • 

¢~,¢2z,- • • 

je (m n- 1) Stfick 

l j e m S t f i c k  

so wird Q~ in die angegebene Normalform t ransformiert .  
Bem~rkung; Die Hilfss~tze 2 and  3 gelten triviaIerweise auch bei I ~ n, 

da dana  Q l = 0 ist~*.nieht dagegen bei 1 • 0. 
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Es m6ge nun A '  ~ ~ (B') *nit irreduzjblem ~ '  veto Grade ~ se~n. ~ '  is~ 
a/so ~quivalent zu /x E + Qn, we Qn wie in Hilfssatz 2 definiert ist. Es ist 
dann A" aquivalent  zu q~ (/z E + Q~). H a t  nun ~0 (y) an der Stelle /z die 
Entwieldung 

cp (y) = 2  + a~ ( y ~  l~) 1 + a~+ , ( y - -  lz) t+ l q- . - - mit  a t e=0  bei l ~  1, 

so wird naeh Satz 6: 

was nach den Hi l f s~ tzen  2 und 3 in der NormMform (2.3) k K~stchen veto 
Grade (m + 1) und (~ ~ k) K~stchen veto Grade m hat ,  wean n = m I + k 
mi t  k < l i s t .  Dies ist dann auch die Normalform yon A'.  Ha~ umgekehrt  
.4'  diese NormMform, so geht as gem~g Hilfssatz 3 bei airier Umordntmg 

der Zeilen und Spalten iiher in 2 E + Qn. ]s t  nun y = ] (x) = / 2  + b i / x ~ - 2  
+ • •. ,  so wird, abgesehen yon dieser Umordnung, B '  = [ (A') = / z  E -t- 
+ b - Qn + ' " " die bis auf Transformation mit  eJner mi t  A '  ver tausehbaren 
Matrix T '  eindeutJg bes~immte L6sung der Matrixgleichung A ' =  9)(B') 
mi t  i r reduzibbm B" des Eigenwertes #. Damit  haben wir einen vollkommenen 
Uberb/ick iJber die L6sungsmannigfalgigkeig v~n B ~ ] (A) bei so]then A 
mi t  lauter gleiehen Eigenwerten 2 gewonnen: 

Sa.~z 10: A mOge nur  den mehrfachen Eigenwert ~ haben. Es befinde sieh 
in Normalform. Es seien 

z, 

die versehiedenen Zweige yon ] (z) an der Ste]le x = ~. Dann ordne man  die 
K~stehen yon A mi t  Hilfe eines U -~ so urn, dal3 man mi t  geeigneten Zahlen k, 
und m, bei 0 ~ k~ < l~ und m~ ~ 0 Zusam~menfassungen AS yon k, K~stchen 
yore Grade (m, + 1) mi t  ( 1 , ~  k,) Kastehen vom Grade m~ bilden kann. 
Es ist dann ] (A~) = B; mi t  irreduziblem B,, wenn der Zweig [, verwendet 
wird. ] (A) ents teht  dann aus der aus den B, gebildeten Matrix dureh Rack- 
t ransformation mi t  U und naehtr~glieher Transformation mit  einer beliebigen 
mit  A vertauseb:baren Matrix T. 

Bemerkung lOa: Sind insbesondere alle l~-= 1, so wird [ ( x )  auf die 
Kis tehen  der Normaldarste/ lnng yon A einzeln angewende t  und liefert 
ffir jades Kastehen sovie/e M6gliehkeiten, wie Zweige yon ] (x) vorhanden 
sind. Die Azawendung yon U ist in diesem Falte unn6tig. [ (.4) ist s tets  
16sbar. 

Bemerl~un9 IOb: Is~ ffir ein best immtes A die angegebene.Vorsehrif t  
nieht durehfiihrbar, so ist B = [ (A) als Umkehrung yon A =~ ~ {B) 
nnlSsbar. 

In  dam eingangs genann~en ,Beispiel [ (x) = }/xis t  f/it ~. 4= 0 : l, = l~ = 1. 
Ffir ein K~stehen yon A der Gestal t  2 E + Q,/~ und Q veto Grade n,, ist:  

nv--I i 

genau zweideatig. H a t  A die Zahl yon  z s Kis tehen  ~om Grade s, so ha t  
'~ (A) bis aM Aquivalenz g e n a u / 7  (z, + 1) versehiedene LSsungen. Is* de- 

s 
gegen 2 = 0, so is t  1 = 2. Eine Zusammenfassung A,  besteht  dann (Typus I) 
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entweder aus 2 Kastc~hen des gleichen Grades m, ~ 1; es ist dann naeh Hills. 
satz 2 ] / t ~  aquivalent zu Q~.~. Oder A" besSeht (Typus II) aus 2 Kastchen 
der Grade m r + 1 und m, ~> 1; es ist dann ] / ~ q u i v a l e n t  zu Q~,m,+~. Oder 
A~ ist (Typus I ID ein Kastchen veto Grade 1 mit  ]/A~- = 0. Nach vorge- 
nommener Zusammenfassung ist hier [ (A) his auf Transformation durch 
ein mit A vextauschbares T eindeutig bestimmt, Bis a-tff Aquivalenz ist 
die Anzahl der LSsungen yon ] (A) also gleich der Anzahl der M6gtiehkeiten, 
die Matrix A in ~r Stfick des Typus I mi~ m.~ = r, fi~ Stfiek des Typus I I  
mit m. = r u n d  flo Stfick des Typus I I I  zusammenzufassen. Ha~ nun A 
wieder z~ Kastehen veto Grade s, so ist: 

(4.5) z~ = 2 ~ ,  + fi.~_~ + ~ f~r s = 1, 2 . . . . .  N ,  

we N der grSl3te vorkommende Gr~d eines K~-stchens yon A'  ist. Dabei 
ist flz¢ ~ 0 zu setzen. Um die m6gliehen A~ zu finden, haben wir (4.5) 
bei gegebenen z, mit  nichtnegativen ~ und fi~. zu 16sen. Nehmen wir an, 
wit h/~tten eine solehe L6sung, so k6nnen wh', falls vorhanden, ein ~s ~ 2 
um 2 vermindern und daffir 0¢ s und a~+~ um 1 erh6hen und so eme neue 
L6sung erhalten. Wenn fiberhaupt, so gibt es also auch eine L6sung a~, 
fl~, we al]e /?~ --= 0 oder ~ 1 sin& Aus (4.5) folgt unmittelbar, dab dabei 

fi'~ ~- z, +1 + z~ + ~, + . . .  + z~, (rood 2) 
, 1 

ist, woraus sieh dann ¢¢s = ~ - ( z s - / 3 * - 1  ~ / ~ )  ergibt, was aummatisch ganz- 

zahlig is~. Ist dabei ein ~ < 0, so isg ~/-A- nicht 16sbar. Sind dagegen atle 
~ ~ 0, so gibt es wenigstens diese eine L6sung, aus der wir MIe anderen 
dutch mehrmatige Anwendung des folgenden Prozesses gewinnen: Zwei auf- 
einanderfo'lgende ~. ~ 1 und ~ + ~ ~ I werden beide um I vermmdert  und 
dafter fi~ tun 1 erhSbt. Die Anzahl der Lasungen yon (4.5) is~ dann gleJeh der 
Anzahl der nicht/~quivalenten LOsungen yon ~ (A)== ]/-J'A. Man bemerke 
fibrigens, dab es stets wenigstens eine L6sung gibe, wean alte z s >~ I And, 
da ~8',_~ -4- ~',~zs (moil 2)and flj_~ -k ~ --< 2und damit sieher z ~  ~ - x  

Fiir zweireihJge Matxizen zeigen diese Ergebnisse die fotgenden MSg- 
lichkeiten: 

2 # 0 :  1/-7 e) =+  ('o_7) 

/(::) = 4- W'-~- 2 LDsungen 

V(oo) . { , =°, ,° --': =(o° :) 
2 = 0: 0 0 mlt 2 L6sungen 

.- ,, --(o 

t < < !  = _ 

keine L6sung. 
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§ 5, Dif~erentiale anaiytise~er Matrixiunktionen. 
Es sei jetzt  wieder [ (A) ehte eindeutige anMytisehe blatrix~unktion hn 

Sinne yon § 3. A set eine Matrix, fiir deren Eigenwerte t (x) bei passender 
Wahl der Aufschneic~ung der R I ~ _ ~ s c h e n  Ftache analytiseh ist. Naeh 
Satz 7 ist dann b e i t  > 0: 

(sA) ] ~  t (A + t D) = / (A) 
b--~o 

fiir be]iebiges D; insbesondere braucht nieh~ darauf geaehtet zu werden, ob 
A ~ t D zusammenfallende Eigenwerte besitzt oder nieht. Es ha~ daher 
einen eindeutigen Sinn, die ,,Variation in der Riehtung D" einzuffihren 5) 
gem~B 

(5.2) a t (A )  =I(A +~D)~I(A), t > 0 ,  t <  1. 

Nach obJger Voraussetzung existiert aueh eindeuLig ]' (A), Es liegt daher 
nahe zu fragen, ob man ~ ] (A) bis auf h6here Potenzen in t durch t . [" (A) D 
ersetzen darf. DaB dies nieht allgemein m6glich ist, zeigt beret,s das Bet- 
spiel ] (x) -~ x 2, wo 

(5.3a) ~ [ ( A ) ~ t [ ' ( A ) D = t - ( D A ~ A D )  + O ( t  2) 
¢ 

ist, so dab die Vextausehbarkeit yon D mit  A zu vertangen w/kre. Ist  jedoch 
nun O eine beliebige mit A vertauschbare Matrix, so ~olgt aus {5.3a) nach 
Multiplikation mit  G und Spurbildung wegen der fiir Spuren gfiltigen 
Reehenregel {F I F ~ . . .  F~} = {F n F 1 . . .  F n -  ~}: 

(5.3b) {G (3 ] (A) ~ t f (A) D)} = O (t ~) aueh bei A D 4 D A. 

Die Gtiltigkei~ eJner solchen Beziehung tmabh~ngig yon D ist deshalb be- 
sonders wichtig, w eil iz~ den physikMischen Anwendangen die Invarianten 
der vorkommenden Tensoren wesentlieh sind, die sieh ja dutch die Spuren 
ausdr~ieken tassen. Es ist daher bemerkenswert, dal~ wit den soeben in einem 
ganz spezieIIen Beispiel ge~undenen Sachverhalt Mtgemein ausspreehen 
k6nnen im 

Satz 11: Ist  ] (A) eine analytisehe Matrixfunktion und ] (x) an den S~ellen 
der Eigenwerte yon A regul/ix, so gfl~ bet t 3 ] ( A ) = [ ( A z - k t H ) ~ ] ( A ) :  

3 ] (A) = t .  ]' (A) D + 0 (t~), falls A D = D A 
{a  ((~ [ (A) - -  t .  l '  (A) D)} = O (t~), falls A a = G A und D beliebig. 

Wit beweisen den d~tz zunaehst fiir den Spezialfall, dab A lauter gleiehe 
Eigenwerte ~ hat  und ftihren dann den allgemeinen Fall darauf zurfiek. 
Set~zen wit [ (x) = 9 ( z ~  2), so wird 

~ [ ( A )  = g ( A ~ 2 E  + t D ) ~ g ( A ~ 2 t E ) = ~ g ( A ~ 2 E ) ,  

t" (A)  = ~" (A - -  ~ ~,) 
und G , (A - -  ~ E} = (A - -  ~ E) . G. 

a) Auf so|ct~ Vaxiationen wJrd re.an in den physikalischen Anwendungea zwaugs- 
lgufig gerard, z.B. wenn man die ~uderung des Spara-mngst~nsors bei zeit]Jch va~ 
riablem Verz~exrungszust~nd s~udieren will. VgL RICHTER, H.: Das isotrope Etastizit&ts- 
gese~z. Z. ang. Math. Medh. 28, 205--209 (1948). 
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Wit k6nnen d~her ohne Einsehr~nkung der AllgemeJ~ei~ 2 w. 0 annehmen. 
Es sei nun Itir kleine x: 

-2  l i x )  - a ,  ~ ' .  

Wir setzen dann mit noeh zu bestimmendem N: 
2q--I 

lt (x) =. ~ a , x  ~ , /~ (x )=  ,~ a,,x"; 
~0 ~ 

dann ist  

a]  (A) -- t i '  (A) D -- [a h (A) - tl{ (21) D] + [a A (A) -- ~1~ (2t) D] ,  

so dab es genfigt, den Satz einzeln f a r / i  (x) lind [~ (x) zu beweisem Wir 
haben nun 

~11 (A) - t i ~  (A)/) = 

= t ,  2 1 % (  A ' - ~ D  + A ' - ~ D A  + " "  + D  A ~ - 1 -  v A ~ - I  D) + 0  (~), 
t~=O 

woraus die Behauptung des Satzes fiir ix (A) unmittelbar folgt. 
Schreiben wir welter gemai~ (2.6) 

~--I ~--I 

l~. (A + t D) = ~ c~ {0 (A + t, D) ~ und l~. ~A + ~ D) = ~ d~ ~t) (A + t D) ~, 
k ~ O  / r = O  

so erhatt man aus (3.6) bei geniigend groBem 2( wegen ] e ( x ) =  0 (x2~'): 

% ( t ) = O ( t  ~) un.d d;e(t) = O ( t  ~) 
and damit  

a l~ (A) - -  t /6 {A). D = 0 (t~), 

was die Richtigkeit der Behauptungen fiir f~ (A) zeigt. 
Es mSge nun A teilweise verschiedene Eigenwerte haben. Nach einer ge- 
eigneten Transformntion ksnnen wir annehlnen, dM~ A reduziert ist:  

mi t  elgenwertfremden A,. Eine beliebige Matrix P des gleichen Grades wie A 
schreiben wit dann in der Gestalt 

- -  \P~t P~]' 
wo P n  vom gleichen Grad wie A z ist, und nennen: 

(5.4) {~ reduziert~: P ----(R). wenn P..----- P~t ~-- O, 
komptementar: P = {K), worm P~t ~-- Paa = 0. 

Es gelten dann die Rec&enregeln: 

f(R). (R) - -  ( R ) ;  ( K )  • ( K )  = (R)  

(5.5) ~(K)-  (_~) = (X); ( ~ ) .  (K) = (K) 
[(~} = 0. 

])as gegebene D ~ohreihen wir als Summe: 

(5.6) / )  = D,  + ~)~ mi~ D,  = (~) ~md D~ = (K). 
Ma~hcma~,aehe A~r~le~ 122. 
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Schliei31ich ist wegen der Eigenwertfremdheit  der A~ und der Vertauschbar- 
keit  yon G mi t  A:  

(5.7) O = (R). 

I s t  D mi t  A vertauschbar,  so ist D~ ~ 0. Dutch Satz 5 wird unsere Be- 
hauptung auf die entsprechendo Behauptung fiir die A, un~ damit  schlieBlich 
aui  die ffir A mi t  lauter  gleichen Eigenwerten zuriickgefiihrt. Sei nun D~ ~= 0, 
so schreiben wir fiir den Beweis der zweiten Behauptung unseres Satzes 
gemall (2.6) ffir ldeine t und u unter Beachtung yon (5.5): 

] (A + t Dr + uDk) = ~.,~ c, (t, u) (,4 + t D~. + u D~)" = 

= ~Y' c, (t, u) [(A + tot )"  + (K) + 0 (u~)], 

oder 

(~8) 
I (A + t # ,  + uD,) =1  CA+ tP,) + 

+ ~ [c. (t, u) - c, (t, 0)]. (A + tJg,F + (K) + O (u2). 

Bei festem t hangen die c~ (t, u) eindeutig anaiytisch ab yon den Potenz- 
s l l l~Yl leH 

s~ (u) = {(A + tDr + uD~) ~} -~ {(A + tDr) ~ + (K) + 0 (u2)) = s~ (0) -~ 0 {uS). 

Also ist c, (t, u) - -  c~ (t, 0) • 0 (u2), so dab aus (5.8) folgt, wenn wir schlieB- 
lieh speziell u = t setzen; 

] ( .4  + t D )  = ] ( A  + t D r )  + ( K )  +O( t~ ) .  

Wir erhMten dann unter  Beachtung yon / '  (.4) = (R): 

5 ] ( A ) - - t . f  ( A ) D - = ] ( A  + t D )  " / ( A ) - - t . f  ( A ) D =  
= l (A + t D,) ~ ] (A) ~ t .  l" CA) D, + (K) + 0 (t"), 

und da for D -=-- D t die erste Behauptung des Satzes bereits bewiesen ist; 

] (A) - -  t"  1' (A) D = (K) + O (tD, 

woraus nach Multiplikation mat G und Spurbildung unter  Beachtung yon 
(5.7) und {5.5) die Behauptung folgt. 

(Eingeganqen am 13. stfai 1949) 




