Uber Matrixfunktionen.

Von

H. Bicarer in Haltingen (Baden).

§ 1. Finleitung.

Es kommt in den physikalischen Anwendungen oft vor, daB die reell-
oder komplexwertigen Komponenten einer quadratischen n-reihigen Ma-
trix B eindeutige stetige Funktionen sind der Komponenten einer anderen
quadratischen Matrix 4 des gleichen Grades, derartig, dafl diese Abhingigkeit
invariant ist gegen affine Anderung des Koordinatensystems. Ein Beispiel
dieser Art wird durch die Abhingigkeit des Spannungstensors vom Defor-
mationstensor in der allgemeinen Elastizitdtstheorie isotroper Medien ge-
geben, wenn diese beiden Tensoren geeignet gewahlt werden®). Andererseits
weill man, daf} es méglich ist, ganze analytische Funktionen auf Matrizen
anzuwenden, da man durch formales Einsetzen einer Matrix 4 anstelle der
unabhingigen Variablen stets eine konvergente Reihe erhilt, und daf diese
Art der Abhingigkeit ebenfalls gegen die Transformation mit einer beliebigen
dritten Matrix invariant ist, so daB diese funktionelle Abhingigkeit einen
Spezialfall der zuerst genannten Abhingigkeit bildet. Es erscheint daher
zweckmiBig, zunichst allgemein nach der Gestalt der invarianten Abhéingig-
keit zweier Matrizen zu fragen und erst dann zu untersuchen, wann diese
Abbangigkeit als Anwendung einer gewdhnlichen Funktion auf Matrizen
aufgefaft werden kann. Dementsprechend unterscheiden wir im {folgenden
die Begriffe der ,,allgemeinen Matrixfunktion” und der ,,gewthnlichen Ma-
trixfunktion”. Eswird sich dabei zeigen, daB diese Unterscheidung nur dann
wesentlich ist, wenn wir eine bestimmte funktionelle Abhingigkeit auf va-
riabel gedachies 4 anwenden; nicht dagegen, wenn wir die Gesamtheit aller
méglichen Funktionen eines festen 4 betrachten. Von den gewdhulichen
Matrizfunktionen diirften das grofite Interesse diejenigen beanspruchen, die
durch analytische (jedoch nicht notwendig ganze) Funktionen vermittelt
werden: ,,analytische Matrixfunktionen”. Wir werden in § 2 zun#ichst den
Begriff der allgemeinen eindeutigen Matrixfunktion kliren und Normal-
darstellungen dafiir angeben. Fiir spezielle 4 wird die Matrixfunktion durch
einen Grenzproze definiert, was beim Zusammenfallen von Eigenwerten
von 4 zu Mehrdeutigkeiten Anlafl geben kann.

In § 3 wird die Anwendung gewohnlicher und inshesondere analytischer
Funktionen f (z) auf Matrizen hesprochen. Es zeigt sich, daB bei analyti-
schem f (z) der Wert von f (4) auch fir die 4 mit mehrfachen Eigenwerten
eindeutig bestimmt ist und bei Kenntnis der Eigenwerte von 4 und ihrer
Vielfachheiten in einfacher Weise berechnet werden kann. Eine notwendige
und hinreichende Bedingung fiir die Realitat von f{4) bei reellem 4 wird
abgeleitet.

1) Raxcarsr, H.: Verzerrungstensor, Verzerrungsdeviator und Spannungstensor bei
endlichen Formanderungen. Z. ang. Math. Mech, 20, 635—75 (1949).
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§ 4 behandelt die Lésung der Matrixgleichung 4 = ¢ (B) bei bekanntem
A4 und eindeutigem analytischen ¢. Die allgemeine Gestalt von B wird an-
gegeben und fiir den Fall ¢ () = 22, also B = }/4 demonstriert.

In §5 wird schlieBlick fir analytische Matrixfunktionen 7(4) der Zu-
sammenhang des Differentials mit ' (4) behandelt und ein Analogon zu
der gewdhnlichen Beziehung df = f' - d « + 0 ((d z)?) abgeleitet.

Bezeichnungen. Zur Matrix 4 mit den Komponenten a;; = (4);, ist 4
die an der Hauptdiagonale Gespiegelte, | 4] die Determinante, {4} die Spur.
Far die Eigenwerte 1, von 4 sind die Potenzsummen: s,, = 3 A% = {4m},

¥
E ist die Einheitsmatrix. (e,) ist eine Diagonalmatrix mit den Elementen
e, m ist der Grad von 4.
In Ubercinstimmung mit der iiblichen Konvention beim Einsctzen von
Matrizen in Polynome setzen wir 4% = F fir jedes A.

a und a* sind konjugiert-komplexe Zahlen.

§ 2. Die allgemeine stetige Matrixfunktion.

Sind vermége einer Rechenvorschrift die Komponenten der Matrix B
eindeutige stetige Funktionen der variabel gedachten Komponenten der
Matrix 4 in einem offenen Teilbereich mit teilweise hinzugenommenen Rand-
punkten des n*dimensionalen Raumes der Komponenten von 4, dann be-
deutet es keine wesentliche Einschrankung, die Randpunkte zuniichst weg-
zulassen, da die Werte von B auf denselben stetig aus inneren Stellen ge-
wonnen werden kénnen. Wir koénnen aus dem gleichen Grunde die geringer-
dimensionale Menge aller 4 streichen, die zusammenfallende Eigenwerte
haben. Wir bilden daher die folgende

Definition 1: Es sei B, ein offener Bereich von Matrizen 4, die lauter
verschiedene Eigenwerte haben. Mit 4 seien aueh alle dquivalenten CA0O2
zu 4 in B, enthalten. Zu jedem A ¢ B, sei stetig ein B definiert. Dann heifit
B eine allgemeine stetige Matrixfunktion von 4 in B, symbolisch

(2.1) B =Fu(d),
wenn fiar jedes C mit [C] 3= 0 gilt:
2.2 CBC™ = F u (CACTY).

Man sieht, daB der Begriff der allgemeinen Matrixfunktion eine Verallge-
meinerung des Begriffes der Invariante darstellt.

Um nun die oben ausgeschlossenen 4 mitzuerfassen, erginzen wir durch

Definition 2: Liegt 4 in der abgeschlossenen Hiille von B, dann gehort 4
mit dem Funktionswert F « (4) = B zum Definitionsbereich 8 der Matrix-
funktion, wenn es eine stetige Folge?) 4 (f), ¢ > 0, gibt mit:

A (1) € Bys tlin%A(t)mA; t}in‘l)FuéA(t)):B.

Hierbei kann es vorkommen, daB F u (4) abhingig wird von der definieren-
den Folge 4 (f). Wir unterscheiden daher gem#f

%) Hierbei kann an eine stetige Abhingickeit der 4 von dem reellen Parameter
oder auch an eine konvergente Folge 4 {£x) mit &, — 0 gedacht werden.

Mathematische Annalen. 122. 2
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Definition 3: Ein 4 ¢ B ist eine regulire Stelle der Matrixfunktion, wenn
in Definition 2 B unabhingig ist von der Folge 4 (f).
Anderenfalls ist 4 eine richtungssingulire Stelle.

Da Fu (4} in B, stetig erklirt war, ist aufomadtiseh jedes 4 ¢ B, ecine
regulire Stelle.

Beispiel 1: Fiar Fu (4) = besteht B, aus allen Matrizen mit

lauter verschiedenen Eigenwerten und 14]+0. B enthdlt alle Matrizen.
Jedes 4 ist eine regulire Stelle mit F u (4) =

Beispiel 2: Fu (4) = JTA[~7 - A hat das gleiche B, wie in Beispiel L.
Ist ein 4 beliebig mit {4] =}= 0, dann erhalten wir aus Definition 2 unab-

hangig von 4 (f) stets B = ]/ [ A. Ist A+ 0 mit |A] =0, so existiert
hm Fuld (t)) tir keine Folge A (8). Ist schlieBlich 4 ==0, so kann aus

Deﬁmtwn 2 fiar B eine beliebige Matrix mit der Determinante 1 erhalten
werden. B besteht dann aus allen Matrizen mit [4] <=0 und der Matrix
4 =0, wobei die letztere diec einzige richtungssingulire Stelle ist.

Wir konnen nun Definition 2 abrunden durch

Satz 1: Sei in B enthalten eine stetige Folge 4 () mit je einem F u (4 (t}),
m A{f) = 4 und m Fu (4 (f)) = B. Dann ist 4¢8 mit Fu (4) =
t-0 {—0

Beweis: Nach Definition 2 gibt es 4 (2, ) € B, mit hmA ¢, u)=A4{)
und };ml’”?& (AL, w) =Fu(d @), Fu(d({, u)) gemil Deflmtzon 1. Wir

wahlen zu;edem teinu (f) > Omitu (f) < tundmax{(4 (f, u) — 4 () {=<¢
nebst max [(Fu(d (@t u)) —Fu(d@);|<t fir usu @) A =
=4 (t,  (t)) erfillt dann Definition 2.

Ebenso unmittelbar folgt aus unseren Definitionen, daB bei 4¢%B
mit B = Fu{4) auch jede Transformierte 4, = CAC™* in B liegt mit
Fu(4,) = OBC™, Dabei sind die Transformierten zu reguliren (richtungs-
singuliren) Stellen wieder regulire (richtungssingulire) Stellen in B. Hieraus
ergibt sich weiter, daf wir fir die Untersuchung von Fu (4) stets 4 in
der Normalform

A4, 0 A 1 0

’ AZ . ;k
{2.3) A = . mit 4, = S
O * 4 0 ’Z‘k

annehmen konnen, in die bekanntlieh jedes 4 affin transformiert werden
kann.

Ist speziell € mit 4 vertauschbar und |04 0, so ist mit B = Fu {4)
auch OBC™! = Fu (4).

Fir regulire Stellen 4 gibt es nach Definition 3 nur ein Fu (4). Also
gilt bei [O] == 0:

Satz 2a: Fur regulire Stellen A ist F u (4) mit allen ¢ vertauschbar,
die mit 4 vertauschbar sind.

Bei [C] = 0 ist fiir kleine # > 0 sicher |C +-u E|{+0 und C+uk
mit A vertauschbar. Aus (O 4« EyFu(d) =Fu(d)  (C-+uk) folgt
bei 4 —~ O die allgemeine Giiltigkeit von Satz 2a. (Beispiel 2 zeigt, dalB die

Aga
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entsprechende Behauptung fir richtungssingulire Stellen falsch sein kann.)
Da alle 4 ¢ B, regular sind, ist also inshesondere fiir die in Definition 2
verwendete Folge A (#): A (&) - Fu{d @) =Fu{4d ) -4 (). Der Grenz.
iibergang zu ¢ = 0 liefert

Satz 2b: Fix alle 4 ¢ B ist Fu (4) mit 4 vertauschbar.

Nach diesen einleitenden S#tzen wollen wir die Art der durch eine Ma-
trixfunktion geschaffenen Abhéngigkeit klaren. Hierzu gehen wir von den
A €8, aus. Es gibt fiir jedes solches 4 wenigstens ein C, das 4 in Diagonal-
form CAC™ = (4,) transformiert. Nach (2.2) und Satz 2b ist dann CBC™1 =

= (p,) mit
Hy == T (lv; }’1’ RS 2‘#—1’ lv-{—l’ e ;“n)‘

wo g, in den Variablen A;,... A, 3 Aygs . - 4, symmetrisch sein muB,
da man durch geeignete Transformation die entsprechenden Einheitsvek-
toren vertauschen kann, ohne gemiB (2.2) den Wert von y, zu verdndern.
g, hangt daher von A, und den ersten {(n— 1) Potenzsummen der i, A,
ab. Da man dieselben aber auch als Funktionen von 1, und den entsprechen-
den Potenzsummen aller 1, schreiben kann, ist somit

PREER RV N R W N

Hierbei ist der Index v bei 2 weggelassen worden, da wegen der Invarianz
gegen Vertauschung aller Grundvekioren die Funktion A fur alle » die gleiche
sein muB. 2 ist eine gewohnliche stetige Funktion, die durch F % wegen
der Upabhiangigkeit der Variablen 4, sy, ..., 8, ; eindeufig bestimmt ist
und die Matrixfunktion vermittelt. Ist umgekehrt eine stetige Funktion
h{4;8,...,8, ;) vorgegeben, so kionnen wir fir alle Matrizen, deren Eigen-
werte 4, verschieden sind und fiir welche die Argumente 4, 8;,...,5,_, im
Inneren des Definitionsbereiches von Aliegen, eine Matrix Bdurch B = 01 x
X k(A5 8, . . .y 8y_y)) - C bilden. B ist dann eindeutig bestimmt und hingt
stetig von 4 ab, da bei verschiedenen 4, ein stetig verandertes 4 atich stetige
Veranderungen der A, und von € nach sich zieht. Damit sind die Bedingungen
von Definition 1 erfillt.

Es ist daher zweckmifig, anstelle des allgemeinen Symbols Fux die
spezielle Gestalt der Abhingigkeit durch die folgende Schreibweise zum
Ausdruck zu bringen:

{2.4) B=h(4;8,... 8_5 1 Normaldarstellung.

Durch (2.4) soll gleichzeitig das soeben angegebene Verfshren der Berechnung
von B symbolisiert werden. Weiter setzt die 1. Normaldarstellung die Eigen-
werte von B in Evidensz.

Haben wir eine Matrix 4 mit teilweise zusammenfallenden Eigenwerten,
die sich jedoch in Diagonalform CAC~1 = (1)) bringen Wt (,symmetri-
sierbare Matrix”’) und liegen die Argumente 4,, s, . . ., 8,_4 im stetigen De-
finitionsbereich von &, dann kénnen wir jedenfalls wie oben B bilden. 4 liegt
dann in der abgeschlossenen Hille von B, und B erscheint als Limes von
Fu (4 () mit 4 () €B, Solche A4 liegen also jedenfalls in B. Wir wollen
uns nun iiberzeugen, dafl jedoch 4 durchaus eine richtungssingulire Stelle
sein kann, so daf (2.4) nicht den gesamten Wertevorrat von Fu (4) fir die
4 £B mit zusammentallenden Eigenwerten liefert. Dieses Verhalten zeigt

ok
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Beispiel 3: Es sei

( .2
1497 e2 fir [p}< 3

gl —my-signg

FA1 -7 efv) = i
L4 yrer”

far —Z—é gl < 7.

f {z) ist eine fiir alle x stetige Funktion. Wir setzen A {458, ...,5, 1) =
==} (4,). Durch direkte Anwendung von (2.4) finden wir bei 4 = (é ?) =K
Fu(l)=E.

Benutzen wir aber die bei ¢ - 0 gegen ¥ konvergente Folge

A(t}=<l+it21fit2> :V'(l+it2 0 )ti}""lmitV:(ityz 0),

tyz 6 1—ig 11
50 ist
1 2 i X
14+t 2 0 14t 0
Fud@y=v-[ T =T .
0  14te ‘% 1 14+t %
und damit bei £ —~ 0:
10
Fu(E)m(l 1)'

Liegt mit 4 auch 4 in B,, so ist bei 4 = 071(i) C und B = C"1 () C
wegen (2.2):

Fu@)y=Fu(@@A)0)=CFu ()0 =C(u) 0 =0T {u)C=B

Wir kénnen daher gegebenenfalls den Bereich B, dadurch erweitern, daf
wir alle gespiegelten Matrizen hinzunehmen und dabei Fu (4) =F u (4)
setzen. Anschlielend kénnen wir dann unter Erhaltung dieser Beziehung
gem#fB Definition 2 den Definitionsbereich % bilden, der dann ebenfalls
mit jeder Matrix auch ihre Gespiegelte enthilt. Es gilt daher

8Sdtz 3: Zn B diirfen die Gespiegelten aller Matrizen A4 ¢® hinzuge-
nommen werden mit Fu (4) = Fu (4).

Liegt 4 in B, und ist 4 x(‘é‘

;), so ist gemidB der durch die erste

2.

Normaldarstellung gegebenen Rechenvorschrift Fu (4d) = B = (121 1;} ) , wobei
2

wir By als eine Matrixfunktion von 4, auffassen kénnen, die auflerdem noch
die Invarianten von A4, als Parameter enthilt. Fiir richtungssingulire
Stellen 4 zeigt dagegen Beispiel 3, daBl aus der Reduziertheit von A nicht
die von B folgt. Richtig ist diese Behauptung jedoch, wenn 4, und 4,
eigenwertiremd sind, da dann die Reduziertbeit von B sich aus Satz 2b
ergibt. Um nun zu sehen, dafl auch in diesem Falle B, aus ciner Matrix-
fanktion von 4, mit den Invarianten von 4, als Parametern gewonnen
wird, beweisen wir zunichst
Hilfssatz 1: Ist gegeben eine Folge A-(f) bei lim 4 () = 4 = (‘glj)
{20 2,
mit eigenwertiremden 4; und 4,, dann gibt es eine Folge T (§) mit
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— 4@ 0

Beweis: Der Grad von 4, sel m,: my, +my =n. Ist nun ¢,{y) =0
die charakteristische Gleichung von 4,, so entspricht ¢, () wegen der Eigen-
wertfremdheit der 4, fir kleine ¢ eindeutig einem Faktor g, {%, #) der cha-
rakteristischen Gleichung von 4 (f). Bilden wir C, (i} = ¢, (4 (£}, £}, so hat
O, (¢} genau den Rang n—m,. O, (f) bestimmt a&so vermdge C, ($} - ¢ =0
einen m,-dimensionalen Unterraum U, (#) als Eigenraum von A (t), der wegen
der Konstanz des Ranges bei ¢ > 0 in den durch ¢, (4) - ¢ = 0 definierten
Unterraum U, iibergeht, der durch die ersten my, bzw. letzten m,, Grund-
vektoren e aufgespannt wird. Es gibt also in U, () m, linear unabhingige
Vektoren {; () mit hm f; ) = e Alle §; (#) zusammen spannen den ganzen

) T3 (g): tim T (f) = E; lim A, (8) = A
t—0 b Oy

Raum auf. Das gesuchte T (t) ist die Matrix, die e; in {; {t) transformiert.
Wir haben nun
4, 0

Satz 4: Ist Ac®B und 4 x(O i
B, 0

Fu{d) = 0 B) wo B, Matrixfunktion von 4, mit den Invarianten von
4, als Parametorn ist: By = Fu (4;; {4},

Beweis: Fur A € B, worde der Beweis oben gefithrt. Fiir die ibrigen 4 ¢B
wird F u (4) gemaf Definition 2 mit Hilfe einer Folge 4 (f) gebildet, auf
die Hilfssatz 1 anwendbar ist. Es ist dann wegen (2.2):

u(d, (; {Afg Hh 0
) ),
0 Fu(d, @); (45 (1))

)mit eigenwertiremden 4,, so ist

7
Fu(4 (t)):T(t)-(

woraus bei § —~ 0 unmittelbar die Behauptung folgt.

In (2.4) kommt die letzte unabhangige Invariante s, von 4 nicht mil vor.
Man kann sie aber mitnehmen wund allgemeiner B =g {4;8,....8,)
schreiben. Doch ist diese Darstellung dann nicht mehr eindeutig. Da man
umgekehrt s, als Funktion eines 3, und der s, . . ., s, schreiben kann, 1aBt
sich stets die eindeutige Normaldarstellung (2.4) zuriickgewinnen. Man kann
nun diesen Sachverhalt ausnutzen, um durch die Einfihrung von s, die
Abhingigkeit der Funktion g von ibrer ersten Variablen méglichst einfach
zu gestalten. Hierzu bestimmen wir fir 4 ¢ B, die GroBen ¢g, €1, . - ., 6y
aus dem Qleichungssystem:

n—-3
(2.5) g M=h{(;8,..,8_4 v=L12_..,n
=0
Die ¢; sind offensichtlich invariant gegen Permmufationen der 2, und kénnen
somit als Funktionen von &, ..., s, aufgefaBt werden:
€ == Cx {84, + + =1 Sp)

Es wird dann nach der durch (2.4) symbolisierten Rechenvorschrift:
— n—1 r—1

B0t (o )0~ Fe 0 O ~F e 107 (1) CF
=0 k=0 b=0

ader

fn~1
(2.6) B =} {8, ... 8,) A8 2. Normalderstellung.
=0
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Fu(4) kann also stets als ganz-rationale Funktion von 4 vom Grade n—1
aufgefaBBt werden, wobei die Koeffizienten Invarianten von 4 sind. Umge-
kehrt liefert (2.6) mit belichigen stetigen Invarianten ¢, stets eine stetige
Matrixfunktion fir einen geeigneten Bereich B,

Die 2. Normaldarstellung gilt zunichst wieder nur fir die 4 ¢, Fir
andere 4 kénnen bei Approximation mit Hilfe einer Folge 4 (?) die gemiB
(2.5} gebildeten ¢; (£} konvergieren. Dann gehort zwar 4 zu B, kann aber
durchaus eine richtungssingulire Stelle sein, so dafl (2.6) dann nicht alle
Werte von Fu (4) wiedergibt. Dies folgt auch daraus, dafl ein gemif (2.6)
gehildetes B antomatisch mit allen C vertauschbar ist, die mit 4 vertausch-
bar sind.

Da jede Matrix ihrer charakteristischen Gleichung gentigt, kann fir
jedes m die Funktion 4% durch 49 4, ..., 4% und s, ..., s, dargestellt
werden. (2.6) ist die Verallgemeinerung dieses Satzes fir beliebige Matrix-
fanktionen.

Wir hatten gesehen, dafl wir die erste Normaldarstellung (2.4) auf alle
A aus B anwenden diirfen, die symmetrisierbar sind und damit jedenfalls
wenigstens einen Wert fiir F u {4) erhalten. Doch ist die Anwendung von
{2.4) wegen der Transformation auf Hauptachsen sehr umstiindlich. Fir
alle symmetrisierbaren 4 Ja8t sich nun aber (2.4) wie folgt umformen:

Es seien 4;, ..., A4, mit m <n die verschiedenen Eigenwerte von 4;
dann bilden wir die m Hilfsmatrizen
@.7) G =1 A—HE F=1,...m

ivp A=A 7
Istnun CAC™ = (1), sowird G40 eine Diagonalmafrix, die nur an den

Stellen, wo in (A,) der Wert 1, stand, eine 1 besitzt, sonst aber lauter Nullen
hat. Es ist daher gemaB (2.4):

"
CBO =3 u-0G,C*
F=1
und damit

b
h(dss, ... 8 3) =2 m G mit

k=1
{2.8) e =k {Ag; 8y -+ 5 8,_4) und 3. Normaldarstellung
. A—LE
(& »—iil; A

Die 3. Normaldarstellung ist giiltig fir alle 4 ¢B, und fiir alle iibrigen
symmetrisierbaren 4 ¢ 8B, fiir die sie aber evtl. nicht alle Werte liefert. Fur
pichtsymmetrisierbare 4 liefert sie falsche Resultate. Sie ist besonders be-
quem f8r numerische Rechnungen, vor allem dann, wenn es sich darum
handelt, von einer festen Matrix 4 verschiedene Funktionen zu berechnen,
da in diesem Falle die Aunfstellung der G nur einmal zu geschehen brauché.

§ 3. Gewdhnliche, inshesondere analytiseche Matrixfunktionen.

Ist die Abhangigkeit Fu (4) durch Anwendung der Potenzreihe einer
ganzen analytischen Funktion f(z) auf 4 gegeben, so ist x, = f(4,), so
daB in der eindeutig bestimmten ersten Normaldarstellung die explizite
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Abhingigkeit von s;, . . ., 5,_, entfallt. Es ist daher sinnvoll, ganz allgemein
die Anwendung einer eindeutigen Funktion f (z) auf Matrizen im Sinne der
Vorschrift der ersten Normaldarstellung aufzufassen und dann einfach

CRY B = f(4)

zu schreiben. Diese so gewonnene ,,gewdhnliche Matrixfunktion” heifit
nanalytische Matrixfunktion”, wenn f (%) an den Stellen der Eigenwerte
der 4 aus B analytisch ist.

Betrachten wir eine Menge von allgemeinen Funktionen fir ein und die-
selbe Matrix 4, so sind die & in (2.4) feste Zahlen, so daf der Unterschied
zwischen allgemeiner und gewdhnlicher Matrixfunktion verwischt wird.
Die Unterscheidung ist jedoch wesentlich, sobald wir eine Matrixfunktion
fiir variabel gedachtes 4 untersuchen. Im Falle der analytischen Matrix-
funktion sind aus der Rremanwnschen Fliche von f () geeignete Stiicke aus-
zaschneiden, tiber denen dann f {z) als eindeutige Funktion betrachtet werden
kann, wodurch B festgelegt wird. Solange 4 verschiedene Eigenwerte hat,
bedeutet die hierdurch geschaffene Einengung des Variabilitdtsbereiches von
4 keine wesentliche Einschrinkung, da man ja die Schnitte geeignet legen
kann, um alle Zweige von f(x) benutzen zu koénnen. Schwierigkeiten
tauchen nur bei denjenigen A auf, bei denen Eigenwerte zusammenfallen,
da dann der durch Definition 2 geforderte Grenzitbergang dazu fithren kann,
daB gleichen A, verschiedene y, entsprechen. (Weiteres hierzu siehe in §4.)
Bei gewohnlichen Matrixfunktionen ist in Satz 4 fir die 4 ¢ B, einfach
Fu(d;; {4%}) = f(4,). Satz 4 gestattet daher jetzt die einfachere For-
mulierung von

Satz5:Ist AcBund 4 = (A" 0) mit eigenwertfremden 4, soist f (4) =

— (o o ) o
0 f(dy

Damit ist die Bestimmung von f(4) auf die 4 mit lauter gleichen Eigen-
werten 4 zuriickge{iihrt. Wie Beispiel 3 zeigte, ist Satz 5 ohne die Einschrin.
kung der Eigenwertiremdheit der 4, falsch. Das in Beispiel 3 gezeigte Ver-
halten ist nun wesentlich dadurch bestimmt, da8 f () nicht analytisch ist.
Wir fithren daher jetzt die weitere Untersuchung von f (4) bei 4 mit lauter
gleichen Eigenwerten A unter der Voraussetzung des analytischen Charakters
von f{x) an der Stelle £ = 1 durch. Hierbei ist fiir die Beurteilung des
analytischen Charakters von f (z) auf die Schmitte Riicksicht zu nehmen,
durch die f () eindeutig gemacht wurde. Hat man z. B. die RieMaxNsche
Flache von f(x) =}z lings der negativ-reellen Achse aufgeschuitten, so
zahlt diese einschlieBlich z = 0 nicht zu den Argumenten, wo f({(x) ana-
lytisch ist. Man kann aber durch geschicktes Legen der Schnitte erreichen,
da8l jedes 4 erfaBt wird, fiir welches f (#) im gewdhnlichen Sinne an den
Stellen der Eigenwerte von 4 regular ist.

Schreiben wir nun:

f(#) =g(x—4) + (3 mit g(0) =0,

s0 ist bei ¢ > 0 wegen der Verschiedenheit der Eigenwerte 2, (f) der Matrix
A {f) aus der gegen A4 konvergenten Folge:

(3.2) fA@)=gd®—iE)+{(4) &
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g {x) habe nun die fir kleine = konvergente Entwicklung:

o N-1 .
g@) =X ot =3 dab +h(z) mit &= [0,
E=1 E=1 :
so dall wir erhalten
-1
(3.3) gld () — 1K) :k%;d,; (A —AE¥ +h(4@)—AE).
GemaB (2.6) ist:
h(4d(t)—AE) =”Z_'1% (f) - (4 (&) — A EBY,
i=1
wo die ¢ () bestimumt sind durch (2.5):
B=1
‘_.S; G (t) (,1’, (t} - ﬁ)i =h (Z'ar (t) - ;‘)

Bei gentigend groBem N folgt hieraus wegen k{z} = O (2%):

lim¢; (f) = 0
=0

und damit
lmbh{d () —2E)=0.
tsh

Aus (3.2) und (3.3) erhalten wir nun bei ¢ — 0 unabhingig von der definie-
renden Folge 4 (f) den Wert fiir f (4), so dal wir wegen (4 — A B =0
fir £ = n haben

Satz 6: Ist f (2) analytisch an der Stelle z = 4 des n-fachen Eigenwertes
von A (des Grades n), so ist 4 ¢ B; 4 ist eine regulire Stelle der Matrix-
funktion mit

n—1 1
F) =Z 519 (@) (A—AB)
Wenn 4 reduziert ist, 50 ist auch f (4) reduziert, so daf also Satz 5 fiir ana-
lytische Matrixfunktionen auch ohne die Einschrinkung der Eigenwert-
fremdheit richtig ist, wenn f (2) an den Stellen der Eigenwerte von 4 ana-
Iytisch ist. Es sei nun 4’ eine Matrix in der reduzierten Gestalt

Ay 0
A = 4 .
0 * éi

wo die eigenwertfremden 4, vom Grade n, mit den n,-fachen Eigenwerten
A, sind. f () sei analytisch fiir x = 4,. Fir jedes v sind dann die Polynome
I (2 — 4)™ und (x— 4,)% teilerfremd, so daBl wir ein Polynom H, (x}
ke

bestimmen kénnen durch

(3.4) H(z) - I (g—i)%=1 (mod (z— A4)%).
I X 24
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Wir fithren nun ein
G = H,(4") - I (A’ — A, By,

L 2
dann ist
0, 4,
. 0 8 ‘o 4]
(3.5) G = B, und G, A4 = 4y g .
] . o 0 R o
Nach den Satzen 5 und 6 haben wir nun

m Py,

1
far=xe-x 2 1B () - (A" — A, B,

Durch Transformation mit einer beliebigen Matrix € erhalten wir hieraus
den
Satz 7: Hat 4 die Figenwerte 4, mit den Vielfachheiten n,, und ist f {x)
an den Stellen 4, analytisch, so ist 4 ¢ % mit dem eindeutig bestimmten
Werte3)
) 2,1 1 -
f{4) == E}G&' };ﬁ?{}ﬁf{k} (;"}‘) {4 — 2’7 B,
WO -
G, =H, (4) - II (42, Eyy, ist mit H, {(x) gemiB (3.4).
LS

Bemerkung 7a: Anstelle von n, konnen die Exponenten m, < n, benutzt
werden, firr die gerade I7 (4 — 4, EY% = 0 isi; bet symmetrisierbaren 4

also m, = 1. Im letzteren Falle ist dann

1
e
so dall Satz 7.ein Spezialfall von (2.8) wird4).

Bemerkung 1b: Der in Satz 7 angegebene Ausdruck fir f{4) kann noch
modulo der charakteristischen Gleichung von 4 reduziert werden, so dafi
man die Darstellung (2.6) erhilt. In der Tat bleiben ja die ¢ als Losung von
{2.5) analytische Funktionen der Eigenwerte 1,, auch wenn einige derselben
zusammenriicken. Sie gentigen dann dem aus (2.5) durch Grenziibergang
entstehenden Gleichungssystem:

z—1
(3.6) ZallBT =50

Hv (.’L‘) ==

2y Vgl. Faxrarerd, L.; Le calcal des matrices, C. r. 186, 619821 (1928), wo durch
Anwendung der Theorie der linearen analytischen Funktionale auf die Komponenten
von f{A) gezeigt wird, daBf allein von 4 abbingige Matrizen H,p existieren, so dafl

m m,1
fd)y =X X Hzf® )
. v=1 k=0
wird,
#) Unter der Einschranknng, daB f («) eine ganze Funktion ist und keine Figenwerte
von 4 zusamamentallen, beoreits zu finden bei A. D. Micmar, Matrix and Tensor Caleulus,
8.18. New York 1947,
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beir =0,1,...,n,—1lund » =1,2,...,m; n, = Vielfachheit des Eigen-
wertes A,.

Aus Satz 7 kénnen wir nun ein Kriterium dafiir ableiten, da8 bei reellem
A auch f(A4) reell ist. Von den Eigenwerten von 4 seien in diesem Falle
Ay - ooy Ay, paarweise konjugiert komplex und 4,44, ..., 4, reell. Es ist
dann nach (3.4): H, = H}, ..., Hy,_; = HE,, wihrend H2,+1 bis H,, reelle
Polynome sind. Also ist wegen der Realitit von 4: G, = G%, ..., Gyry
= G%,, und G,, 1 bis G, sind reelle Matrizen. Notwendlg und hmre}chend
dafiir, dal f (4) reell ist, ist also nach Satz 7, wenn wir gemifl Bemerkung 7a
die m, anstelle der n, benutzen:

m m,—1 1
2 X i)~ @196, (4 - 4,BF =0
vl k=0 *
An (3.5) sehen wir nun, daBl die Matrizen @, (4 — 4, EY mit 0 <k <
< m,— 1 voneinander linear unabhingig sind. Damit haben wir den
Satz 8: Notwendig und hinreichend, dafl bei reellen 4 die analytische
Matrixfunktion f(4) ebenfalls reell ist, ist

[ 3) =[f®@AH* far k=0,1,...,m, — 1,
wenn [T (x -~ 4,)™ das Polynom niedrigsten Grades ist, welches 4 annulliert.

Bemerkung 8a: Ist n, die Vielfachheit von 4,, so ist m, < n,, so dal die
Bedingung von Satz 8 fir £ =20,1,...,2,—1 jedenfalls hipreichend ist.
Bei symmetrisierbarem 4 ist m, = 1, so dall nur f (1) = (f (A))* zu for-
dern ist.

Bemerkung 8b: Ist f(z) eine reelle analytische Funktion, d. h. ist { ()
reell auf einem Stiick der reellen Achse, und wird derjenige Zweig von f (2)
gewdhlt, fur den f(2*) = (f (2))* ist, so sagt Satz 8 aus, daBl f (4) genau
dann reell ist, wenn f(A,) reell ist fiir die reellen unter den A,. So ist z. B.
In 4 reell bei den reellen 4, deren reelle Eigenwerte (falls vorhanden) po-
sitiv sind. Satz 8 zeigt aber, daBl die Moglichkeit der Realitit von f (4) im
allgemeinen gréBer ist, da die Bedingung von Satz 8 fiir bestimmte 4, ganz
zufallig bis zu & = m, — 1 erfiillt sein kann, wihrend die hsheren Ableitungen
von f (x) an dieser Stelle nicht mehr dieser Bedingung zu genigen brauchen.
Dies hitte zur Folge, daB fir jedes reelle D dann f (4 + ¢ D) auch fir kleines
¢t > 0 nicht mehr reell ist, so dal3 man 4 in Ubertragung einer bei den reellen
Funktionen tblichen Sprechweise als ,isolierte Matrix fir f(4)’ anzu-
sprechen hat.

§ 4. Die Umkehrung analytischer Matrixfunktionen.

Wir hatten in §3 fir die Definition der analytischen Matrixfunktion
eine Aufschneidung der Riemawnschen Fliche von f(z) vorgeschrieben,
um zu einer eindeutigen Matrixfunktion zu gelangen. Man wird nun die
Frage aufwerfen, welches die Gesamtheit aller f (4) ist, wenn wir bei der
gemaB Definition 2 zu erfolgenden Bestimmung von f (4} mit Hilfe einer
Folge 4 (#) die volle Bewegungsfreiheit der Eigenwerte von A () auf der
Riemanyschen Flache zulassen. Solange die Eigenwerte von A alle unter-
einander und von den singuliren Stellen von f (2) verschieden sind, kann sich
natiirlich nichts Neues ergeben, da wir durch geeignete Aufschneidung stets
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erreichen kénnen, daB 4 ¢ B, ist. Wenn dagegen 4 teilweise zusammentallende
Eigenwerte hat und lim 4 (&) = 4 ist, wo 4 (¢) fir ¢ > 0 die verschiedenen

t—>0

Eigenwerte A, {f) hat, so bilden die 4, (£} ,,Babhnkurven” in der x-Ebene mit
teilweise zusammenfallenden Endpunkten. Wir kénnen dann eine Auf-
schneidung der RreMannschen Fliche so bilden, dafl die Schnittkurven diese
Bahnlinien nicht treffen. Bei Bahnkurven mit gleichen Endpunkten i muBl
der Schritt dabei natfirlich durch A gefiihrt werden. Auf diese Weise er-
halten wir eine durch diese Aufschneidung festgelegte Matrixfunktion, fir
die 4 eine Randstelle wird. Diese Betrachtung zeigt, daf die Gesamtheit
aller moglichen f (4) bei freier Bewegungsmaglichkeit auf der Rizmaxwschen
Flache identisch wird mit der Gesamtheit aller Werté von f(4) bei allen
moglichen Aufschneidungen der Rrmmawxschen Fliche. Unsere Einschrian-
kung ist damit als nicht wesentlich fir die Ermittlung des gesamten Werte-
vorrates einer mehrdentigen analytischen Matrixfunktion erkannt.

Ist y = f (@) die Umkehrfunktion einer eindeutigen analytischen Funktion
z = @ (¥), so gilt bei B () = f (4 (1)) fir die definicrende Folge 4 (f) wegen
der Verschiedenheit der Eigenwerte von 4 (2) : 4 () = ¢ (B () und damit
A = @ (B). B ist also Losung der Matrixgleichung

mit bekanntem 4. Umgekehrt lefert jede Losung B von {4.1) einen der
moglichen Werte von f (4) bei passender Aufschneidung. Fiir solche f (z)
ist also die Aufgabe der Gewinnung aller Werte von f(4) dquivalent zur
Aufgabe der Losung der Matrizgleichung (4.1), in der B eine regulire Stelle
fur die Matrixfunktion ¢ {(B) darstellt. Aus dieser Aquivalenz folgt in Ver-
bindung mit Satz 5 weiterhin, daf wir uns bei der Losung von (4.1) auf die
4 mit lauter zusammenfallonden Eigenwerten beschrinken kénnen. AuBer-
dem konnen wir gemi8 § 2 voraussetzen, dafl sich 4 in der Normalform (2.3)
befindet, wo jetzt alle A; gleich 4 sind.

Zu jeder Umordnung der Kistchen von 4 gehére pun eine bestimmte
Matrix U/, die diese Umordnung bewirkt. 7 bezeichne eine mit 4 ver-
tauschbare Matrix.

Denken wir uns nun das unbekanunte B vermége der Transformation
mit einem ¥ ebenfalls in Normalform (2.3} gebracht,

B, 0
per( )
0 B
wo die Eigenwerte g, der B, teilweise gleich sein konnen, jedoch stets
@ (#,) = 4 gilt, so ist nach den Ergebnissen des § 3:

¢ (By) 0
(4.2) 4 =V~( e )V—1
0 @ (Bz)

W, 0
Wm( '.. N
0O Wz

so dafl W;1¢(B,) W, in Normalform (2.3) gebracht wird, so ist VW = TU
mit passenden 7 uad U und damit

Ist nun beliebig gewahlt
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Wl ByW 0 \
A=v-w| * T W 71 =
0 Wile (By Wy
o (B 0
=Tl =1 i
0 ?(B};)

mit
B, = W 1B, W,
Wir haben also wegen 4 T =T 4

B 0
U”lAU-:_qo( )

o B

(4.3) und B o
B :T-U-( . )U“”l'l’"l.

o B

Hierbei sind die Bj-Maitrizen, deren Normalform (2.3) nur aus einem
einzigen Kistchen besteht: irreduzible Matrizen.

Zur Auffindang von B wird also 4 zundchst durch ein U™ umgeordnet,
die Kiastchen nach der Umordnung dann in neue Kistchen A, zusammen-
gefaflt, die als @ (B]) mit irreduziblen B, geschrieben werden konnen. B er-
hilt man dann durch Rickiransformationen der aus den B bestehenden
Matrix mit Hilfe von U und zusiizliche Transformation durch eine beliebige
mit 4 vertauschbare Matrix 7', Dabei ist bis jetzt noch nicht klar, ob zur
Auffindung aller B auch alle der endlich vielen U und der endlich vielen
Zusammenfassungen zu den A, statthaft sind. Dagegen ist T sicher vollig
beliebig wiahlbar, da bei 4 = ¢ (Byauch 4 =TAT 1 =T ¢ (B) T =
= @ (T'BT™) ist, so daB mit B auch stets TBT* eine Losung darstelit.
Es ist durchaus moglich, daB es zu einem der 4, mehrere zugehorige B, gibt:
By, By, . .. mit den jeweils zusammenfallenden Eigenwerten f,y, tye - - . .
Ist hierbei p,; == p,z, so sind B,; und B,;wegen der Irreduzibilitat Trans-
formierte voneinander: B); = 8B;; 8% Es ist dann 4, = ¢ (B;) =
= 8 @ (By) 87V =8 4, 871 A4, ist also mit S vertauschbar, Wir kénnen
daher annehmen, dafl 8§ bereits in 7" enthalten ist. Die wesentlich verschie-
denen Moglichkeiten fir B, miissen also zu lauter verschiedenen Werten
fiir p, == f (1) gehéren. Hieraus folgt

Satz 9: Ist T eine mit 4 vertauschbare Matrix mit |7} = 0, so ist mit
B auch BT eine Lésung der Matrixgleichung 4 = ¢ (B) mit eindeutigem
analytischen x = ¢ (y). Bis auf Transformation mit allen 7 ist die Losung
der Matrixgleichung hochstens endlich- oder abzihlbar unendlich-deutig,
je nachdem diss die Umkehrfunkiion y = f (2) von 2 = @ () ist.

Es bleibt jetzt nur noch die Frage, wie ein 4’ aussehen muB, damis
es als @ (B’) mit irreduziblem B’ geschrieben werden kann. Dies 148t sich
nun leicht kliren unter Verwendung der beiden folgenden Hilfsséitze:

Hilfssalz 2: Bs bezeichne (), die Matrix vom Grade » mit den Kompo-

nenten
B=130 fir kb — s 1
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Dann ist bei a; 4= 0 mit I = 1 die Matrix
Peay Qv Qi 4y
squivalent zu Q7.

Beweis: Es seien ¢, . . ., ¢, die Grundvektoren. Fithren wir noch ¢, = 0
fir » < 0 ein, so gilt allgemein @l e, =e¢, ; und damit:

—~1

(4.4) Pe,xz;az+3 e,,,.;,,,,,,.

Aus der Funktion o (x) =a; + @;41 % + - - - gewinnen wir fiir r =0, 1, .,
Koeftizienten b,,, gemall

P () = Z bm-o A
p=0
Wir bilden nun die Vekiforen

fs—;“zbf;ﬁeﬁ””lﬂ {8:1,,..,?},},
#=10

wobet 7 50 bestimmt wird, dafl 0 < s — ¢l =1 ist. Die |, sind dann wegen
b,,5 == 0 linear unabhingig voneinander, und es gilt wegen (£.4):

ayfir r=20,also s<i: P-§, =03

b) fir r = 1:
oa o
PT& .é.v Z br,yal—a—xes-y-l——x—"Eesr-—l»ww‘ Z b'r,p“la-x
wmad w=Q a)—-xo b ® =

""2 brml w €5 fm 0 = ¥8*l

@y e= B
Wahlen wir nun die f; als neue Grundvektoren, so wird P m Q! trans-
formwiert,

Hilfssatz 3: Die Normalform (2.3} von @} besteht aus b Kistchen vom
Grade {m -+ 1} und ({ — %} Kastchen vom Grade m, wenn 2 =ml -+ k
mit & < ] ist.

Bewess: Es ist Q% ¢, = ¢, ; wenp wieder ¢, == e_,; = - - - = 0 gesetat ist.
Wihlen wir als Transformierende die Matrix, die die e, in die folgende
Reihenfolge bringt:

By @1407:€1 4275000

€3:€2400 .- - je (m <+ 1) Stitck

..........

€rr€pgpgse

o+ 1084140000

.............. je m Stick
€573 - - ‘

so wird €, in die angegebene Normalform trausformiert.

Bemerkung: Die Hilfssitze 2 und 3 gelten trivialerweise auch bei I = n,
da dann €% = 0 isty nicht dagegen bei I = 0.
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Es mége nun 4’ = @ (B') mit irreduziblem B’ vom Grade » sein. B’ ist
also dquivalent zu u & -+ @,, wo @, wie in Hilfssatz 2 defindert ist. Es ist
dann A’ iquivalent z2u ¢ (4 F + Q,). Hat nun ¢ (y) an der Stelle u die
Entwicklung

@) =2+ a(y—pF + ay (Y~ pf+ oo mit g0 bei 121,
so wird nach Satz 6:

QUE + Q) =AE + @ F oy, QT4+,
was nach den Hilfssitzen 2 und 3 in der Normalform (2.3} k Késtchen vom
Grade (m + 1) und {I— &) Kédstchen vom Grade m hat, wenn # =ml 4 &
mit b << I ist. Dies ist dann auch die Normalform von 4'. Hat umgekehrt
4' diese Normalform, so geht es gemidB Hilfssatz 3 bei einer Umordnung

!
der Zeilen und Spalten itherin A2 3- @,. Istnuny =f () =p + b Yax—1
A eee, 80 erd, abgesehen von dieser Umordnung, B =f(Ad)=pE +
+b-@Q, + - die bis auf Transformation mit einer mit 4’ vertauschbaren
Matrix I e}ndeutzg bestimmte Losung der Matrixgleichung A’ == ¢ (B’)
mit irreduziblem B’ des Eigenwertes u. Damit haben wir einen vollkommenen
Uberblick tiber die Lésungsmannigfaltigkeit von B = f(4) bei solchen 4
mit lauter gleichen Eigenwerten 1 gewonnen:

Satz 10: 4 mbge nur den mehrfachen Eigenwert A haben. Es befinde sich
in Normalform. Es seien

l!
foloy =, +b, Ya—i +on v =L2.

die verschiedenen Zweige von f {z) an der Stelle x = 4. Dann ordne man die
Kistchen von 4 mit Hilfe eines U1 30 um, daB man mit geeigneten Zahlen %,
und m, bei 0 < k, < [, und m, > 0 Zusammenfassungen 4, von k, Kastchen
vom Grade {m, -~ 1) mit {I,— %,} Kistchen vom Grade m, bilden kann.
Es ist dann f (4]) = B, mit irreduziblem B,, wenn der Zweig f, verwendet
wird. f(4)entsteht dann aus der aus den B, gebildeten Matrix durch Riick.
transformation mit ¥ und nachiraglicher Transformation mit einer beliebigen
mit 4 vertauschbaren Matrix 7.

Bemerkung 10a: Sind insbesondere alle I, =1, so wird f(x) auf die
Kastchen der Normaldarstellung von 4 einzeln angewendet und lefert
fir jedes Kistchen soviele Méglichkeiten, wie Zweige von f (%) vorhanden
sind. Die Anwendung von U ist in diesem Falle unnétig. f(4) ist stets
lashbar.

Bemerkung 10b: Ist fir ein bestimmtes A die angegebene . Vorschrift
nicht duorchfihrbar, so ist B = f({4) als Umkehrung von 4 = ¢ (B)
unlbshar.

In dem eingangs genannten Beispiel  (x} = }/Eist far A 0: =1l,=1.
Piir ein Kéastehen von 4 der Gestalt A & + @, £ und @ vom Grade n,, ist:

x5 ()8

genan zweideutig. Hat 4 die Zahl von z; Kﬁstchen vom Grade &, so hat
f (4) bis anf Aquivalenz genau I7 {z, + 1) verschiedene Liosungen. Ist da-
3

gegen A = 0, soist ] = 2. Eine Zusammenfassung A, besteht daun (Typus I)
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entweder aus 2 Kastchen des gleichen Grades m, = 1; es ist dann nach Hilfs.
satz 2 }/Z: aquivalent zu @,,, . Oder 4; besteht (Typus II) aus 2 Kistchen
der Grade m, -+ 1 und m, = 1; es ist dann Mﬁquivalent 20 Q2m +1. Oder
4} ist (Typus I1I) ein Kastchen vom Grade 1 mit YA, = 0. Nach vorge-
nommensr Zusammenfassung ist hier f{4) bis auf Transformation durch
ein mit 4 vertauschbares 7 eindeutig bestimmt, Bis auf Aquivalenz ist
die Anzahl der Lésungen von f (4) also gleich der Anzah! der Méglichkeiten,
die Matrix 4 in «, Stiick des Typus 1 mit m, =r, §, Stiick des Typus I1
mit m, =7 und §, Stick des Typus I1I zusammenszufassen. Hat nun 4
wieder z, Kastchen vom Grade s, so ist:

(4.5) zo =20y + By + B firs=12_ N,

wo N der grofite vorkommende Grad eines Kastchens von A4’ ist. Dabei
ist By =0 zu setzen. Um die méglichen 4; zu finden, haben wir (4.5)
bei gegebenen z, mit nichtnegativen o, und f; zu lésen. Nehmen wir an,
wir hitten eine solche Lésung, so kénnen wir, falls vorhanden, ein 8, > 2
um 2 vermindern und dafir «, und oy, wm 1 erhdhen und so eine neune
Lésung erhalten. Wenn thberhaupt, so gibt es also auch eine Lésung «f,
B wo alle fy == 0 oder = 1 sind. Aus (4.5) folgt unmittelbar, dall dabei

L.
Be=2s 1 20+ 2w {(mod 2)

. : 1 . .
ist, woraus sich dann o = & (2, — fs_1 — f;) ergibt, was automatisch ganz-

zahlig ist. Ist dabei ein «f < 0, so ist YA nicht losbar. Sind dagegen alle
oy 2= 0, so gibt es wenigstens diese eine Losung, aus der wir alle anderen
durch mehrmalige Anwendung des folgenden Prozesses gewinnen: Zwei auf-
einanderfolgende ¢, = 1 und «,..3 = 1 werden beide um 1 vermindert und
daftr 8, um 1 erhoht. Die Anzahl der Lisungen von (4.5} ist dann gleich der
Anzahl der nichtiquivalenten Lésungen von §(4) = VZ Man bemerke
ithrigens, dafl es stets wenigstens eine Losung gibt, wenn alle z, = 1 sind,
da f; 1 + Bi=2 (mod 2)und f; -1 + B; < 2 und damit sicher z,— §; 1 —
— fs = 0 ist.

Fur zweireihige Matrizen zeigen diese Frgebmisse die folgenden Mog-
lichkeiten:

k) . : 0
A==0: ,!/ (g (;_) xj:]//L-E-, ﬂ-(é_l) 3 Lésungen
Al i1 !
( );w. + ]fz( E}_‘) 2 Lésungen
0 i 0 1

60
o fm=080=2:=(g )
=0 1/{ 0 O) mit o 1 2 Losungen
%“L&“&=@Q
2y ZO,Zz':'«};

VL &) mit fatso o =5 = 1: Keine Losung.
oy ==~ 1
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§ b. Differentiale analytischer Mairixfunktionen.

Es sel jetzt wieder f{4) eine eindeutige analytische Matrixfunktion im
Sinne von §3. 4 sei eine Matrix, fir deren Eigenwerte f (2) bei passender
Wahl der Aufschneidung der RiemawNschen Fliche analytisch ist. Nach
Satz 7 ist dann bei £ > O:

(5.1) lim f (4 +¢D) = f(4)
{0

fiir beliebiges D; insbesondere brancht nicht darauf geachtet zu werden, ob
A 4+t D zusammeniallende FRigenwerte besitzt oder nichi. Es hat daher
einen eindeutigen Sinn, die ,,Vaziation in der Richtung D” einzufithren’)
gemiB

{5.2) df{Ay=}A+tD)—f{4), t>0, t< 1.

Nach obiger Voraussetzung existiert aunch eindeutig ' (4). Es liegt daher
nahe zu fragen, ob man § f (4) bis auf hthere Potenzen in ¢ durch ¢ - f (4) D
ersetzen darf. Dafl dies nicht allgemein méglich ist, zeigt bercits das Bei-
spiel f (x) = 2%, wo

(5.3a) Sf(A)y—tf (4D =t-(DA-—AD) +0(2)

ist, so dafl die Vertausehbarkeit von D mit 4 zu verlangen wire. Ist jedoch
nun & eine beliebige mit A vertauschbare Matrix, so folgt aus (5.3a) nach
Multiplikation mit G und Spurbildung wegen der fiir Spuren giltigen
Rechenregel {Fy Fo. . . Fy ={F, F, ... Fy_;}:

(5.3b)  {G(8f(A)—tf (4) D)} =0 () auchhbeid D+ D 4.

Die Gultigkeit einer solchen Beziehung unabhéingig von D ist deshalb be-
sonders wichtig, weil in den physikalischen Anwendungen die Invarianten
der vorkommenden Tensoren wesentlich sind, die sich ja durch die Spuren
ausdricken lassen. Es ist daher bemerkenswert, dafl wir den soeben in einem
ganz speziellen Beispiel gefundenen Sachverhalt allgemein aussprechen
kénnen im

Satz 11: Ist § {A) eine analytische Matrixfunktion nnd f (x) an den Stellen
der Eigenwerte von 4 regulir, so gilt bei 8f({4) =f(4 + D) —f{4):

Sf(d)=t-f(4d) D+ 0 @), falls AD =D A4
GG f(A)—1t-f{4) D)} =0 @), falls 4 6 = & 4 und D beliebig.
Wir beweisen den Satz zunichst fiir den Spezialfall, dafl 4 lauter gleiche
Eigenwerte A bat und fihren dann den allgemeinen Fall daranf zurck.
Setzen wir f{x) =g (¢ — 1}, so wird
Sf(d) =g(Ad—2E +tDy—g{d—AiE)y=38g9(4—2E),
Fd)=g¢(4—28)
und G- {4-—2ABy=(4—ALE) G

%) Auf solche Variationen wird man in den physikalischen Anwendungen zwangs-
laufig gefiibrt, z. B, wenn man die Anderung des Spannungstensors bei gzeitlich va-
riablem Verzerrungszustand studieren will. Vgl Ricerer, H.: Das isotrope Elastizitats-
gesetz. Z. ang. Math. Mech. 28, 205209 (1948).




1Ther Matrixfunktionen. 3

Wir konnen daher ohne Einschrinkung der Allgemeinkeit 1 = 0 annehmen.
Es sei nun fir klsine x:

flay = Za zv.

Wir setzen dann mit noch zu bestimmendem N:

N~—1 el
fi (=) ngoa,x” afs(%)w;;v%x’;
dann ist
Of {4y —tf (A D =1[6f (&) —ti(A) D] + [/ (4) —1/2(4) D],
so dafl es geniigt, den Satz sinzeln fitr f; {2) und f; (#) zu beweisen. Wir
haben nun
Shd)—thH4) D=
N1
=t e (A D+ A EDA 4+ DAL p A1 D 4 0 (),
v=0

woraus die Behauptung des Satzes fir f, (4) unmittelbar folgt.
Schreiben wir weiter gemaf (2.6)

Lid+tD) = Eck{t}{A{»zD)k und fpld+tD)y= f’dk’tj(A+tD}’°

so erhilt man aus (3.6) bei geniigend groBem N wegen [, (x) = O {a%¥):
e (1) =02 und di(t) =0
and damit
0fs(d)—tfz(4)- D =0 (),

was die Richtigkeit der Behauptungen fir f, (4) zeigt.
Es moge nun 4 teilweise verschiedene Eigenwerte haben. Nach einer ge-
eigneten Transformation kénnen wir annehmen, dafl 4 reduziert ist:

(4,0
4-(3' 1)
mit eigenwertfremden 4,. Eine beliebige Matrix P des gleichen Grades wie 4
schreiben wir dann in der Gestalt

P, P
P ( 11 12)
21 P 22
wo Py vom gleichen Grad wie 4, ist, und nennen:
(5.4) P redugiert: P = (B}, wenn Py, = P, =0,
. P komplementir: P = (K), wenn Py = P, = 0.

Es gelten dann die Rechenregeln:
(R) - (B) = (B); (K) (K)=(R)

(5.5) (K) - (B) = (K); (B)-(K)=(K)
{K} =
Das gegebene D schreiben wir als Summe:
(5.6) D=1D,+D, mit D,= (R und D, =(K).
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SchlieBlich ist wegen der Ejgenwertfremdheit der 4, und der Vertauschbar-
keit von & mit 4:

(5.7) @ = (RB).

Ist D mit A vertauschbar, so ist D, = 0. Durch Satz 5 wird unsere Be-
hauptung auf die entsprechende Behauptung fiir die 4, unqd damit schlieBlich
auf die fir 4 mit lauter gleichen Eigenwerten zuriickgefithrt. Seinun Dy <+ 0,
so schreiben wir fiir den Beweis der zweiten Behauptung unseres Satzes
gemiB (2.6) for kleine ¢ und u unter Beachtung von (5.5):

n-—1
fA+tD, +uDy=Ye {tu)(Ad+tD, +uDyy =

v=1
#n—1
= g‘lc., (t,w) [(4+tDy)” + (K) + 0 (u¥)],
oder
flA+tD, +uby=ft4d+¢D) +

n—1
&9 + 216, 60 = ¢, (60)] - (4 D, + (K) +0 ().

Bei festem ¢ hidngen die ¢, (f, 4) eindeutig analytisch ab von den Potenz-
summen

8, (0) = {(4 + 1D, + u Dy} = {(4 +tD,y* + (K) + 0 (49} =+, (0) + O (u?) .

Also ist ¢, (¢, u) — ¢, (1, 0} = 0 (u2), so daB} aus (5.8) folgt, wenn wir schlief3-
lich speziell u =t setzen;

fA+tD)y=f(4+tD) +5K) + O ().
Wir erhalten dann unter Beachtung von f' (4) = (B):
SHA)—t-f (D =f(4+tD)=—f(4)—1t-}(4) D=
=f(4d +iD)— f(d)—1t-f(4) D, + (K) + 0 (#*),
und da fir D = D), die erste Behauptung des Satzes bereits bewiesen ist;
SHA)y—t-f(4) D = (K) +0 (3,

woraus nach Multiplikation mit ¢ uwnd Spurbildung unter Beachtung von
(5.7) und (5.5) die Behauptung folgt.

(Eingegangen am 13. Mai 1949)





