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C. STINNER

Klausur zur Wahrscheinlichkeitstheorie fiir
Lehramtsstudierende

L6sung

Die Klausur gilt als bestanden, wenn 50 von insgesamt 100 moglichen Punkten erreicht werden.
Runden Sie die Ergebnisse auf die dritte signifikante Dezimalstelle.

Aufgabe 1: Bei einer Wahl erhilt Partei A 40 Prozent, Partei B 35 Prozent und Partei C 10
Prozent der Stimmen. Der Anteil der Erstwihler betriagt innerhalb der Gruppe der Wahler von
Partei A 3 Prozent, innerhalb der Gruppe der Wihler von Partei B 2 Prozent, innerhalb der
Gruppe der Wihler von Partei C 30 Prozent und innerhalb der Gruppe der Wahler der anderen
Parteien 20 Prozent.

a) Wieviel Prozent der Wahler sind Erstwéhler?
b) Wieviel Prozent der Erstwihler haben Partei A gew#hlt?
Losung;:

a) Es seien die Ereignisse A;p: ,ein Wihler wihlt Partei A”, Ag: ,,ein Wahler wéhlt Partei B”,
As: ein Wahler wahlt Partei C”, Ay: ,,ein Wihler wihlt eine andere Partei” und B: ,ein
Wiihler ist Erstwéhler” definiert.

Gesucht ist also P(B). Die folgenden Wahrscheinlichkeiten sind bekannt:

P(Ay) = 0,4, P(Ay) = 0,35, P(A3) = 0,1, P(A4) = 0,15, P(B|A;) = 0,03, P(B|Ay) =
0,02, P(B|A3) = 0,3 und P(B|A4) =0, 2.

Da Ay, ..., Ay paarweise disjunkt sind, P(A4;) > 0 fir ¢ € {1,...,4} und 2?21 P(4;)=1
gilt, folgt aus dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit

4
P(B) = Y P(B|A;)-P(A;)=0,03-0,4+0,02-0,35+0,3-0,1+0,2-0,15
i=1
= 0,079.

Also sind 7,9 Prozent der Wahler Erstwihler.

b) Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit P(A;|B). Nach dem Satz von Bayes und dem Ergebnis
aus Teil a) gilt

P(B|A1)- P(A;)  0,03-0,4

4 0,079
(B|A;) - P(4;)

P(41|B) = =0,1518--- ~ 0,152.

=1

Also haben 15,2 Prozent der Erstwahler Partei A gewahlt.
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Aufgabe 2: Ein idealer Wiirfel werde dreimal hintereinander geworfen. Es seien die Ereignisse
A: das Produkt der Augenzahlen ist 15”7, B: ,die Augensumme der ersten beiden Wiirfe ist
gerade” und C: ,die Augensumme der drei Wiirfe ist ungerade” definiert. Untersuchen Sie, ob
B und C, ob Aund BNC, ob AU B und B U C stochastisch unabh#ngig sind.

Losung:
BEs sei Q := {1,...,6}% und p(w) := ‘Q‘ = 613 = 15 fiir alle w € Q, so dass (2,p) ein Laplace-
Experiment ist. Dabel gibt fiir (wi,w2,w3) € Q und 7 € {1,2,3} w; die Augenzahl des i-ten

Wiirfelwurfes an. Es gilt nun

A = UJ1,0)2,W3 €Q|w1 w9y - LU3—15}

1,3,5),(1,5,3),(3,1,5),(3,5,1), (5,1, 3), (5,3, 1)}7

B = ,Wa, w3) €Q|w1+w2—2nfurelnn€]N}

i=1
BNnC =
AUB =
BUC =

ywo,w3) € Q| wy + wy = 2n fiir ein n € N und w3 € {1, 3, 5}}

9

{
{
(e
C = {wl,wQ,wg €Q|Zwl—2n71furelnn€]N}
(e
B
Q

\{(wl,wg,uJ3) €Q|wi+wy=2n—1firein n € N und w3 € {1, 3, 5}}

Somit folgt P(A) = 5% = &, P(B) = B8 =1 pP(C) = 1% =1 PBNC) = &2 = 1,
P(AUB) = P(B) = 5 und P 3 —

Also gilt:
P(BNC) = {=5-3=P(B)-PO),
P(AN(BNC)) = P(A):3—16#3—16-%:P(A)-P(BOC’),
P((AUB)N(BUC)) — P(Bﬂ(BUC’)):P(B):%#%-Z:P(AUB)-P(BUC).

Daher sind B und C stochastisch unabhéingig, A und BNC nicht stochastisch unabhéingig sowie
AU B und B U C nicht stochastisch unabhéngig.

Aufgabe 3: In einem Verein stehen fiir die Ausiibung eines Amtes 30 Kandidaten zur Verfiigung.
Fiir jedes Jahr wird eine Liste ausgelost und jedem der Kandidaten eine Zahl zwischen 1 und 30
- sein Listenplatz - zugeordnet, so dass jede solche Zahl genau einmal vergeben wird. Es werden
nun die beiden Listen fiir die Jahre 2010 und 2011 ausgelost. Herr Meier ist einer der Kandidaten.
Weiter sei A das Ereignis ,,Herr Meier bekommt mindestens einmal einen Listenplatz grofier als
25”.

a) Modellieren Sie die Situation durch ein geeignetes Laplace-Experiment (€2, p).
b) Stellen Sie das Ereignis A in Mengenschreibweise als Teilmenge von 2 dar.

c¢) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit P(A).



Losung;:

a) Es sei M = {(ml,...,mgo) € {1,...,303{m,...,ma} = {1,...,30}},

Q= {(al,...,ago,bl,...,bg())’(al,...,ago)EM,(bl,...,bg()> EM}

und p(w) := ﬁ = @ = (30,) fiir alle w € Q. Dabei seien die 30 Kandidaten mit
den Nummern 1 bis 30 nummeriert und fiir (ay,...,as0,b1,...,b30) € Q gebe a; den

Listenplatz von Kandidat ¢ im Jahr 2010 und b; den Listenplatz von Kandidat ¢ im Jahr
2011 fiir i € {1,...,30} an. Weiter sei Herr Meier der Kandidat 1, so dass a; und b; seine
Listenplétze angeben. Somit ist (€2, p) ein geeignetes Laplace-Experiment.

b) Als Teilmenge von € lisst sich das Ereignis A folgendermafien darstellen:

A:{(al,...,ago,bl,...,bgo) 6Q\{al,bl}ﬂ{26,...,30}#(Z)}.

c) Es gilt
A: {(alu"'7a30)b17"‘7b30) EQ’al,bl 6{1,725}}

Daher gilt |A] = (25-29!)2, da man 25 Moglichkeiten hat, um a1 zu withlen und anschlieflend

29! Moglichkeiten hat, um as, ..., asg zu wahlen sowie analog 25 Moglichkeiten, um b; zu
wihlen und 29! Moglichkeiten, um bo, . . ., bgp zu withlen. Da (€, p) ein Laplace-Experiment
ist, folgt
_ |4 (25 - 291)2 25291 2 5\
P(A) = 1-PA)=1- =1l-—=1-—=) =1—{ =
(4) (4) |Q| (3012 30 - 29! 6
25 11 .
= 1—-—==—=0,305=0,306.
36 36 ’ ’

Aufgabe 4: Es sei (,p) ein diskretes Zufallsexperiment mit Wahrscheinlichkeitsverteilung P
und X : Q — R eine Zufallsgrofle, fiir die F(X?) existiert, Var(X) > 0, Var(X?) > 0 gilt
sowie P(X~1({x})) = P(X"t({—z})) fiir alle x > 0 erfiillt ist. Beweisen Sie, dass X und X?2
unkorreliert sind.

Losung:
Da E(X*) existiert, existieren nach dem Majorantenkriterium Lemma 4.21 auch E(X), E(X?)
und E(X?), denn es gilt | X*(w)| <1+ | X*(w)] fiir alle w € Q und k € {1,2,3}. Weiter gilt

E(X) = > z-P(X '({z}))=> 2 - P(X '({x}) + Y _z- P(X '({z}))

zeR x>0 <0
= Yz PX'({2}) + >z P(X T ({-2}))
x>0 z<0
= Y 2 PX'({a}) + Y~z P(X7'({a}) =
x>0 z>0



und analog mit Satz 4.18

E(X?%) = ) 2* P(X

zeR

:Zx(

x>0

:Zw(

x>0

:Zx(

x>0

Somit folgt

Cov(X,X?%) = B(X - X?) -

~({=})
'({=})
'({=})
'({=})

=Y a* P(X'({a}) + Y a* - P(X ' ({z})

x>0 <0

+_ 2t P(X T ({~x}))

z<0

+y (-~ “H({=})

>0

+y - ({a)) =

>0

E(X) E(X*)=EX*-EX)-E(X?)=0-0-E(X?% =0.

Wegen Var(X) > 0 und Var(X?) > 0 gilt also

p(X,

X?) =

Cov(X, X?)

so dass X und X2 unkorreliert sind.

VVar(X) - y/Var(X?)

=0,

Aufgabe 5: Der Biirgermeister einer Stadt behauptet, dass mindestens 75 Prozent der Einwoh-
ner den Bau einer neuen Briicke befiirworten. Diese Behauptung sei die Nullhypothese Hy.

a) Formulieren Sie die Gegenhypothese H; beziiglich Hy und bestimmen Sie fiir eine Umfrage
unter 1000 Personen eine Entscheidungsregel d, so dass Hy auf Basis des Signifikanzniveaus

0,05 verworfen wird.

b) In einer Umfrage unter 1000 Personen befiirworten 700 den Bau einer neuen Briicke. Wie
ist Hy auf der Basis der Entscheidungsregel § zu bewerten?

Losung:

a) Die Gegenhypothese H; beziiglich Hy lautet ,,weniger als 75 Prozent der Einwohner befiir-
worten den Bau einer neuen Briicke”.
Die Zufallsgréfie X gebe die Anzahl der Personen in einer Umfrage unter 1000 Personen an,
die den Bau einer neuen Briicke befiirworten. Dabei wird angenommen, dass eine Person
mit der Wahrscheinlichkeit p := 0,75 den Bau einer neuen Briicke befiirwortet. Da die
Hypothese Hy auf Basis des Signifikanzniveaus 0,05 verworfen werden soll, muss nun k €
Ny so bestimmt werden, dass Py 75(X < k) = 0,05 gilt. Es gilt mit der Néherungsformel
von De Moivre - Laplace fiir & € INg

Po5(X <k)

Q

075

v/1000 - p- (1 —p) ~ /1000 - p- (1 —
<X 750 _ k- 750>

( X-1000-p _  k—1000-p
)

JI8T.5 = JI8T5

k—750

T k— 750
Tdy=  —

/ ¢« < 187,5>



Also muss @(3%) ~ 0,05 gelten. Da ®(t) ~ 0,05 fiir t = —1.64 gilt, folgt

k ~ 750 — 1,64 - \/187,5 ~ 727,54. Somit kann man die Entscheidungsregel § definieren
durch

5(z) = Hy, falls z > 728,
)= Hy, falls = < 727,

so dass die Hypothese Hy durch 6 auf Basis des Signifikanzniveaus 0,05 verworfen wird.

Wegen §(700) = H; wird Hy auf der Basis von § verworfen. Somit ist es im Bezug auf
die Stichprobe recht wahrscheinlich, dass die Hypothese Hy nicht stimmt, aber man kann
nicht definitv sagen, ob Hy stimmt oder nicht.

Aufgabe 6: Bei einem Gliicksspiel gewinnt man mit einer Wahrscheinlichkeit von 10 Prozent
10 Euro, mit doppelt so grofler Wahrscheinlichkeit 3 Euro, mit einer Wahrscheinlichkeit von 40
Prozent 1 Euro und sonst nichts. Die Zufallsgrofle Xy beschreibe den bei einem Spiel erzielten
Gewinn, die ZufallsgroBe X den bei n > 2 unabhingig voneinander durchgefithrten Spielen
erreichten durchschnittlichen Gewinn pro Spiel.

a) Berechnen Sie Erwartungswert und Varianz von Xy und X (") wobei n € N mit n > 2

beliebig sei.

b) Bestimmen Sie mit Hilfe der Tschebyscheff-Ungleichung ein moglichst kleines Intervall, in

dem X (199 mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 95 Prozent liegt.

Losung:
a) Es gilt

E(Xo) = Zfﬂ-P(Xo::c):10-0,1+3-0,2+1-0,4+0.0,3:2,
zeR

E(X3) = Y a® P(Xo=2)=10>-0,1+3%.0,2+1%.0,4+0%-0,3
zeR

= 10+1,840,4=12,2.
Also folgt

Var(Xo) = B(X3) — (E(X0))? =12,2 —4=8,2.

Sei nun n € IN mit n > 2 und es werden n Spiele unabhéngig voneinander durchgefiihrt.
Dabei sei Y; fiir ¢ € {1,...,n} die Zufallsgrofle, die den im i-ten Spiel erzielten Ge-
winn angibt. Daher sind Y7, ..., Y, stochastisch unabhingig und identisch verteilt, so dass
E(Y;) = E(Xp) und Var(Y;) = Var(Xp) gilt. Da auBerdem X = 1 =Y Y gilt, folgt
nach 4.20, 4.32 und 4.39 nun

E(X™) = E(liY> —ZE —-n-E(Xo) = E(Xo) =

Var(X™) = Var (;iﬁ) = —Var (Z Y) 3 ZVCLT’

,2

1
= — - n-Var(X :fV Xp) =
n n - Var(Xo) n ar(Xo)




b)

Mit der Tschebyscheff-Ungleichung gilt fiir jedes k£ € R

Var(X100)) 1 8,2
k2 N 100 - k2°

P(IX100) _ p(x 100y < k) > 1 —

Da 1 — ;525 > 0,95 fiir k > /55 - 5 ~ 1,28 gilt, liegt X(1%0 mit einer Wahrschein-
lichkeit von mindestens 95 Prozent im Intervall

[:= (B(X010) 1,28 B(X190) 4 1,28) = (2—1,28;2 + 1,28) = (0,72; 3,28).

Aufgabe 7: Im Elfmeterschielen zwischen den Mannschaften A und B schiefit in jeder Runde
zunéchst ein Spieler der Mannschaft A und dann ein Spieler der Mannschaft B einen Elfmeter.
Nach fiinf Runden steht es 4 : 4. Das Spiel wird solange fortgefiihrt, bis es nach einer Runde
nicht mehr Unentschieden steht. Dabei schieflen die Spieler der Mannschaft A jeweils mit einer
Wahrscheinlichkeit von 80 Prozent einen Elfmeter ins Tor und die Spieler der Mannschaft B mit
einer Wahrscheinlichkeit von 70 Prozent.

a)

b)

c)

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine Runde des Elfmeterschieflens Un-
entschieden endet.

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Elfmeterschieflen, ausgehend vom Zwischen-
stand von 4 : 4 nach fiinf Runden, nach genau fiinf weiteren Runden beendet ist?

Berechnen Sie die erwartete Anzahl der weiteren Runden, die ausgehend vom Zwischen-
stand von 4 : 4 nach fiinf Runden noch benétigt werden, bis das Elfmeterschieflen beendet
ist.

Losung;:

a)

FEine Runde des Elfmeterschieflens endet Unentschieden, wenn entweder beide Spieler den
Elfmeter nicht ins Tor schielen oder beide Spieler den Elfmeter ins Tor schieBen. Die
zugehorige Wahrscheinlichkeit gg ergibt sich also durch

g0 =0,2-0,3+0,8-0,7=0,06+0,56 = 0, 62.

Wir gehen vom Zwischenstand von 4 : 4 nach fiinf Runden aus. Damit das Spiel nun nach
genau fiinf weiteren Runden endet, miissen also zunichst 4 Runden Unentschieden enden
und dann darf die néchste Runde nicht Unentschieden enden. Somit ergibt sich fiir die
zugehorige Wahrscheinlichkeit

p(5) =g (1 —qo) =0,621-0,38 = 0,05615-- - =~ 0, 0562.

Es sei X die Zufallsgrofie, die die Anzahl der weiteren Runden angibt, die ausgehend vom
Zwischenstand von 4 : 4 nach fiinf Runden noch benétigt werden, bis das Elfmeterschieflen
beendet ist. Dann gilt analog zu Teil b) P(X = k) = ¢& '+ (1 —qo) fiir jedes k € IN. Also ist
die Wahrscheinlichkeitsverteilung PX der ZufallsgréBe X die negative Binomialverteilung

mit Parameter p := 1 — qo = 0,38. Nach 4.13 gilt somit F(X) = ]l) = 555 ~ 2,63. Also

werden noch 2,63 weitere Runden erwartet.



Aufgabe 8: Es sei 0 := [0;2] sowie fo(z) :=a-2?+ 2 firz € Qund a € R.
a) Bestimmen Sie das ag € R, fiir das (€, p) fiir p := fq, ein stetiges Zufallsexperiment ist.

b) Es sei P die Wahrscheinlichkeitsverteilung des stetigen Zufallsexperimentes (2, p) aus
Teil a). Berechnen Sie die Verteilungsfunktion F' von P und die Wahrscheinlichkeit P(A)
fir A :=(1;2).

Losung;:

a) Damit (Q, p) ein stetiges Zufallsexperiment ist, muss p nichtnegativ sein und [, p(x)dz =1
gelten. Fiir a € R gilt

2
2 2 | |z=2 4
/fa(w)da: = / (a z? + 3> dx = [gx?’ + 390] —o ga + 3
Q 0
Daher gilt s{ fa(z)dz = 1 nur fiir a = —§. Definiert man ag := —§, so ist (€2, p) ein stetiges

Zufallsexperiment, da fQ p(z)dx = 1 gilt und p nichtnegativ ist wegen

1 2 1 2 1
ﬁww2—§f+§:—§+§:6>0mebeM%

b) Fiir die Verteilungsfunktion F' gilt nach Definition 5 aus Kapitel IV

i ’ 1 2 1 2 Y=z 1 2
(z) /p(y)y /< Y-+ ) Yy [ y+3y] o 5% T3t TE
0 0

Damit folgt

2
PU) = P2) = [ty =rF@ - ) = (<5 +3) = (<5, +3)
1
15
= 1-3;=1-2=2=03%.



Aufgabe 9: Entscheiden Sie, ob folgende Aussagen wahr oder falsch sind. Fiir jede richtige
Antwort gibt es zwei Punkte, nicht angekreuzte Teilaufgaben ergeben null Punkte. Fiir jede
falsche Antwort werden zwei Punkte abgezogen, solange die Gesamtpunktzahl fiir diese Aufgabe
nicht negativ wird.

Wenn nichts anderes angegeben ist, sei stets (£2,p) ein diskretes Zufallsexperiment mit Tréger
0%, X,Y : Q — R Zufallsgrofien mit Wahrscheinlichkeitsverteilungen PX bzw. PY, X,, : Q@ = R
fiir n € IN Zufallsgrofien sowie A, B, C' C 2 Ereignisse.

wahr | falsch

Sind X und Y stochastisch unabhéngig, so gilt
P(X=1AY =5)=P(X=1)-P(Y =5). X

Gilt P(B) > 0 und P(A|B) =0, so sind A und B stochastisch
unabhéngig. X

Gilt PX = PY, so folgt X =Y. X

Sind A, B, C' paarweise stochastisch unabhéngig und sind AN B und C
stochastisch unabhéngig, so sind A, B, C stochastisch unabhéingig. X

Der Quartilsabstand einer Menge von Messwerten ist stets kleiner als
die Standardabweichung. X

Es gilt P(A\ B) = P(A) — P(AN B).

Existiert £(X*), so existiert auch Var(X).

Sikalks

O* ist entweder endlich oder abzahlbar unendlich.

L XN

Eine Eisdiele habe 15 Sorten Eis. Dann hat ein Kunde, der nur die
Anzahl der Kugeln der einzelnen Sorten betrachtet, 680 Moglichkeiten, X
ein Eis mit drei Kugeln auszuwihlen.

10.

Ist die Folge (X, (w))nen fiir jedes w € Q* konvergent, so gibt es eine
eindeutig bestimmte Zufallsgréfie X : Q — R, so das X,, — X fiir X
n — oo im Sinne der stochastischen Konvergenz gilt.

Erlduterungen:

1. Dies folgt unmittelbar aus der Definition der stochastischen Unabhingigkeit von Zufalls-

grofien.

. Gegenbeispiel: 2 := {1,...,6}, so dass (€, p) ein Laplace-Experiment ist,
A:=1{1,2,3}, B:={4,5}. Dann gilt P(B) > 0, P(A|B) = 0 sowie

P(ANB) =0+ P(A) - P(B).

. Gegenbeispiel: Q := {0,1}, so dass (2,p) ein Laplace-Experiment ist, sowie X (0) := —1,
X(1):=1,Y(0):=1, Y(1) :== —1 (siehe Bemerkung 4.7).

4. Beweis: Da A und B stochastisch unabhingig sind sowie A N B und C' stochastisch un-

abhéngig sind, folgt
P(ANBNC)=P(ANB)NC)=P(ANB)-P(C)=P(A)-P(B)-P(C).

Da auflerdem A, B,C' paarweise stochastisch unabhéngig sind, sind A, B, C stochastisch
unabhéingig.



10.

Gegenbeispiel: Haben alle n Messwerte den gleichen Wert z € R, so sind sowohl der
Quartilsabstand als auch die Standardabweichung gleich Null.

Beweis: Da A = (A \ B) U (AN B) gilt und dies eine Vereinigung disjunkter Mengen ist,
folgt
P(A)=P(A\ B)+ P(ANB).

Beweis: Wenn E(X*) existiert, so existiert nach Lemma 4.21 auch F(X?), da |X?(w)| <
1+ | X4 (w)| fiir alle w € Q gilt. Nach Bemerkung 4.24 existiert somit Var(X).

. Dies folgt unmittelbar aus der Definition eines diskreten Zufallsexperimentes.

Gesucht ist die Anzahl der ungeordneten Proben mit Wiederholung vom Umfang k = 3,
die man einer Menge mit n = 15 Elementen entnehmen kann. Diese betragt

n+k—1 17 17-16-15
_ —17.8-5 = .
( k ) (3) 3:2-1 7-8:5=0680

Gegenbeispiel: Sei Q := R, p(0) := 1 und p(z) := 0 fir alle z € R\ {0}. Weiter sei
Z : Q — R definiert durch Z(w) := w fiir alle w € Q sowie X,, := Z fiir alle n € IN.
Wegen Q* = {0} und X,,(0) = 0 fiir alle n € IN ist also (X, (w))nen fiir jedes w € Q* eine
konvergente Folge. X, konvergiert aber im Sinne der stochastischen Konvergenz gegen jede
Zufallsgrofie X : 2 — R, die X (0) = 0 erfiillt. Also ist X nicht eindeutig.



