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Runden Sie Naherungswerte bitte jeweils auf vier signifikante Dezimalstellen: 7 ~ 3,142.

Aufgabe 1: In einer Urne befinden sich acht Kugeln, beschriftet mit den Zahlen von 1 bis 8.
Bei einer Gewinnlotterie wird eine vierstellige Gewinnzahl bestimmt, indem man durch Ziehung
ohne Zuriicklegen aus dieser Urne zunachst die erste, dann die zweite, danach die dritte und
schlielich die vierte Ziffer dieser Zahl ermittelt.

a) Es sei n € N eine feste natiirliche Zahl. Geben Sie ein Laplace-Experiment (2, p) an, das
die im Verlauf von n Wochen gezogenen Gewinnzahlen beschreibt. Formulieren Sie fiir
i€{l,...,n} das Ereignis

E; .= ,In der i-ten Woche wird die Gewinnzahl 1234 gezogen.“

in Mengenschreibweise mit Bezug auf dieses Laplace-Experiment (€2, p).
b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit P(E;).

c) Wie viele Wochen wird man im Durchschnitt warten miissen, bis zum ersten Mal die Zahl
1234 gezogen wird.

Losung;:

a) Zuerst betrachten wir das Laplace-Experiment (€2,p'), das eine einzelne Ziehung be-
schreibt. Es ergibt sich:

Q= {(wr, wa, w3, wq) |wyj € {1,...,8}Vj € {1,...,4},w; # wVj # k}
Nun ist unser (£2,p) eine n-malige Durchfithrung von (€', p'), daher gilt:
Q:=Q" = {(wy,ws, w3, wy) |w; € {1,...,8}V5 € {1,...,4},wj # wpVj # k}"

Daraus folgt:
1 1 1

M) =10 = & 7657 16807

Ywe N

Fiir E; ergibt sich:
Ei = {()\la7/\n) € | )\’l = (1727374)}



b) Da |E;| = 1-1680"~", gilt fiir P(E;):

B 1680t 1

(£:) Q] 1680 1680

c¢) Die zu erwartende durchschnittliche Anzahl an Ziehungen kann durch den Erwartungswert
der negativen Binomialverteilung berechnet werden. Hierbei ist die Wahrscheinlichkeit fiir
das Eintreten des Ereignisses py = ﬁ und fiir den Erwartungswert gilt F(X) = pio =

1680. Es dauert also im Durchschnitt 1680 Ziehungen bis zur ersten Ziehung der Zahl
1234.



Aufgabe 2: In einem Labor werden die 4 Altersgruppen

Gy = SAlter < 20
Gy = ,20 < Alter < 40
Gs = ,40 < Alter < 60
G, = 60 < Alter

auf das Vorhandensein der genetischen Merkmale M; und M; untersucht. Dabei treten die
beiden Merkmale mit den folgenden Héufigkeiten auf:

Gi | G2 | Gs | Gy
nur M; | 30% | 25% | 35% | 15%
nur M, | 40% | 50% | 25% | 40%
My und M, | 5% | 15% | 20% | 30%

Es sei auferdem bekannt, dass Gruppe 4 genauso grof ist wie Gruppe 3, Gruppe 1 dreimal so
groft ist wie Gruppe 4 und Gruppe 2 doppelt so grok ist wie Gruppe 3.

a) Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufillig ausgewéhlte Person das Merkmal
M, besitzt.

b) Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine zuféllig ausgewéhlte Person keines der
beiden Merkmale besitzt.

c¢) Eine Person hat nur Merkmal M. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Person

aus der Gruppe G stammt.
3+4+3+4

Losung;:

Es gilt:
1=P(Gy)+ P(Gy) + P(G3) + P(Gy) =3-P(Gy) +2- P(Gy4) + P(Gy) + P(G4) =7+ P(Gy)
Daraus folgt:

PG = =
P(Gy) — ;
PGy = =
PGy = ;

a) Mit P(M, | G;) = P(My \ My | G;) + P(My; N M,y | G;) und dem Satz von der totalen
Wahrscheinlichkeit folgt:

P(M,) = ZP(M1 | Gi) - P(G))

3 2 1 1
— L2 4.2 Lz 45 . =
0,35 7+O, 7—H),55 7—FO, 5 -

~ 0,4071



dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit folgt:

P(M;UM,) = > P(M;UDM; | Gy)- P(Gy)

3 2 1 1
= 025-= 1.2 2. 15. =
0252+ 012 +0,2- 240,15 -

~ 0,1857

c) Mit dem Satz von Bayes folgt:

P(My\ M, | Gy) - P(Gy)
Sy P(My\ My | Gi) - P(G)
04-32
04-2405-24025-1404-1
0,4211

P(Gy | Mo\ M) =

Q



Aufgabe 3: Es werde aus 3 Urnen hintereinander gezogen. In den ersten zwei Urnen befinden
sich je sechs Kugeln, beschriftet mit den Zahlen von 1 bis 6, und in der letzten Urne zwei
Kugeln, beschriftet mit 0 und 1. Auferdem seien die Ereignisse A, B, C' definiert durch:

A= Die Summe der drei gezogenen Zahlen ist gerade.“
B := | Die Summe der aus den ersten beiden Urnen gezogenen Zahlen ist mindestens 10.“
C := ,Die Kugel aus der letzten Urne zeigt eine 1.“

a) Untersuchen Sie, ob die Ereignisse A, B, C' paarweise stochastisch unabhéngig sind.

b) Untersuchen Sie, ob die Ereignisse A, B, C' stochastisch unabhéngig sind.
6-+4

Losung:
Wir definieren das zugrundeliegende Laplace Experiment:

Q:={1,...,6}*x {0,1}
Daraus folgt, dass |Q| = 6% -2 =72 und p(w) = = Vw € €.
a)

A= ({1,3,5)> x {0}) U ({2,4,6}* x {0}) U ({1,3,5} x {2,4,6} x {1})

U ({2,4,6} x {1,3,5} x {1})

Bi= ({4} x {6} x{0,1}) U ({5} x {5,6} x {0,1}) U ({6} x {4,5,6} x {0,1})
C:= {1,...,6}*x {1}

Damit folgt:

|A| =36, P(A)=1
B =12, P(B)=1
IC| =36, P(C)=3

Auflerdem:

ANnB= {(4,6,0),(5,5,0),(5,6,1),(6,4,0),(6,5,1),(6,6,0)}

ANC = ({1,3,5} x {2,4,6} x {1}) U ({2,4,6} x {1,3,5} x {1})
BNC = {(4,6,1),(5,5,1),(5,6,1),(6,4,1),(6,5,1), (6,6,1)}

Damit folgt:

|ANB| =6, P(AHB)—%

1

|IANC| =18, P(AOC'):Z

1

|[BNC| =6, P(BmC):E

Nun gilt:

PANB)=} =141 =P(A)-P(B)
PANC)=1=1.1 = P(4)-P(C)
P(BNC) =4 =11 =P(B)-P(C)

Die Ereignisse A, B, C' sind paarweise stochastisch unabhéngig.



ANBNC = {(5’671)7(675a1>}

|[ANBNC| = 2

1
P(ANB = —
(AnBNCQC) %6

Es gilt aber:

P(AﬂBﬂC):%7&2—14:§~6~§:P(A)~P(B)-P(C)

Die Ereignisse A, B, C' sind stochastisch nicht unabhéngig.



Aufgabe 4: Ein gewohnlicher sechsseitiger Spielwiirfel werde 6000-mal geworfen. Es bezeichne
A dabei im Folgenden das Ereignis

,Es werden mindestens 951 und maximal 1049 Vieren gewtirfelt.”
a) Geben Sie einen moglichst einfachen Term fiir die exakte Wahrscheinlichkeit P(A) an.
b) Schéitzen Sie P(A) mit Hilfe der Tschebyscheff’schen Ungleichung ab.

c¢) Bestimmen Sie mit Hilfe der Tschebyscheff’schen Ungleichung ein moglichst kleines k£ € R,
so dass die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass mindestens 1000 — £ und maximal 1000 + &

Vieren gewtirfelt werden, bei mindestens 90% liegt.
3+3-+4

Losung:

a) Das Experiment kann durch eine Binomialverteilung mit den Parametern n = 6000 und
po = é beschrieben werden. Daher gilt:

1049 i 6000—i
6000 1 5
r=3 (7)) ()
=951
b) Mit der Tschebyscheft’schen Ungleichung, E(X) = n - py = 1000 und Var(X) =n - py -

(1 —po) = 2 folgt:
P(951 < X <1049) = P(—49 < X — E(X) < 49)

= P|X-FEX)| <49 =1- P(|X — E(X)| > 50)
Var(X) 1 2
1 — =]l—--=-=
> 202 3= 3 0,6667

c) Mit der Tschebyscheff’schen Ungleichung, E(X) = n - py = 1000 und Var(X) =n-po -
(1 —po) = 2 folgt:
P(1000 — k < X <1000 + k) = P(—k <X — E(X) < k)
= PX-EX)|<k)=1-P(X —BEX)|>k+1)
Var(X)
= G 2

Daraus folgt:

2500
3

(k+1)2

2500
3

(k+1)2
25000

3
25000

3
91,2870

90,2870

\Y

-0,1

IN

0,1

(k+1)2

IN

E+1
E+1

IN

IN TN
e

Somit gilt £ = 91.



Aufgabe 5:

8
a) Berechnen Sie mit Stirling eine Naherungsformel fiir den Ausdruck (2n>
n

4
b) Berechnen Sie die Anzahl der Stellen sowie die ersten vier Ziffern von ( 800).

3600
Hinweis: Fiir z > 0 gilt 2 = 10°810%,

Losung;:

(8n) () (8n)®me=8"\/278n
—(6n)! - (2n)! (6n)6”e—6”\/ 276n - (2n)2ne=27/212n

b) Mit der Formel aus a), (') = (> ) = (5) und n = 600 ergibt sich:

6n 8n—6n 2n

4800\  (4800\ _ (256" [ 1
3600)  \1200) ~ \ 27 18007

_ 1(1200-logyo 22

18007

~ 101172 2514
V 180071’
[ 1
— 101172 . 100,2514 . -
18007

~ 0,023724 - 1017
=2,3724 - 1017

Die Zahl hat damit 1171 Stellen und beginnt mit den Ziffern 2372.



Aufgabe 6: Von den 1000 Studenten einer Universitdt sei bekannt, dass 446 Mathematik,
190 Physik, 312 Chemie und 243 Biologie studieren. Auferdem sei bekannt:

80% der Physikstudenten studieren auch Mathematik.

10% der Physikstudenten studieren auch Chemie.

10% der Physikstudenten studieren auch Biologie.

50% der Chemiestudenten studieren auch Mathematik.

25% der Chemiestudenten studieren auch Biologie.

33,3% der Biologiestudenten studieren auch Mathematik.

Jede Facherkombination dreier dieser vier Facher wird jeweils von 5 Studenten studiert.

Keiner studiert alle vier Facher.

Wie viele Studenten studieren unter diesen Voraussetzungen keines dieser vier Fécher?

Hinweis: Verwenden Sie die Inklusions-Exklusions-Formel (Siebformel von Sylvester-Poincaré).
Losung:

Wir definieren zunéchst die folgenden Ereignisse:

M = . der Student/die Studentin studiert Mathematik*
P ,der Student/die Studentin studiert Physik*

C := ,der Student/die Studentin studiert Chemie*
B:= ,der Student/die Studentin studiert Biologie*

Daraus folgt:

Q2] = 1000,
| M| = 446, | P| = 190, |C| = 312, | B| = 243,
IMNP|=152,|MNC|=156,|MNB|=81,|PNC|=19,|PNB|=19,|CNB| =18,
IMNPNC|=5|MNPNB|=5|MNnCNB|=5,|PNCNB|=5,
IMNPNCNB|=0

Mit der Inklusions-Exklusions-Formel ergibt sich:
IMUPUCUB| =446 +190+312+243 —152—156 —81—19—19—-78+4+5+54+5+5—0 = 706

und

M UPUCUB| = 1000 — 706 = 294



Aufgabe 7: Die Wahrscheinlichkeit fiir die Anzahl der Regentropfen, die pro Minute auf ein
1 cm? grofes Flichenstiick fallen, sei in guter Niherung durch eine Poisson-Verteilung beschrie-
ben. Nun betrachte man zwei verschiedene Stadte: Eine Stadt, in der es leicht nieselt mit
durchschnittlich 0,1 Regentropfen pro Quadratzentimeter und Minute, und eine andere Stadt,
auf die ein leichter Regen mit durchschnittlich 0,9 Regentropfen pro Quadratzentimeter und
Minute niederfallt.

a) Berechnen Sie fiir beide Stddte die Wahrscheinlichkeit, dass innerhalb einer Minute min-
destens 2 Regentropfen auf ein vorgegebenes Flichenstiick der Groke 1 cm? fallen.

b) Nun werde in beiden Stadten gleichzeitig gemessen. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit,
dass innerhalb einer Minute 2 Regentropfen auf die 2 cm? grofe Fliche fallen.

Losung:

a) Wir definieren:

A= ,mind. 2 Regentropfen fallen in einer Minute auf das Flachenstiick in Stadt 1¢

As:=  ,mind. 2 Regentropfen fallen in einer Minute auf das Flachenstiick in Stadt 2
Aus dem Text kann man schliefsen, dass \; = 0,1 und Ay = 0,9 sind. Daher gilt:

PA) = S 20 o

2
VO
o
(@n)
=
> |
\]
Ne)

und

Q
o
Do
)
\]
o

b) Wir definieren:

A3z := 2 Regentropfen fallen in einer Minute auf die 2 cm? grofe Gesamtfliche®

Das Ereignis As ergibt sich aus der Kombination zweier unabhéngiger, Poisson-verteilter
Ereignisse und ist damit wieder Poisson-verteilt mit A3 = Ay + Ao = 0,1 + 0,9 = 1. Daher
gilt:
2
P(Ag) = 5 &
~ 0,1840

5495



Aufgabe 8: Ein Kartenstapel aus 20 Karten, beschriftet mit den Zahlen von 1 bis 20, werde
in zwei Stapel aufgeteilt. Im ersten Stapel befinden sich die Zahlen von 1 bis 10, im zweiten
die Zahlen von 11 bis 20. Nun werde aus jedem Stapel eine Karte gezogen. Aufterdem seien die

Zufallsgrofen X und Y definiert durch:

X = ,Summe der gezogenen Zahlen.“

Y := | Betrag der Differenz zwischen 20 und der aus dem zweiten Stapel gezogenen Zahl.“

a) Geben Sie ein fiir diese Situation geeignetes Zufallsexperiment (€2, p) an und definieren

Sie X und Y mit Bezug auf dieses Zufallsexperiment.
b) Geben Sie die induzierten Zihldichten p* und p¥ explizit an.
c¢) Berechnen Sie E(X) und E(Y), sowie Var(X) und Var(Y).
d) Berechnen Sie Cov(X,Y) und p(X,Y).

Losung;:

a) Wir definieren das zugrundeliegende Laplace Experiment:

Q:={1,...,10} x {11,...,20}

Daraus folgt, dass |[©2] = 10 - 10 = 100 und p(w) = = Vw € Q.

100
Fiir die Zufallsgrofen X und Y gilt fiir alle (wy,ws) €
XY :Q—-=R

X((wi,wa)) = witw
Y((wi,w2)) = 20 —wy

(T fer e (15,00)
W s 5 {14’ 2 s
0 alls © € {14, 28},

—  falls z € {15,27},

= falls z € {16, 26},

pX(z) =< = falls z € {17, 25},

im0 falls x € {18, 24},

falls z € {19, 23},

falls = € {20, 22},

0 falls x € {21},

0  sonst.

|«

L fallsy €{0,...,9}
Y — 10 ) y I 1
P () _{ 0  sonst.



E(X) = > > (i+]) 100
=1 11
10 jQO 10 20 1
=220 100+ZZ] 100
i=1 j=11 i= 1] 11

10
- Zm-z 100+Z 10-7- 700

- 5,5+15,5
— 921

10 20 1

ZZ(i+J)2 100

i=1 j=11

10 20 ) 1 10 20

;;Z ﬁ+;j;2 A 100+;;‘7 100

10

;10@ m+2(22 )(;j >+Z1o] 0

10 10 1

e (Sm) (S m) 5

38542-55-15,5+ 2485

457.5

Var(X) = E(XQ) — E(X)2
= 4575 — 217
= 16,5



Var(Y) = E(Y?) - E(Y)?
= 285 —45°
= 8,25

d) Berechnen Sie Cov(X,Y) und p(X,Y).

E(X-Y) = ZZ i+7)(20—7)- 1(1)0

=1 j=11
10 20

= @020 )

i=1 j=11

1 10 20 10 20 10 20
- = ZZQO-z’—ZZzﬂjJrZZ(%'j—f))

z’ljll iljll iljll

_ 1_(1)0 Zzoo z—z ZJHOZ 205 —j )

= ]11 ]11

_ 1_2)0. 200 - 22—155 ZZHOZ (205 —j )

j=11
1
= 5 (45 ZHQOOZ]—lOZ])
J=11 Jj=11
1
= —— (45-55+ 200 155 — 10 - 2485
00 ¢ " )
= 86,25

Cov(X,Y) = E(X-Y)—E(X) E(Y)
= 86,25 —21-45
= —825

Cov(X,Y)
VVar(X)-Var(Y)
~8925

V16,5 - 8,25
1

V2
~ —0,7071

p(X.Y) =



Aufgabe 9: Entscheiden Sie, ob folgende Aussagen wahr oder falsch sind.

Falls im Folgenden nicht néher spezifiziert bezeichne (2, p) immer ein diskretes Zufallsexperi-
ment mit Trager 2* und Wahrscheinlichkeitsverteilung P, wobei A, B, C' Ereignisse und X,Y
Zufallsgrofen iiber € seien.

WAHR FALSCH

1. | Ist Q* endlich, so existiert Var(X). X O
2. | Gilt PX = PY sofolgt X =Y. O X
3. | Existieren E(X) und Var(X), so gilt fir alle € > 0: O X
P(IX — E(X)| > ¢) < V“;(X) .
4. | Sind die Zufallsgroken X und Y unkorreliert, so sind sie auch O X
stochastisch unabhéngig.
5. | Auf einem See schwimmen Enten: 37 Weibchen und 52 Ménn- X a

chen. Werden von Jégern zufillig 12 dieser Tiere geschossen,
so befinden sich darunter im Durchschnitt 5 oder mehr Mann-
chen.

6. | Falls Var(X) = Var(Y) = 1, dann gilt Cov(X,Y) < 1.
7. | Bs gilt P(A) — P(B) = P(A\ B) — P(B\ A).

8. | Es gibt 1260 unterscheidbare Mdoglichkeiten, 9 Personen so in
drei Gruppen aufzuteilen, dass je eine Gruppe aus 2,3 bzw. 4
Personen besteht.

9. | Sind A, B, C stochastisch unabhéngig, so sind auch AU B und X a
C' stochastisch unabhéngig.
10. | Existieren E(X) und Var(X), so existiert auch E(X?). X O

Fiir r richtige und f falsche gegebene Antworten erhalten Sie 2 - max{0,r — f} Punkte.
Nicht beantwortete Fragen werden dabei nicht gewertet.



Erlauterungen:

1.

10.

Ist Q* endlich, so sind die beiden Summen E(X) = > . X(w) - p(w) und Var(X) =
> wea [ X (w) — E(X)]? - p(w) endlich und damit insbesondere absolut konvergent.

Gegenbeispiel: Aus der Vorlesung bekannt, sieche Bemerkung 4.7.

. Gegenbeispiel: Gilt Var(X) = 0 fiir die Zufallsgrofe X, so ergibt sich fiir alle € > 0 die

Var(X)
2

Ungleichungskette 0 < P(|X — E(X)| > ¢€) < = 0, Widerspruch.

Gegenbeispiel: Aus der Vorlesung bekannt, siehe Beispiel 6.21.

Die Situation wird durch die hypergeometrische Verteilung Hgg 5212 mit dem Erwar-
tungswwert 12 - 22 ~ 7,01 > 5 beschrieben.

Beweis: Laut Cauchy-Schwarz’scher Ungleichung gilt Cov(X,Y)? < Var(X)-Var(Y) =1

und somit —1 < Cov(X,Y) < 1.

Beweis: Es gilt

P(A)—P(B) = P((A\B)U(ANB))-P((B\AU(ANDE))
— [P(A\B)+ P(ANB)]—[P(B\ A) + P(AN B)]
— P(A\ B) - P(B\ A).

Es gibt (g) Moglichkeiten, aus den 9 Personen eine Zweiergruppe auszuwahlen, und an-
schliefsend jeweils (;) Moglichkeiten, aus den verbliebenen 7 Personen eine Dreiergruppe
auszuwahlen. Man erhélt somit insgesamt (g) . (?7)) = 1260 unterscheidbare Aufteilungen.

Beweis: Es gilt

P((AUB)NC) = P((ANC)U(BNC))
=P(ANC)+P(BNC)—P((ANC)N(BNC))
=P(ANC)+P(BNC)—PANBNC(C)
= P(A)P(C) + P(B)P(C) — P(A)P(B)P(C)

(P(A) + P(B) — P(A)P(B))P(C)
= (P(A) + P(B) = P(AN B))P(C)

— P(AUB)P(C).

Beweis: Es gilt die Abschitzung X? < 2(X — F(X))? + 2F(X)?, wobei mit F(X) und

Var(X) der Erwartungswert E(2(X —E(X))?4+2E(X)?) = 2E(X—E(X))*)+2E(X)? =
2Var(X)+2FE(X)? existiert. Nach dem Majorantenkriterium existiert damit auch E(X?).



