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Abstract-We give a characterization of isotropic hyperelastic materials: there exists a potential of the 
logarithm of the Aimansi-Euler strain tensor, the derivative of which provides us with the Cauchy stress 
tensor. 

I. fNTRODUCTION 

Nom NOUS proposons de caracteriser les lois de comportement elastique satisfaisant aux deux 
hypotheses: 

HI: le tenseur des contraintes de Piola-Kirchoff derive d’un potentiel par rapport au tenseur 
des deformations de Cauchy-Green. 

&: le tenseur des contraintes de Cauchy s’exprime en fonction du tenseur des deformations 
d’Almansi-Euler. 

L’hypothese Hz nous restreint aux lois de comportement isotropes mais nous parvenons 
alors a remplacer l’hypothese Ht, formulee au niveau Lagrangien, par une hypothese du meme 
type formulee au niveau Eulerien. 

2. POSITION DU PROBLEME MECANIQUE 

Soit un milieu continu subissant une transformation 

x-x 

00 la variable X (dite de Lagrange ou materielle) et la variable x (dite d’Euler ou spatiale) 
decrivent chacune une partie de I’espace a trois dimensions R3 muni du produit scalaire 
habituel. 

Designons par F I’application lintaire tangente en X a la transformation X-X, par F-' 
l’inverse de F, par F l’adjointe de F et par I l’identite. La comparaison des elements de 
longueur en X et x conduit a caracteriser la deformation du milieu, soit au niveau Lagrangien 
par Ie tenseur des deformations de Cauchy-Green 

G =#F-I) 

(ou plus simpIement par FF), soit au niveau Eulerien par le tenseur des deformations 
d’ Almansi-Euler 

(ou plus simplement par FF). 
A la suite de Green et Kelvin nous supposerons qu’il existe une function cP(FF) telle que le 

tenseur des contraintes de Piola-Kirchoff Z en derive, c’est-&dire: 
H,: pour toute application hneaire S auto-adjointe (S = S) 

Tr(TS)= D(@)(FF)(S) 

(ou Tr designe l’operateur trace et D(q) la d&iv&e de @). 

4.51 
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Rappelons que le tenseur des contraintes de Piola-Kirchoff C est lie au tenseur des 
contraintes de Cauchy u par la relation 

FZF = (det F)cr 

(oti dCt F designe le determinant de F). 
Nous allons examiner la compatibilite de I’hypothtse H’ avec la suivante: 
Hz: le tenseur des contraintes de Cauchy s’ecprime en fonction du tenseur des deformations 

d’Almansi-Euler. 
Exploitons HZ en posant 

ol nous avons utilise le fait que le Jacobien dCt F de la transformation X+x est necessairement 
positif (conservation de I’orientation). L’hypothese H’ se formule alors 

s = SJTr[F-‘g(FF)F-‘S] = D@)(FF)(S). 

3. AXIOMATISATION 

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension finie. Notons 
?&?Z), I’ensemble des applications lintaires de determinant strictement positif. 
Y+(E), I’ensemble des applications lineaires de determinant strictement positif. 
&(I?), I’ensemble des applications lineaires auto-adjointes. 
X(E), I’ensemble des applications lineaires auto-adjointes defini-positives. 
B’(E), I’ensemble des rotations (l?R = I et dtt R = 1). 

Remarquons que 
La partie 2’(E) est ouverte dans I’espace vectoriel de dimension finie Y.&Y) (ce qui sera 

important pour deriver les applications de X(E) dans R). 

Si FE 2?(E), alors F-’ E Z’+(E), FF E X(E) et FF E Z(E). 

Si H E X(E), alors H-’ E X(E). 

Si FE P(E) et R E B’(E), alors RF E Y’+(E). 

Si H E X(E) et R E B’(E), alors RHR-’ E X(E). 

La question poke est de caracttriser, dans le cas E = R3, les applications 

g: X(E) + c%(E) 

soumises a I’hypothtse: il existe une application differentiable 4): X(E)+R telle que 

VF E Z’+(E), VS E Li?dE), Tr [F-‘g(FF)FS] = D(O)(FF)(S). 

La reponse a cette question est I’objet du paragraphe suivant. 

4.THEOREME 

Soit g: X(E)+ L&(E), alors les trois propositions suivantes sont equivalentes. 
(i) II existe une application differentiable @ de X(E) dans R telle que 

VF E T(E), VS E L?..(E), Tr [F-‘g(Fp)F-‘S] = D(Q)(FF)(S) 

(ii) g est isotrope 

VR E B+(E), VH E(E), g(RHR-‘) = Rg(H)R-’ 
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et il existe une application differentiable T de 5?@) dans R telle que 

453 

VH E X(E), VS E 2$(E), Tr [g(H)Sl = D(‘I’)(log H)(S) 

(ou log H designe le logarithme de H) 
(iii) I1 existe une application differentiale VI de 2$(E) dans R, isotrope 

VR E O+(E), VS E Z’s(E), ‘I’(RSR-‘) = ‘i’(S) 

telle que 

VH E X(E), VS E 5%(E), Tr [g(H)Sl = D(P)(log H)(S) 

4.1 Dhonstration de [@*(ii)] 
Soit FE P(E), R E O’(E) et SE 2’&??), alors RF E P(E) et puisque @RF = i%RF = l?F 

la proposition (i) entraine 

-- 
Tr [F-‘g(FF)F-‘S] = Tr[(RF)-‘g(RFRF)(RF)-‘S] 

Tr[g(FF)F-‘SF-‘I= Tr [F-‘R-‘g(RFFR)R-‘F-‘S] 

= Tr [R-‘g(RFpR-‘)RF-‘SF-‘I. 

Lorsque S decrit &(E), S’ = F-‘SF-’ decrit _5QE) 

Tr [g(FF)S’] = Tr [R-‘g(RFpR-‘)RS’]. 

Cette Cgalitt ayant lieu quelle que soit S’, necessairement 

g(FF) = R-‘g(RFFR-‘)R. 

Lorsque F decrit Y(E), FF decrit X(E), done 

VH E X(E), g(RHR-‘) = Rg(H)R-‘. 

C’est a dire g est isotrope. 
Comme g est isotrope, H et g(H) ont memes vecteurs propres et commutent. 
Ecrivons (i) dans le cas F = P alors 

D(@)(F’)(S) = Tr [Fm1g(F2)F-‘S] 

= Tr [g(F*)F-*S] 

= Tr k(F*)WxW*)Wl 

oh nous avons utilise la commutation de g(F*) avec F-’ pour passer de la premiere ligne a la 
deuxitme, et avec F* pour passer de la deuxibme ligne a la troisieme. Lorsque F d&it 
l’intersection de Y(E) avec _Ys(E), H = F* dtkrit X(E), done 

WWW) = Tr kWP(hWO(S)1. 

Le logarithme employ6 ici est legitime car H n’a pas de valeurs propres negatives ou nulles, 
puisqu’il est dtfini-positif. Notons exp l’exponentielle, alors 

VH E Z’(E), exp (log H) = H. 

Grace a la regle de derivation des fonctions composees D@)(H)(S) se transforme successive- 
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W9WWGw-Nhs W(D(logWKW) = Wwxp)(log H)(D(log)(H)(S)) 

oti le signe 0 (rond) dtsigne la composition des applications. 
Lorsque S dtcrit 9&(E), S’ = D(log)(H)(S) dCcrit z&(E) done 

VS’E %(E),D(@oexp)(log H)(9) = Tr[g(H)S’] 

d’oh (ii) avec 0 = cPoexp. 

4.2 Dhonstration de [(ii)+(i)] 
Lemme (dkcomposition polaire): soit F E 3?(E) alors il existe H E X(E) et R E O’(E) telles 

que F = RH. 
En effet FF = RHRH = l%?RH = HZ dCtermine H, ensuite R = FH-’ est une rotation car son 
dkterminant est positif et 

D’aprbs I’isotropie 

- 
g(FF) = g(RHRH) = g(RHtiR) = g(RH*R-‘) = Rg(H*)R-’ 

L’existence de Y entraine 

Tr [F-‘g(FF)F-‘S] = Tr [H-‘R-‘Rg(H*)R-‘RH-‘S] 

= Tr [H-‘g(H2)H-‘S] = Tr [g(H*)H-‘S] 

= Tr k(H2)D(log)(H2)(S)l 

= D(Y)(log H*)(D(log)(H*)(S)) 

= D(Y 0 log)(H*)(S) 

= D(Y olog)(@)(S) 

d’oti (i) avec Cp = Yolog. 

4.3 Dhonstration de [(iiw(iii)] 
11 suffit de dCmontrer I’Cquivalence de I’isotropie de Y(S) et de g(H) quand 

Tr kWS1 = D(Wog H)(S). 

L’isotropie de Y 

VS E &(I?), VR E B+(E), Y(S) = Y(RSR-‘) 

entraine par derivation dans la directions S’ 

D(Y)(S)(S’) = D(Y)(RSR-‘)(RS’R-‘) 

D(Y)(log H)(S’) = D(Y)(R(log H)R-‘)(RS’R-‘) 

= D(Y)(log (RHR -‘))(RS’R -‘) 

Tr [g(H)S’] = Tr [g(RHR-‘)RS’R-‘1 

= Tr [R-‘g(RHR-‘)RS’] 
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g(RHR-‘) = Rg(H)R-‘. 

Reciproquement, si g est isotrope, puisque 

I 
I 

Y(S) = Y(0) t [Y(L!N:, = Q(O) + W’WW) dt 
0 

= Y(0) t I’ D(W(log (exp (tS)))(S) dt 
0 

= ‘I’(0) + Tr [I,’ g(exp 0s)) drS] 

nous en deduisons 

[I 
I 

‘P(RSR-‘) = ‘l’(0) t_Tr o g(exp (tRSR_l)) dtRSR-’ 
I 

I 
= Y(O) t Tr 

[I 
g(R(exp (tS))R-‘) dtRSR-’ 

0 I 

= ‘P(O) t Tr 
[I 

R 
0 

’ g(exp rS) dtR-‘RSR-‘1 

[I 

I 

= Y(0) + Tr o g(exp 0s)) drS 
I 

= V(S). 

5. UN EXEMLE SIMPLE 

Choisissons pour 9 la forme quadratique isotrope 

Q(S)=iA(Tr S)‘+kp Tr (S’) 

oii A et p sont des nombres homogenes a des pressions. 
Ceci nous conduit alors a 

g(H) = A ; (log dCt H)Z t p log H 

_logdCtF 
rZ+CL &log@). 

Par rapport au tenseur des deformations d’Almansi-Euler A, le developpement limit6 de v au 
voisinage de zero est au premier ordre 

h(Tr A)Z t 2pA 

ce qui nous permet d’interpreter les nombres A et p comme les coefficients de Lame et de 
proposer notre loi comme expression de la loi de Hooke en grandes deformations. 

5. Znversibilite’ de la loi 

De manitre analogue au cas classique nous pouvons tcrire 

i log (RF) = (det F) 9 cr -E (Tr u)Z 1 
UE.9 Vd. 16. No. 74 
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(oil v et E designent respectivement le coefficient de Poisson et le module d’Young) et 

log dtt F 
(Tro)=(3A+2p)- 

dCtF ’ 

Si a I’aide de cette dernitre relation nous pouvons exprimer dtt F en fonction de Tr cr, nous 
deduirons facilement de la premiere relation, I’expression en fonction de u, de log (@) puis 
FF, et enfin F A une rotation pres. Posons a = dCt F, I’examen du graphe de la fonction 
(log a/a) pour a > 0 montre que I’inversibilite sera assuree si 

dCt F d e = 2,718. . . (nombre de Neper) 

5.2 Traction s 0 0 
Si alors a=0 [ 0 0, 1 0 0 0 

;log(FF)=(detF); I 0 I -v 0 
0 0 

0 0 1 -v 

ce qui donne a une rotation R pres 

0 
(l+e)-” 0 R 

(I +e)y I 

avec 

s=E log(l+e) 
(1 + eyVT. 

L’intervention de log (1 + e) est a rapproche_r de la pratique courante des ingenieurs specialistes 
de la grande deformation, qui expriment la traction s non pas en fonction de e, dite “defor- 
mation apparente”, mais de log (I+ e), dite “deformation vraie” [I]. 

5.3 Cisaillement 

Si 

alors Tr a = 0, dCt F = I et 

ce qui donne a une rotation R pres 

F= i 

chs shL 0 
2cL &.L 

sh-S_ 
2P ch-S_ 211 0 1 R 

0 0 1 

resultat qui gagne a &tre compare avec le cas classique ou intervient la matrice 



Lois de comportement Clastique isotropes en grandes dCformations 451 

; 2cL s 1 0 &O 0 1 0 1 I 
dont le determinant vaut 1, seulement au second ordre pres en (s/2~). 

6. CONCLUSION 

II semble qu’il y ait interit a remplacer le tenseur des deformations d’Almansi-Euler 

A = ; [I - (FF)-I] 

par le tenseur 

; log (FF) = -; log (I+)_’ 

pour caracttriser la deformation. 
Dans le cas simple isotrope que nous avons examine, la fonction O(FF) est la forme 

quadratique 

A[Trklog(FF)]2+2g Tr [i(FF)] 

La encore le tenseur (l/2) log (I?) sample remplacer avec profit le tenseur des deformations de 
Cauchy-Green 

G =f(FF-I). 

Si les inegalites classiques 

3h+2j~>O et p>O 

sont verifiees, @(FF) est une fonction convexe du tenseur (l/2) log(&). Une possibilite de 
generahsation au cas non isotrope semble done: @(IF) est une fonction convexe de (l/2) log (FF). 

(l/2) log uw. 
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