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Aufgabe 25 (6 Punkte)

(i) Es sei (G, ◦) eine Gruppe mit neutralem Element e. Beweisen Sie: Hat G die Eigenschaft

(N) für alle a ∈ G gilt a ◦ a = e,

so ist G abelsch.

(ii) Gibt es Gruppen (G, ◦) mit der Eigenschaft (N), die

(1) genau drei
(2) genau vier

Elemente haben? Geben Sie entweder eine Gruppentafel an, oder beweisen Sie, dass dies nicht möglich ist.

Aufgabe 26 (6 Punkte)

Gegeben sei der Vektorraum V = R4 := {(x1, x2, x3, x4) | x1, x2, x3, x4 ∈ R}. Welche der folgenden Teilmengen
Ui ⊂ V (i = 1, . . . , 4) sind Unterräume von V und welche nicht? Begründen Sie Ihre Antworten.

U1 :=
{
(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | x1 + x3 = 0 ∧ x2 + x4 = 0

}
U2 :=

{
(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | x1 − x3 = 0 ∧ x2 − x4 = 0

}
U3 :=

{
(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | x2

1 − 2x1x3 + x2
3 = x2

4

}
U4 :=

{
(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | x1 ∈ Q

}

Aufgabe 27 (6 Punkte)

Es seien U, V, W Unterräume eines Vektorraumes. Gilt dann stets: U ∩ (V + W ) = (U ∩ V ) + (U ∩W )?
(Beweis oder Gegenbeispiel)

Aufgabe 28 (6 Punkte)

Es sei V ein Vektorraum und es seien x1, . . . , xn linear unabhängige Vektoren in V . Ferner sei

(∗) y = k1x1 + k2x2 + . . . + knxn mit ki ∈ R für i = 1, . . . , n.

Man beweise:

x1 − y, . . . , xn − y linear abhängig ⇐⇒ k1 + k2 + . . . + kn = 1
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