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Aufgabe 17 (6 Punkte)

Ist A ∈ Matn×n(C) hermite’sch und x ∈ Cn\{0}, so heißt RA(x) := xHAx
xHx

der Rayleigh-Quotient von A. Zeigen Sie,
dass für die Eigenwerte λi von A mit λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn und die zugehörigen Eigenvektoren x1, . . . , xn ∈ Cn \ {0}
gilt:

a) RA(x) ∈ R für alle x ∈ Cn \ {0}.

b) λi = RA(xi) für 1 ≤ i ≤ n.

c) λ1 = maxx∈Cn\{0} RA(x) und λn = minx∈Cn\{0} RA(x)

Aufgabe 18 (6 Punkte)

Bestimmen Sie die Spektralzerlegung der Matrix

A =

 1 5 −3
5 1 −3

−3 −3 9

.

Aufgabe 19 (6 Punkte)

Es sei n ∈ N und X ∈ Matn×n(R) schiefsymmetrisch. Zeigen Sie:

a) (In −X) ist invertierbar.

b) (In + X) und (In −X) sind normal.

c) A = (In −X)−1 · (In + X) ist eine orthogonale Matrix mit det A = 1.

Aufgabe 20 (6 Punkte)

Es sei V ein euklidischer oder unitärer Vektorraum und U ein endlich dimensionaler Teilraum von V . Für v + U ∈
V/U sei

|||v + U ||| := inf{||v + u|| | u ∈ U}.

Zeigen Sie, dass ||| · ||| wohldefiniert und eine Norm auf V/U ist. Welche geometrische Bedeutung hat |||v + U |||,
wenn V = R3 (mit dem üblichen Skalarprodukt) und U ein zweidimensionaler Teilraum des R3 ist?
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