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Aufgabe 1
Seien X,Y Banachrdume und A : X — Y ein linearer Operator. Zeigen Sie:

(i) A ist stetig genau dann, wenn A beschriankt ist.

(ii) Ist A surjektiv und gibt es ein C' > 0 so, dass ||Az| > C||z|| fiir alle z € X, dann ist
A stetig invertierbar.

(iii) Ist A stetig, injektiv und R(A) abgeschlossen, dann ist A™!: R(A) — X stetig.
(iv) Ist A stetig und bijektiv, dann ist A stetig invertierbar.

Aufgabe 2
Die Ableitung einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion f : R — R im Punkt zo € R
kann bekanntlich mit dem Differenzenquotient

f(wo + 1) = f(o)
h

(o) = Dy nf(x0) :=

approximiert werden. Allerdings erfolgt die Berechnung der Funktionswerte stets mit einem
numerischen Fehler in der Gréflenordnung 4, d.h.

|f(z) — fs(z)| <0, VzeR

Damit gilt folgende Fehlerabschétzung (siche Vorlesung):

7/(w) = Do) < Ch+ 25 (1)

(i) Weisen Sie die obige Fehlerabschétzung (1) nach.
(ii) Berechnen Sie die optimale Schrittweite h, um den Fehler zu minimieren.

(iii) Die Funktion f sei dreimal stetig differenzierbar. Wie sieht die Abschétzung fiir den
zentralen Differenzenquotienten

f(zo+h) — f(xo —h)

Dy f(ro) = o

aus? Berechnen Sie auch hierfiir die optimale Schrittweite.

(iv) Uberzeugen Sie sich, dass dieses Problem (gegensitzliches Verhalten von Approximati-
onsfehler und Datenfehler) bei der numerischen Integration nicht auftritt (Ein Beispiel
fiir ein Verfahren der numerischen Integration geniigt).

Homepage der Veranstaltung ist:



http://www.uni-due.de/mathematik/agroesch/LV_feldhordt_SS12.shtml
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