SS 2012 Universitat Duisburg-Essen
Prof. Arnd Résch Fakultéat fiir Mathematik

Ubung Inverse Probleme
Blatt 3

Aufgabe 1
Wir betrachten die lineare Volterra-Integralgleichung

S

[Az](s) == /(s —t)x(t)dt = y(s) 0<s<T. (1)
0
in den Rdumen C|0,T] bzw. L*(0,T).
(i) Zeigen Sie, dass die Integralgleichung (1) die Identifikation der zeitabhéngigen Be-

schleunigung z eines zum Nullpunkt in Ruhe befindlichen Fahrzeuges aus Messungen
des zurilickgelegten Weges y charakterisiert:

y'(s) =x(s),  y(0)=¢(0)=0 0<s<T

(i) Schreiben Sie (1) als lineare Fredholmsche Integralgleichung 1.Art mit einer Kernfunk-
tion k(s,t), (s,t) € [0,T] x [0,T7.

(ili) Zeigen Sie, dass die Gleichung inkorrekt ist und diskutieren Sie dabei die Erfillung der
drei Hadamardschen Bedingungen (Benutzen Sie Resultate aus der Vorlesung).

Aufgabe 2
Wir betrachten im Folgenden die eindimensionale Wéarmeleitungsgleichung, welche durch die
partielle Differentialgleichung

ou(z,t)  O*u(x,t)

%~ on + f(x,1), O<zx<m t>0 (2)

gegeben ist. Dabei ist die Funktion f(x,t) ein zusétzlicher Quellterm. Weiterhin nehmen wir
homogene Randbedingungen und Anfangswertbedingungen an:

u(z,0) =0, 0<zx<m

u(0,t) = u(m,t) = 0. )

Das direkte Problem besteht darin, fiir eine gegebene Quelle f(z,t) die Warmeverteilung
iiber die partielle Differentialgleichung und die Anfangs- und Randbedingungen zu bestim-
men. Das inverse Problem ist die Identifizierung der Quelle f(z,t) durch Temperaturmes-
sungen u(k,t) an einem inneren Punkt x mit 0 < k < 7.

Zeigen Sie, dass dieses inverse Problem &quivalent ist zur Integralgleichung

u(k,t) =[Af](t) mit [Af](t) = //k‘(s,t —7)f(s,7)dsdr

mit Kern
2 = 2
k(s,z)=— g e " *sin(nk) sin(ns),

™
n=1

woraus folgt, dass das inverse Problem schlechtgestellt ist.



Hinweise:

e Die Funktionen f(z,t) und u(z,t) werden mit dem Separationsansatz in Reihen der
folgenden Form entwickelt

u(e,t) = 3 wat)pu(a),

mit der Wahl des Funktionensystems {p,(z) = \/g sin(nx) }nen, welches ein vollstén-

diges Orthonormalsystem in L?(0,7) bildet. Die zeitabhéngigen Koeffizienten wu,,(t)
sind so eindeutig bestimmt.

e Einsetzen in (2) und Koeffizientenvergleich fithrt auf eine gewohnliche Differentialglei-
chung fiir u,(t), welche gelost werden kann.

Aufgabe 3
In der Vorlesung wurde erwihnt, dass lineare Fredholmsche Integralgleichungen 2. Art

b
r+Ar =y, zeX,yeY, Ac L(X,Y) x(s)—i—/k(s,t)x(t)dt:y(s) c<s<d

a

unter gewissen Bedingungen stets korrekt nach Hadamard ist. Wir betrachten

S

[Azx](s) = /l{:(s,t)x(t)dt = y(s) 0<s<1 (4)

0

wobei der Kern k(s, t) stetig differenzierbar beziiglich ¢ fiir 0 < ¢ < s < 1 sei und k(s, s) # 0.
Weiterhin sei ¢(s) = [J z(7)dr. Verwenden Sie die partielle Integration in (4), um die
Volterra-Integralgleichung 2.Art

S

o) = [ (P its.5) ) oot = y(s) s, )

zu erhalten. Umgeht man damit das Stabilitédtsproblem in (4)?
Homepage der Veranstaltung ist:

http://www.uni-due.de/mathematik/agroesch/LV_feldhordt_SS12.shtml
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