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Aufgabe 1
Bestimmen Sie die adjungierten Operatoren A* folgender linearer Operatoren:

() A0 = 2 {2} = {(Az),},  (Ax), = & éx]

wobei ¢2 der unendlichdimensionale Folgenraum ist, dessen Elemente quadratsummier-
bar sind;

(i) A:L%(a,b) > R, Af= ff(x)dx;

(iil) A: L*(a,b) = L*(a,b), [Az|(s) = [ k(s,t)x(t)dt mit k € L*((a,b) x (a,b));

(iv) A: L2(0,T) — L2(0,T), [Ax](s) = Ofsx(t)dt.

Aufgabe 2
Seien X,Y separable Hilbertrdume iiber R, A € £(X,Y) und A* € L(Y,X) der zu A
adjungierte Operator. Zeigen Sie

N(A) =R(A)T und N(A*) =R(A)*

Aufgabe 3

Seien XY separable Hilbertradume tiber R, A € £L(X,Y) und y € Y. Es sei weiterhin
Prrzy Y = Y die orthogonale Projektion von Y auf R(A), welche wie folgt definiert ist:
Sei U ein abgeschlossener Unterraum des Hilbertraums X. Die stetige lineare Abbildung
Py : X — U mit

Pr:x=u+v—u, mit u € U und v € U+

heifst orthogonaler Projektor von X auf U.
Fiir x € X sind dquivalent

(i) Az = Preayy,
(i) [[Az —ylly < [|[A¢—ylly, Vo€ X,
(iii) A*Az = A*y (Normalgleichung).

Hinweise: Zeigen Sie den Ringschluss (a) = (b) = (¢) = (a). Fiir die zweite Implikation
betrachten Sie die Ableitung des quadratischen Polynoms F(\) = [[A(z+A¢) —y||? in A =0
fiir ein beliebiges ¢ € X. Fiir die dritte Implikation nutzen Sie geeignete Beziehungen von
Bild- und Nullrdumen, welche in diesem Fall fiir lineare Operatoren und ihre zugehorigen
adjungierten gelten.
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