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Aufgabe 1
Zeigen Sie: Die Randwertaufgabe

−uxx = (1− x2)−
3
2 in (0, 1), u(0) = 1, u(1) = 0

besitzt eine klassische Lösung u ∈ C(Ω) ∩ C2(Ω), die jedoch nicht in H1(Ω) liegt.
(Hinweis: Kreisgleichung)

Aufgabe 2
Sei Ω ein beschränktes Gebiet.

(a) Man zeige, dass der Raum H1
0 (Ω) ein echter Unterraum von H1(Ω) ist.

(b) In H1(Ω) ist durch
|v|H1(Ω) := ‖∇v‖L2(Ω)

eine Halbnorm definiert. Zeigen Sie: In H1
0 (Ω) ist |v|H1(Ω) äquivalent zur in der Vorlesung

definierten H1(Ω)-Norm

‖v‖H1(Ω) :=
(
‖v‖2

L2(Ω) + ‖∇v‖2
L2(Ω)

)1/2

(|v|H1(Ω) ist also eine Norm in H1
0 (Ω)).

(Hinweis: Nutzen Sie die Poincaré-Ungleichung!)

Aufgabe 3
Leiten Sie die schwache Formulierung des folgenden Randwertproblems her:

(∆u)(x) = f(x) in Ω,

∂u

∂n
(x) = g1(x) auf Γ1,

∂u

∂n
(x) + α(x)u(x) = g2(x) auf Γ2 (∂Ω = Γ1 ∪ Γ2).

Aufgabe 4
Sei V ein linearer Raum und a(·, ·) : V × V → R eine symmetrische, positiv definite Biline-
arform (d.h. linear in beiden Argumenten) mit

a(v, w) = a(w, v) für alle v, w ∈ V,
a(v, v) > 0 für alle v ∈ V, v 6= 0.



Sei f : V → R ein lineares Funktional.
(Für das Poissonproblem wählt man a(u, v) :=

∫
Ω

∇u · ∇v und f(v) :=
∫
Ω

fv.) Ein weiteres

Funktional J : V → R sei gegeben durch

J(v) :=
1

2
a(v, v)− f(v).

Zeigen Sie:
J(u) = min

v∈V
J(v)⇐⇒ a(u, v) = f(v) ∀v ∈ V.
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