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Aufgabe 1
Zur Diskretisierung von

—u'(z) = f(z), w(0)=u(1)=0

wird ein nicht aquidistantes Gitter
O=zg<1 < - <ay=1

gewahlt. Wir setzen h; = x; — x;_1. Zeigen Sie, dass die folgende Diskretisierung konsistent
ist:
2 (Uj — Uj41 4 Uj — uj—l) _ f
hi+hi \ hin hj ’

(u; = u(z;)). Wie verhilt sich der Konsistenzfehler im Vergleich zum Fall des dquidistanten
Gitters?

Aufgabe 2

Seien 2 C R? das Einheitsquadrat und u, f : © — R hinreichend glatt. Wir betrachten auf
Q) die Poissongleichung Au = f mit Dirichlet-Randbedingungen. Wir benutzen ein gleich-
maéfiges kartesisches Gitter mit Gitterpunkten (z;,y;), wobei z; = ih, y; = jh. Verwenden
Sie fiir die Diskretisierung des Laplace-Operators den kompakten 9-Punkte-Stern (Mehrstel-
lenformel):

1
Agu;j = 62 (dui—1j + duig g+ dugjy + dug g+

FUi1 o1+ U1 T Ui o1 Ui — 20u) -

(a) Zeigen Sie, dass
Agu;j = fi; mit fi = f(zi,y;)

eine Approximation 2. Ordnung fiir die Poisson-Gleichung ist.

(b) Ist

h2
EAB.ij

1
= fij+ 1 (fic1j+ firrg + fijoa + fijmn —4fij)

Fij = fij+

so ist Agu; ; = F; ; eine Approximation 4. Ordnung fiir die Poisson-Gleichung.



Aufgabe 3
Sei A, die zum 5-Punkte-Operator auf dem Einheitsquadrat gehérende N x N-Matrix (bei
zeilenweiser Nummerierung der Gitterpunkte mit m Punkten in jeder Zeile). Die N = m?

Eigenvektoren w"*, v, u = 1, ..., m, und die zugehorigen Eigenwerte A, von A sind gegeben
durch:
wl“/(x’ y) = sin(mm:) sin(,mry), (':Ea y) € Qh
1
Aw = e (4 — 2(cos(vhm) + cos(ph)) .

Man zeige, dass fiir die Spektralkonditionszahl x(Ay) von A, gilt:

Amax (A 4
conds(Ap) = k(Ap) =: - (<A:)) = 573 +

o).

Aufgabe 4

Zur Auffrischung der Kenntnisse iiber iterative Losungsverfahren: Eine Vereinfachung des
Jacobi-Verfahrens zur Losung eines linearen N x N-Gleichungssystems Ax = b ist das so-
genannte Richardson-Verfahren. Dabei wird ausgehend von einem beliebigen Startvektor
2% € RY mit einem Dampfungsparameter w € R wie folgt iteriert:

o' =gt — w(Azt —b) [=0,1,....

(a) Im Falle, dass A nur reelle Eigenwerte Ay, < --- < A < - -+ < A\yayx besitzt, zeige man fiir
den Spektralradius p(M,,) der zugehorigen Iterationsmatrix M, = I —wA die Gleichung

p(M,) = max {|1 — wAyinl, |1 — wWAmax|} -
(b) Im Falle, dass zusétzlich alle Eigenwerte positiv sind, zeige man

p(M,) <l<=0<w<

)\max

(c) Fiir welchen Wert von w wird p(M,,) in diesem Falle minimal?

(d) Man zeige: Wenn A mindestens einen positiven und einen negativen Eigenwert besitzt,
divergiert das Richardson-Verfahren fiir jede Wahl von w € R.
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