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Aufgabe 1
Zur Diskretisierung von

−u′′(x) = f(x), u(0) = u(1) = 0

wird ein nicht äquidistantes Gitter

0 = x0 < x1 < · · · < xN = 1

gewählt. Wir setzen hj = xj − xj−1. Zeigen Sie, dass die folgende Diskretisierung konsistent
ist:

2

hj + hj+1

(
uj − uj+1

hj+1

+
uj − uj−1

hj

)
= fj

(uj = u(xj)). Wie verhält sich der Konsistenzfehler im Vergleich zum Fall des äquidistanten
Gitters?

Aufgabe 2
Seien Ω ⊂ R2 das Einheitsquadrat und u, f : Ω → R hinreichend glatt. Wir betrachten auf
Ω die Poissongleichung ∆u = f mit Dirichlet-Randbedingungen. Wir benutzen ein gleich-
mäßiges kartesisches Gitter mit Gitterpunkten (xi, yj), wobei xi = ih, yj = jh. Verwenden
Sie für die Diskretisierung des Laplace-Operators den kompakten 9-Punkte-Stern (Mehrstel-
lenformel):

∆9ui,j =
1

6h2
(4ui−1,j + 4ui+1,j + 4ui,j−1 + 4ui,j+1+

+ui−1.j−1 + ui−1,j+1 + ui+1,j−1 + ui+1,j+1 − 20ui,j) .

(a) Zeigen Sie, dass
∆9ui,j = fi,j mit fi,j := f(xi, yj)

eine Approximation 2. Ordnung für die Poisson-Gleichung ist.

(b) Ist

Fi,j := fi,j +
h2

12
∆5fi,j

= fi,j +
1

12
(fi−1,j + fi+1,j + fi,j−1 + fi,j+1 − 4fi,j) ,

so ist ∆9ui,j = Fi,j eine Approximation 4. Ordnung für die Poisson-Gleichung.



Aufgabe 3
Sei Ah die zum 5-Punkte-Operator auf dem Einheitsquadrat gehörende N ×N -Matrix (bei
zeilenweiser Nummerierung der Gitterpunkte mit m Punkten in jeder Zeile). Die N = m2

Eigenvektoren wνµ, ν, µ = 1, . . . ,m, und die zugehörigen Eigenwerte λµν von Ah sind gegeben
durch:

wµν(x, y) = sin(νπx) sin(µπy), (x, y) ∈ Ωh

λµν =
1

h2
(4− 2(cos(νhπ) + cos(µhπ)) .

Man zeige, dass für die Spektralkonditionszahl κ(Ah) von Ah gilt:

cond2(Ah) = κ(Ah) =:
λmax(Ah)

λmin(Ah)
=

4

π2h2
+O(1).

Aufgabe 4
Zur Auffrischung der Kenntnisse über iterative Lösungsverfahren: Eine Vereinfachung des
Jacobi-Verfahrens zur Lösung eines linearen N × N -Gleichungssystems Ax = b ist das so-
genannte Richardson-Verfahren. Dabei wird ausgehend von einem beliebigen Startvektor
x0 ∈ RN mit einem Dämpfungsparameter ω ∈ R wie folgt iteriert:

xl+1 = xl − ω(Axl − b) l = 0, 1, . . . .

(a) Im Falle, dass A nur reelle Eigenwerte λmin ≤ · · · ≤ λ ≤ · · · ≤ λmax besitzt, zeige man für
den Spektralradius ρ(Mω) der zugehörigen Iterationsmatrix Mω = I−ωA die Gleichung

ρ(Mω) = max {|1− ωλmin|, |1− ωλmax|} .

(b) Im Falle, dass zusätzlich alle Eigenwerte positiv sind, zeige man

ρ(Mω) < 1⇐⇒ 0 < ω <
2

λmax

.

(c) Für welchen Wert von ω wird ρ(Mω) in diesem Falle minimal?

(d) Man zeige: Wenn A mindestens einen positiven und einen negativen Eigenwert besitzt,
divergiert das Richardson-Verfahren für jede Wahl von ω ∈ R.
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