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Aufgabe 1
Es sei Ω ein beschränktes Lipschitz-Gebiet mit Rand Γ. Mit dem Zeitintervall (0, T ), T > 0,
wird mit Q := Ω× (0, T ) ein Raum-Zeit-Zylinder mit Rand Σ := Γ× (0, T ) definiert. Ferner
seien c0 ∈ L∞(Q), f ∈ L2(Q) und g ∈ L2(Σ) mit den entsprechenden abstrakten Funktionen
c0(t), f(t) und g(t).
Wir betrachten für alle festen t ∈ [0, T ] die folgenden Funktionale Fj(t) ∈ H1(Ω)∗, j = 1, 2, 3:

F1(t) :v 7→ (c0(t)y(t), v)L2(Ω),

F2(t) :v 7→ (f(t), v)L2(Ω),

F3(t) :v 7→ (g(t), v)L2(Γ).

Es gilt ausserdem y ∈ W 1,0
2 (Q) ∼= L2(0, T ;H1(Ω)).

Zeigen Sie, dass die Funktionale linear und stetig sind. Ferner zeige man, dass Fj ∈ L2(0, T ;H1(Ω)∗),
j = 1, 2, 3 gilt.

Aufgabe 2
Beweisen Sie Satz 3.18 aus der Vorlesung: Gegeben seien Funktionen c0, bQ, α, bΣ, bΩ ∈
L∞(E), aΩ, aQ, aΣ ∈ L2(E) sowie Steuerungen v, u, w ∈ L2(E) mit E = Q,Σ bzw. Ω.
y, p ∈ W (0, T ) seien definiert durch die Geleichungen

yt −∆y + c0y =bQv

∂ny + αy =bΣu

y(0) =bΩw

−pt −∆p+ c0p =aQ

∂np+ αp =aΣ

p(T ) =aΩ

Dann gilt∫
Ω

aΩy(·, T )dx+

∫∫
Q

aQydxdt+

∫∫
Σ

aΣydsdt =

∫∫
Σ

bΣpudsdt+

∫∫
Q

bQpvdxdt+

∫
Ω

bΩp(·, 0)wdx.

Aufgabe 3
Behandeln Sie die Aufgabe der Anfangswertsteuerung

min J(y, u) :=
1

2
‖y(T )− yΩ‖2

L2(Ω) +
λ

2
‖u‖2

L2(Ω)

bei yt −∆y = 0 in Q

∂νy + y = 0 in Σ

y(0) = u in Ω

und |u(x)| ≤ 1 fast überall in Ω. Beweisen Sie die Existenz einer optimalen Steuerung und
leiten Sie die notwendigen Optimalitätsbedingungen her.

Homepage der Veranstaltung ist:



http://www.uni-due.de/mathematik/agroesch/lv feldhordt SS16.php
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