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2. Ubung Inverse Probleme

1. Wir betrachten die eindimensionale Diffusionsgleichung
—(a(z)u'(z)) = f(x), 0<z<l (1)
mit den Randbedingungen
a(0)u'(0) = by, und a(1)u'(1) = b;. (2)

Dieses Randwertproblem kann als eindimensionales Modell einer stationdren Wérme-
verteilung in einem inhomogenen Stab gesehen werden. Dabei bezeichnet u(z) die
Temperatur im Punkt z, a(z) die ortsabhéngige Warmeleitfahigkeit und f(z) eine
zusitzliche Warmequelle. An den Réandern des Stabes ist der Warmefluss durch die
Randbedingung bestimmt. Die Bestimmung des Diffusionskoeffizienten a(x) aus der
Kenntnis von u und f definiert ein inverses Problem (Parameteridentifikation).

(a) Sei

—4dr+2 ,z€]0,1/2] > —x+5/4 ,xe€l0,1/2]
f(x):{o we(yzn “(x):{l Jx € (1/2,1]

Zeigen Sie, dass fiir jede in [1/2, 1] differenzierbare Funktion ¢(x) mit ¢(1/2) =0
und ¢'(1/2) = 1 der Koeffizient

C(x-1/2 xel0.1/2
a(z) = { o(r) Lz e(1/2,1]

die Gleichung (1) erfiillt.

(b) Zeigen Sie: Sei a(z) ein differenzierbarer Diffusionskoeffizient, welcher (1)-(2) er-
fiillt. Dann gilt

1
/f(S)dS = bo — bl.
0

(c) Sei f(z) = —1 fir x € [0,1] und by = 0, by = 1. Fiir u(z) = z 16st der Diffusi-
onskoeffizient a(x) = x offensichtlich die Diffusionsgleichung. Zeigen Sie, dass zur
gestorten Losung

ue(z) = z + esin(z/e?)

der Diffusionskoeffizient o

ac(z) = € + cos(x/e?)

gehort. Wie verhalten sich u.(z) und a.(z) fir e — 0.



2. Wir kommen noch einmal zu dem Problem der letzten Ubung zuriick, welches durch
folgende Integralgleichung gegeben war:

M@mw:/x@wzyw, 0<t<1 (3)

Wir {iberfithren dieses Problem in ein endlichdimensionales. Das Intervall [0, 1] wird in
n Teilintervalle der Linge h = 1/n mit den jeweiligen Intervallendpunkten ¢; = ih, i =
1,...,n zerlegt. Die Funktionswerte in diesen Punkten werden mit x; = x(¢;) bzw.
y; = y(t;) bezeichnet.

(a) Ersetzen sie (3) mit Hilfe der einfachen Rechteckregel in ein endlichdimensionales
Problem der Gestalt
Ax=y
mit A € R™" x = (x;), und y = (y;)_,. Wie sieht die Matrix A aus?
(b) Ist das diskretisierte Problem ebenfalls inkorrekt nach Hadamard?
(c) Es sei y; eine Naherung des Vektors y. Zeigen Sie folgende Ungleichung des rela-
tiven Fehlers in x:
=l g b=l
X[l lxll2
wobei k(A) die Konditionszahl der Matrix bezeichnet.

)

(d) Woran lésst sich die Inkorrektheit von (3) in dem durch die Diskretisierung er-
zeugten linearen Gleichungssystem erkennen?

Homepage der Veranstaltung ist:
http://www.uni-due.de/mathematik/agroesch/LV_krumbiegel_SS09.shtml
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