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Die Hauptsätze der Differential– und Integralrechnung für Funktionen einer Ver-
änderlichen setzen das (bestimmte) Integral einer Funktion in Beziehung zu ihrer
Stammfunktion und stellen die Integration als eine

”
Umkehrung“ der Differen-

tiation dar. Sie geben uns damit ein Werkzeug in die Hand, konkrete Integrale
effektiv zu berechnen.

In dieser Vorlesung befassen wir uns mit der Integralrechnung für Funktionen
mehrerer Veränderlicher, wo die Verhältnisse leider nicht mehr so einfach sind.
Das hat sich bereits bei der Differentialrechnung im Rn angedeutet, bei der Me-
thoden der linearen Algebra eine wesentliche Rolle spielen. Bei der mehrdimensio-
nalen Integralrechnung sehen wir uns dem Problem gegenüber, dass es zur Berech-
nung von Integralen kein Werkzeug gibt, das ähnlich griffig wie die Hauptsätze
der Differential– und Integralrechnung im R1 sind. Wir werden zwar gegen Ende
der Vorlesung den Gaußschen Integralsatz kennenlernen, der sich im Eindimen-
sionalen auf den Hauptsatz reduziert, der aber doch in einem anderen Rahmen
steht. Klar ist auch, dass nun die Geometrie eine wesentlich stärkere Rolle spielen
muss: haben wir im Eindimensionalen ausschließlich über Intervallen integriert,
so wollen wir nun auch Integrale über komplizierten geometrischen Objekten
(Körper, Oberflächen, Mannigfaltigkeiten, Kurven . . .) definieren und berechnen.
Ein erster Schritt in diese Richtung ist die Betrachtung von Kurvenintegralen im
ersten Kapitel dieser Vorlesung.

Zur mehrdimensionalen Integralrechnung gibt es im wesentlichen zwei Zugänge.
Der Zugang über das Riemann–Integral hat den Vorteil, dass man sehr direkt
Integrale als interierte Integrale ausrechnen kann. In der Theorie kommt man
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jedoch nicht so weit, wie es die Anwendungen der Analysis erfordern. Wir wählen
daher den zweiten Zugang, der uns über die Maßtheorie zum Lebesgueschen Inte-
gral führen wird. Die Vorteile des Lebesgue–Integrals gegenüber dem Riemann–
Integral werden dabei schnell deutlich werden.

Im zweiten Kapitel sehen wir uns einige Grundbegriffe der Maßtheorie an, die
für das Weitere unentbehrlich sind, und im dritten Kapitel beschäftigen wir uns
mit abstrakter Integrationstheorie. Im vierten Kapitel erarbeiten wir den Satz
von Fubini und die Transformationsformel für Lebesgue–Integrale auf dem Rn.
Damit stehen uns Wege zur Berechnung zahlreicher konkreter Integrale offen. In
den beiden letzten Kapiteln wenden wir uns der Integration über Untermannig-
faltigkeiten und den Integralsätzen von Gauß, Green und Stokes zu.

Als ergänzende Literatur kann dienen:

Barner/Flohr: Analysis II

Bauer: Wahrscheinlichkeitstheorie und Grundzüge der Maßtheorie

Bröcker: Analysis II , Analysis III

Floret: Maß– und Integrationstheorie

Forster: Analysis 3

Heuser: Lehrbuch der Analysis, Teil 2

Rudin: Principles of Mathematical Analysis sowie Real and Complex Analysis .
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1 Kurvenintegrale

Wir haben bisher ausschließlich Integrale über Intervallen betrachtet. Ein Ziel
dieses Kapitels ist es, Integrale über Kurven zu erklären. Besonders interessiert
uns die Frage, wann ein solches Integral nur vom Anfangs- und Endpunkt der
Kurve abhängt.

1.1 Wege und Kurven

Unter einem Weg im Rn verstehen wir eine stetige Abbildung γ : [a, b]→ Rn. Die
Punkte γ(a) und γ(b) heißen Anfangs- bzw. Endpunkt des Weges. Ist γ : [a, b]→
Rn ein Weg, so heißt sein Wertebereich

Γ := {γ(t) ∈ Rn : t ∈ [a, b]}

die zugehörige Kurve. Man beachte: ein Weg γ ist eine Abbildung, die zugehörige
Kurve eine Punktmenge. Man sagt auch, dass durch γ eine Parametrisierung der
Kurve Γ gegeben ist.

Ein Weg γ : [a, b] → Rn, γ(t) =
(
γ1(t), . . . , γn(t)

)T
heißt (stetig) differenzierbar,

wenn jede seiner Komponenten γi : [a, b] → R (stetig) differenzierbar ist. In
diesem Fall heißt

γ̇(t) = γ′(t) =
(
γ′1(t), . . . , γ′n(t)

)T
die Ableitung (oder der Geschwindigkeitsvektor) von γ in t, und die Zahl

‖γ̇(t)‖2 =
( n∑
j=1

|γ′j(t)|2
)1/2

die Geschwindigkeit von γ in t. Falls γ′(t0) 6= 0, so beschreibt

g : R→ Rn, t 7→ γ(t0) + γ′(t0)t

die Tangente an γ im Punkt t0.

Beispiele 1. Für jedes n ∈ Z\{0} ist

γn : [0, 2π]→ R2, t 7→ (cosnt, sinnt)T

ein Weg. Alle diese Wege beschreiben die gleiche Kurve im R2, nämlich die Ein-
heitskreislinie.

2. Eine Ellipse um den Ursprung mit den Hauptachsen a, b wird durch den Weg
γ : [0, 2π]→ R2, t 7→ (a cos t, b sin t)T parametrisiert.

3. Für a, b ∈ Rn wird durch γ : [0, 1] → Rn, t 7→ a + t(b − a) ein Weg definiert.
Die zugehörige Kurve ist die Strecke [a, b].
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4. Die Neilsche Parabel γ : R→ R2, t 7→ (t2, t3) ist überall differenzierbar, obwohl
die zugehörige Kurve eine Spitze in 0 hat.

5. Eine Schraubenlinie im R3 läßt sich durch den Weg γ : R → R3, t 7→
(cos t, sin t, t)T beschreiben.

6. Jede stetige Funktion f : [a, b] → R definiert einen Weg γ : [a, b] → R2,
t 7→

(
t, f(t)

)
. Die zugehörige Kurve ist der Graph der Funktion.

Wie das erste dieser Beispiele zeigt, kann ein Weg Teile einer Kurve mehrfach
durchlaufen. Will man dies ausschließen, muss man verlangen, dass je zwei Punk-
ten t1, t2 ∈ [a, b] mit t1 6= t2 unterschiedliche Punkte γ(t1), γ(t2) entsprechen.
Da wir auch geschlossene Wege betrachten wollen (d.h. solche mit γ(a) = γ(b) ),
schließen wir Anfangs- und Endpunkt von dieser Forderung aus.

Definition 1.1 Ein Weg γ : [a, b] → Rn heißt Jordanweg, wenn für beliebige
Punkte s, t ∈ [a, b] mit s < t und γ(s) = γ(t) folgt: s = a, t = b. Eine Kurve
heißt Jordankurve, wenn sie durch einen Jordanweg beschrieben werden kann.

Mit möglicher Ausnahme ihrer Endpunkte sind Jordankurven also doppelpunkt-
frei. Die oben betrachteten Beispiele haben diese Eigenschaft. Kurven (oder We-
ge) sind wesentlich kompliziertere Objekte als es unsere Anschauung erwarten
läßt. So gibt es Kurven, die ein Quadrat im R2 komplett ausfüllen (Peano-Kurve),
und Kurven, die in keinem Punkt eine Tangente besitzen (Koch’sche Schnee-
flocke). Umso bemerkenswerter ist der folgende Satz, der unserer Anschauung
perfekt entspricht, dessen Beweis jedoch außerordentlich schwierig ist.

Satz 1.2 (Jordanscher Kurvensatz) Jede geschlossene Jordankurve Γ ⊆ R2

zerlegt den R2 in zwei Gebiete G1, G2, die von ihr berandet werden (d.h. R2 =
G1 ∪ Γ ∪ G2, ∂G1 = ∂G2 = Γ). Genau eines dieser Gebiete – es heißt das
Innengebiet von Γ – ist beschränkt.

1.2 Rektifizierbare Wege und Bogenlänge

Wir wollen nun die Länge eines Weges
γ : [a, b] → Rn definieren und berech-
nen. Sei Z := {t0, . . . , tm} mit a =
t0 < t1 < . . . < tm = b eine Zerle-
gung von [a, b]. Wir verbinden für jedes
i die Punkte γ(ti) und γ(ti+1) durch ei-
ne Strecke und erhalten einen Polygon-
zug der Länge

L(Z, γ) :=
m−1∑
i=0

‖γ(ti+1)− γ(ti)‖2 .
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Wir erwarten, dass sich bei Verfeinerung von Z die Länge des Polygonzuges der

”
Länge von γ annähert“. Da sich bei Verfeinerung von Z die Zahl L(Z, γ) niemals

verkleinert, definieren wir:

Definition 1.3 Ein Weg γ : [a, b]→ Rn heißt rektifizierbar, wenn supL(Z, γ) <
∞, wobei das Supremum über alle Zerlegungen Z von [a, b] genommen wird. Ist
γ rektifizierbar, so heißt die Zahl L(γ) := supL(Z, γ) die Weglänge von γ.

Das folgende Beispiel zeigt, dass nicht jeder Weg rektifizierbar ist.

Beispiel Der durch die stetige Funktion

f : [0, 1]→ R , t 7→

{
0 für t = 0

t cos π
t

für t ∈ (0, 1]

definierte Weg γ : [0, 1] → R2, t 7→
(
t, f(t)

)
ist nicht rektifizierbar. Für die

Punkte tn := 1/n gilt nämlich

‖γ(tn+1)− γ(tn)‖2 ≥ |f(tn+1)− f(tn)| =
∣∣∣cos((n+ 1)π)

n+ 1
− cos(nπ)

n

∣∣∣
=

∣∣∣(−1)n+1

n+ 1
− (−1)n

n

∣∣∣ =
1

n+ 1
+

1

n
>

1

n
,

und die harmonische Reihe
∞∑
n=1

1/n divergiert.

Für jeden Weg γ : [a, b]→ Rn und jedes c ∈ (a, b) sind auch γ1 := γ|[a,c] und γ2 :=
γ|[c,b] Wege. Man überzeugt sich leicht davon, dass γ genau dann rektifizierbar ist,
wenn γ1 und γ2 rektifizierbar sind und dass in diesem Fall L(γ) = L(γ1) + L(γ2)
ist. Schließlich definieren wir die Weglängenfunktion

s : [a, b]→ R , t 7→

{
0 für t = a

L(γ|[a,t]) für t ∈ (a, b] .

Dann ist s(b) also gerade die Länge des Gesamtweges γ.

Satz 1.4 Für jeden rektifizierbaren Weg ist seine Weglängenfunktion stetig.

Einen Beweis finden Sie in Heuser, Analysis II, Satz 177.3. Unter stärkeren Vor-
aussetzungen an γ wollen wir nun Weglängen berechnen.

Satz 1.5 Der Weg γ : [a, b] → Rn sei stetig differenzierbar. Dann ist γ rekti-
fizierbar, die Weglängenfunktion s von γ ist stetig differenzierbar, und für alle
t ∈ [a, b] gilt s′(t) = ‖γ′(t)‖2. Die Länge L(γ) von γ ist gleich

L(γ) =

∫ b

a

s′(t)dt =

∫ b

a

√
γ′1(t)2 + . . .+ γ′n(t)2 dt , (1.1)

wobei γ(t) =
(
γ1(t), . . . , γn(t)

)T
.
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Beweis Wir benutzen im Beweis Integrale von vektorwertigen Funktionen, die
wir komponentenweise erklären.

Sei Z = {t0, . . . , tm} eine Zerlegung von [a, b], d.h. a = t0 < t1 < . . . < tm = b.
Mit der Dreiecksungleichung für Integrale ist

‖γ(ti+1)− γ(ti)‖2 =
∥∥∥∫ ti+1

ti

γ′(t) dt
∥∥∥

2
≤
∫ ti+1

ti

‖γ′(t)‖2 dt ,

und Aufsummieren liefert

L(Z, γ) =
m−1∑
i=0

‖γ(ti+1)− γ(ti)‖2 ≤
∫ b

a

‖γ′(t)‖2 dt .

Alle Polygonzuglängen sind also durch eine von Z unabhängige Konstante nach
oben beschränkt. Folglich ist γ rektifizierbar, und

L(γ) = sup
Z
L(Z, γ) ≤

∫ b

a

‖γ′(t)‖2 dt . (1.2)

Sei nun t ∈ [a, b) und h > 0 so, dass t + h ≤ b. Dann ist sicher die Länge der
Strecke von γ(t) bis γ(t + h) nicht größer als die Länge des Weges von γ(t) bis
γ(t+ h):

‖γ(t+ h)− γ(t)‖2 ≤ s(t+ h)− s(t) .
Wenden wir (1.2) speziell auf den Weg γ|[t,t+h] an, folgt∥∥∥∥γ(t+ h)− γ(t)

h

∥∥∥∥
2

≤ s(t+ h)− s(t)
h

≤ 1

h

∫ t+h

t

‖γ′(r)‖2 dr .

Für h↘ 0 strebt die linke Seite dieser Abschätzung gegen ‖γ′(t)‖2, und die rechte
Seite konvergiert nach dem Mittelwertsatz für Integrale gegen den gleichen Wert:

1

h

∫ t+h

t

‖γ′(r)‖2 dr = ‖γ′(ξh)‖2 mit t ≤ ξh ≤ t+ h .

Also existiert die rechtsseitige Ableitung von s in t und ist gleich ‖γ′(t)‖. Analog
zeigt man die Differenzierbarkeit von links. Aus s′(t) = ‖γ′(t)‖ folgt nun sofort
die Behauptung (1.1).

Beispiel 1 (Kreise und Ellipsen) Sei a > 0. Für den Weg

γ : [0, 2π]→ R2, t 7→ (a cos t, a sin t)

haben wir

L(γ) =

∫ 2π

0

√
γ′1(t)2 + γ′2(t)2 dt =

∫ 2π

0

√
a2 sin2 t+ a2 cos2 t dt =

∫ 2π

0

adt = 2πa .
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Die durch γ beschriebene Kurve ist eine Kreislinie vom Radius a. Analog führt
die Berechnung der Länge des Weges

γ : [0, 2π]→ R2, t 7→ (a cos t, b sin t) mit a > b > 0

(dessen zugehörige Kurve eine Ellipse ist) auf das Integral

L(γ) =

∫ 2π

0

√
a2 sin2 t+ b2 cos2 t dt = a

∫ 2π

0

√
1− ε2 cos2 t dt (1.3)

mit ε := 1
a

√
a2 − b2 (die sog. numerische Exzentrizität der Ellipse). Das Integral

in (1.3) ist (für ε > 0) ein sog. elliptisches Integral und läßt sich nicht mit Hilfe
elementarer Funktionen geschlossen darstellen.

Beispiel 2 (Funktionsgraphen) Ist f : [a, b] → R eine stetig differenzierbare
Funktion und γ: [a, b] → R2, t 7→ (t, f(t)) der durch f induzierte Weg, so redu-
ziert sich (1.1) auf

L(γ) =

∫ b

a

√
1 + f ′(t)2 dt .

Haben wir in Beispiel 1 mit L(γ) = 2πa tatsächlich den Kreisumfang (d.h. die
Länge einer Kurve) berechnet? Was wir berechnet haben, ist die Länge eines
Weges. Um hieraus zu einem vernünftigen Begriff einer Kurvenlänge zu gelan-
gen, müssen wir zunächst dafür sorgen, dass der Weg jeden Teil der Kurve nur
einmal durchläuft, d.h. wir betrachten ausschließlich Jordanwege bzw. Jordan-
kurven. Selbst für Jordankurven ist damit die Kurvenlänge noch nicht eindeutig
festgelegt. Es könnte ja sein, dass ein- und dieselbe Jordankurve durch verschie-
dene Jordanwege mit verschiedenen Weglängen parametrisiert werden kann. Der
folgende Satz klärt dieses Problem.

Satz 1.6 Sei γ eine Jordankurve, die eine Darstellung durch einen rektifizier-
baren Jordanweg besitzt. Dann sind alle Jordandarstellungen rektifizierbar und
haben ein- und dieselbe Weglänge.

Die gemeinsame Weglänge nennen wir die Länge einer Kurve Γ. Erst mit diesem
Satz können wir sagen, dass ein Kreis mit Radius a einen Umfang 2πa besitzt (und
dass auch Ellipsen einen Umfang besitzen, auch wenn wir ihn nicht elementar
angeben können).

Beweisidee Wir zeigen die Aussage nur für stetig differenzierbare Wege. Einen
allgemeinen Beweis finden Sie in Heuser, Analysis II, Satz 178.3. Zunächst eine
Vorbemerkung. Ist γ : [a, b] → Rn ein Weg mit zugehöriger Kurve Γ und ist
ϕ : [α, β] → [a, b] eine stetige Bijektion, so ist γ ◦ ϕ: [α, β] → Rn ebenfalls ein
Weg, der auf die Kurve Γ führt. Da ϕ stetig und bijektiv ist, tritt einer der
folgenden Fälle ein (Satz ??):
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(a) ϕ wächst streng monoton. Dann heißt ϕ orientierungserhaltend.

(b) ϕ fällt streng monoton. Dann heißt ϕ orientierungsumkehrend.

Sind insbesondere ϕ und ϕ(−1) stetig differenzierbar, so folgt aus ϕ(−1)(ϕ(t)) = t
mit der Kettenregel ϕ(−1)′(ϕ(t)) ·ϕ′(t) = 1, d.h. es ist ϕ′(t) 6= 0 für alle t ∈ [α, β].
Es ist klar, dass ϕ genau dann orientierungserhaltend (bzw. -umkehrend) ist,
wenn ϕ′(t) > 0 (bzw. < 0) für alle t ∈ [α, β] ist.

Sei nun γ : [a, b]→ Rn ein stetig differenzierbarer Weg und ϕ : [α, β]→ [a, b] eine
stetig differenzierbare und orientierungserhaltende Bijektion. Dann ist

L(γ ◦ ϕ) =

∫ β

α

‖(γ ◦ ϕ)′(t)‖2 dt =

∫ β

α

‖γ′(ϕ(t))ϕ′(t)‖2 dt

=

∫ β

α

‖γ′(ϕ(t))‖2 ϕ
′(t) dt =

∫ b

a

‖γ′(x)‖2 dx = L(γ) .

Ein ähnlicher Beweis erfolgt für orientierungsumkehrendes ϕ.

Sei γ : [a, b] → Rn stetig differenzierbar. Dann kann – wie wir gesehen haben –

die Länge des Weges γ durch
∫ b
a
‖γ′(t)‖2 dt berechnet werden. Ist Γ die durch γ

definierte Kurve und f : Γ→ Rm eine Funktion, für die f◦γ Riemann-integrierbar
ist, so definiert man allgemeiner das Integral von f entlang γ durch∫

γ

f :=

∫ b

a

f(γ(t)) ‖γ′(t)‖2 dt (1.4)

(für m > 1 berechnen wir das Integral auf der rechten Seite komponentenwei-
se). Insbesondere ist also

∫
γ

1 = L(γ), und ist γ : [a, b] → [a, b] die identische
Abbildung, so ist ∫

γ

f =

∫ b

a

f(t) dt

das übliche Riemann-Integral. Man kann – ähnlich wie im Beweis von Satz 1.6 –
zeigen, dass

∫
γ
f von der Parametrisierung von Γ unabhängig ist.

In die Definition des Kurvenintegrals (1.4) geht nur die Länge des Geschwindig-
keitsvektors γ′(t) ein, nicht seine Richtung. Dies ist für Anwendungen oft nicht
ausreichend (man denke etwa an einen Körper, der sich entlang eines Weges γ
in einem Kraftfeld bewegt und bei dem die verrichtete Arbeit berechnet werden
soll). In den nächsten Abschnitten werden wir uns einen angemessenen Begriff
eines Kurvenintegrals erarbeiten.

1.3 Wegintegrale

Das folgende Beispiel soll die einzuführenden Begriffe motivieren.
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Beispiel In einer offenen Menge U ⊆ R3 sei das Vektorfeld F = (F1, F2, F3):
U → R3 gegeben, das wir uns als zeitlich konstantes Kraftfeld denken. Ist γ :
[a, b]→ U ein stetig differenzierbarer Weg, so interpretieren wir das Integral∫ b

a

〈F (γ(t)), γ̇(t)〉dt =

∫ b

a

3∑
i=1

Fi(γ(t)) γ′i(t) dt (1.5)

als Arbeit, die man aufwenden muss, um sich vom Punkt γ(a) zum Punkt γ(b)
entlang des Weges γ zu bewegen. Dies ist dadurch gerechtfertigt, dass man für
ein kleines Wegstück näherungsweise annehmen kann, dass F konstant ist und
dass

γ(t) = γ(ti) +
t− ti
ti+1 − ti

(
γ(ti+1)− γ(ti)

)
gilt. Dann ist

〈F (γ(ti)), γ̇(ti)〉 (ti+1 − ti) = 〈F (γ(ti)), γ(ti+1)− γ(ti)〉 ,

und dieser Ausdruck ist proportional zur Weglänge, zur Größe des Kraftfeldes
und zum Kosinus des Winkels α zwischen Weg- und Kraftvektor:

〈F (γ(ti)), γ(ti+1)− γ(ti)〉 = cosα ‖F (γ(ti))‖ ‖γ(ti+1)− γ(ti)‖ .

Steht insbesondere das Kraftfeld senkrecht zur Wegrichtung, so wird keine Arbeit
verrichtet.

Wir werden uns also mit Integralen der Gestalt (1.5), d.h. mit
∫ b
a
〈f(γ(t)), γ̇(t)〉 dt

befassen müssen, wobei f ein Vektorfeld ist. Dazu treffen wir folgende Definition.

Definition 1.7 Seien γ : [a, b] → Rn ein stetig differenzierbarer Weg mit zu-
gehöriger Kurve Γ und f = (f1, . . . , fn) : Γ → Rn ein stetiges Vektorfeld. Dann
definieren wir das Wegintegral von f entlang γ durch∫

γ

f · dx :=

∫ b

a

n∑
i=1

fi(γ(t)) γ′i(t) dt . (1.6)

Anstelle von ?? findet man auch die Schreibweise∫
γ

f1 dx1 + . . .+ fn dxn,

die man im Rahmen der Theorie der Pfaffschen Formen verstehen kann (vgl.
Barner/Flohr, Analysis II, Abschnitt 17.1). Unter Verwendung von Riemann-
Stieltjes-Integralen kann man

∫
γ
f · dx für beliebige rektifizierbare Wege γ und

stetige Vektorfelder f auf Γ definieren und berechnen (vgl. Heuser, Analysis 2,
Abschnitt 180).
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Der Weg γ : [a, b] → Rn heißt stückweise stetig differenzierbar, wenn es eine
Zerlegung a = x0 < x1 < . . . < xm = b des Intervalles [a, b] so gibt, dass die Wege

γ(i) := γ|[xi,xi+1] : [xi, xi+1]→ Rn , i = 0, . . . ,m− 1

stetig differenzierbar sind. Für stückweise stetig differenzierbare Wege γ und ste-
tige Vektorfelder f definieren wir das Wegintegral durch∫

γ

f · dx :=
m−1∑
i=0

∫
γ(i)

f · dx.

Die folgenden Eigenschaften von Wegintegralen sind leicht zu sehen. Dabei ist γ
ein stückweise stetig differenzierbarer Weg, und f und g sind stetige Vektorfelder.

•
∫
γ
(f + g) · dx =

∫
γ
f · dx+

∫
γ
g · dx,

∫
γ
(cf) · dx = c

∫
γ
f · dx.

• Für jeden Weg γ : [a, b] → Rn bezeichne γ− : [a, b] → Rn den entgegenge-
setzten Weg, d.h. γ−(t) := γ(a+ b− t). Offenbar beschreiben γ und γ− die
gleiche Kurve, die nur in unterschiedlicher Richtung durchlaufen wird. Es
gilt ∫

γ

f · dx = −
∫
γ−
f · dx.

• Ist γ : [a, b]→ Rn ein stückweise stetig differenzierbarer Weg und c ∈ (a, b),
so sind auch γ1 := γ|[a,c] und γ2 := γ|[c,b] stückweise stetig differenzierbare

Wege, und es gilt ∫
γ

f · dx =

∫
γ1

f · dx+

∫
γ2

f · dx.

•
∣∣∣ ∫γ f · dx∣∣∣ ≤ maxt∈Γ ‖f(t)‖2 · L(γ).

Wir untersuchen nun, inwieweit
∫
γ
f ·dx tatsächlich vom Weg γ oder nur von der

durch γ definierten Kurve abhängt.

Satz 1.8 Seien γ : [a, b] → Rn ein stetig differenzierbarer Weg, f : Γ → Rn ein
stetiges Vektorfeld, und ϕ : [α, β]→ [a, b] eine stetig differenzierbare Bijektion mit
ϕ(α) = a und ϕ(β) = b. Dann ist γ ◦ ϕ : [α, β]→ Rn ein stetig differenzierbarer
Weg mit der gleichen Bildkurve wie γ und den gleichen Anfangs- und Endpunkten,
und es gilt ∫

γ

f · dx =

∫
γ◦ϕ

f · dx.

10



Beweis Mit Ketten- und Substitutionsregel finden wir∫
γ◦ϕ f · dx =

∫ β
α

〈
f
(
(γ ◦ ϕ)(t)

)
, (γ ◦ ϕ)′(t)

〉
dt

=
∫ β
α

〈
f
(
(γ ◦ ϕ)(t)

)
, γ′
(
ϕ(t)

)
ϕ′(t)

〉
dt

=
∫ β
α

〈
f
(
(γ ◦ ϕ)(t)

)
, γ′
(
ϕ(t)

)〉
ϕ′(t) dt

=
∫ b
a

〈
f
(
γ(s)

)
, γ′(s)

〉
ds =

∫
γ
f · dx .

Analog zeigt man, dass für jede stetig differenzierbare Bijektion ϕ : [α, β]→ [a, b]
mit ϕ(α) = b, ϕ(β) = a gilt:∫

γ◦ϕ
f · dx = −

∫
γ

f · dx .

Bei Umkehrung der Orientierung ändert das Kurvenintegral also sein Vorzeichen.
Beispiel 1 Ein Punkt P bewege sich auf dem Weg

γ : [0, 2π]→ R3, t 7→ (a cos t, a sin t,
h

2π
t)

von γ(0) = (a, 0, 0) nach γ(2π) = (a, 0, h). Dabei wirke eine Kraft F (x, y, z) =
(F1, F2, F3) = −α(x, y, z) mit α > 0. Für die zu leistende Arbeit finden wir∫

γ

F · dx =

∫ 2π

0

(
F1(γ(t))γ′1(t) + F2(γ(t))γ′2(t) + F3(γ(t))γ′3(t)

)
dt

=

∫ 2π

0

(
(−αa cos t)(−a sin t) + (−αa sin t)(a cos t) +

(
−α h

2π
t
)( h

2π

))
dt

= −α h2

(2π)2

∫ 2π

0

t dt = − αh2

(2π)2

(2π)2

2
= −αh

2

2
.

Bewegen wir P unter Einfluss der gleichen Kraft entlang von

γ : [0, h]→ R3, t 7→ (a, 0, t)

von (a, 0, 0) nach (a, 0, h), so ergibt sich wegen∫
γ

F · dx =

∫ h

0

F3(γ(t))γ′3(t) dt =

∫ h

0

(−αt) dt = −αh
2

2

die gleiche geleistete Arbeit.

Dieses Resultat ist kein Zufall. Verantwortlich für die beobachtete Wegunabhängig-
keit des Integrals ist eine spezielle Eigenschaft der Funktion F .
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Definition 1.9 Sei U ⊆ Rn offen. Eine Funktion f : U → Rn heißt Gradien-
tenfeld (oder vollständiges Differential), wenn es eine differenzierbare Funktion
ϕ : U → R gibt, so dass

f(x) = (gradϕ)(x) ∀x ∈ U. (1.7)

ϕ heißt dann auch Stammfunktion von f (und in der Physik heißt −ϕ ein Po-
tential von f).

Beispiel 2 Die Funktion f(x, y, z) = −α(x, y, z) aus Beispiel 1 ist ein Gradienten-
feld, da z.B. für ϕ(x, y, z) = −α

2
(x2 + y2 + z2) die Beziehung ?? gilt. Physikalisch

interessanter ist folgendes Beispiel. Denken wir uns eine Masse m im Nullpunkt
eines Koordinatensystems konzentriert, so übt sie auf einen Punkt mit der Masse
1, der sich in (x, y, z) ∈ R3 befindet, eine Kraft f der Stärke

‖f‖ = G
m

‖(x, y, z)‖2
2

=
Gm

x2 + y2 + z2

aus (Newtonsches Gravitationsgesetz). Diese Kraft weist zum Nullpunkt, hat also

die Richtung −(x,y,z)
‖(x,y,z)‖2 , und demzufolge ist

f(x, y, z) = − Gm

‖(x, y, z)‖3
2

(x, y, z) = − Gm

(x2 + y2 + z2)3/2
(x, y, z).

Auch diese Funktion ist ein Gradientenfeld; für die Funktion

ϕ : R3\{0} → R mit ϕ(x, y, z) =
Gm√

x2 + y2 + z2
für (x, y, z) 6= 0

gilt nämlich gradϕ = f .

Satz 1.10 Sei U ⊆ Rn offen und F : U → R stetig differenzierbar (d.h. F besitzt
auf U stetige partielle Ableitungen erster Ordnung nach allen Veränderlichen).
Sind a, b zwei Punkte aus U , und ist γ irgendein stückweise stetig differenzierbarer
Weg mit Anfangspunkt a und Endpunkt b, der ganz in U verläuft, so ist∫

γ

gradF · dx = F (b)− F (a). (1.8)

Das Wegintegral über ein stetiges Gradientenfeld längs eines stückweise glatten
Weges hängt also nur von Anfangs- und Endpunkt des Weges ab, nicht vom
konkreten Verlauf des Weges. Man kann Satz 1.10 als Verallgemeinerung des
Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung betrachten.

Beweis Wir betrachten zunächst den speziellen Fall, wo a und b Anfangs- bzw.
Endpunkt eines stetig differenzierbaren Weges γ : [α, β]→ U sind, d.h. γ(α) = a,
γ(β) = b. Dann ist∫

γ

(gradF )(x) · dx =

∫ β

α

〈
(gradF )(γ(t)), γ′(t)

〉
dt.
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Nach der Kettenregel ist 〈(gradF )(γ(t)), γ′(t)〉 gerade die Ableitung der Funktion
φ(t) := F (γ(t)) = (F ◦ γ)(t). Wir erhalten also∫

γ

(gradF )(x) · dx =

∫ β

α

φ′(t) dt = φ(β)− φ(α)

mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung. Schließlich ist
φ(β)− φ(α) = F (γ(β))− F (γ(α)) = F (b)− F (a).

Der allgemeine Fall eines stückweise stetig differenzierbaren Weges ergibt sich
durch Zusammensetzen der einzelnen Integrale.

Ist γ ein geschlossener Weg (d.h. ist γ(α) = γ(β) ) so erhalten wir insbesondere∫
γ

gradF · dx = 0 .

Beispiel 3 Auf U := R2\{0} betrachten wir das Vektorfeld

f(x, y) :=

(
− y

x2 + y2
,

x

x2 + y2

)
und den geschlossenen Weg

γ : [0, 2π]→ U , t 7→ (cos t, sin t) .

Wegen γ′(t) = (− sin t, cos t) ist∫
γ

f ·dx =

∫ 2π

0

( − sin t

sin2 t+ cos2 t
(− sin t)+

cos t

sin2 t+ cos2 t
(cos t)

)
dt =

∫ 2π

0

dt = 2π .

Die Funktion f ist also kein Gradientenfeld, da das Integral über die geschlossene
Kurve γ nicht verschwindet. Dies ist ein wichtiger Unterschied zu Funktionen
einer Veränderlichen. Im R1 besitzt jede auf einem Intervall stetige Funktion eine
Stammfunktion.

1.4 Ergänzungen zum Begriff
”
Zusammenhang“

Für das Weitere müssen wir unsere Kenntnisse über zusammenhängende Mengen
vertiefen. Dem in Abschnitt 6.8 entwickelten Zusammenhangsbegriff stellen wir
einen zweiten gegenüber.

Definition 1.11 Ein metrischer Raum (X, d) heißt wegzusammenhängend,
wenn es für je 2 Punkte x, y ∈ X einen Weg γ : [a, b] → X mit γ(a) = x und
γ(b) = y gibt.
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Eine Teilmenge U ⊆ Rn heißt konvex, wenn sie mit je zwei Punkten x, y auch
deren Verbindungsstrecke [x, y] := {λx + (1 − λ)y : λ ∈ [0, 1]} enthält, und
U heißt sternförmig, wenn es einen Punkt z ∈ U so gibt, dass [z, x] ⊆ U für
jedes x ∈ U . Der Punkt z heißt dann ein Zentrum von U . Offenbar sind konvexe
Mengen sternförmig, und jeder ihrer Punkte ist ein Zentrum. Sternförmige und
insbesondere konvexe Mengen sind wegzusammenhängend.

Satz 1.12 Wegzusammenhängende metrische Räume sind zusammenhängend.

Beweis Sei (X, d) ein wegzusammenhängender metrischer Raum, und seien U1, U2

nichtleere offene Teilmengen von X mit U1 ∩ U2 = ∅ und U1 ∪ U2 = X. Dann
gibt es Punkte u1 ∈ U1 und u2 ∈ U2 und einen Weg γ : [a, b]→ X mit γ(a) = u1

und γ(b) = u2. Sei Γ die durch γ definierte Kurve. Nach Satz ?? ist Γ zusam-
menhängend. Andererseits gilt

U1 ∩ Γ 6= ∅, U2 ∩ Γ 6= ∅, U1 ∩ U2 = ∅ und Γ ⊆ U1 ∪ U2 ,

ein Widerspruch.

Die Umkehrung von Satz 1.12 gilt im Allgemeinen nicht. Die Menge

X := {(0, y) : y ∈ [−1, 1]} ∪ {(x, y) : x ∈ (0, 1], y = sin
1

x
} ⊆ R2

ist zwar zusammenhängend, jedoch nicht wegzusammenhängend (HA). Die Um-
kehrung von Satz 1.12 gilt aber für offene Mengen. Eine zusammenhängende
offene Menge heißt ein Gebiet.

Satz 1.13 Gebiete im Rn sind wegzusammenhängend. Genauer: ist U ⊆ Rn ein
Gebiet und sind x, y ∈ U , dann gibt es einen Polygonzug γ : [0, 1] → U mit
γ(0) = x und γ(1) = y.

Beweis Sei x ∈ U beliebig, und sei Ux die Menge aller Punkte y ∈ U , für die es
einen Polygonzug γ : [0, 1]→ U mit γ(0) = x und γ(1) = y gibt. Wir zeigen, dass
Ux offen ist. Sei y ∈ Ux. Da U offen ist, gibt es eine Umgebung Uε(y), die ganz
in U liegt. Sei z ∈ Uε(y), und sei γ̃ : [0, 1] → U ein Polygonzug mit γ̃(0) = x,
γ̃(1) = y. Wir

”
verlängern“ γ̃ wie folgt:

γ : [0, 1]→ U, t 7→

{
γ̃(2t) für t ∈ [0, 1/2]

y + (2t− 1)(z − y) für t ∈ [1/2, 1] .

Dann ist γ ein Polygonzug in U , der x mit z verbindet. Da z ∈ Uε(y) beliebig
war, folgt Uε(y) ⊆ Ux, d.h. Ux ist offen.

Wir zeigen nun, dass auch U\Ux offen ist. Ist y ∈ U\Ux, so gibt es wie oben eine
Umgebung Uε(y), die in U liegt. Läge ein Punkt z ∈ Uε(y) in Ux, so könnten
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wir wie oben den Polygonzug von x nach z zu einem Polygonzug von x nach y
verlängern, d.h. es wäre y ∈ Ux. Dieser Widerspruch zeigt, dass Uε(y) ⊆ U\Ux,
d.h. U\Ux ist offen. Für die offenen Mengen Ux und U\Ux gilt nun

Ux ∩ (U\Ux) = ∅ und Ux ∪ (U\Ux) = U .

Da U zusammenhängend ist, muss eine der Mengen Ux und U\Ux leer sein. Wegen
x ∈ Ux ist U\Ux = ∅, d.h. Ux = U .

1.5 Stammfunktionen und Wegunabhängigkeit von Kur-
venintegralen

Lemma 1.14 Sei U ⊆ Rn offen, f : U → Rn ein stetiges Vektorfeld, und c ∈ R.

(a) Ist F Stammfunktion von f , so ist auch F + c Stammfunktion von f .
(b) Ist U ein Gebiet, und sind F1 und F2 Stammfunktionen von f , so ist F1−F2

eine konstante Funktion.

Beweis Aussage (a) ist klar, da F und F + c den gleichen Gradienten besitzen.
Zu (b) : da F1 und F2 Stammfunktionen von f sind, gilt grad(F1−F2) = 0. Wir
zeigen: Ist F : U → R stetig differenzierbar auf dem Gebiet U und ist gradF = 0,
so ist F eine Konstante. Seien x, y ∈ U . Nach Satz 1.13 gibt es einen stückweise
stetig differenzierbaren Weg γ : [0, 1]→ U mit γ(0) = x und γ(1) = y. Aus Satz
1.10 wissen wir, dass

F (y)− F (x) =

∫
γ

gradF · dx =

∫
γ

0 · dx = 0 .

Also ist F konstant.

Am Ende von Abschnitt 1.3 haben wir gesehen, dass nicht jedes stetige Vektorfeld
eine Stammfunktion besitzt.

Der folgende Satz stellt einen Zusammenhang her zwischen der Existenz einer
Stammfunktion und der Wegunabhängigkeit von Kurvenintegralen.

Satz 1.15 Sei U ⊆ Rn ein Gebiet und f ein stetiges Vektorfeld auf U . Dann
besitzt f genau dann eine Stammfunktion auf U , wenn für jeden geschlossenen
stückweise stetig differenzierbaren Weg γ in U das Integral

∫
γ
f ·dx verschwindet.

Beweis Die Implikation =⇒ haben wir uns bereits im Anschluss an Satz 1.10
überlegt. Nehmen wir nun also an, dass

∫
γ
f ·dx = 0 für jeden geschlossenen Weg

γ in U .

Wir fixieren einen Punkt x0 ∈ U . Für jeden Punkt y ∈ U gibt es nach Satz 1.13
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einen stückweise stetig differenzierbaren Weg γ : [0, 1] → U mit γ(0) = x0 und
γ(1) = y. Wir möchten definieren

F (y) :=

∫
γ

f · dx . (1.9)

Um auf diese Weise eine Funktion F festlegen zu können, müssen wir uns ver-
gewissern, dass

∫
γ
f · dx nicht von der Wahl des Weges von x0 nach y abhängt.

Sei also η : [0, 1] → U ein weiterer stückweise stetig differenzierbarer Weg mit
η(0) = x0 und η(1) = y. Wir betrachten den Weg

α : [0, 2]→ U, t 7→

{
γ(t) für t ∈ [0, 1]

η(2− t) für t ∈ [1, 2] .

Offenbar ist α wieder stückweise stetig differenzierbar, und es gilt α(0) = α(2) =
x0, d.h. der Weg α ist geschlossen. Nach Voraussetzung ist daher

0 =

∫
α

f · dx =

∫
α|[0,1]

f · dx+

∫
α|[1,2]

f · dx =

∫
γ

f · dx−
∫
η

f · dx ,

da im zweiten Teilstück von α der Weg η rückwärts durchlaufen wird. Also ist
tatsächlich

∫
γ
f ·dx nur vom Anfangs- und Endpunkt von γ abhängig. Wir schrei-

ben daher auch
∫ y
x0
f · dx statt

∫
γ
f · dx.

Wir zeigen nun, dass F Stammfunktion von f ist. Ist f = (f1, . . . , fn), so haben
wir zu zeigen, dass F stetig differenzierbar in jedem Punkt y ∈ U ist und dass
∂F
∂xi

(y) = fi(y) für alle i ist.

Sei y ∈ U . Ist ε > 0 hinreichend klein, so liegt mit y auch die komplette Umgebung
Uε(y) in U . Für alle z ∈ Uε(y) ist dann

F (z) =

∫ z

x0

f · dx =

∫ y

x0

f · dx+

∫ z

y

f · dx = F (y) +

∫ z

y

f · dx .

Wir betrachten den Weg

γz : [0, 1]→ Uε(y) , t 7→ y + t(z − y) ,

der y mit z verbindet. Mit z − y := h erhalten wir

F (y + h)− F (y) =

∫ y+h

y

f · dx =

∫
γz

f · dx

=

∫ 1

0

n∑
i=1

fi(y + th)hi dt =
n∑
i=1

∫ 1

0

fi(y + th) dt · hi .
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Wählen wir speziell h so, dass alle Komponenten bis auf die i–te verschwinden,
so folgt

F (y + hiei)− F (y) =

∫ 1

0

fi(y + thiei) dt · hi ,

woraus wir mit dem ersten Teil von Satz ?? erhalten

∂F
∂xi

(y) = limhi→0
F (y+hiei)−F (y)

hi
= limhi→0

∫ 1

0
fi(y + thiei) dt

=
∫ 1

0
limhi→0 fi(y + thiei) dt =

∫ 1

0
fi(y) dt = fi(y) .

Die Bedingung, dass die Integrale über alle geschlossenen Wege verschwinden, ist
in der Regel schwierig zu überprüfen. Unser nächstes Ziel ist ein Kriterium, bei
dem nicht Integrations- sondern Differentiationseigenschaften eine Rolle spielen
und das meist leichter zu überprüfen ist.

Definition 1.16 Sei U ⊆ Rn offen und f = (f1, . . . , fn) ein stetig differenzier-
bares Vektorfeld. Dann heißt f geschlossen, wenn

∂fi
∂xj

=
∂fj
∂xi

für alle i, j ∈ {1, . . . , n} .

Besitzt das stetig differenzierbare Vektorfeld f eine Stammfunktion F , so ist f
geschlossen. Aus fi = ∂F

∂xi
folgt nämlich mit dem Satz von Schwarz (Satz ??)

∂fi
∂xj

=
∂2F

∂xj∂xi
=

∂2F

∂xidxj
=
∂fj
∂xi

.

Die Geschlossenheit von f ist also notwendig für die Existenz einer Stammfunk-
tion, sie ist jedoch im Allgemeinen nicht hinreichend, wie das Beispiel

f(x, y) =

(
− y

x2 + y2
,

x

x2 + y2

)
auf U = R2\{0} (1.10)

zeigt. Für f1(x, y) := − y
x2+y2

und f2(x, y) := x
x2+y2

ist nämlich

∂f1

∂y
=

y2 − x2

(x2 + y2)2
=
∂f2

∂x
.

Das Vektorfeld f ist also geschlossen, besitzt aber – wie wir bereits wissen – keine
Stammfunktion.

Ob die Geschlossenheit eines Vektorfeldes hinreichend für die Existenz einer
Stammfunktion ist, hängt von den Eigenschaften des Gebietes U ab. Wir sehen
uns eine einfache Version eines solchen Resultates an.

Satz 1.17 Ist das Gebiet U ⊆ Rn sternförmig, so besitzt jedes geschlossene Vek-
torfeld f auf U eine Stammfunktion.
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Beweis Wir können o.E.d.A. annehmen, dass 0 zu U gehört und ein Zentrum
von U ist (andernfalls verschieben wir U geeignet). Für x ∈ U sei

γx : [0, 1]→ U , t 7→ tx

und

F (x) :=

∫
γx

f · dx =

∫ 1

0

n∑
i=1

fi(tx)xi dt.

(Man beachte, dass wegen der Sternförmigkeit von U der Weg γx komplett in U
verläuft). Mit dem zweiten Teil von Satz ?? erhalten wir, dass F differenzierbar
ist und dass

∂F

∂xj
(x) =

n∑
i=1

∫ 1

0

∂

∂xj
(fi(tx)xi) dt

=
n∑
i=1

∫ 1

0

∂fi(tx)

∂xj
txi dt+

n∑
i=1

∫ 1

0

fi(tx)
∂xi
∂xj

dt

=

∫ 1

0

n∑
i=1

∂fj(tx)

∂xi
txi dt+

∫ 1

0

fj(tx) dt .

Für L(t) := fj(tx) finden wir mit der Kettenregel

L′(t) =
n∑
i=1

∂fj(tx)

∂xi
xi ,

und wir erhalten

∂F

∂xj
(x) =

∫ 1

0

L′(t) t dt+

∫ 1

0

L(t)dt =

∫ 1

0

(tL(t))′ dt

= tL(t)
∣∣1
0

= L(1) = fj(x) .

Wir kommen noch einmal auf das Beispiel (1.10) zurück. Natürlich ist R2\{0}
nicht sternförmig. Nehmen wir allerdings aus R2 die negative Halbachse (−∞, 0]
heraus, so ist R\(−∞, 0] sternförmig, und f besitzt auf diesem kleineren Gebiet
nach Satz 1.17 eine Stammfunktion.

Das folgende Vorgehen zum Auffinden einer Stammfunktion eines geschlossenen
Vektorfeldes f = (f1, f2) auf einem Gebiet U ⊆ R2 ist praktikabel. Wir machen
den Ansatz

∂F

∂x
= f1 ,

∂F

∂y
= f2

mit einer Funktion F : U → R (von der wir ohne weitere Voraussetzungen nicht
wissen, ob sie existiert). Aus ∂F

∂x
= f1 folgt

F (x, y) =

∫
f1(x, y) dx+ g(y)
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mit einer von y abhängenden Integrationskonstanten g. Wir leiten dies formal
nach y ab und erhalten mit ∂F

∂y
= f2 :

∂F

∂y
=

∂

∂y

∫
f1(x, y) dx+ g′(y) = f2(x, y) ,

also

g′(y) = f2(x, y)− ∂

∂y

∫
f1(x, y) dx .

Durch Integration bezüglich y gewinnt man g und damit F .

Beispiel Für x 6= 0 und y 6= π
2

+ kπ , k ∈ Z, sei

f1(x, y) = −tan y

x2
+ 2xy + x2, f2(x, y) =

1

x cos2 y
+ x2 + y2 .

Dann ist f = (f1, f2) geschlossen (d.h. ∂f1
∂y

= ∂f2
∂x

), und der Ansatz ∂F
∂x

= f1,
∂F
∂y

= f2 liefert

F (x, y) =

∫ (
− tan y

x2
+ 2xy + x2

)
dx =

tan y

x
+ x2y +

x3

3
+ g(y) .

Wir differenzieren nach y und setzen die Ableitung gleich f2:

1

x cos2 y
+ x2 + g′(y)

!
= f2(x, y) =

1

x cos2 y
+ x2 + y2 .

Dann folgt g(y) = y3

3
+ C und F (x, y) = tan y

x
+ x2y + x3

3
+ y3

3
+ C.
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2 Grundbegriffe der Maßtheorie

Der abstrakte Rahmen der Maßtheorie sieht folgendermaßen aus: Gegeben ist
eine Menge X, ein System S von Teilmengen von X sowie eine Funktion µ :
S→ [0,∞]. Wir stellen uns vor, dass die Elemente von S gerade diejenigen Teil-
mengen von X sind, die man messen kann (denen man ein

”
Volumen“ zuordnen

kann) und dass das Maß (oder
”
Volumen“ ) von E ∈ S gleich µ(E) ist. Welche

Eigenschaften sollte dieser Messprozess aufweisen? Es sollte sicher µ(∅) = 0 sein,
und wenn E1, E2 ∈ S disjunkt sind, so sollte

µ(E1 ∪ E2) = µ(E1) + µ(E2) (2.1)

sein. Um Approximationsargumente zu ermöglichen (z.B. das Ausschöpfen einer
Menge durch eine Folge paarweise disjunkter Teilmengen), werden wir eine Ver-
sion von (2.1) mit abzählbar vielen Mengen benötigen. Schließlich brauchen wir
auch, dass mit einer Menge E ∈ S ihr Komplement X \E ebenfalls zu S gehört.

2.1 Messbare Mengen

Die Überlegungen aus der Einleitung führen auf folgende Definition.

Definition 2.1 Sei X eine Menge. Ein System S von Teilmengen von X heißt
σ–Algebra , wenn

(a) ∅ ∈ S.

(b) für jede Menge E ∈ S ist X \ E ∈ S, d.h. S ist abgeschlossen bzgl. der
Komplementbildung.

(c) für jede Folge (En)n≥1 von Mengen En ∈ S ist ∪n≥1En ∈ S, d.h. S ist
abgeschlossen bzgl. abzählbaren Vereinigungen.

Definition 2.2 Ist X eine Menge und S eine σ–Algebra von Teilmengen von X,
so heißt (X,S) ein messbarer Raum, und die Elemente von S heißen messbare
Mengen .

Man beachte, dass wegen (b), (c) und der de Morganschen Identität

X \ (
⋂
n≥1

En) =
⋃
n≥1

(X \ En)

σ-Algebren auch abgeschlossen bezüglich abzählbarer Durchschnitte sind.

Beispiele S = {∅, X} ist die kleinste σ–Algebra über X, und die Potenzmenge
P(X) := {E : E ⊆ X} ist die größte σ–Algebra über X.

Lemma 2.3 Sei X eine Menge.
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(a) Ist A eine Familie von σ–Algebren über X, so ist ihr Durchschnitt

∩A := {E ∈ P(X) : E ∈ S für alle S ∈ A}

wieder eine σ–Algebra über X.

(b) Ist S eine σ–Algebra über X und Y eine Teilmenge von X, so ist

SY := {E ∩ Y : E ∈ S}

eine σ–Algebra über Y .

Beweis Übung.

Als Folgerung erhalten wir, dass es für jede Menge E ⊆ P(X) genau eine kleinste
σ–Algebra über X gibt, die E umfasst. Um das einzusehen, betrachten wir die
Menge A aller σ–Algebren über X, die E umfassen. Da E in der σ–Algebra P(X)
enthalten ist, ist A sicher nicht leer. Der Durchschnitt aller σ–Algebren aus A ist
nach Lemma 2.3 (a) wieder eine σ–Algebra. Diese enthält offenbar E , und es ist
die kleinste σ–Algebra über X, die E enthält. Wir bezeichnen sie mit S(E).

Ist insbesondere (X, d) ein metrischer Raum und O das System der offenen Teil-
mengen von X, so heißt die durch O erzeugte σ–Algebra B(X) := S(O) die
σ–Algebra der Borelmengen auf X , und die Elemente von B(X) heißen Bo-
relmengen . Es ist klar, dass alle offenen und alle abgeschlossenen Mengen Bo-
relmengen sind, ebenso abzählbare Durchschnitte offener Mengen (sogenannte
Gδ–Mengen ) und abzählbare Vereinigungen abgeschlossener Mengen (sogenann-
te Fσ–Mengen ).

Versehen wir den Rn mit der Euklidschen Metrik, so erhalten wir die σ–Algebra
B(Rn) der Borelmengen auf dem Rn. Das werden später im wesentlichen die
Mengen sein, die wir messen und über die wir integrieren wollen. Wir überlegen
uns daher äquivalente Beschreibungen von B(Rn).

Lemma 2.4 Jedes der folgenden Mengensysteme Ej erzeugt die σ–Algebra B(R)
der Borelmengen auf R (es ist also S(Ej) = B(R)) :

(a) E1 = {(a, b) : a, b ∈ Q},

(b) E2 = {(a, b) : a, b ∈ R},

(c) E3 = {[a, b) : a, b ∈ R},

(d) E4 = {[a, b] : a, b ∈ R},

(e) E5 = {(−∞, b] : b ∈ R}.
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Beweis Für j = 1, . . . , 5 sei Sj := S(Ej). Wegen E1 ⊆ E2 ist S1 ⊆ S2. Aus

(a, b) =
∞⋃
n=1

[
a+

1

n
, b
)

folgt E2 ⊆ S3 und damit S2 ⊆ S3. Analog folgt aus

[a, b) =
∞⋃
n=1

[
a, b− 1

n

]
,

dass E3 ⊆ S4 und S3 ⊆ S4, und aus

[a, b] = (−∞, b] \
( ∞⋃
n=1

(
−∞, a− 1

n

])
,

dass E4 ⊆ S5 und S4 ⊆ S5. Wir haben damit S1 ⊆ S2 ⊆ S3 ⊆ S4 ⊆ S5 ⊆
B(R) erhalten und müssen noch B(R) ⊆ S1 zeigen. Da B(R) von den offenen
Mengen erzeugt wird, müssen wir zeigen, dass S1 jede offene Menge enthält. Sei
also U ⊆ R offen. Dann gibt es zu jedem x ∈ U ein ε > 0 mit (x− ε, x+ ε) ⊆ U.
Wir wählen a ∈ (x − ε, x) ∩ Q und b ∈ (x, x + ε) ∩ Q. Dann ist x ∈ (a, b) ⊆ U
und folglich

U =
⋃

(a,b)⊆U, a, b∈Q

(a, b).

Da die rechte Seite eine abzählbare Vereinigung ist, folgt U ∈ S1.

Ein analoges Resultat gilt auch im Rn. Erklären wir beispielsweise für a =
(a1, . . . , an) und b = (b1, . . . , bn) mit aj ≤ bj den halboffenen Quader [a, b) durch

[a, b) := {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : aj ≤ xj < bj für alle j},

so erhalten wir wie in Lemma 2.4:

Lemma 2.5 Das System {[a, b) : a, b ∈ Rn} der halboffenen Quader erzeugt
B(Rn). Auch die offenen und abgeschlossenen Quader erzeugen B(Rn).

2.2 Messbare Funktionen

Wir wenden uns nun den Funktionen zu, die wir später integrieren wollen.

Definition 2.6 Seien (X1,S1), (X2,S2) messbare Räume. Eine Funktion f :
X1 → X2 heißt messbar , wenn das Urbild jeder messbaren Menge messbar ist,
d.h., wenn f−1(E) ∈ S1 für jede Menge E ∈ S2.

Man beachte die Ähnlichkeit zur Charakterisierung stetiger Funktionen durch die
Eigenschaft, dass Urbilder offener Mengen offen sind (Analysis I, Satz 6.5).
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Satz 2.7 Verknüpfungen messbarer Funktionen sind messbar. Genauer: sind (X1,
S1), (X2,S2), (X3,S3) messbare Räume und f : X1 → X2 und g : X2 → X3

messbare Funktionen, so ist auch g ◦ f : X1 → X3 messbar.

Beweis Für E ∈ S3 ist

(g ◦ f)−1(E) = f−1
(
g−1(E)

)
∈ f−1(S2) ⊆ S1,

also ist g ◦ f messbar.

Der folgende Satz zeigt, dass es für das Überprüfen der Messbarkeit einer Funk-
tion nicht erforderlich ist, die Urbilder aller messbaren Mengen zu betrachten.

Satz 2.8 Seien (X1,S1), (X2,S2) messbare Räume, wobei S2 = S(E2) für eine
Teilmenge E2 ⊆ P(X2) ist, und sei f : X1 → X2. Ist f−1(E) ∈ S1 für jede Menge
E ∈ E2, so ist f bereits messbar.

Beweis Nach Voraussetzung ist

E2 ⊆ {E ∈ P(X2) : f−1(E) ∈ S1}.

Man überzeugt sich leicht davon, dass die rechte Seite ein σ–Algebra ist. Dann
muss aber auch

S2 = S(E2) ⊆ {E ∈ P(X2) : f−1(E) ∈ S1}

sein, d.h. f ist messbar.

Ist also (X2, d) ein metrischer Raum, so ist f : (X1,S1) → (X2,B(X2)) genau
dann messbar, wenn das Urbild jeder offenen Menge messbar ist.

Folgerung 2.9 Sind X, Y metrische Räume, so ist jede stetige Funktion f :
X → Y messbar (bzgl. der σ–Algebren B(X) und B(Y ) der Borelmengen).

Beweis Wie wir soeben bemerkt haben, genügt es zu zeigen, dass f−1(E) für
jede offene Menge E ⊆ Y eine Borelmenge ist. Dies ist aber klar: da f stetig ist,
ist f−1(E) offen, also erst recht eine Borelmenge.

Folgerung 2.10 Sei (X,S) ein messbarer Raum und f : (X,S) → (R,B(R)).
Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(a) f ist messbar.

(b) die Urbilder aller offenen Intervalle sind messbar.

(c) die Urbilder aller halboffenen Intervalle sind messbar.

(d) die Urbilder aller abgeschlossenen Intervalle sind messbar.
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(e) für alle b ∈ R ist f−1((−∞, b]) messbar.

Dies folgt sofort aus Satz 2.8 und Lemma 2.4. Mit Lemma 2.5 bekommt man eine
analoge Aussage für den Rn. Darüberhinaus gilt:

Satz 2.11 Sei (X,S) ein messbarer Raum und f := (f1, . . . , fn) : X → Rn.
Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(a) f : (X,S)→ (Rn,B(Rn)) ist messbar.

(b) jede der Koordinatenfunktionen fj : (X,S)→ (R,B(R)) ist messbar.

Beweis (a)⇒ (b) Die Projektionen pj : Rn → R, (x1, . . . , xn) 7→ xj sind stetig
und damit messbar (Folgerung 2.9). Nach Satz 2.7 sind dann auch die Funktionen
fj = pj ◦ f messbar.
(b) ⇒ (a) Seien a = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn) ∈ Rn. Sind alle Koordinaten-
funktionen messbar, so sind alle Urbilder

f−1
(

[a, b)
)

=
n⋂
j=1

f−1
j

(
[aj, bj)

)
messbar. Das Analogon von Folgerung 2.10 für Rn–wertige Funktionen liefert die
Messbarkeit von f.

Es ist oft praktisch, statt mit reellwertigen Funktionen mit Funktionen zu arbei-
ten, deren Werte in der erweiterten Zahlengeraden R := R ∪ {±∞} liegen. Man
kann leicht zeigen, dass die Menge

B(R) := {A ∈ P(R) : A ∩ R ∈ B(R)}

eine σ–Algebra auf R ist und dass man R mit einer Metrik versehen kann, so dass
die Elemente von B(R) gerade die Borelmengen von R sind (↗ Tutorium). Wir
nennen daher B(R) die σ–Algebra der Borelmengen auf R. Weiter definieren wir
die Ordnungsrelation < auf R durch

−∞ < r <∞ für alle x ∈ R.

Lemma 2.12 Sei (X,S) ein messbarer Raum und f : X → R. Dann sind fol-
gende Aussagen äquivalent:

(a) f : (X,S)→ (R,B(R)) ist messbar.

(b) −f : (X,S)→ (R,B(R)) ist messbar.

(c) für jedes b ∈ R ist {x ∈ X : f(x) ≤ b} messbar.

(d) für jedes a ∈ R ist {x ∈ X : f(x) > a} messbar.
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(e) für jedes a ∈ R ist {x ∈ X : f(x) ≥ a} messbar.

(f) für jedes b ∈ R ist {x ∈ X : f(x) < b} messbar.

Beweis (a)⇔ (b) Das folgt sofort aus −B(R) = B(R).
(a)⇒ (c) Das folgt aus der Inklusion [−∞, b] ∈ B(R).
(c)⇒ (d) Das folgt durch Komplementbildung

{x ∈ X : f(x) > a} = X \ {x ∈ X : f(x) ≤ a}.

(d) ⇒ (a) Nach Satz 2.8 genügt es zu zeigen, dass die Intervalle (a,∞] die σ–
Algebra B(R) erzeugen. Sei S die kleinste σ–Algebra über R, die alle Intervalle
(a,∞] mit a ∈ R enthält. Offenbar ist S ⊆ B(R).
Seien a, b ∈ R mit a < b. Dann liegt (a, b] = (a,∞]\(b,∞] in S, und nach Lemma
2.4 ist B(R) ⊆ S. Aus ⋃

n∈Z

(n,∞] = (−∞,∞] ∈ S

und ⋃
n∈Z

(
R \ (n,∞]

)
=
⋃
n∈Z

[−∞, n] = [−∞,∞) ∈ S

folgt, dass

{−∞} = R \ (−∞,∞] ∈ S und {∞} = R \ [−∞,∞) ∈ S.

Da jede Borelmenge auf R die Vereinigung einer Menge aus B(R) mit einer der
Mengen ∅, {−∞}, {∞}, {−∞,∞} ist, folgt B(R) ⊆ S und damit B(R) = S.
Die Implikationen (a)⇒ (e)⇒ (f)⇒ (a) zeigt man analog.

Satz 2.13 Sei (X,S) ein messbarer Raum und f, g : (X,S) → (R,B(R))
messbare Funktionen. Dann sind auch die Funktionen |f |, f + g, fg, max(f, g),
min(f, g) : X → R messbar.

Beweis Die Messbarkeit von |f | folgt aus der Stetigkeit (und damit Messbar-
keit) der Betragsfunktion mit Satz 2.7. Weiter wissen wir aus Satz 2.11, dass die
Funktion F = (f, g) : (X,S) → (R2,B(R2)) messbar ist. Aus der Stetigkeit der
Funktionen

R2 → R, (x, y) 7→ x+ y, xy, max(x, y), min(x, y)

und aus Satz 2.7 folgen die übrigen Behauptungen.

Da konstante Funktionen messbar sind (warum?), bildet nach Satz 2.13 die Menge
aller messbaren Funktionen von X in R einen reellen Vektorraum. Die folgenden
Resultate zeigen, dass die Messbarkeit bemerkenswert stabil gegenüber Grenz-
prozessen ist.
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Satz 2.14 Für jedes n ∈ N sei fn : (X,S)→ (R,B(R)) eine messbare Funktion.
Dann sind auch die Funktionen

sup
n∈N

fn, inf
n∈N

fn, lim sup
n→∞

fn, lim inf
n→∞

fn

messbar.

Beweis Sei g := supn∈N fn. Für alle a ∈ R ist dann

{x ∈ X : g(x) > a} =
⋃
n∈N

{x ∈ X : fn(x) > a}.

Nach Voraussetzung und Lemma 2.12 ist die rechte Seite messbar. Also ist für
jedes a ∈ R die linke Seite messbar, und g ist messbar nach Lemma 2.12. Genauso
folgt die Messbarkeit von inf fn. Aus

lim sup
n→∞

fn = inf
k∈N

sup
j≥k

fj

folgt nun die Messbarkeit von lim sup fn, und die von lim inf fn zeigt man analog.

Satz 2.15 Punktweise Grenzwerte messbarer Funktionen sind messbar. Genau-
er, existiert für eine Folge messbarer Funktionen fn : (X,S) → (R,B(R)) der
Grenzwert f(x) = limn→∞ fn(x) für jedes x ∈ X, so ist f : X → R messbar.

Dies folgt wegen f = lim sup fn sofort aus Satz 2.14.

2.3 Maße

Wir wenden uns nun dem Messen messbarer Mengen eines messbaren Raumes zu
und beginnen mit einer Axiomatisierung des Maßbegriffes.

Definition 2.16 Sei (X,S) ein messbarer Raum. Ein Maß auf (X,S) ist eine
Funktion µ : S→ [0,∞] mit folgenden Eigenschaften:

(a) µ(∅) = 0.

(b) µ ist σ–additiv , d.h. für jede Folge (En)n≥1 paarweise disjunkter Mengen
En ∈ S gilt

µ(
⋃
n≥1

En) =
∞∑
n=1

µ(En). (2.2)

Ist µ ein Maß auf (X,S), so heißt das Tripel (X,S, µ) ein Maßraum .
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Im weiteren haben wir hin und wieder (wie z.B. in (2.2)) mit ±∞ zu rechnen,
was wir nach folgenden Regeln tun:

0 · ∞ = ∞ · 0 = 0,

x · ∞ = ∞ · x = ∞ falls x > 0 und x · ∞ =∞ · x = −∞ falls x < 0,

x+∞ = ∞+ x = ∞ für x ∈ R und für x =∞.

Beispiele für Maße

(a) Ist S = {∅, X}, so kann µ(X) ∈ [0,∞] beliebig gewählt werden, und man
erhält mit µ(∅) = 0 ein Maß auf (X,S).

(b) Für jedes x ∈ X wird durch

µ(E) :=

{
1 wenn x ∈ E
0 wenn x 6∈ E

ein Maß auf (X,S) festgelegt, das sogenannte Punkt – oder Diracmaß in x.
Man schreibt µ =: δx.

(c) Durch

µ : P(X)→ N ∪ {∞}, E 7→ Anzahl der Elemente von E

wird das Zählmaß auf (X,P(X)) festgesetzt.

(d) Ist (X,S, µ) ein Maßraum und E ∈ S, so ist auch (E,SE, µ
∣∣
SE

) ein Maß-

raum (vgl. Lemma 2.3b)).

Lemma 2.17 Sei (X,S, µ) ein Maßraum. Dann gilt

(a) µ ist additiv , d.h. µ(A∪B) = µ(A) + µ(B) falls A,B ∈ S und A∩B = ∅.

(b) µ ist monoton , d.h. µ(A) ≤ µ(B) falls A,B ∈ S und A ⊆ B.

(c) ist (Ej)j≥1 ⊆ S monoton wachsend (d.h. Ej ⊆ Ej+1, für alle j), dann ist

µ(
⋃
j≥1

Ej) = lim
j→∞

µ(Ej).

(d) ist (Ej)j≥1 ⊆ S monoton fallend (d.h. Ej ⊇ Ej+1 für alle j) und µ(E1) <
∞, dann ist

µ(
⋂
j≥1

Ej) = lim
j→∞

µ(Ej).
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(e) für beliebige Folgen (Ej)j≥1 ⊆ S gilt

µ
(⋃
j≥1

Ej

)
≤

∞∑
j=1

µ(Ej).

Beweis (a) Man wende die σ–Additivität auf die Folge A,B, ∅, ∅, . . . an.
(b) Aus (a) folgt µ(B) = µ(A) + µ(B \ A) ≥ µ(A).
(c) Sei E := ∪j≥1Ej, E0 := ∅ und Aj := Ej\Ej−1 für j ≥ 1. Dann ist E = ∪j≥1Aj,
und die Aj sind paarweise disjunkt. Aus der σ–Additivität von µ folgt

µ(E) =
∞∑
j=1

µ(Aj).

Außerdem ist En = ∪nj=1Aj und damit µ(En) =
∑n

j=1 µ(Aj) für jedes n. Hieraus
folgt µ(En)→ µ(E) für n→∞.
(d) Sei E := ∩j≥1Ej und Cj := E1 \Ej für j ≥ 1. Die Folge (Cj)j≥1 ist monoton
wachsend, und aus (c) und den de Morganschen Identitäten folgt

lim
j→∞

µ(Cj) = µ(
⋃
j≥1

Cj) = µ
(⋃
j≥1

(E1 \ Ej)
)

= µ(E1 \
⋂
j≥1

Ej) = µ(E1 \ E).

Aus µ(E1) = µ(Ej) + µ(Cj) und µ(E1) = µ(E) + µ(E1 \ E) sowie µ(E1) < ∞
folgt

µ(E) = µ(E1)− µ(E1 \ E) = µ(E1)− lim
j→∞

µ(Cj)

= µ(E1)− lim
j→∞

(
µ(E1)− µ(Ej)

)
= lim

j→∞
µ(Ej).

(e) Sei A1 := E1 und An := En\(E1∪. . .∪En−1) für n > 1. Dann sind die Mengen
An paarweise disjunkt, und es ist ∪n≥1An = ∪n≥1En sowie µ(An) ≤ µ(En) für
alle n wegen (b). Aus der σ–Additivität folgt

µ
( ⋃
n≥1

En

)
= µ

( ⋃
n≥1

An

)
=
∞∑
n=1

µ(An) ≤
∞∑
n=1

µ(En).

Der folgende wichtige Satz behauptet, dass es genau ein Maß auf B(Rn) gibt, das
allen Quadern ihr (gewöhnliches) Volumen zuordnet. Der Beweis erfordert einen
tieferen Einstieg in die Maßtheorie, den wir uns aus Zeitgründen nicht leisten
wollen. Sie finden einen Beweis z.B. in Bröcker, Analysis II, S. 66 – 73.

Satz 2.18 (Existenz und Eindeutigkeit des Lebesguemaßes) (a) Es gibt
genau ein Maß λ auf der σ–Algebra B(Rn) der Borelmengen des Rn so, dass
λ([a, b)) = (b1−a1)· . . .·(bn−an) für alle a = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn) ∈
Rn mit aj ≤ bj für alle j.
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(b) Ist µ ein Maß auf B(Rn), das auf allen halboffenen Quadern endliche Werte
annimmt, dann ist für jede Borelmenge B

µ(B) = inf
{ ∞∑

j=1

µ(Bj) : Bj halboffene Quader mit B ⊆
∞⋃
j=1

Bj

}
.

Das Maß µ ist also bereits durch seine Werte auf den halboffenen Quadern
eindeutig bestimmt.

Beweisskizze Sei Q die Menge aller endlichen Vereinigungen von beschränkten
halboffenen Quadern. Q ist eine Mengenalgebra in folgendem Sinn: ∅ ∈ Q, und
mit A und B liegen auch A ∪B, A ∩B und A \B in Q. Außerdem wird B(Rn)
als σ–Algebra von Q erzeugt (Lemma 2.5).

Für [a, b) ∈ Q setzen wir λ([a, b)) := (b1 − a1) · . . . · (bn − an), und für paarweise
disjunkte Quader Q1, . . . , Qr definieren wir λ(∅) = 0 und

λ(Q1 ∪ . . . ∪Qr) =
r∑
j=1

µ(Qr).

Da jedes A ∈ Q als endliche Vereinigung paarweise disjunkter halboffener Quader
geschrieben werden kann, haben wir damit eine Mengenfunktion λ : Q → [0,∞)
definiert. Man zeigt nun, dass diese Funktion sogar σ–additiv ist (das ist nicht
trivial; man benutzt die Kompaktheit der abgeschlossenen Quader [a, b]), und
schließlich beweist und benutzt man der Hahnschen Fortsetzungssatz , der die
eindeutige Fortsetzbarkeit von λ zu einer σ–additiven Mengenfunktion auf der
σ–Algebra B(Rn) = S(Q) liefert.

Definition 2.19 Das Maß λn := λ : B(Rn) → [0,∞] aus Satz 2.18 heißt das
n–dimensionale Lebesguemaß .

Wir denken uns λn(B) als n–dimensionales Volumen der Borelmenge B. Die-
ses Volumen ist dadurch normiert, dass wir jedem Quader sein

”
natürliches“

Volumen zuordnen. Bei komplizierten Borelmengen B ist zunächst unklar, wie
man λ(B) praktisch bestimmt. Satz 2.18 sagt dazu lediglich, dass man λ(B) von
oben beliebig genau approximieren kann, wenn man Überdeckungen von B durch
höchstens abzählbar viele Quader betrachtet. Man erwartet, dass man umso mehr
und umso kleinere Quader zur Überdeckung benutzen muss, je

”
komplizierter“

B ist. Später lernen wir mit dem Prinzip von Cavalieri ein Werkzeug kennen,
das solche Berechnungen auf die Berechnung eindimensionaler Integrale reduziert.
Zunächst noch zwei Folgerungen aus Satz 2.18.

Folgerung 2.20 Seien a, b ∈ Rn und a ≤ b (komponentenweise). Dann ist

λ
(

[a, b]
)

= (b1 − a1) · . . . · (bn − an).
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Beweis Für j = 1, . . . , n und m ≥ 1 sei b
(m)
j := bj + 1/m und

b(m) := (b
(m)
1 , . . . , b

(m)
n ). Dann ist

[a, b] =
⋂
m≥1

[a, b(m)) sowie [a, b(m)) ⊇ [a, b(m+1))

für alle m. Aus Lemma 2.17 (d) folgt die Behauptung.

Folgerung 2.21 Ist E ∈ B(Rn) und t > 0, so ist auch tE ∈ B(Rn), und es gilt

λn(tE) = tnλn(E).

Beweis Man überprüft leicht, dass tB(Rn) = {tB : B ∈ B(Rn)} eine σ–
Algebra über Rn ist, die alle offenen Mengen enthält. Folglich ist B(Rn) in tB(Rn)
enthalten. Eine Wiederholung dieser Überlegung liefert

B(Rn) ⊆ tB(Rn) ⊆ 1

t
tB(Rn) = B(Rn).

Insbesondere ist also tE ∈ B(Rn) für E ∈ B(Rn), und wir definieren

µ(E) :=
1

tn
λn(tE).

Man bestätigt leicht, dass µ ein Maß auf B(Rn) ist und dass für E = [a, b)

µ(E) =
1

tn
λn(tE) =

1

tn

n∏
j=1

(tbj − taj) =
n∏
j=1

(bj − aj) = λn(E).

Mit Satz 2.18 (b) folgt µ = λn auf ganz B(Rn).

2.4 Nullmengen und Vollständigkeit von Maßräumen

Viele Begriffe und Aussagen der Maß– und Integrationstheorie werden einfacher
und natürlicher, wenn der Maßraum vollständig in folgendem Sinn ist.

Definition 2.22 Sei (X,S, µ) ein Maßraum. Eine Teilmenge N von X heißt
eine µ–Nullmenge , wenn sie Teilmenge einer Menge E ∈ S mit µ(E) = 0 ist.
Gehört jede µ–Nullmenge von X zu S, so heißt (X,S, µ) vollständig .

Liegt eine µ–Nullmenge N in S, so ist nach Lemma 2.17 (b) µ(N) = 0. In
vollständigen Maßräumen stimmen also die Begriffe µ–Nullmenge und Menge
vom Maß 0 überein.

Die Nullmengen des Maßraumes (Rn,B(Rn), λ) kann man mit Satz 2.18 leicht
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charakterisieren: N ⊆ Rn ist genau dann eine λ–Nullmenge, wenn es zu jedem
ε > 0 eine Folge (Qm)m≥1 halboffener Quader Qm so gibt, dass

N ⊆
⋃
m≥1

Qm und
∞∑
m=1

λ(Qm) < ε. (2.3)

Für n = 1 stimmt dies exakt mit dem Begriff einer Nullmenge überein, den wir in
der Analysis II, Abschnitt 8.4, eingeführt haben. Man kann diese Beschreibung
noch etwas verfeinern. Dazu nennen wir einen abgeschlossenen Quader [a, b] ⊆ Rn

einen Würfel , wenn b1 − a1 = . . . = bn − an.

Lemma 2.23 N ⊆ Rn ist genau dann eine λ–Nullmenge, wenn es zu jedem
ε > 0 eine Folge (Wm)m≥1 von Würfeln gibt mit

N ⊆
⋃
m≥1

Wm und
∞∑
m=1

λ(Wm) < ε.

Beweis N ist genau dann λ–Nullmenge, wenn es zu jedem ε > 0 halboffene Qua-
der Qm = [a(m), b(m)) gibt, so dass (2.3) gilt. Sei für jedes m c(m) = (c

(m)
1 , . . . , c

(m)
n )

so, dass c
(m)
j > b

(m)
j für alle j, c(m) − a(m) ∈ Qn und dass

λ
(

[a(m), c(m))
)
< λ

(
[a(m), b(m))

)
+

ε

2m
.

Da alle Seitenlängen von [a(m), c(m)) rational sind, gibt es endlich viele Würfel

W
(m)
1 , . . . ,W

(m)
km

mit

km⋃
j=1

W
(m)
j = [a(m), c(m)] und

km∑
j=1

λ(W
(m)
j ) = λ

(
[a(m), c(m)]

)
.

Dann ist N ⊂ ∪j,mW (m)
j , und mit Folgerung 2.20 erhalten wir∑

m,j

λ(W
(m)
j ) =

∑
m

λ
(

[a(m), c(m))
)
≤
∑
m

(
λ(Qm) +

ε

2m

)
< 2ε.

Hieraus folgt die Behauptung.

Wir sehen uns nun zwei einfache Aussagen an, wo die Vollständigkeit eine Rolle
spielt. Dazu vereinbaren wir: Ist (X,S, µ) ein Maßraum, und gilt eine Eigenschaft
P für alle Punkte von X mit Ausnahme von Punkten in einer µ–Nullmenge, so
sagen wir, dass P fast überall (oder µ–fast überall ) gilt.

Lemma 2.24 Sei (X,S, µ) ein vollständiger Maßraum, (X ′,S′) ein messbarer
Raum und seien f, g : X → X ′ Funktionen, die fast überall übereinstimmen. Ist
f messbar, dann ist auch g messbar.
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Beweis Sei N ⊆ X eine µ–Nullmenge so, dass f(x) = g(x) für alle x ∈ X \N,
und sei E ∈ S′. Dann ist

g−1(E) =
(
g−1(E) ∩ (X \N)

)
∪
(
g−1(E) ∩N

)
=

(
f−1(E) ∩ (X \N)

)
∪
(
g−1(E) ∩N

)
.

Die Menge f−1(E)∩ (X \N) ist messbar nach Voraussetzung, und g−1(E)∩N ist
Teilmenge der µ–Nullmenge N, also selbst eine µ–Nullmenge und damit messbar.
Also ist g−1(E) für jedes E ∈ S′ messbar, d.h. g ist messbar.

Lemma 2.25 Sei (X,S, µ) ein vollständiger Maßraum, und die Funktionen fn :
(X,S, µ)→ (R,B(R)) seien messbar und sollen fast überall gegen eine Funktion
f : X → R konvergieren. Dann ist f messbar.

Beweis Sei N ⊆ X eine µ–Nullmenge so, dass fn(x)→ f(x) für alle x ∈ X \N.
Aus Satz 2.15 folgt die Messbarkeit von f

∣∣
X\N . Aus der Vollständigkeit folgt

weiter, dass auch f
∣∣
N

messbar ist. Für jede Menge A ∈ B(R) ist ja (f
∣∣
N

)−1(A) =

f−1(A)∩N Teilmenge einer µ–Nullmenge, also messbar. Für beliebiges B ∈ B(R)
erhalten wir somit die Messbarkeit von

f−1(B) =
(
f−1(B) ∩ (X \N)

)
∪
(
f−1(B) ∩N

)
= (f

∣∣
X\N)−1(B) ∪ (f

∣∣
N

)−1(B).

Also ist f messbar.

Nichtvollständige Maßräume lassen sich auf natürliche Weise zu vollständigen
Maßräumen erweitern. Sei dazu (X,S, µ) ein Maßraum. Die Menge S̃ bestehe
aus allen Teilmengen von X, die Vereinigung einer Menge aus S und einer µ–
Nullmenge sind. Ist E ∈ S und N eine µ–Nullmenge, so setzen wir µ̃(E ∪N) :=
µ(E). Diese Definition von µ̃ ist korrekt. Sind nämlich E,F ∈ S und M ⊆
M̃ ∈ S, N ⊆ Ñ ∈ S mit µ(M̃) = µ(Ñ) = 0 und E ∪ M = F ∪ N, so ist
F ⊆ F ∪N = E ∪M ⊆ E ∪ M̃ und folglich

µ(F ) ≤ µ(E ∪ M̃) = µ(E) + µ(M̃ \ E) = µ(E).

Analog zeigt man, dass µ(E) ≤ µ(F ) und somit µ(E) = µ(F ) ist. Der folgende
Satz soll in der Übung bewiesen werden.

Satz 2.26 (X, S̃, µ̃) ist ein vollständiger Maßraum.

Der in Satz 2.18 konstruierte Lebesgue–Maßraum (Rn,B(Rn), λ) ist nicht voll-
ständig. Es ist daher zweckmäßig, ihn zum Maßraum (Rn, B̃(Rn), λ̃) zu ver-
vollständigen, wobei B̃(Rn) die wie oben erweiterte σ–Algebra der Borelmengen
und λ̃ das wie oben fortgesetzte Lebesguemaß ist. Es ist üblich, λ statt λ̃ zu
schreiben und λ̃ das Lebesguemaß auf B̃(Rn) zu nennen.
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3 Allgemeine Integrationstheorie

In diesem Abschnitt ist (X,S, µ) ein Maßraum, und wir betrachten R immer mit
der σ–Algebra B(R). Ziel ist es, messbare Funktionen f : X → R zu integrieren.
Das Maß µ wird uns vorgegeben, was das Integral der charakteristischen Funk-
tion einer messbaren Menge sein soll. Davon ausgehend definieren wir das Integral
von messbaren Funktionen mit nur endlich vielen Werten (Stufenfunktionen) und
dann für nichtnegative messbare Funktionen, die wir von unten durch Stufenfunk-
tionen annähern. Schließlich spalten wir allgemeine messbare Funktionen in ihren
Positiv– und Negativteil auf, für die wir die Integrale bereits definiert haben. Wir
werden sehen, dass das so erklärte Lebesgue–Integral wesentlich allgemeiner und
flexibler als das Riemann–Integral ist.

3.1 Stufenfunktionen

Eine messbare Funktion s : X → R heißt Stufenfunktion , wenn s(X) endlich ist.
Jede konstante Funktion ist eine Stufenfunktion. Wie sieht es mit Funktionen
aus, die zwei Werte annehmen? Dazu betrachten wir für jede Menge E ⊆ X ihre
charakteristische Funktion

χE(x) :=

{
1 wenn x ∈ E
0 wenn x 6∈ E.

Diese Funktion ist genau dann messbar (und damit eine Stufenfunktion), wenn
E ∈ S. Insbesondere ist χQ eine Stufenfunktion für (X,S) = (R,B(R)).

Lemma 3.1 Eine Funktion s : X → R ist genau dann eine Stufenfunktion,
wenn es Zahlen α1, . . . , αk ∈ R und paarweise disjunkte Mengen A1, . . . , Ak ∈ S

so gibt, dass s =
∑k

j=1 αjχAj .

Beweis Sind αj ∈ R und Aj ∈ S für j = 1, . . . , k, so ist
∑k

j=1 αjχAj messbar
nach Satz 2.13 und damit Stufenfunktion. Sei umgekehrt s eine Stufenfunkti-
on und s(X) = {α1, . . . , αk} (mit paarweise verschiedenen Zahlen αj). Dann
sind die Mengen Aj := s−1({αj}) messbar und paarweise disjunkt, und es ist

s =
∑k

j=1 αjχAj .

Die folgenden Sätze zeigen, dass nichtnegative messbare Funktionen durch Stu-
fenfunktionen approximiert werden können.

Satz 3.2 Sei f : X → [0,∞] eine messbare Funktion. Dann gibt es eine monoton
wachsende Folge von Stufenfunktionen sn : X → [0,∞) so, dass

lim
n→∞

sn(x) = f(x) für alle x ∈ X

und dass die Konvergenz auf jeder Menge {x ∈ X : f(x) ≤ c} mit c ∈ [0,∞)
gleichmäßig ist.
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Beweis Für n ≥ 1 sei

sn(x) =


k

2n
falls f(x) ∈

[ k
2n
,
k + 1

2n

)
mit 0 ≤ k ≤ n · 2n − 1,

n falls f(x) ∈ [n,∞].

Dann ist (sn)n≥1 eine monoton wachsende Folge von Stufenfunktionen, und ist
c ∈ [0,∞) und n > c, so ist

|f(x)− sn(x)| < 1

2n
für alle x mit f(x) ≤ c.

Hieraus folgt die gleichmäßige Konvergenz auf {x ∈ X : f(x) ≤ c} sowie die
punktweise Konvergenz auf {x ∈ X : f(x) < ∞}. Die punktweise Konvergenz
auf {x ∈ X : f(x) =∞} ist offensichtlich.

Folgerung 3.3 Eine Funktion f : X → R ist genau dann messbar, wenn sie
punktweiser Grenzwert einer Folge von Stufenfunktionen ist.

Beweis Punktweise Grenzwerte messbarer Funktionen sind messbar (Satz 2.15).
Ist umgekehrt f messbar, so sind nach Satz 2.13 f+ := max (0, f) und f− :=
max (0,−f) messbar und nichtnegativ. Nach Satz 3.2 sind beide Funktionen
punktweise Grenzwerte von Stufenfunktionen, und damit auch f = f+ − f−.

3.2 Das Lebesgue–Integral

Sei (X,S, µ) Maßraum, E ∈ S und f : X → R messbar. Wir definieren das
Integral von f über E bzgl. des Maßes µ in mehreren Schritten.

Schritt A Sei f = χA mit A ∈ S. Dann setzen wir IE(f) := µ(A ∩ E).

Schritt B Sei f nichtnegative Stufenfunktion. Wir schreiben f als
∑k

j=1 αjχAj
mit αj ∈ [0,∞) und mit paarweise disjunkten Mengen Aj ∈ S (vgl. Lemma 3.1),
und wir definieren

IE(f) :=
k∑
j=1

αjIE(χAj) =
k∑
j=1

αjµ(Aj ∩ E).

Schritt C Ist f messbar und nicht negativ, so definieren wir∫
E

fdµ := sup {IE(s) : s Stufenfunktion mit 0 ≤ s ≤ f}.

Die Menge auf der rechten Seite ist nach Satz 3.2 nicht leer. Man beachte, dass∫
E
fdµ den Wert +∞ annehmen kann. Ist f selbst eine nichtnegative Stufen-

funktion, so ist
∫
E
fdµ = IE(f). Für alle Stufenfunktionen 0 ≤ s ≤ f ist nämlich
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IE(s) ≤ IE(f).

Schritt D Nun sei f : X → R messbar. Nach Satz 2.13 sind die Funktionen
f+ := max (0, f) und f− := max (0,−f) messbar, und die Integrale∫

E

f+dµ,

∫
E

f−dµ (3.1)

sind wie in Schritt C erklärt.

Definition 3.4 Ist eines der Integrale (3.1) endlich, so definieren wir∫
E

fdµ :=

∫
E

f+dµ−
∫
E

f−dµ ∈ R. (3.2)

Sind beide Integrale in (3.1) endlich, so heißt f Lebesgue–integrierbar , und wir
schreiben f ∈ L1(µ,E) bzw. f ∈ L1(µ) falls E = X.

Man beachte, dass wir das Integral von f auch dann definiert haben, wenn f nicht
Lebesgue–integrierbar ist, aber eine der Funktionen f+, f− diese Eigenschaft hat.
Das ist in vielen Situationen bequem.
Wir sehen uns einige elementare Eigenschaften des Lebesgue–Integrals an.

Lemma 3.5 (a) Ist f messbar und beschränkt auf E und µ(E) < ∞, so ist
f ∈ L1(µ,E).
(b) Sind f, g ∈ L1(µ,E) und ist f ≤ g auf E, so ist∫

E

f dµ ≤
∫
E

g dµ.

(c) Ist f messbar und a, b ∈ R mit a ≤ f ≤ b auf E und µ(E) <∞, so ist

a · µ(E) ≤
∫
E

f dµ ≤ b µ(E).

(d) Ist f ∈ L1(µ,E) und c ∈ R, so ist cf ∈ L1(µ,E) und∫
E

cfdµ = c

∫
E

fdµ.

(e) Ist f messbar und µ(E) = 0, so ist
∫
E
fdµ = 0.

(f) Ist f ∈ L1(µ,E) und A ∈ S Teilmenge von E, so ist f |A ∈ L1(µ,A).

Beweis (a) Sei |f | ≤M <∞ auf E. Dann ist auch f± ≤M auf E, und hieraus
folgt sofort

∫
E
f±dµ ≤ Mµ(E), denn diese Relation überträgt sich offenbar auf

die entsprechenden Stufenfunktionen.
(b) Aus f ≤ g folgt f+ ≤ g+ und g− ≤ f− auf E. Hieraus folgt∫

E

f+dµ ≤
∫
E

g+dµ und

∫
E

g−dµ ≤
∫
E

f−dµ
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(jede Stufenfunktion s mit 0 ≤ s ≤ f+ erfüllt ja erst recht 0 ≤ s ≤ g+) und daher∫
E

fdµ =

∫
E

f+dµ−
∫
E

f−dµ ≤
∫
E

g+dµ−
∫
E

g−dµ =

∫
E

gdµ.

(c) Dies folgt sofort aus (b), wenn wir f mit den Konstanten a, b vergleichen.
(d) Für nichtnegative Stufenfunktionen s ist trivialerweise IE(cs) = cIE(s). Ist
nun etwa c > 0 und f ≥ 0, so folgt∫

E

cfdµ = sup {IE(s) : 0 ≤ s ≤ cf} = sup
{
IE(s) : 0 ≤ 1

c
s ≤ f

}
= sup

{
cIE

(1

c
s
)

: 0 ≤ 1

c
s ≤ f

}
= c sup

{
IE(t) : 0 ≤ t ≤ f

}
= c

∫
E

fdµ.

Die übrigen Fälle behandelt man analog.
(e) Für alle Stufenfunktionen s ist IE(s) = 0. Also ist

∫
E
f±dµ = 0 und∫

E
fdµ = 0.

(f) Für alle Stufenfunktionen 0 ≤ s ≤ f+ ist IA(s) ≤ IE(s) und daher∫
A

f+dµ = sup {IA(s) : 0 ≤ s ≤ f+} ≤ sup {IE(s) : 0 ≤ s ≤ f+} =

∫
E

f+dµ <∞.

Für f− argumentiert man analog.

Satz 3.6 (a) Sei f ≥ 0 messbar auf X. Für A ∈ S definieren wir

ϕ(A) :=

∫
A

fdµ. (3.3)

Dann ist ϕ ein Maß auf (X,S).
(b) Ist f ∈ L1(µ), so wird durch (3.3) eine σ–additive Funktion definiert.

Beweis Aussage (b) folgt sofort, wenn wir (a) auf die Funktionen f± anwenden
und f = f+ − f− benutzen.
Wir zeigen (a). Da ϕ(∅) = 0 nach Lemma 3.5 (e) und ϕ(A) ≥ 0 nach Lemma
3.5 (c) ist, müssen wir noch die σ–Additivität zeigen. Sei also A = ∪n≥1An
mit paarweise disjunkten messbaren Mengen An. Wir haben zu zeigen, dass
ϕ(A) =

∑
n≥1 ϕ(An).

Ist f = χC die charakteristische Funktion einer messbaren Menge C, so ist∫
A
fdµ = µ(A ∩ C), und die Behauptung folgt aus der σ–Additivität von µ.

Ist f =
∑k

j=1 ciχCi eine nichtnegative Stufenfunktion mit paarweise disjunkten
Mengen Ci ∈ S, so ist ∫

A

fdµ =
k∑
j=1

cjµ(A ∩ Cj),
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und die Behauptung folgt aus der σ–Additivität der einzelnen Summanden. Sei
nun f ≥ 0 messbar. Aus dem bereits Bewiesenen folgt für jede Stufenfunktion s
mit 0 ≤ s ≤ f, dass∫

A

s dµ =
∑
n≥1

∫
An

s dµ ≤
∑
n≥1

∫
An

f dµ =
∑
n≥1

ϕ(An).

Bilden wir links das Supremum über alle Stufenfunktionen s mit 0 ≤ s ≤ f, so
folgt

ϕ(A) =

∫
A

fdµ ≤
∑
n≥1

ϕ(An).

Wir haben noch
∑

n≥1 ϕ(An) ≤ ϕ(A) zu zeigen. Für ϕ(A) =∞ ist dies klar. Sei
also ϕ(A) < ∞ und damit auch ϕ(An) < ∞ für alle n. Mit der Definition des
Integrals finden wir für jedes ε > 0 eine Stufenfunktion s mit 0 ≤ s ≤ f und∫

A1

s dµ ≥
∫
A1

f dµ− ε sowie

∫
A2

s dµ ≥
∫
A2

f dµ− ε.

Folglich ist

ϕ(A1 ∪ A2) ≥
∫
A1∪A2

s dµ =

∫
A1

s dµ+

∫
A2

s dµ ≥ ϕ(A1) + ϕ(A2)− 2ε.

Da ε > 0 beliebig war, folgt ϕ(A1 ∪ A2) ≥ ϕ(A1) + ϕ(A2). Induktiv erhalten wir

ϕ
( n⋃
j=1

Aj

)
≥

n∑
j=1

ϕ(Aj) für alle n ≥ 1,

und wegen ∪nj=1Aj ⊆ A führt dies auf

ϕ(A) ≥ lim
n→∞

ϕ
( n⋃
j=1

Aj

)
≥ lim

n→∞

n∑
j=1

ϕ(Aj) =
∞∑
j=1

ϕ(Aj).

Damit ist alles gezeigt.

Folgerung 3.7 Sind A ⊆ B messbare Mengen mit µ(B \ A) = 0 und ist f
Lebesgue–integrierbar, so ist ∫

A

fdµ =

∫
B

fdµ.

Beweis Die Funktion ϕ(E) :=
∫
E
f dµ ist additiv nach Satz 3.6. Folglich ist

ϕ(B) = ϕ(A) + ϕ(B \ A), und nach Lemma 3.5 (e) ist ϕ(B \ A) = 0.
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Folgerung 3.8 Sei (X,S, µ) vollständig, die Funktionen f, g : X → R seien fast
überall gleich, und sei f ∈ L1(µ,E) für E ∈ S. Dann ist auch g ∈ L1(µ,E) und∫

E

f dµ =

∫
E

g dµ.

Beweis Die Funktion g ist messbar nach Lemma 2.24. Sei N eine µ–Nullmenge
so, dass f(x) = g(x) für alle x ∈ X \ N. Dann ist auch f±(x) = g±(x) für alle
x ∈ X \N , und wir erhalten∫

E

f±dµ =

∫
E\N

f± dµ nach Folgerung 3.7

=

∫
E\N

g± dµ nach Voraussetzung

=

∫
E\N

g± dµ+

∫
N

g± dµ nach Lemma 3.5 (e)

=

∫
E

g± dµ.

Hieraus folgt die Behauptung.

Satz 3.9 Mit f ∈ L1(µ,E) ist auch |f | ∈ L1(µ,E), und es gilt∣∣∣ ∫
E

fdµ
∣∣∣ ≤ ∫

E

|f |dµ.

Beweis Sei A = {x ∈ E : f(x) ≥ 0} und B = E \ A. Nach Satz 3.6 (a) ist∫
E

|f | dµ =

∫
A

|f |dµ+

∫
B

|f |dµ =

∫
A

f+dµ+

∫
B

f−dµ <∞

und somit |f | ∈ L1(µ,E). Wegen f ≤ |f | und −f ≤ |f | ist nach Lemma 3.5 (b),
(d) ∫

E

fdµ ≤
∫
E

|f |dµ und −
∫
E

fdµ ≤
∫
E

|f |dµ.

Hieraus folgt die Behauptung.

Satz 3.10 (a) Ist f messbar, |f | ≤ g und g ∈ L1(µ,E), so ist auch f ∈ L1(µ,E).
(b) Ist (X,S, µ) vollständig, f messbar, |f | ≤ g fast überall und g ∈ L1(µ,E), so
ist f ∈ L1(µ,E).

Beweis (a) Dies folgt sofort aus f+ ≤ g und f− ≤ g.
(b) Sei N eine µ–Nullmenge so, dass |f(x)| ≤ g(x) für alle x ∈ X \N, und sei

f̃(x) =

{
f(x) falls x ∈ X \N
g(x) falls x ∈ N.

Nach Lemma 2.24 ist f̃ messbar, und es gilt |f̃ | ≤ g. Nach Teil (a) ist f̃ ∈
L1(µ,E), und mit Folgerung 3.8 finden wir f ∈ L1(µ,E).
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3.3 Konvergenzsätze

Wir behandeln in diesem Abschnitt die Lebesgue’schen Konvergenzsätze. Diese
Sätze sind unentbehrliche Werkzeuge der Analysis.

Satz 3.11 (Satz über monotone Konvergenz) Sei (X,S, µ) vollständig, E ∈
S, und (fn)n≥1 sei eine Folge messbarer Funktionen mit

0 ≤ f1(x) ≤ f2(x) ≤ . . . ≤ ∞ für fast alle x ∈ X. (3.4)

Dann konvergiert (fn) fast überall punktweise gegen eine messbare Funktion f,
und

∫
E
fndµ→

∫
E
fdµ.

Ohne die Voraussetzung der Vollständigkeit gilt die Aussage immer noch, wenn
man (3.4) für alle x ∈ X fordert.

Beweis Sei N eine µ–Nullmenge so, dass (3.4) für alle x ∈ X \N erfüllt ist. Für
alle x ∈ X \ N konvergiert dann die Folge (fn(x)) gegen f̃(x) ∈ [0,∞], und wir
setzen

f(x) :=

 f̃(x) für x ∈ X \N

∞ für x ∈ N.

Nach Lemma 2.25 ist f messbar. Sei αn :=
∫
E
fndµ. Nach Lemma 3.5 (b) und

Folgerung 3.7 ist die Folge (αn) monoton wachsend. Sei

α := sup {αn : n ≥ 1} = lim
n→∞

αn ∈ [0,∞].

Für jede Stufenfunktion smit s ≤ fn gilt auch s ≤ f und somit
∫
E
fndµ ≤

∫
E
fdµ.

Folglich ist α ≤
∫
E
fdµ.

Wir zeigen noch die umgekehrte Ungleichung α ≥
∫
E
fdµ. Dazu nehmen wir

α <∞ an (sonst ist nichts zu beweisen). Sei s eine Stufenfunktion mit 0 ≤ s ≤ f,
c ∈ (0, 1) und En := {x ∈ E \N : fn(x) ≥ cs(x)} für n ≥ 1. Dann ist En ⊆ En+1

für alle n (Monotonie der Folge (fn) außerhalb von N) und ∪n≥1En = E \ N
(wegen fn(x)→ f(x) und cs(x) < f(x) für alle x ∈ X \N mit f(x) > 0).

Mit Satz 3.6 (a) und Lemma 3.5 (b) erhalten wir außerdem, dass∫
E

fndµ ≥
∫
En

fndµ ≥ c

∫
En

sdµ. (3.5)

Für n→∞ ergibt sich daher wieder mit Satz 3.6 (a), (3.5) und Lemma 2.17 (c)

α = lim
n→∞

∫
E

fndµ ≥ c lim
n→∞

∫
En

sdµ = c

∫
E\N

sdµ = c

∫
E

sdµ.
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Da c ∈ (0, 1) beliebig war, folgt α ≥
∫
E
sdµ für alle Stufenfunktionen s mit

0 ≤ s ≤ f. Dann ist aber α ≥
∫
E
fdµ.

Der folgende Satz zeigt zusammen mit Lemma 3.5 (d), dass die reellwertigen
Funktionen aus L1(µ,E) einen reellen Vektorraum bilden.

Satz 3.12 Ist f1, f2 ∈ L1(µ,E) und ist f1 + f2 erklärt, so ist auch f1 + f2 ∈
L1(µ,E) und es gilt ∫

E

(f1 + f2)dµ =

∫
E

f1dµ+

∫
E

f2dµ. (3.6)

Beweis Zuerst zeigen wir (3.6) für nichtnegative Stufenfunktionen. Ist s =∑
j cjχEj eine nichtnegative Stufenfunktion (mit nicht notwendig paarweise dis-

junkten Mengen Ei), so kann man s schreiben als
∑

k dkχFk mit paarweise dis-
junkten Mengen Fk und mit dk :=

∑
j:Fk⊆Ej cj. Damit folgt∫

E

sdµ =
∑
k

dkµ(Fk ∩ E) =
∑
k

∑
j:Fk⊆Ej

cjµ(Fk ∩ E)

=
∑
j

cj
∑

k:Fk⊆Ej

µ(Fk ∩ E) =
∑
j

cjµ(Ej ∩ E) =
∑
j

cj

∫
E

χEjdµ.

Da man zwei Stufenfunktionen s1, s2 immer als s1 =
∑

j cjχEj und s2 =
∑

j djχEj
(mit gleichen Mengen Ej) schreiben kann, folgt hieraus (3.6) für nichtnegative
Stufenfunktionen.

Seien nun f1, f2 ∈ L1(µ,E) nichtnegativ. Nach Satz 3.2 gibt es monoton wachsen-
de Folgen (sn) bzw. (tn) von Stufenfunktionen, die punktweise gegen f1 bzw. f2

konvergieren. Dann ist (sn + tn) eine monoton wachsende Folge von Stufenfunk-
tionen, die punktweise gegen f1 + f2 konvergiert. Der Satz von der monotonen
Konvergenz liefert∫
E

sndµ→
∫
E

f1dµ,

∫
E

tndµ→
∫
E

f2dµ,

∫
E

(sn + tn)dµ→
∫
E

(f1 + f2)dµ.

Aus
∫
E
sndµ +

∫
E
tndµ =

∫
E

(sn + tn)dµ folgt (3.6) auch in diesem Fall. Im
allgemeinen Fall zerlegt man E in vier paarweise disjunkte messbare Mengen, auf
denen f1 und f2 ihr Vorzeichen nicht wechseln, und benutzt (3.6) für nichtnegative
Funktionen sowie die Beziehung

∫
E

(−f)dµ = −
∫
E
fdµ aus Lemma 3.5 (d).

Wir haben hier nur die schwächere Form von Satz 3.11 benutzt. Satz 3.12 gilt
also ohne Vollständigkeitsvoraussetzung. Für Reihen liefert Satz 3.11:

Folgerung 3.13 Sei (X,S, µ) vollständig, fn : X → [0,∞] und f =
∑∞

n=1 fn
fast überall. Damit ist f messbar, und für E ∈ S ist∫

E

f dµ =
∞∑
n=1

∫
E

fn dµ.
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Beweis Sei gn :=
∑n

j=1 fn. Die Folge (gn) ist monoton wachsend und konvergiert
fast überall gegen f. Nach Lemma 2.25 ist f messbar, und die Sätze 3.11 und
3.12 liefern∫

E

fdµ
2.11
= lim

n→∞

∫
E

gndµ = lim
n→∞

∫
E

n∑
j=1

fjdµ

2.12
= lim

n→∞

n∑
j=1

∫
E

fjdµ =
∞∑
j=1

∫
E

fjdµ.

Unser nächstes Ziel ist der Satz von der majorisierten Konvergenz, das vermutlich
wichtigste Werkzeug, um die Vertauschbarkeit von Grenzübergang und Integra-
tion zu zeigen. Vorbereitend überlegen wir uns ein Lemma.

Lemma 3.14 (Fatou) Sind fn : X → [0,∞] messbare Funktionen und ist E ∈
S, so ist ∫

E

lim inf
n→∞

fndµ ≤ lim inf
n→∞

∫
E

fndµ.

Beweis Für k ≥ 1 sei gk := infj≥k fj. Dann ist gk ≤ fk und somit
∫
E
gkdµ ≤∫

E
fkdµ. Weiter ist die Folge (gk) monoton wachsend, und sie konvergiert punkt-

weise gegen lim infn→∞ fn. Der Satz über montone Konvergenz (schwache Fas-
sung) liefert ∫

E

fkdµ ≥
∫
E

gkdµ→
∫
E

lim inf
n→∞

fndµ

und damit

lim inf
k→∞

∫
E

fkdµ ≥
∫
E

lim inf
n→∞

fndµ.

Satz 3.15 (Lebesgues Satz über majorisierte Konvergenz) Sei (X,S, µ)
ein vollständiger Maßraum, E ∈ S, und (fn) sei eine Folge messbarer Funktionen
fn : X → R, die fast überall gegen eine Funktion f konvergieren. Weiter sei
g : X → R eine messbare Funktion mit |fn| ≤ g für alle n fast überall. Ist
g ∈ L1(µ,E), so gehören auch f und fn zu L1(µ,E), und es gilt∫

E

fndµ→
∫
E

fdµ.

Beweis Sei N eine µ–Nullmenge so, dass fn(x)→ f(x) für n→∞ und |fn(x)| ≤
g(x) für alle n und alle x ∈ X \ N. Dann ist f messbar nach Lemma 2.25, und
es ist |f(x)| ≤ g(x) für alle x ∈ X \N. Nach Satz 3.10 (b) sind f, fn ∈ L1(µ,E).
Weiter ist |f − fn| ≤ 2g auf X \ N. Wir wenden das Fatousche Lemma auf die
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Folge der Funktionen (2g − |f − fn|)
∣∣
X\N an und erhalten∫

E

2gdµ =

∫
E\N

2gdµ =

∫
E\N

lim inf
n→∞

(2g − |fn − f |)dµ

≤ lim inf
n→∞

∫
E\N

(2g − |fn − f |)dµ

=

∫
E\N

2gdµ+ lim inf
n→∞

∫
E\N
−|fn − f |dµ

=

∫
E

2gdµ− lim sup
n→∞

∫
E

|fn − f |dµ ≤
∫
E

2gdµ.

Da
∫
E

2gdµ = 2
∫
E
gdµ <∞ ist, erhalten wir limn→∞

∫
E
|fn−f |dµ = 0. Dies hat

∣∣ ∫
E

fndµ−
∫
E

fdµ
∣∣ ≤ ∫

E

|fn − f |dµ→ 0

zur Folge (Satz 3.12 und Satz 3.9).

Ohne Vollständigkeitsvoraussetzung gilt der Satz 3.15 noch, wenn alle “fast” in
seiner Formulierung gestrichen werden.

Beispiel Wir betrachten eine Funktionenfolge, auf die sich der Satz von der
majorisierten Konvergenz nicht anwenden lässt (

”
der gleitende Buckel“ ). Dazu

sei (X,S, µ) = (R, B̃(R), λ) und fn = χ[n,n+1] für n ∈ N. Die Funktionen fn
konvergieren punktweise gegen f ≡ 0, aber

0 =

∫
R
fdλ =

∫
R

lim
n→∞

fndλ 6= lim
n→∞

∫
R
fndλ = 1.

3.4 Lebesgue– und Riemann–Integral

Wir vergleichen in diesem Abschnitt das Riemann–Integral über Intervallen in
R mit dem Lebesgue–Integral. Die Resultate hängen davon ab, ob die Intervalle
beschränkt oder unbeschränkt sind. Wir vereinbaren : wenn wir über Lebesgue–
Integration auf Rn sprechen, legen wir stets den vervollständigten Maßraum
(Rn, B̃(Rn),λ) zu Grunde, betrachten also messbare Funktionen

f :
(
Rn, B̃(Rn), λ

)
→
(
R,B(R)

)
.

Satz 3.16 Ist [a, b] ⊆ R ein kompaktes Intervall, so ist jede auf [a, b] Riemann–
integrierbare Funktion f auch Lebesgue–integrierbar, und∫

[a,b]

fdλ =

∫ b

a

f(x)dx.
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Beweis Ist f auf [a, b] Riemann–integrierbar, so gibt es für jedes n ≥ 1 Treppen-

funktionen ϕn ≤ f ≤ ψn mit
∫ b
a

(ψn(x)− ϕn(x))dx < 1
n

(Ana II, Folgerung 8.9).
O.E.d.A. können wir die Folgen (ϕn) bzw. (ψn) als monoton wachsend bzw. fal-
lend voraussetzen (andernfalls ersetzen wir ϕn durch max (ϕ1, . . . , ϕn) und ψn
durch min (ψ1, . . . , ψn)). Nach den Integraldefinitionen stimmen Riemann– und
Lebesgue–Integral für Treppenfunktionen überein. Es ist also auch∫

[a,b]

(ψn − ϕn)dλ < 1/n. (3.7)

Die monotonen Funktionenfolgen (ϕn) bzw. (ψn) konvergieren punktweise auf
[a, b] gegen messbare Funktionen ϕ bzw ψ mit ϕ ≤ f ≤ ψ. Aus ϕ1 ≤ ϕn ≤ ψn ≤
ψ1 und der Lebesgue–Integrierbarkeit von ϕ1 und ψ1 folgt mit dem Satz über die
majorisierte Konvergenz, dass ϕ, ψ ∈ L1(λ, [a, b]) und dass∫

[a,b]

ϕndλ→
∫

[a,b]

ϕdλ sowie

∫
[a,b]

ψndλ→
∫

[a,b]

ψdλ.

Der gleiche Satz liefert mit (3.7), dass
∫

[a,b]
(ψ−ϕ)dλ = 0. Aus der Übung wissen

wir, dass dann ϕ = ψ fast überall, und wegen ϕ ≤ f ≤ ψ ist auch ϕ = f fast
überall. Folglich ist auch f ∈ L1(λ, [a, b]), und∫

[a,b]

fdλ =

∫
[a,b]

ϕdλ = lim
n→∞

∫
[a,b]

ϕndλ = lim
n→∞

∫ b

a

ϕn(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx.

In diesem Zusammenhang erinnern wir an das Lebesguesche Integrabilitätskrite-
rium (Ana II, Abschnitt 8.4).

Satz 3.17 Eine beschränkte Funktion f : [a, b] → R ist genau dann Riemann–
integrierbar, wenn ihre Unstetigkeitsstellen eine λ–Nullmenge bilden.

Die Klasse der Lebensgue–integrierbaren Funktionen ist aber wesentlich größer
als die der Riemann–integrierbaren Funktionen. Ein einfaches Beispiel ist die cha-
rakteristische Funktion χQ der Menge der rationalen Zahlen, die nicht Riemann–
aber Lebesgue–integrierbar ist (beachte: Mengen, die nur aus einem Punkt beste-
hen, sind Borelmengen vom Maß 0, und Q ist eine abzählbare Vereinigung solcher
Mengen). Es folgt ein Beispiel einer Lebesgue–integrierbaren Funktion, die sich
(im Gegensatz zu χQ) nicht einmal durch Abändern auf einer Nullmenge zu einer
Riemann–integrierbaren Funktion machen lässt.

Beispiel Sei Q = Q ∩ (0, 1). Diese Menge ist abzählbar: Q = {qn : n ≥ 1}. Sei
ε > 0 und Un ⊆ (0, 1) ein offenes Intervall einer Länge ≤ ε/2n, das qn enthält.
Dann ist

Q ⊆ U :=
⋃
n≥1

Un ⊆ (0, 1) und λ(U) ≤
∞∑
n=1

λ(Un) ≤
∞∑
n=1

ε

2n
= ε.
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Sei f = χU und fn := χU1∪...∪Un . Die Funktionen fn sind Riemann–integrierbar,∫
[0,1]

fndλ =

∫ 1

0

fn(x)dx ≤ ε,

und die Folge (fn) ist monoton wachsend und konvergiert punktweise gegen f .
Nach dem Satz über monotone Konvergenz ist f Lebesgue–integrierbar und∫

[0,1]

fdλ ≤ ε.

Zeigen Sie als Übung, dass f die behauptete Eigenschaft hat.

Bei uneigentlichen Riemann–Integralen, die nicht absolut konvergieren, ist die Si-
tuation subtiler. Da die Lebesgue–Integrabilität die absolute Konvergenz des In-
tegrals voraussetzt, können uneigentliche Riemann–Integrale existieren, die man
nicht als Lebesgue–Integrale interpretieren kann. Bevor wir ein Beispiel geben,
fassen wir diesen Zusammenhang präziser. Dazu benötigen wir folgenden Satz.

Satz 3.18 (Ausschöpfungssatz) Sei (Mn) eine wachsende Folge messbarer Teil-
mengen von X,M := ∪n≥1Mn und f : M → R. Dann ist f genau dann in
L1(µ,M), wenn f ∈ L1(µ,Mn) für jedes n und wenn die Folge der

∫
Mn
|f |dµ

konvergiert (gegen eine endliche Zahl). Ist dies der Fall, so ist∫
M

fdµ = lim
n→∞

∫
Mn

fdµ.

Beweis Aus f ∈ L1(µ,M) folgt |f | ∈ L1(µ,M) (Satz 3.9) und damit |f | ∈
L1(µ,Mn), und es gilt

∫
Mn
|f |dµ ≤

∫
M
|f |dµ.

Der interessante Teil des Beweises betrifft die Umkehrung dieser Aussage. Zunächst
konvergiert die monoton wachsende Folge (χMn|f |) punktweise gegen χM |f |, so
dass ∫

X

χMn|f | dµ→
∫
X

χM |f | dµ bzw.

∫
Mn

|f | dµ→
∫
M

|f | dµ

nach dem Satz über monotone Konvergenz. Nach Voraussetzung ist
∫
M
|f | dµ also

endlich, d. h. χM |f | ∈ L1(µ,M). Weiter ist |χMnf | ≤ χM |f |, und die Funktio-
nen χMnf konvergieren punktweise wegen χMf, so dass wir mit dem Satz über
majorisierte Konvergenz f ∈ L1(µ,M) sowie

lim
n→∞

∫
Mn

f dµ = lim
n→∞

∫
X

χMnfdµ =

∫
X

χMfdµ =

∫
M

fdµ

erhalten.
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Folgerung 3.19 Seien a, b ∈ R und a < b. Ist f : (a, b)→ R Riemann–integrier-
bar auf jedem kompakten Teilintervall von (a, b), so ist f genau dann Lebesgue–

integrierbar auf (a, b), wenn das uneigentliche Riemann–Integral
∫ b
a
|f(x)|dx kon-

vergiert.

Beweis Wir wählen eine monoton fallende Folge (xn) mit a < xn < b und
xn → a und eine monoton wachsende Folge (yn) mit xn < yn < b und yn →
b, und wir setzen Mn := [xn, yn]. Dann ist M = ∪n≥1Mn = (a, b), und nach
dem Ausschöpfungssatz ist f genau dann Lebesgue–integrierbar auf M , wenn
der Grenzwert

lim
n→∞

∫
Mn

|f |dλ = lim
n→∞

∫ yn

xn

|f(x)|dx

endlich ist.

Beispiel Auf [1,∞) sei f(x) = sinx
x
. Wir wissen aus Ana II, Abschnitt 8.10.1,

dass das uneigentliche Riemann–Integral
∫∞

1
sinx
x
dx konvergiert. Dieses Integral

konvergiert aber nicht absolut, denn für x ∈ [kπ, (k+ 1)π] ist |f(x)| ≥ | sinx|
(k+1)π

und
folglich ∫ (k+1)π

kπ

|f(x)|dx ≥ 1

(k + 1)π

∫ kπ+π

kπ

| sinx|dx

=
1

(k + 1)π

∫ π

0

sinxdx =
2

(k + 1)π
.

Wegen der Divergenz der harmonischen Reihe konvergiert
∫∞

1
|f(x)|dx nicht, und

nach Folgerung 3.19 ist f nicht Lebesgue–integrierbar auf [1,∞).

Ergänzend gehen wir noch kurz auf zwei Resultate ein. Das erste betrifft parame-
terabhängige Integrale, wo wir nun wesentlich stärkere Aussagen als früher zeigen
können.

Satz 3.20 Sei (X,S, µ) ein Maßraum und U ⊆ Rn offen. Weiter sei f : X×U →
R eine Funktion, so dass für jedes u ∈ U die Funktion

f̂u : X → R, x 7→ f(x, u)

zu L1(µ,X) gehört, und sei

g : U → R, u 7→
∫
X

f̂udµ =

∫
X

f(x, u)dµ(x).

(a) Sind alle Funktionen fx : U → R, u 7→ f(x, u) stetig in p ∈ U und existiert
eine Funktion h ∈ L1(µ,X) mit |f(x, u)| ≤ h(x) für alle (x, u) ∈ X × U, so ist g
in p stetig.
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(b) Sei 1 ≤ j ≤ n. Haben alle Funktionen fx eine stetige partielle Ableitung
Djfx = ∂fx

∂uj
und gibt es eine Funktion h ∈ L1(µ,X) mit

|Djfx(u)| ≤ h(x) für alle (x, u) ∈ X × U,

so existiert auch Djg, diese Funktion ist stetig, und für alle p ∈ U ist

(Djg)(p) =

∫
X

Djf(x, p)dµ(x).

Beweis Aussage (a) folgt direkt aus dem Satz über majorisierte Konvergenz,
da man Stetigkeit durch konvergente Folgen testen kann. Zu (b): Mit dem Mit-
telwertsatz finden wir für jedes t ∈ R mit u + µtej ∈ U für alle µ ∈ [0, 1] ein
θ ∈ [0, 1] so, dass

1

t
|f(x, u+ tej)− f(x, u)| = |(Djf)(x, u+ θtej)| ≤ h(x).

Mit dem Satz über majorisierte Konvergenz erhalten wir für jede Folge (tn) mit
tn → 0 die Beziehung

lim
n→∞

g(p+ tnej)− g(p)

tn
= lim

n→∞

∫
X

f(x, p+ tnej)− f(x, p)

tn
dµ

=

∫
X

Djf(x, p)dµ.

Die zweite Ergänzung betrifft Funktionenräume, die man mit dem Lebensgue–
Integral sehr bequem definieren kann. Für einen vollständigen Maßraum (X,S, µ)
und p ∈ [1,∞) sei Lp(µ,X) die Menge aller messbaren Funktionen f mit |f |p ∈
L1(µ,X). Man kann zeigen, dass Lp(µ,X) ein linearer Raum ist und dass die
Abbildung

Lp(µ,X)→ [0,∞), f 7→ ‖f‖p :=
(∫

X

|f |pdµ
)1/p

alle Eigenschaften einer Norm mit Ausnahme von ‖f‖p = 0 ⇒ f = 0 hat. Um
diese Eigenschaft zu erzwingen, setzt man Np := {f ∈ Lp(µ,X) : ‖f‖p = 0} und
faktorisiert Np weg. Auf den Räumen Lp(µ,X) := Lp(µ,X)/Np wird durch ‖ · ‖p
eine Norm induziert, die man wieder mit ‖·‖p bezeichnet. Die dominierende Rolle
dieser Räume in der Analysis liegt an folgendem Satz:

Satz 3.21 Die Räume (Lp(µ,X), ‖ · ‖p) sind vollständig, also Banachräume.

Literatur : Forster, Analysis 3, §10.
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4 Volumenintegrale und Transformationsformel

Nachdem wir uns in den ersten beiden Kapiteln mit recht abstrakten Konstruktio-
nen beschäftigt haben, wenden wir uns nun der Berechnung konkreter Lebesgue–
Integrale zu. Als erstes lernen wir den Satz von Fubini kennen, der es erlaubt,
Integrale über Rn auf Integrale über R zurückzuführen. Dann sehen wir uns das
mehrdimensionale Analogon der Substitutionsregel – die Transformationsformel
– an. In der Praxis ist die Transformationsformel oft nicht unmittelbar benutzbar,
da die Transformationen Singularitäten aufweisen können (z.B. bei Polarkoordi-
naten). Andererseits liegen diese Singularitäten oft in Nullmengen und beeinflus-
sen daher das Ergebnis einer Integration nicht. Wir diskutieren daher im dritten
Abschnitt einige Methoden zum Nachweis, dass eine Menge eine Nullmenge ist.
Schließlich ist der vierte Abschnitt einigen konkreten Beispielen gewidmet.

4.1 Der Satz von Fubini und seine Anwendungen

Die Berechnung mehrdimensionaler Integrale oder der Volumina mehrdimensio-
naler Körper ist oft nicht leicht. Man versucht daher, die Berechnung mehrdi-
mensionaler Integrale auf die Berechnung mehrerer Integrale in niedrigeren Di-
mensionen zu reduzieren. Das wichtigste Werkzeug dazu ist der folgende Satz,
den wir aus Zeitgründen nicht beweisen werden. Sie finden einen Beweis z.B. in
Bröcker, Analysis II, und in Bauer.

Satz 4.1 (Satz von Fubini) (a) Sei f : Rn+m = Rn × Rm → [0,∞] messbar.
Dann sind für jedes y ∈ Rm und jedes x ∈ Rn die Funktionen

fy := f(·, y) : Rn → [0,∞] und fx := f(x, ·) : Rm → [0,∞]

messbar. Weiter sind die Funktionen

F : Rm → [0,∞], y 7→
∫

Rn
fydλn und G : Rn → [0,∞], x 7→

∫
Rm

fxdλm

messbar, und es gilt∫
Rn+m

fdλn+m =

∫
Rm

(∫
Rn

f(x, y)dλn(x)
)
dλm(y)

(4.1)

=

∫
Rn

(∫
Rm

f(x, y)dλm(y)
)
dλn(x).

(b) Ist f ∈ L1(Rn+m), so sind die Funktionen fy bzw. fx für fast alle y ∈ Rn bzw.
x ∈ Rn Lebesgue–integrierbar. Weiter sind die fast überall definierten Funktionen
F und G Lebesgue–integrierbar, und es gilt wieder (4.1).

47



In Zukunft schreiben wir nur noch integrierbar statt Lebesgue–integrierbar . Ei-
ne wichtige Anwendung dieses Satzes ist das folgende Prinzip von Cavalieri, das
besagt, dass man das Volumen einer messbaren Teilmenge M des Rn berech-
nen kann, indem man M in unendlich dünnen Schichten niedrigerer Dimension
zerschneidet und die Volumina der Schichten aufintegriert.

Satz 4.2 (Prinzip von Cavalieri) Sei M ⊆ Rn+m messbar, und für y ∈ Rm

sei
My := {x ∈ Rn : (x, y) ∈M}.

Dann ist My messbar, die Funktion y 7→ λn(My) ist messbar, und es ist

λn+m(M) =

∫
Rm

λn(My)dλm(y).

Beweis Wir wenden Satz 4.1 (a) auf die Funktion χM an und erhalten

λn+m(M) =

∫
Rn+m

χMdλn+m =

∫
Rm

(∫
Rn

χM(x, y)dλn(x)
)
dλm(y)

=

∫
Rm

(∫
Rn

χMydλn

)
dλm(y) =

∫
Rm

λn(My)dλm(y).

Mit diesem Prinzip können wir testen, ob unsere naive Vorstellung aus der Ana-
lysis I, dass das Integral einer nichtnegativen Funktion die Fläche unter dem
Graphen der Funktion beschreibt, gerechtfertigt war.

Folgerung 4.3 Sei f : Rn → [0,∞) eine messbare Funktion. Dann ist die Menge

M f :=
{

(x, t) ∈ Rn × R1 = Rn+1 : 0 ≤ t < f(x)
}

messbar, und ihr Maß ist

λn+1(M f ) =

∫
Rn

fdλn.

Beweis Mit f sind auch die Funktionen Rn×R→ R, (x, t) 7→ f(x) und (x, t) 7→ t
messbar (HA). Daher ist auch H : Rn × R→ R, (x, t) 7→ f(x)− t messbar, und
folglich ist die Menge

M f =
{

(x, t) ∈ Rn × R : t ≥ 0 und f(x)− t > 0
}

=
{

(x, t) ∈ Rn × R : t ≥ 0
}
∩
{

(x, t) ∈ Rn × R : H(x, t) > 0
}

messbar. Für x ∈ Rn ist

(M f )x =
{
t ∈ R : (x, t) ∈M f

}
=
[
0, f(x)

)
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und daher λ1((M f )x) = f(x). Mit Satz 4.2 ergibt sich also

λn+1(Mf ) =

∫
Rn

λ1

(
(M f )x

)
dλn(x) =

∫
Rn

f(x)dλn(x).

Als eine Anwendung wollen wir das Volumen cn := λn(Bn) der n–dimensionalen
Einheitskugel Bn := {x ∈ Rn : ‖x‖2 ≤ 1} berechnen. Offenbar ist c1 = λ1([−1, 1])
= 2, und aus der Schule wissen wir, dass wir c2 = π erwarten sollten. Wir gehen
nach dem Cavalierischen Prinzip vor und zerschneiden für n > 1 die Kugel Bn in
die Scheiben

Bn,s = {x′ ∈ Rn−1 : (x′, s) ∈ Bn}

=
{
x′ ∈ Rn−1 : ‖x′‖2 ≤

√
1− s2

}
=
√

1− s2Bn−1

für s ∈ [−1, 1] und Bn,s = ∅ sonst. Mit Folgerung 2.21 und Satz 4.2 erhalten wir

cn =

∫ 1

−1

λn−1(Bn,s)ds =

∫ 1

−1

(1− s2)
n−1

2 cn−1ds = cn−1

∫ 1

−1

(1− s2)
n−1

2 ds.

Damit ist die rekursive Berechnung von cn auf die Berechnung der Riemann–
Integrale

In :=

∫ 1

−1

(1− s2)
n−1

2 ds

zurückgeführt. Mit der Substitution s(t) = sin t, t ∈ [−π
2
π
2
], folgt

In =

∫ π
2

−π
2

(1− sin2 t)
n−1

2 cos t dt =

∫ π
2

−π
2

(cos t)ndt.

Diese Integrale berechnen wir rekursiv mit partieller Integration. Für n > 1 ist

In =

∫ π/2

−π/2
(cos t)n−1 · cos t dt

= (sin t)(cos t)n−1
∣∣π/2
−π/2 −

∫ π/2

−π/2
(sin t)(n− 1)(cos t)n−2(− sin t)dt

= (n− 1)

∫ π/2

−π/2
(1− cos2 t)(cos t)n−2dt = (n− 1)In−2 − (n− 1)In.

Damit erhalten wir für n > 1 die Rekursionsformel In = n−1
n
In−2, und mit den

bekannten Werten I0 = π und I1 = 2 finden wir

I2n =
(2n− 1)(2n− 3) · . . . · 3 · 1

2n(2n− 2) · . . . · 4 · 2
π =

(n− 1
2
)(n− 3

2
) · . . . · 3

2
· 1

2

n(n− 1) · . . . · 2 · 1
π =

( n− 1
2

n

)
π
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und

I2n+1 =
2n(2n− 2) · . . . · 4 · 2

(2n+ 1)(2n− 1) · . . . · 5 · 3
· 2

=
n(n− 1) · . . . · 2 · 1

(n+ 1
2
)(n− 1

2
) · . . . 5

2
· 3

2

· 2 =
( n+ 1

2

n

)−1

· 2.

Hieraus ergibt sich

I2n+1I2n =
2π

2n+ 1
und I2nI2n−1 =

π

n
,

woraus wir

c2n = I2nc2n−1 = I2nI2n−1c2n−2 =
π

n
c2n−2 =

πn−1

n(n− 1) · . . . · 2
c2

=
πn−1

n!
I2c1 =

πn−1

n!
· π

2
· 2 =

πn

n!

und analog

c2n+1 = I2n+1I2nc2n−1 =
2π

2n+ 1
c2n−1

=
(2π)n

(2n+ 1) · (2n− 1) · . . . · 3
c1 =

2n+1πn

(2n+ 1) · . . . · 3

erhalten. Insbesondere ist also tatsächlich c2 = π und c3 = 4
3
π.

Mit Hilfe der Gammafunktion

Γ : (0,∞)→ R, x 7→
∫ ∞

0

tx−1e−tdt

kann man die Formel für die Volumina cn einheitlich als

cn =
πn/2

Γ(n
2

+ 1)
(4.2)

schreiben. Dazu erinnern wir an die Rekursionsformel Γ(x + 1) = xΓ(x) für
x > 0 und an die Identität Γ(1/2) =

√
π (vgl. Tutorium Analysis II). Mit diesen

Hinweisen sollten Sie (4.2) leicht bestätigen können.

4.2 Die Transformationsformel

In diesem Abschnitt lernen wir das Analogon der eindimensionalen Substituti-
onsregel kennen, die wir uns zunächst noch einmal anschauen. Ist ϕ : [a, b] → R
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eine stetig differenzierbare und streng monoton wachsende Funktion und ist
f : ϕ([a, b])→ R stetig, so ist∫ b

a

(f ◦ ϕ)(t)ϕ′(t)dt =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)

f(x)dx

bzw., als Lebesgue–Integral geschrieben,∫
[a,b]

(f ◦ ϕ)(t)ϕ′(t)dt =

∫
ϕ([a,b])

f(x)dx.

Ist dagegen ϕ monoton fallend, d.h. orientierungsumkehrend, so ist∫ b

a

(f ◦ ϕ)(t)ϕ′(t)dt =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)

f(x)dx = −
∫ ϕ(a)

ϕ(b)

f(x)dx = −
∫
ϕ([a,b])

f(x)dx.

Diese beiden Identitäten lassen sich zu∫
[a,b]

(f ◦ ϕ)(t)|ϕ′(t)|dt =

∫
ϕ([a,b])

f(x)dx (4.3)

zusammenfassen, und das ist die Transformationsformel, die wir auf höhendimen-
sionale Situationen verallgemeinern wollen. Wir werden dazu auch die Schreib-
weise

∫
B
f(x)dx statt

∫
B
fdλ verwenden. Außerdem erinnern wir daran, dass

eine bijektive Abbildung ϕ : U → V zwischen offenen Mengen U und V im Rn

ein Diffeomorphismus heißt, wenn ϕ und ϕ−1 stetig differenzierbar sind.

Satz 4.4 (Transformationsformel) Seien U, V ⊆ Rn offen und ϕ : U → V
ein Diffeomorphismus. Dann ist eine Funktion f : V → R genau dann über V
integrierbar, wenn die Funktion (f ◦ ϕ)| detϕ′| : U → R über U integrierbar ist.
In diesem Fall ist ∫

V

f(y)dy =

∫
U

f
(
ϕ(x)

)
| detϕ′(x)|dx. (4.4)

Insbesondere gilt für jede messbare Teilmenge A ⊆ U

λn

(
ϕ(A)

)
=

∫
A

| detϕ′(x)|dx. (4.5)

Hier steht ϕ′(x) ∈ L(Rn,Rn) für die Ableitung von ϕ : U → V in x ∈ U. Vor dem
Beweis von Satz 4.4 machen wir uns klar, was die Transformationsformel bedeu-
tet. Der wesentliche Teil ist Formel (4.5), die angibt, wie sich das Volumen des Bil-
des einer messbaren Menge A unter ϕ berechnet. Ist insbesondere | detϕ′(x)| eine
von x unabhängige Konstante c, so reduziert sich (4.5) auf λn(ϕ(A)) = cλn(A).
Die Konstante c ist also ein Verzerrungsfaktor, der angibt, wie sich das Volumen
einer Menge bei Anwendung von ϕ ändert. Ist beispielsweise ϕ = T

∣∣
U

mit einer
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linearen Abbildung T, so ist ϕ′(x) = T und somit λn(T (A)) = | detT | · λn(A).
Für U = Rn und A = [0, 1]n (Einheitswürfel im Rn) ergibt sich mit

λn

(
T ([0, 1]n)

)
= | detT |

eine anschauliche Bedeutung der Determinante als Volumen des Bildes des Ein-
heitswürfels. Eine Menge der Gestalt T ([0, 1]n) heißt auch Spat oder Parallelotop .
Man kann sie schreiben als {

∑n
j=1 xjaj : xj ∈ [0, 1] für alle j}, wobei die aj die

Bilder der kanonischen Basisvektoren unter T sind.

Beweis der Transformationsformel 1. Schritt: Es genügt, (4.5) zu beweisen .
Aus (4.5) erhält man unmittelbar (4.4) für die Funktion f = χϕ(A), denn es ist
ja χϕ(A) ◦ϕ = χA. Aus der Linearität des Integrals folgt damit (4.4) für den Fall,
dass f eine nichtnegative Stufenfunktion ist. Für den allgemeinen Fall reicht es
aus, nichtnegative Funktionen zu betrachten. Sei also f ≥ 0 messbar. Nach Satz
3.2 gibt es eine monoton wachsende Folge (fk) von Stufenfunktionen, die punkt-
weise gegen f konvergiert. Aus dem Satz über monotone Kovergenz (Satz 3.11)
folgt dann∫

V

f(y)dy = lim
k→∞

∫
V

fk(y)dy = lim
k→∞

∫
U

fk

(
ϕ(x)

)
| detϕ′(x)|dx

=

∫
U

f
(
ϕ(x)

)
| detϕ′(x)|dx,

da auch die Folge (fk ◦ ϕ)| detϕ′| monoton wachsend ist und punktweise gegen
(f ◦ ϕ)| detϕ′| konvergiert. Insbesondere sehen wir, dass (f ◦ ϕ)| detϕ′| genau
dann auf U integrierbar ist, wenn f auf V integrierbar ist. Es verbleibt, (4.5) zu
zeigen.

2. Schritt: Es genügt, die Aussage für den Fall zu zeigen, dass jeder Punkt p ∈ U
eine offene Umgebung Wp ⊆ U hat, so dass (4.5) für Wp anstelle von U und für
ϕ
∣∣
Wp

anstelle von ϕ gilt. Für jeden Punkt p ∈ U gibt es einen Punkt q ∈ Qn

und eine Kugel Ur(q) mit rationalem Radius so, dass p ∈ Ur(q) ⊆ Wp. Die
Behauptung (4.5) gilt für jede der abzählbar vielen Mengen Ur(q), und diese
Mengen überdecken U. Wir haben also abzählbar viele Mengen (Mk)k≥1 gefunden,
für die (4.5) gilt und die U überdecken. Ist nun A ⊆ U messbar, so schreiben wir
A als disjunkte Vereinigung der Mengen

A1 := A ∩M1 und Ak := (A ∩Mk) \ (M1 ∪ . . . ∪Mk−1) für k ≥ 2.

Aus der σ–Additivität von λn und aus Satz 3.6 folgt nun

λn

(
ϕ(A)

)
=
∞∑
k=1

λn

(
ϕ(Ak)

)
=
∞∑
k=1

∫
Ak

| detϕ′(x)|dx =

∫
A

| detϕ′(x)|dx.
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3. Schritt: (4.5) gilt, wenn ϕ eine Permutation der Koordinaten ist, d.h. wenn
ϕ(x) = (xσ(1), . . . , xσ(n)) mit einer Bijektion σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}. In
diesem Fall ist | detϕ′(x)| = 1, und (4.5) gilt offenbar für alle achsenparallelen
Quader in Rn. Nach dem Eindeutigkeitssatz für das Lebesgue–Maß (Satz 2.18)
folgt die Formel (4.5) für beliebiges messbares A.

4. Schritt: (4.5) gilt, falls n = 1 und U ein Intervall ist. Wir benutzen wieder den
Eindeutigkeitssatz (Satz 2.18). Ist B ⊆ V ein Intervall, so ist auch ϕ−1(B) ⊆ U
ein Intervall (da ϕ−1 stetig ist), und es ist

λ(B) =

∫
ϕ−1(B)

|ϕ′(x)|dx

(Anwendung der Substitutionsregel (4.3) auf die Funktion f ≡ 1). Da

B 7→ λ(B ∩ V ) und B 7→
∫
ϕ−1(B∩V )

|ϕ′(x)|dx

nach Satz 3.6 Maße auf B(R) definieren und diese auf allen beschränkten Inter-
vallen übereinstimmen, stimmen sie nach Satz 2.18 überein.

5. Schritt: Gilt (4.5) für die Diffeomorphismen ϕ1 : U1 → U2 und ϕ2 : U2 → U3,
so gilt (4.5) auch für den Diffeomorphismus ϕ2 ◦ ϕ1 : U1 → U3. Aus Schritt 1
wissen wir, dass (4.5) die Formel (4.4) nach sich zieht. Nach der Kettenregel ist
nun

det
(

(ϕ2 ◦ ϕ1)′(x)
)

= det
(
ϕ′2(ϕ1(x))

)
· detϕ′1(x). (4.6)

Wenden wir (4.5) auf ϕ2 und (4.4) auf ϕ1 an, erhalten wir

λn

(
(ϕ2 ◦ ϕ1)(A)

)
=

∫
ϕ1(A)

| detϕ′2(y)|dy (nach (4.5))

=

∫
A

∣∣∣ detϕ′2

(
ϕ1(x)

)∣∣∣ · ∣∣∣ detϕ′1(x)
∣∣∣dx (nach (4.4))

=

∫
A

| det(ϕ2 ◦ ϕ1)′(x)|dx. (nach (4.6))

6. Schritt Nun wird es ernst: Wir zeigen die lokale Aussage aus Schritt 2 durch
vollständige Induktion nach n .
Der Induktionsanfang n = 1 ist in Schritt 4 abgehandelt. Für den Induktions-
schritt betrachten wir ϕ in einer Umgebung von p ∈ U. Wegen detϕ′(p) 6= 0
gibt es ein j mit ∂ϕ1

∂xj
(p) 6= 0. Indem wir ϕ mit einer Koordinatenpermutation

verknüpfen, dürfen wir nach Schritt 3 und 5 o.B.d.A. annehmen, dass j = 1, d.h.
dass

∂ϕ1

∂x1

(p) 6= 0
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ist. Wir betrachten die Abbildung

ψ : U → Rn, x 7→
(
ϕ1(x), x2, . . . , xn

)
.

Die Jabocimatrix von ψ in x (d.h. die Matrix von ψ′(x) bzgl. der natürlichen
Basis des Rn) hat die Blockstruktur ∂ϕ1

∂x1

(x) ∗

0 In−1

 ,

ist also insbesondere in x = p invertierbar. Nach dem Satz über die Umkehrfunk-
tion (Analysis II, Satz 12.5) dürfen wir nach einer gegebenenfalls erforderlichen
Verkleinerung von U annehmen, dass ψ : U → ψ(U) ein Diffeomorphismus ist.
Wir haben damit eine Zerlegung

ϕ = ρ ◦ ψ : U → V mit ρ = ϕ ◦ ψ−1 : ψ(U)→ V.

Die erste Komponente von ρ ist dann gegeben durch

ρ1(y) = (ϕ1 ◦ ψ−1)(y) = (ψ1 ◦ ψ−1)(y) = y1.

Nach Schritt 5 genügt es, die Behauptung für die Abbildungen ψ und ρ zu zeigen.
Wir dürfen also annehmen, dass ϕ eine der Funktionen ψ oder ρ ist. Beiden
Funktionen gemeinsam ist, dass es ein j gibt mit ϕj(x) = xj für alle x ∈ U. Indem
wir wieder geeignet permutieren, können wir nach Schritt 3 sogar ϕ1(x) = x1 für
alle x ∈ U annehmen. Wir können ϕ daher wie folgt schreiben:

ϕ(t, x′) =
(
t, ϕt(x

′)
)

mit (t, x′) ∈ R× Rn−1,

wobei

ϕt : Ut :=
{
x′ ∈ Rn−1 : (t, x′) ∈ U

}
→ Vt :=

{
x′ ∈ Rn−1 : (t, x′) ∈ V

}
ein Diffeomorphismus ist. Die Jacobi–Matrix Jx(ϕ) von ϕ in x = (t, x′) hat die
Struktur (

1 0

∗ Jx′(ϕt)

)
,

so dass gilt
detϕ′(x) = det(ϕt)

′(x′). (4.7)
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Für eine messbare Teilmenge A von U erhalten wir nun schrittweise

λn

(
ϕ(A)

)
=

∫
R
λn−1

(
ϕ(A)t

)
dt (Cavalieri)

=

∫
R
λn−1

(
ϕt(At)

)
dt (Definition von ϕt)

=

∫
R

∫
At

| det(ϕt)
′(x′)|dx′dt (Induktionsannahme)

=

∫
R

∫
Rn−1

χAt(x
′)| det(ϕt)

′(x′)|dx′dt

=

∫
Rn

χA(x)| detϕ′(x)|dx (Fubini und (4.7))

=
∫
A
| detϕ′(x)|dx.

Wir halten noch eine wichtige Folgerung fest. Ist T ∈ L(Rn) eine Isometrie (d.h.
wird T durch eine orthogonale Matrix dargestellt), so heißt die Abbildung x 7→ Tx
eine Drehung des Rn.

Folgerung 4.5 (Drehungsinvarianz des Lebesgue-Maßes) Für jede Drehung
des Rn und jede Borelmenge A ⊆ Rn gilt λn(T (A)) = λn(A).

Beweis Aus TT T = I folgt (detT )2 = 1. Also ist | detT | = 1, und die Behaup-
tung folgt sofort aus (4.5).

Diese Drehungsinvarianz ist nicht von vorherein klar, da wir ja das Lebesgue–Maß
basisabhängig konstruiert haben (nämlich zunächst auf Quadern, die parallel zu
den Koordinatenachsen liegen). Weiter sei daran erinnert, dass wir die Transla-
tionsinvarianz des Lebesgue–Maßes bereits in der Übung gezeigt haben. Zusam-
menfassend können wir feststellen, dass das Lebesgue–Maß unter Abbildungen
der Gestalt ϕ(x) = Tx + v mit einer linearen Isometrie T ∈ L(Rn) und einem
Vektor v ∈ Rn invariant ist.

4.3 Nullmengen

Wir haben Nullmengen als Teilmengen von Borelmengen vom Lebesguemaß 0 de-
finiert. Wir wollen nun einige Kriterien kennenlernen, die es uns erlauben, gewisse
Nullmengen schnell als solche zu erkennen. Dies ist z.B. bei Anwendungen der
Transformationsformel nützlich, bei denen man aus dem Definitionsgebiet gewisse
Nullmengen herausschneiden muss, um die Transformation zu einem Diffeomor-
phismus zu machen. In diesem Zusammenhang sei an Lemma 2.23 erinnert, das
wir im Beweis des folgenden Satzes benutzen werden.

Satz 4.6 Ist A ⊆ Rn eine Nullmenge und f : A → Rn Lipschitzstetig, so ist
auch f(A) eine Nullmenge.
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Beweis Sei ε > 0 und (Wk)k≥1 eine Folge von Würfeln mit A ⊆ ∪k≥1Wk und∑∞
k=1 λn(Wk) < ε. Wir dürfen annehmen, dass jeder Würfel Wk einen Punkt

ak ∈ A enthält. Ist sk die Kantenlänge von Wk, so ist λn(Wk) = snk und ‖x−ak‖ ≤√
n · sk für alle x ∈ Wk (warum?).

Da f Lipschitzstetig ist, gibt es ein L > 0 so, dass

‖f(x)− f(y)‖ ≤ L‖x− y‖ für alle x, y ∈ A.

Insbesondere ist für alle x ∈ A ∩Wk

‖f(x)− f(ak)‖ ≤ L‖x− ak‖ ≤ L
√
n sk.

Also liegt f(A∩Wk) in einer Kugel vom Radius L
√
n sk und damit auch in einem

Würfel W̃k mit der Kantenlänge 2L
√
n sk. Es ist also

f(A) =
⋃
k≥1

f(A ∩Wk) ⊆
⋃
k≥1

W̃k

mit

∞∑
k=1

λn(W̃k) =
∞∑
k=1

(2L
√
n sk)

n = (2L
√
n)n

∞∑
k=1

λn(Wk) ≤ (2L
√
n )n · ε.

Da ε > 0 beliebig gewählt werden kann, ist f(A) eine Nullmenge.

Folgerung 4.7 Ist A Nullmenge in Rn, U ⊆ Rn offen, A ⊆ U und f : U → Rn

stetig differenzierbar, so ist f(A) eine Nullmenge in Rn.

Beweis Da U offen ist, ist U eine abzählbare Vereinigung von Quadern der
Gestalt Qk = [ak, bk] mit ak, bk ∈ Qn (vgl. Beweis von Lemma 2.4). Als stetige
Funktion ist f ′ : U → L(Rn) auf jedem der kompakten Quader Qk beschränkt,
d.h. es gibt ein Lk > 0 mit ‖f ′(x)‖ ≤ Lk für alle x ∈ Qk. Nach Satz 10.19 aus
Analysis II folgt

‖f(y)− f(z)‖ ≤ Lk‖y − z‖ für alle y, z ∈ Qk.

Also ist f
∣∣
Qk

Lipschitzstetig, und nach Satz 4.6 ist f(A ∩Qk) Nullmenge. Dann

ist auch f(A) = ∪∞k=1 f(A ∩Qk) eine Nullmenge (Lemma 8.13 aus Ana II).

Satz 4.6 und Folgerung 4.7 lassen sich nicht auf beliebige stetige Funktionen f
verallgemeinern. Es gibt beispielsweise Kurven (sogenannte Peano–Kurven ), die
ein ganzes Quadrat im R2 ausfüllen.

Lemma 4.8 Jeder echte affine Unterraum A ⊆ Rn ist eine Nullmenge.
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Beweis Wir verschieben A so, dass 0 ∈ A, und drehen dann A so, dass A ⊆
Rn−1 × {0}. Nach Folgerung 4.5 und der Anmerkung danach dürfen wir also
o.E.d.A. A = Rn−1 × {0} annehmen. Wir können A dann schreiben als

A =
∞⋃
k=1

(
[−k, k]n−1 × {0}

)
,

und aus λn([−k, k]n−1 × {0}) = 0 und der σ–Additivität folgt mit Lemma 2.17
(e), dass λn(A) = 0.

Folgerung 4.9 Ist A ⊆ Rn messbar und f : A→ R messbar, so ist der Graph

Γ(f) =
{

(x, f(x)) ∈ Rn × R : x ∈ A
}

(4.8)

eine Nullmenge in Rn+1.

Beweis Wir setzen f durch 0 auf Rn fort. Diese Fortsetzung ist messbar (warum?),
und ihr Graph enthält den Graphen (4.8) als Teilmenge. Wir können daher
A = Rn annehmen. Dann ist der Graph Γ(f) = {(x, y) ∈ Rn ×R : y − f(x) = 0}
als Nullstellenmenge einer messbaren Funktion messbar, und aus dem Cavalieri-
schen Prinzip erhalten wir

λn+1

(
Γ(f)

)
=

∫
Rn

λ1

(
{f(x)}

)
dλn(x) =

∫
Rn

0dλn = 0.

4.4 Koordinatentransformationen

Oft lassen sich vorhandene Symmetrien dadurch ausnutzen, dass man Integrati-
onsbereiche durch Koordinatentransformationen (d.h. durch eine geeignete Para-
metrisierung) in Quader überführt, auf denen Integrale iterativ berechnet werden
können. Aus der Fülle der möglichen Koordinatensysteme sehen wir uns hier nur
sphärische Polarkoordinaten an und behandeln die Zylinderkoordinaten in der
Übung.

Polarkoordinaten in der Ebene . Der Übergang von Polar– zu kartesischen Koor-
dinaten in der Ebene wird beschrieben durch

P : [0,∞)× [0, 2π]→ R2, (r, ϕ) 7→ (r cosϕ, r sinϕ). (4.9)

Die Jacobimatrix von P in (r, ϕ) ist gegeben durch(
cosϕ −r sinϕ

sinϕ r cosϕ

)
,

und ihre Determinante ist gleich r. Man beachte, dass nur die Einschränkung von
P auf die offene Menge (0,∞)×(0, 2π) einen Diffeomorphismus auf die Menge R2\
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([0,∞)×{0}) liefert (warum?). Um einen Diffeomorphismus zu erhalten, mussten
wir also sowohl aus [0,∞)×[0, 2π] als auch aus R2 eine Nullmenge herausnehmen.
Daher ist eine Funktion f : R2 → R nach der Transformationsformel (Satz 4.4)
genau dann integrierbar, wenn die Funktion

(r, ϕ) 7→ f
(
P (r, ϕ)

)
| detP ′(r, ϕ)| = f(r cosϕ, r sinϕ) · r

auf [0,∞)× [0, 2π] integrierbar ist (Nullmengen dürfen wir unberücksichtigt las-
sen), und es gilt in diesem Fall∫

R2

fdλ2 =

∫
R2

f(x, y)dλ2(x, y) =

∫ ∞
0

∫ 2π

0

f(r cosϕ, r sinϕ)rdρdr. (4.10)

Wichtig ist, vor Anwendung der Transformationsformel zu prüfen, ob die “Aus-
nahmemengen” auf beiden Seiten Nullmengen sind.

Beispiel 1 Als Anwendung von (4.10) berechnen wir das Integral
∫

R e−x
2
dx.

Dazu betrachten wir die Funktion

f : R2 → R, (x, y) 7→ e−x
2−y2 .

Diese ist rotationssymmetrisch, und mit Polarkoordinaten, (4.10) und der Sub-
stitution s = r2 erhalten wir∫

R2

f(x, y)dx dy =

∫ ∞
0

∫ 2π

0

e−r
2

rdϕdr = 2π

∫ ∞
0

e−r
2

rdr = π

∫ ∞
0

e−sds

= π lim
t→∞

−e−s
∣∣t
0

= π lim
t→∞

(1− e−t) = π.

Insbesondere ist also f integrierbar. Mit Fubini erhalten wir andererseits∫
R2

f(x, y)dx dy =

∫
R

∫
R
e−x

2

e−y
2

dx dy =

∫
R

(∫
R
e−x

2

dx
)
e−y

2

dy

=

∫
R
e−x

2

dx ·
∫

R
e−y

2

dy =
(∫

R
e−x

2

dx
)2

,

so dass schließlich ∫
R
e−x

2

dx =
√
π (4.11)

folgt. Dieses Integral spielt in der Wahrscheinlichkeitstheorie eine zentrale Rolle.

Beispiel 2: Die Beta–Funktion . Die Identität (4.11) eröffnet uns einen wei-
teren Weg, um Γ(1/2) zu berechnen. Mit der Substitution x =

√
t erhalten wir

Γ
(1

2

)
=

∫ ∞
0

e−t√
t
dt =

∫ ∞
0

e−x
2

x
2xdx = 2

∫ ∞
0

e−x
2

dx =

∫ ∞
−∞

e−x
2

dx =
√
π.
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Wir schauen uns noch an, was dieser Trick für allgemeinere Werte der Γ–Funktion
liefert. Mit der Substitution t = x2/2 bekommen wir

Γ(u) =

∫ ∞
0

tu−1e−tdt = 21−u
∫ ∞

0

x2(u−1)e−x
2/2x dx = 21−u

∫ ∞
0

x2u−1e−x
2/2dx,

und hiermit finden wir

Γ(u)Γ(v) = 22−u−v
∫ ∞

0

∫ ∞
0

x2u−1e−x
2/2y2v−1e−y

2/2dx dy

= 22−u−v
∫ ∞

0

∫ ∞
0

x2u−1y2v−1e−(x2+y2)/2dx dy

= 22−u−v
∫ ∞

0

∫ π/2

0

r2u+2v−2(cosϕ)2u−1(sinϕ)2v−1e−r
2/2r dϕdr

= 22−u−v
∫ ∞

0

r2u+2v−1e−r
2/2dr

∫ π/2

0

(cosϕ)2u−1(sinϕ)2v−1dϕ

= Γ(u+ v) · 2
∫ π/2

0

(cosϕ)2u−1(sinϕ)2v−1dϕ.

Die Funktion

B : (0,∞)× (0,∞)→ R, (u, v) 7→ 2

∫ π/2

0

(cosϕ)2u−1(sinϕ)2v−1dϕ

heißt Eulersche Betafunktion ; wir haben also gerade gesehen, dass

B(u, v) =
Γ(u)Γ(v)

Γ(u+ v)
. (4.12)

Für u = v = 1
2

erhalten wir insbesondere B(1
2
, 1

2
) = 2

∫ π/2
0

dϕ = π. Für die
Berechnung des Volumens cn der n–dimensionalen Einheitskugel hatten wir mit
dem Cavalierischen Prinzip die Rekursionsformel cn = cn−1In mit

In =

∫ π/2

−π/2
(cos t)ndt = 2

∫ π/2

0

(cos t)ndt = B
(n+ 1

2
,
1

2

)
gefunden. Mit (4.12) ergibt sich nun direkt.

In = B
(n+ 1

2
,
1

2

)
=

Γ(n+1
2

)Γ(1
2
)

Γ(n+2
2

)
=
√
π

Γ(n+1
2

)

Γ(n+2
2

)

und damit

cn = cn−1In = cn−2InIn−1 = . . . = c1InIn−1 . . . I2

= 2
√
π
n−1 Γ(n+1

2
)

Γ(n+2
2

)

Γ(n
2
)

Γ(n+1
2

)
. . .

Γ(3
2
)

Γ(2)
= 2
√
π
n−1

1
2
Γ(1

2
)

Γ(n+2
2

)
=

√
π
n

Γ(n+2
2

)
.
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Sphärische Polarkoordinaten im Rn. Diese definieren wir rekursiv als

Pn : [0,∞)× [0, 2π]× [0, π]n−2 → Rn,

wobei

Pn(r, ϕ, θ1, . . . , θn−2) =
(

sin θn−2Pn−1(r, ϕ, θ1, . . . , θn−3), r cos θn−2

)
für n ≥ 3 und P2 wie in (4.9) festgelegt ist. Insbesondere haben wir für die
Kugelkoordinaten im R3

P3 : [0,∞)× [0, 2π]× [0, π]→ R3

mit

P3(r, ϕ, θ) =
(

sin θP2(r, ϕ), r cos θ
)

= (r cosϕ sin θ, r sinϕ sin θ, r cos θ).

Dabei misst r den Abstand zum Ursprung, ϕ den Längengrad und θ den Breiten-
grad. Mit θ := (θ1, . . . , θn−2) und θ′ := (θ1, . . . , θn−3) können wir die Jacobimatrix
von Pn schreiben als

J(r,ϕ,θ)(Pn) =

(
sin θn−2 · J(r,ϕ,θ′)(Pn−1)

cos θn−2 0 . . . 0

cos θn−2Pn−1(r, ϕ, θ′)

−r sin θn−2

)
.

Um davon die Determinante berechnen zu können, beachten wir, dass

Pn−1(r, ϕ, θ′) = rPn−1(1, ϕ, θ′)

(was man leicht durch Induktion bestätigt). Damit ist

∂Pn−1

∂r
(r, ϕ, θ′) = Pn−1(1, ϕ, θ′) = r−1Pn−1(r, ϕ, θ′),

und folglich stimmt die erste Spalte der Jacobimatrix von Pn−1 mit r−1Pn−1

überein. Also ist die Determinante der (n − 1) × (n − 1) Untermatrix, die man
aus J(r,ϕ,θ)(Pn) durch Streichen der ersten Spalte und letzten Zeile erhält, gleich

r(cos θn−2)(sin θn−2)n−2(−1)n−2 det P ′n−1(r, ϕ, θ′).

Damit erhalten wir durch Entwicklung von det P ′n(r, ϕ, θ) nach der letzten Zeile

det P ′m(r, ϕ, θ) = −r(sin θn−2)n detP ′n−1(r, ϕ, θ′)

+(−1)n−1r(cos θn−2)2(sin θn−2)n−2(−1)n−2 detP ′n−1(r, ϕ, θ′)

= −r(sin θn−2)n−2 detPn−1(r, ϕ, θ′).

Induktiv folgt nun

detP ′n(r, ϕ, θ) = (−1)nrn−1(sin θn−2)n−2(sin θn−3)n−3 · . . . · (sin θ1),
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wenn man detP ′3(r, ϕ, θ1) = −r2 sin θ1 berücksichtigt.

Diskutieren Sie als Übung zunächst im Fall n = 3 und dann im allgemeinen Fall,
welche Nullmenge man aus [0,∞) × [0, 2π] × [0, π]n−2 bzw. aus dem Rn heraus-
schneiden muss, damit die Einschränkung von Pn ein Diffeomophismus wird.

Als eine Anwendung wollen wir Integrale über rotationssymmetrischen Funktio-
nen auf Kugelschalen berechnen.

Satz 4.10 Sei I ⊆ [0,∞) ein Intervall, K(I) := {x ∈ Rn : ‖x‖2 ∈ I} die zu-
gehörige Kugelschale und h : I → R eine messbare Funktion. Dann ist die Funk-
tion H : K(I) → R, x 7→ h(‖x‖2) genau dann integrierbar, wenn die Funktion
I → R, r 7→ rn−1h(r) integrierbar ist. In diesem Fall gilt∫

K(I)

Hdλn = ncn

∫
I

h(r)rn−1dr, (4.13)

wobei cn das Volumen der n–dimensionalen Einheitskugel ist.

Beweis Wir benutzen sphärische Polarkoordinaten im Rn und beachten, dass
K(I) = Pn(I×[0, 2π]×[0, π]n−2) ist. Da die Transformation Pn außerhalb gewisser
Nullmengen ein Diffeomorphismus ist, erhalten wir mit der Transformationsfor-
mel ∫

K(I)

Hdλn

=

∫
I

∫ 2π

0

∫ π

0

. . .

∫ π

0

H
(
Pn(r, ϕ, θ)

)
| detP ′n(r, ϕ, θ)| dθ1 . . . dθn−2dϕdr

=

∫
I

∫ 2π

0

∫ π

0

. . .

∫ π

0

h(r)rn−1(sin θn−2)n−2(sin θn−3)n−3

. . . (sin θ1)dθ1 . . . dθn−2dϕdr

= 2π

∫
I

h(r)rn−1dr

∫ π

0

(sin θn−2)n−2dθn−2 · . . . ·
∫ π

0

sin θ1dθ1. (4.14)

Um die Integrale über die θj nicht explizit berechnen zu müssen, erinnern wir
daran, dass das Integral

∫
K(I)

Hdλn für I = [0, 1] und H ≡ 1 gerade das Volumen

der n–dimensionalen Einheitskugel liefert. Es ist also

cn = 2π

∫ 1

0

rn−1dr

∫ π

0

(sin θn−2)n−2dθn−2 · . . . ·
∫ π

0

sin θ1dθ1

=
2π

n

∫ π

0

(sin θn−2)n−2dθn−2 · . . . ·
∫ π

0

sin θ1dθ1. (4.15)

Ein Vergleich von (4.14) und (4.15) liefert (4.13), wobei die Aussage über die
Existenz der Integrale ebenfalls aus Satz 4.4 folgt.
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5 Integration über Untermannigfaltigkeiten

Im vorigen Kapitel haben wir uns mit der Berechnung von Integralen über meß-
baren Mengen im Rn befasst, wobei das zugrundeliegende Maß stets das n–
dimensionale Lebensgue–Maß war. Betrachtet man nun Flächenstücke im R3 oder
Kurven in der Ebene, so verschwinden diese Integrale über solchen Mengen, da
die Integrationsbereiche Nullmengen sind. Andererseits ist es für viele Zwecke er-
forderlich, solchen Integralen über niedriger dimensionalen Gebilden einen Sinn
zu geben. Beispielsweise haben wir bereits einer Kurve im Rn eine Länge zuge-
ordnet (also ein “eindimensionales” Volumen), und wir haben Funktionen über
Kurven integriert. Im gleichen Sinn würden wir gern die Größe von Oberflächen
von Körpern im R3 (wie der Oberfläche der Einheitskugel) berechnen oder Inte-
grale über Funktionen auf solchen Flächen betrachten.

5.1 Untermannigfaltigkeiten

Wir haben Untermannigfaltigkeiten des Rn bereits in der Analysis II kennenge-
lernt, wobei der Schwerpunkt auf der Beschreibung von Untermannigfaltigkeiten
als Nullstellenmengen von Funktionen lag. In diesem Abschnitt wird der Schwer-
punkt auf der Parametrisierung von Untermannigfaltigkeiten liegen. Beide Sicht-
weisen sind uns aus der linearen Algebra vertraut, wo man Untervektorräume
zum einen als Lösungsmengen linearer homogener Gleichungssysteme und zum
anderen durch eine Parameterdarstellung mittels einer Basis beschreibt.

Rufen wir uns zunächst in Erinnerung, was wir aus der Analysis II wissen. Wir
betrachten einen stückweise differenzierbaren Weg γ : [a, b] → Rn. Ist γ in t dif-
ferenzierbar (was in allen bis auf endlich vielen Punkten der Fall ist), so deuten
wir die Ableitung γ̇(t) ∈ Rn von γ in t als den Geschwindigkeitsvektor und seine
Länge

‖γ̇(t)‖2 =

√√√√ n∑
j=1

|γ′j(t)|2

als die Geschwindigkeit, mit der ein Punkt den Weg γ zum Zeitpunkt t durchläuft.
Für die Länge des Weges γ haben wir die Beziehung

s(γ) =

∫ b

a

‖γ̇(t)‖2dt (5.1)

gefunden. (Wir hatten die Länge für beliebige rektifizierbare Wege erklärt und
(5.1) als Spezialfall erhalten. Man kann aber (5.1) auch als Definition der Länge
eines stückweise stetig differenzierbaren Wegs γ benutzen.) Schließlich haben wir
für stetige Funktionen f : Rn → R das Kurvenintegral (1. Art) über γ definiert
durch ∫

γ

f :=

∫ b

a

f
(
γ(t)

)
‖γ̇(t)‖2 dt. (5.2)
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Wir haben uns auch überlegt (Analysis II, Satz 11.6), dass das Integral in (5.1)
nur von der durch γ definierten Kurve Γ = γ([a, b]) abhängt, dass es sich also nicht
ändert, wenn man die Kurve Γ umparametrisiert, indem man γ durch γ◦ϕ ersetzt,
wobei ϕ : [α, β] → [a, b] eine stetig differenzierbare Bijektion mit ϕ′(t) > 0 für
alle t ∈ (α, β) ist. Gleiches gilt für das Integral (5.2). Wir wollen diese Konzepte
nun verallgemeinern auf höherdimensionale Flächenstücke. Diese denken wir uns
als gegeben durch differenzierbare Abbildungen ϕ : U → Rn, wobei U ⊆ Rk offen
ist. Für k = 1 erhalten wir gerade Kurven.

Definition 5.1 Sei U ⊆ Rk offen. Eine stetig differenzierbare Abbildung ϕ :
U → Rn heißt Immersion, wenn die lineare Abbildung ϕ′(x) ∈ L(Rk,Rn) für
jedes x ∈ U injektiv ist, d.h. wenn rangϕ′(x) = k für alle x ∈ U ist.

Ist ϕ : Rk ⊇ U → Rn eine Immersion, so muss insbesondere k ≤ n sein.
Wir betrachten wieder ϕ als eine Parametrisierung der Menge ϕ(U). Mit solchen
Parametrisierungen werden wir später Integrale über ϕ(U) definieren, indem wir
sie auf “gewöhnliche” Lebesgue–Integrale über U ⊆ Rk zurückführen. Im Fall
k = 1 ist ϕ(U) eine Kurve, und ϕ ist genau dann eine Immersion, wenn ϕ′(x) für
kein x die Nullabbildung ist.

Beispiel 1 Die Neilsche Parabel ϕ : R → R2, x 7→ (x2, x3) ist wegen ϕ′(0) =
(0, 0) keine Immersion. Die Singularität im Nullpunkt verhindert die Injektivität.

Beispiel 2 Ist U ⊆ Rk offen und f : U → R stetig differenzierbar, so ist

ϕ : U → Rk+1, x 7→
(
x, f(x)

)
eine Immersion. Tatsächlich erhalten wir für die Jacobimatrix Jx(ϕ) der Ableitung
ϕ′(x) ∈ L(Rk,Rk+1)

Jx(ϕ) =

(
Ik×k

Jx(f)

)
=



1 0 . . . 0

0 1 . . . 0

...
...

...

0 0 . . . 1

∂f

∂x1

(x)
∂f

∂x2

(x) . . .
∂f

∂xk
(x)


,

und diese Matrix hat offenbar für jedes x ∈ U den Rang k.

Beispiel 3 Für die Funktion

Φ : R2 → R3, (r, ϕ) 7→

 r2 cosϕ

r2 sinϕ

r3
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ist die Matrixdarstellung der linearen Abbildung ϕ′(r, ϕ) gleich

J(r,ϕ)(Φ) =

 2r cosϕ −r2 sinϕ

2r sinϕ r2 cosϕ

3r2 0

 ,

und man macht sich leicht klar, dass der Rang dieser Matrix genau dann gleich
2 ist, wenn r 6= 0. Die Einschränkung von Φ auf R2 \ ({0} × R) ist also eine
Immersion. (Die Abbildung Φ selbst ist aber offenbar nicht injektiv.) Die Menge
Φ(R2) entsteht durch Rotation der Kurve {(r2, 0, r3) : r ∈ R} (die man sich als
Neilsche Parabel in der xz–Ebene vorstellen kann) um die z–Achse (vgl. auch
das folgende Beispiel). Die “obere Schale” dieser Fläche berührt die untere (ihr
Spiegelbild an der xy–Ebene) in der 0. Derartige Singularitäten werden durch die
Forderung der Injektivität von ϕ′(x) in jedem Punkt vermieden.

Beispiel 4 Wir sehen uns nun allgemein Rotationsflächen wie in Beispiel 3 an.
Sei I ⊆ R ein offenes Intervall und

γ : I → R3, t 7→

 r(t)

0

z(t)


eine stetig differenzierbare Funktion (deren Bild in der xz–Ebene liegt). Wir
nehmen weiter an, dass r(t) > 0 für alle t ∈ I (so dass das Bild von γ in der rechten
Halbebene der xz–Ebene liegt). Nun betrachten wir die stetig differenzierbare
Abbildung

Φ : I × R→ R3, (t, ϕ) 7→

 r(t) cosϕ

r(t) sinϕ

z(t)


mit dem Bild

Φ(I × R) =
{

(x, y, z(t)) : x2 + y2 = r(t)2, t ∈ I
}
.

Das Bild von Φ entsteht also durch Rotation des Bildes von γ um die z–Achse.
Die Jacobi–Matrix von Φ in (t, ϕ) ist

J(t,ϕ)(Φ) =

 r′(t) cosϕ −r(t) sinϕ

r′(t) sinϕ r(t) cosϕ

z′(t) 0

 .

Da wir r(t) > 0 für alle t ∈ I angenommen haben, hat diese Matrix genau dann
den Rang 2, wenn r′(t) 6= 0 oder z′(t) 6= 0, d.h. wenn γ′(t) 6= 0. Ist also γ eine
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Immersion, so ist auch Φ eine Immersion.

Beispiel 5 Schließlich sehen wir uns noch eine Parametrisierung der zweidimen-
sionalen Sphäre an. Wir betrachten die Abbildung

P : R2 → R3, (ϕ, θ) 7→

 cosϕ cos θ

sinϕ cos θ

sin θ


mit der Jacobimatrix

J(ϕ,θ)(P ) =

 − sinϕ cos θ − cosϕ sin θ

cosϕ cos θ − sinϕ sin θ

0 cos θ

 .

Diese Matrix hat genau dann den Rang 2, wenn cos θ 6= 0. Die Einschränkung
von P auf die offene Menge R× (−π/2, π/2) ist also eine Immersion, und

P
(
R× (−π

2
,
π

2
)
)

=
{

(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1, |z| 6= 1
}

ist die Einheitsphäre ohne Nord– und Südpol.

Wir diskutieren nun, wie der Begriff der Immersion zum Begriff der k–dimensio-
nalen Untermannigfaltigkeit des Rn steht. Hier ist noch einmal die Definition.

Definition 5.2 Eine Teilmenge M ⊆ Rn heißt k–dimensionale Untermannigfal-
tigkeit , wenn für jeden Punkt p ∈M eine offene Umgebung V ⊆ Rn, eine offene
Menge W ⊆ Rn und ein Diffeomorphismus Φ : V → W so existieren, dass

Φ(V ∩M) = W ∩ (Rk × {0})

(wobei wir Rn = Rk × Rn−k schreiben).

Die Menge M sieht also lokal aus wie Rk × {0} in Rn. Weiter benötigen wir den
folgenden Begriff.

Definition 5.3 Seien X und Y metrische Räume. Eine stetige Abbildung ϕ :
X → Y heißt Einbettung, wenn sie injektiv ist und wenn die Umkehrabbildung
ϕ−1 : ϕ(X) → X (bzgl. der von Y auf ϕ(X) induzierten Metrik) ebenfalls stetig
ist.

Beispiel 6 Die Abbildung γ : [0, 2π) → R2, t 7→ (cos t, sin t) ist stetig und
injektiv, und ihr Bild ist die Einheitskreislinie S1. Die Umkehrabbildung η : S1 →
[0, 2π), γ(t) 7→ t ist jedoch nicht stetig, denn es gilt γ(2π − 1

n
) → γ(0), aber

2π − 1
n

= η(γ(2π − 1
n
)) konvergiert nicht gegen 0 = η(γ(0)). Die Abbildung γ ist

also keine Einbettung.
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Satz 5.4 (Parametrisierungssatz) Eine Teilmenge M ⊆ Rn ist genau dann
eine k–dimensionale Untermannigfaltigkeit, wenn es für jeden Punkt p ∈M eine
offene Umgebung V ⊆ Rn, eine offene Menge U ⊆ Rk und eine Immersion
ϕ : U → Rn mit ϕ(U) = V ∩M gibt, die eine Einbettung ist.

Beweis Sei zunächst M eine k–dimensionale Untermannigfaltigkeit und p ∈M.
Dann gibt es offene Mengen V,W ∈ Rn mit p ∈ V und einen Diffeomorphismus
Φ : V → W so, dass

Φ(V ∩M) = W ∩ (Rk × {0}).

Sei U := {x ∈ Rk : (x, 0) ∈ W} und ϕ : U → Rn, x 7→ Φ−1(η(x)), wobei
η : Rk → Rn die lineare Abbildung x 7→ (x, 0) ist. Dann ist U offen, ϕ(U) = V ∩M,
und

ϕ′(x) = (Φ−1)′
(
η(x)

)
◦ η.

Als Produkt injektiver Abbildungen ist ϕ′(x) für jedes x ∈ U injektiv, d.h. ϕ ist
eine Immersion. Schließlich ist die inverse Abbildung zu ϕ : U → ϕ(U) durch
ϕ−1 = π ◦ Φ

∣∣
ϕ(U)

gegeben, wobei π : Rn → Rk die Projektion (x, y) 7→ x ist. Aus

der Stetigkeit von Φ und π folgt, dass ϕ eine Einbettung ist.

Wir zeigen die umgekehrte Richtung. Sei p ∈M. Dann gibt es eine offene Umge-
bung V ⊆ Rn von p, eine offene Menge U ⊆ Rk und eine Immersion ϕ : U → Rn

mit ϕ(U) = V ∩ M, die eine Einbettung ist. Sei w := ϕ−1(p). Wir schreiben
ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn). Wegen rang ϕ′(w) = k können wir nach Umnummerierung der
Koordinaten annehmen, dass die Matrix(

∂ϕi
∂xj

(w)

)k
i,j=1

invertierbar ist (das ist gerade der obere k × k–Block der Jacobimatrix von ϕ in
w). Sei ϕ̃ := (ϕ1, . . . , ϕk) : U → Rk. Dann ist also ϕ̃′(w) invertierbar, und mit
dem Satz über die Umkehrfunktion finden wir eine offene Umgebung W ⊆ U von
w so, dass ϕ̃

∣∣
W

ein Diffeomorphismus ist. Wir definieren

Φ : W × Rn−k → Rn, (u, x) = (u1, . . . , uk, xk+1, . . . , xn) 7→

7→ ϕ(u) + (0, x) =
(
ϕ1(u), . . . , ϕk(u), ϕk+1(u) + xk+1, . . . , ϕn(u) + xn

)
.

Dann ist Φ ein Diffeomorphismus von W × Rn−k auf ϕ̃(W )× Rn−k, denn

Φ−1(v, y) =
(
ϕ̃−1(v), yk+1 − ϕk+1(ϕ̃−1(v)), . . . , yn − ϕn(ϕ̃−1(v))

)
ist stetig differenzierbar. Weiter ist

Φ−1
(
ϕ(u)

)
= (u, 0) für u ∈ W
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und somit
Φ−1

(
ϕ(W )

)
= W × {0} ⊆ Rk × Rn−k = Rn.

Da ϕ eine Einbettung ist, ist ϕ(W ) offen in M ∩ V. Es gibt also eine offene
Teilmenge Vp ⊆ Rn so, dass ϕ(W ) = M ∩ Vp. Wir haben somit für jeden Punkt
p ∈ M eine offene Umgebung Vp ⊆ Rn und einen Diffeomorphismus Φ−1 von Vp
in Rn gefunden, so dass

Φ−1(M ∩ Vp) = Φ−1
(
ϕ(W )

)
= W × {0} ⊆ Rk × Rn−k.

Also ist M eine k–dimensionale Mannigfaltigkeit.

Die Immersionen ϕ : U → M, deren Existenz wir soeben gezeigt haben, nennen
wir Parametrisierungen oder Karten der Menge ϕ(U) ⊆ M. Oft schreibt man
auch (ϕ,U) für eine Karte ϕ : U → M. Die Funktionen (ϕ−1)j : ϕ(U) → R,
j = 1, . . . , k, stellt man sich als Koordinaten eines Punktes p ∈ ϕ(U) vor. Für
p = ϕ(x1, . . . , xk) sind also x1, . . . , xk die Koordinaten bezüglich der Karte (ϕ,U).
Offenbar kann ein Punkt für verschiedene Karten verschiedene Koordinaten be-
sitzen. Man hat sich daher zu überlegen, was beim Wechsel von Koordinatensy-
stemen passiert.

Satz 5.5 (Parameter–Transformation) Sei M ⊆ Rn eine k–dimensionale
Untermannigfaltigkeit, und

ϕj : Uj → Vj := ϕj(Uj) ⊆M, j = 1, 2,

seien Karten mit V1 ∩ V2 =: V 6= ∅. Dann sind Wj := ϕ−1
j (V ) offene Teilmengen

von Uj, und
ψ := ϕ−1

2 ◦ ϕ1

∣∣
W1

: W1 → W2

ist ein Diffeomorphismus.

Beweis Da V eine offene Teilmenge von Vj und ϕj stetig ist, ist Wj als Urbild
einer offenen Teilmenge von Vj offen. Aus den Definitionen ist auch klar, dass ψ
bijektiv und stetig ist und eine stetige Umkehrfunktion besitzt. Wir zeigen, dass
ψ stetig differenzierbar ist. Sei x ∈ W1. Nach Definition einer k–dimensionalen
Untermannigfaltigkeit gibt es eine Umgebung U ⊆ Rn von ϕ1(x) mit M ∩U ⊆ V
(das dürfen wir zusätzlich annehmen) und einen Diffeomorphismus Φ : U →
Φ(U) ⊆ Rn mit

Φ(M ∩ U) = Φ(U) ∩
(
Rk × {0}

)
.

Dann ist

Φ ◦ ϕ1 = (g1, . . . , gk, 0, . . . , 0) und Φ ◦ ϕ2 = (h1, . . . , hk, 0, . . . , 0)
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mit gewissen stetig differenzierbaren Funktionen gi : ϕ−1
1 (M ∩ U) → R und

hj : ϕ−1
2 (M ∩ U)→ R. Folglich sind auch die Funktionen

G := (g1, . . . , gk) : ϕ−1
1 (M ∩ U)→ Rk, H := (h1, . . . , hk) : ϕ−1

2 (M ∩ U)→ Rk

stetig differenzierbar. Bezeichnet π wieder die im Beweis von Satz 5.4 eingeführte
Projektion, so ist mit der Kettenregel

G′(x) = (π ◦ Φ ◦ ϕ1)′(x) = π′
(

Φ(ϕ1(x))
)
◦ Φ′

(
ϕ1(x)

)
◦ ϕ′1(x)

= π ◦ Φ′
(
ϕ1(x)

)
◦ ϕ′1(x).

Als Produkt injektiver Abbildungen ist G′(x) injektiv und folglich invertierbar
(beachte: G′(x) ∈ L(Rk,Rk)). Nach Folgerung 12.6 aus Ana II ist G : ϕ−1

1 (M ∩
U) → Φ(M ∩ U) ein Diffeomorphismus, und ebenso ist H : ϕ−1

2 (M ∩ U) →
Φ(M ∩ U) ein Diffeomorphismus. Auf der Umgebung ϕ−1

1 (M ∩ U) von x haben
wir nun

ψ = ϕ−1
2 ◦ ϕ1 = ϕ−1

2 Φ−1η πΦϕ1 = (πΦϕ2)−1(πΦϕ1) = H−1 ◦G,

d.h. ψ ist auf dieser Umgebung stetig differenzierbar. Da x ∈ W1 beliebig war,
ist ψ auf W1 stetig differenzierbar. Entsprechend erhält man die stetige Differen-
zierbarkeit von ψ−1 : W2 → W1.

5.2 Integration über Untermannigfaltigkeiten, Teil 1

Wir wollen nun das Integral von Funktionen über k–dimensionalen Untermannig-
faltigkeiten M von Rn definieren und beginnen mit dem einfachsten Fall, wenn M
durch eine einzige injektive Immersion beschrieben werden kann. Zur Motivation
betrachten wir zunächst wieder eine lineare Version. Sei k < n, A : Rk → Rn

linear und W := [0, 1]k der k–dimensionale Einheitswürfel. Dann ist das n–
dimensionale Volumen von AW gleich Null nach Folgerung 4.9 (und wenig in-
teressant). Wir wollen ein “k–dimensionales Volumen” von AW definieren. Die-
ses soll sich nicht ändern, wenn eine orthogonale Abbildung (=Drehung) B auf
AW angewendet wird. Wie aus der linearen Algebra bekannt ist, kann B so
gewählt werden, dass ImBA ⊆ Rk × {0} ⊆ Rn. Ist P : Rk × Rn−k = Rn → Rk,
(x, y) 7→ x, so ist es weiter vernünftig anzunehmen, dass BAW und PBAW glei-
che k–dimensionale Volumina besitzen. Nun ist aber PBA eine lineare Abbildung
von Rk nach Rk und daher

λk(PBAW ) = | det(PBA)|

(vgl. Abschnitt 4.2). Diese Formel ist noch nicht sehr hilfreich, da sie die Matrix
B enthält (die wir irgendwie wählen mussten). Nun ist aber

| det(PBA)|2 = det(ATBTP T ) det(PBA) = det(ATBTP TPBA)

= det(ATBTBA) = det(ATA)
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(beachte: P TP ist der Orthoprojektor von Rk × Rn−k auf Rk × {0}, und wegen
ImBA ⊆ Rk×{0} ist P TPBA = BA). Damit haben wir eine brauchbare Formel
für das k–dimensionale Volumen von AW gefunden:

volk(AW ) =
√

det(ATA).

(Die Matrix ATA ist positiv semidefinit und hat daher eine nichtnegative Deter-
minante.) Damit ist der Weg zur Definition des k–dimensionalen Volumens von
parametrisierten Untermannigfaltigkeiten vorgezeichnet.

Sei U ⊆ Rk offen, ϕ : U → Rn eine Immersion und Jx(ϕ) ihre Jacobimatrix im
Punkt x ∈ U. Die k × k–Matrix

G(x) := Jx(ϕ)TJx(ϕ)

heißt der Maßtensor oder die Gramsche Matrix von ϕ, und die durch g(x) :=
detG(x) definierte Funktion heißt die Gramsche Determinante von ϕ. Diese Be-
zeichnung rührt daher, dass

G(x) =
(
gij(x)

)k
i,j=1

mit gij(x) =
〈 ∂ϕ
∂xi

(x),
∂ϕ

∂xj
(x)
〉

ist, wobei ∂ϕ
∂xi

= (∂ϕ1

∂xi
, . . . , ∂ϕn

∂xi
). Die Matrix G(x) ist also die Gramsche Matrix der

Vektoren ∂ϕ
∂x1

(x), . . . , ∂ϕ
∂xk

(x), d.h. der Spalten von Jx(ϕ). Wegen rang Jx(ϕ) = k

sind diese Spalten linear unabhängig, d.h. G(x) ist positiv definit. Insbesondere
ist g(x) > 0 für alle x ∈ U.

Definition 5.6 Sei M ⊆ Rn Untermannigfaltigkeit, U ⊆ Rk offen und (ϕ,U)
eine Karte von M mit ϕ(U) = M. Eine Teilmenge E ⊆ M heißt messbar (bzgl.
ϕ), wenn ihr Urbild ϕ−1(E) messbar ist. Ist E ⊆M messbar, so heißt

SM(E) :=

∫
ϕ−1(E)

√
g(x) dλk(x) (5.3)

das k–dimensionale Volumen von E (bzgl. ϕ). Eine Funktion f : M → R heißt
integrierbar (bzgl. ϕ), wenn die Funktion

U → R, x 7→ f
(
ϕ(x)

)√
g(x)

Lebesgue–integrierbar auf U ist. In diesem Fall heißt∫
M

fdSM :=

∫
U

f
(
ϕ(x)

)√
g(x) dλk(x) (5.4)

das Integral von f über M (bzgl. ϕ).
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Wir haben also das Integral
∫
M
fdSM einfach durch (5.4) erklärt. Man kann aber

auch anders zu diesem Integral gelangen. Nach Satz 3.6 ist nämlich

µ : A 7→
∫
A

√
g(x) dλk(x)

ein Maß auf der σ–Algebra B̃(Rk) der erweiterten Borelmengen. Hiermit kann
man zeigen, dass die Menge der messbaren Teilmengen von M ebenfalls eine σ–
Algebra bildet und dass SM ein vollständiges Maß auf dieser σ–Algebra ist, das
sogenannte Oberflächenmaß von M . Das bezüglich dieses Maßes erklärte Integral
stimmt mit (5.4) überein.

Man beachte, dass aus Folgerung 2.9 und der Stetigkeit von ϕ folgt, dass je-
de Borelmenge des metrischen Raumes M messbar ist. Weiter nennen wir eine
messbare Menge E ⊆M eine Nullmenge , wenn SM(E) = 0 ist. Wie in Abschnitt
3.2 zeigt man: wird eine integrierbare Funktion f : M → R auf einer Nullmenge
abgeändert, so bleibt sie integrierbar mit dem gleichen Integral. Wir zeigen nun,
dass die in Definition 5.6 erklärten Volumina bzw. Integrale nicht von der Pa-
rametrisierung ϕ abhängen. Die Bemerkungen (bzgl. ϕ) dürfen also weggelassen
werden.

Lemma 5.7 Seien U, V ⊆ Rk offen, τ : V → U ein Diffeomorphismus, ϕ : U →
Rn eine stetig differenzierbare Funktion und f : ϕ(U)→ R. Weiter seien

gϕ(x) := det
(
Jx(ϕ)TJx(ϕ)

)
bzw. gϕ◦τ (y) := det

(
Jy(ϕ ◦ τ)TJy(ϕ ◦ τ)

)
die Gramschen Determinanten von ϕ bzw. ϕ ◦ τ. Ist eine der Funktionen

x 7→ f
(
ϕ(x)

)√
gϕ(x) bzw. y 7→ f

(
(ϕ ◦ τ)(y)

)√
gϕ◦τ (y)

auf U bzw. V Lebesgue–integrierbar, so ist es auch die andere, und es gilt∫
U

f
(
ϕ(x)

)√
gϕ(x) dλk(x) =

∫
V

f
(

(ϕ ◦ τ)(y)
)√

gϕ◦τ (y) dλk(y).

Beweis Mit der Kettenregel (ϕ ◦ τ)′(y) = ϕ′(τ(y)) ◦ τ ′(y) folgt

Jy(ϕ ◦ τ)TJy(ϕ ◦ τ) = Jy(τ)TJτ(y)(ϕ)TJτ(y)(ϕ)Jy(τ)

und damit gϕ◦τ (y) = (det τ ′(y))2gϕ(τ(y)). Mit der Transformationsformel erhal-
ten wir nun ∫

V

f
(

(ϕ ◦ τ)(y)
)√

gϕ◦τ (y) dλk(y)

=

∫
V

f
(
ϕ(τ(y))

)√
gϕ(τ(y)) | det τ ′(y)| dλk(y)

=

∫
U

f
(
ϕ(x)

)√
gϕ(x) dλk(x).
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Der Transformationssatz liefert auch die Aussage über die Integrierbarkeit.

Beispiel Wir betrachten den Fall k = 1. Sei U ⊆ R1 ein offenes Intervall und
ϕ : U → Rn eine injektive Immersion. Dann ist M := ϕ(U) eine Kurve in Rn.
Aus

G(x) = Jx(ϕ)TJx(ϕ) = 〈ϕ′(x), ϕ′(x)〉 = ‖ϕ′(x)‖2
2

erhalten wir g(x) = ‖ϕ′(x)‖2 und damit

SM(M) =

∫
U

‖ϕ′(t)‖2 dλ1(t).

Das ist exakt die Formel, die wir in Satz 11.5 (Ana II) für die Länge der Kurve
M gefunden haben. Das Integral von f : M → R ist gegeben durch∫

M

fdSM =

∫
U

f
(
ϕ(t)

)
‖ϕ′(t)‖2 dλ1(t),

und das ist genau die Definition des Kurvenintegrals (1. Art) aus Abschnitt 11.2
der Ana II–Vorlesung.

5.3 Integration über Untermannigfaltigkeiten, Teil 2.

Wir schauen uns nun Untermannigfaltigkeiten an, die nicht mehr durch eine ein-
zige Karte beschrieben werden können.
Zuerst überlegen wir uns, dass man für jede Untermannigfaltigkeit M ⊆ Rn eine
abzählbare Familie (ϕj, Uj)j≥1 von Karten so findet, dass

M =
⋃
j≥1

ϕj(Uj). (5.5)

Nach dem Parametrisierungssatz gibt es nämlich zu jedem p ∈ M eine offene
Umgebung Vp ⊆ Rn so, dass Vp ∩M = ϕp(Up) für eine Karte (ϕp, Up) von M.
Durch Verkleinern von Vp können wir annehmen, dass

Vp = {x ∈ Rn : ‖x− q‖2 < rq}

mit q ∈ Qn und rq ∈ Q. Da es nur abzählbar viele solcher Mengen gibt und da
jeder Punkt p ∈M in einer solchen Menge liegt, erhalten wir (5.5). In praktischen
Anwendungen genügen meist endlich viele Karten, um M zu überdecken.

Lemma 5.8 Sei M ⊆ Rn eine Untermannigfaltigkeit, und seien (ϕj, Uj)j≥1 und
(ϕ̃i, Ũi)i≥1 abzählbare Familien von Karten von M mit

M =
⋃
j≥1

ϕj(Uj) =
⋃
i≥1

ϕ̃i(Ũi).
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Wir setzen Mj := ϕj(Uj), M̃i = ϕ̃i(Ũi), N1 := M1, Ñ1 := M̃1, und für i, j > 1

Nj := Mj \ (M1 ∪ . . . ∪Mj−1), Ñi := M̃i \ (M̃1 ∪ . . . ∪ M̃i−1),

und wir erhalten zwei jeweils paarweise disjunkte und abzählbare Familien (Nj)j≥1,
(Ñi)i≥1 von Borelmengen, die M überdecken. Ist E ⊆M eine Menge, für die je-
der Durchschnitt E ∩ Nj (bzgl. ϕj) messbar ist, so ist auch jeder Durchschnitt
E ∩ Ñi (bzgl. ϕ̃i) messbar, und es gilt

∞∑
j=1

SMj
(E ∩Nj) =

∞∑
i=1

SM̃i
(E ∩ Ñi).

Beweis Wir schreiben

E ∩Nj =
⋃
i≥1

(E ∩Nj ∩ Ñi).

Die Menge E ∩ Nj ist bzgl. SMj
messbar, und da Ñi Borelmenge ist, ist auch

E∩Nj∩Ñi bzgl. SMj
messbar. Genauso sieht man die Messbarkeit von E∩Nj∩Ñi

bzgl. SM̃i
. Nach Satz 5.5 über Parameter–Transformation, den wir auf die offene

Menge Mj ∩ M̃i anwenden, erhalten wir mit Lemma 5.7

SMj
(E ∩Nj ∩ Ñi) = SM̃i

(E ∩Nj ∩ Ñi).

Schließlich erhalten wir mit dem Doppelreihensatz (Satz 9.19, Ana II), den wir
hier nur in einer einfachen Version benötigen, da alle Summanden nichtnegativ
sind,

∞∑
j=1

SMj
(E ∩Nj) =

∞∑
j=1

∞∑
i=1

SMj
(E ∩Nj ∩ Ñi) =

∞∑
j=1

∞∑
i=1

SM̃i
(E ∩Nj ∩ Ñi)

=
∞∑
i=1

∞∑
j=1

SM̃i
(E ∩Nj ∩ Ñi) =

∞∑
i=1

SM̃i
(E ∩ Ñi).

Eine Teilmenge E ⊆M mit den im Lemma genannten Eigenschaften nennen wir
messbar auf M. Messbarkeit hängt nach diesem Lemma nicht von den gewählten
Karten ab.

Definition 5.9 Sei M ⊆ Rn Untermannigfaltigkeit und (ϕj, Uj)≥1 eine Familie
von Karten von M mit M = ∪j≥1ϕj(Uj). Weiter seien Mj und Nj wie in Lemma
5.8 erklärt. Für jede messbare Menge E ⊆M definieren wir

SM(E) :=
∞∑
j=1

SMj
(E ∩Nj). (5.6)
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Lemma 5.8 garantiert, dass diese Definition nicht von den gewählten Karten
abhängt. Man kann zeigen, dass durch (5.6) ein Maß SM auf der σ–Algebra der
messbaren Teilmengen von M definiert wird und dass das zugehörige Integral
einer integrierbaren Funktion f : M → R gegeben ist durch∫

M

fdSM =
∞∑
j=1

∫
ϕ−1
j (Nj)

f
(
ϕj(x)

)√
gϕj(x) dλk(x). (5.7)

Das Maß SM heißt das Oberflächenmaß auf M.

Einige der in dieser Definition formulierten Aussagen (SM ist Maß, . . .) werden
Sie sich im Tutorium ansehen.

Mit der Definition des Oberflächenmaßes haben wir Integralen über Unterman-
nigfaltigkeiten einen präzisen Sinn gegeben. Wir wenden uns einigen Beispielen
zu.

Beispiel 1 Hier betrachten wir die allgemeinen Rotationsflächen aus Beispiel 4
in Abschnitt 5.1. Die Parametrisierung Φ : I × R→ R3 (I ⊆ R offenes Intervall)
und ihre Jacobimatrix in (t, ϕ) sind also gegeben durch

Φ(t, ϕ) =

 r(t) cosϕ

r(t) sinϕ

z(t)

 und J(t,ϕ)(Φ) =

 r′(t) cosϕ −r(t) sinϕ

r′(t) sinϕ r(t) cosϕ

z′(t) 0

 ,

und für den Maßtensor und die Gramsche Determinante findet man

G(t, ϕ) =

(
r′(t)2 + z′(t)2 0

0 r2(t)

)
und g(t, ϕ) = r(t) ‖γ′(t)‖2

mit γ(t) = (r(t), 0, z(t)) (wir hatten r(t) > 0 in Beispiel 4 vorausgesetzt). Für
M := Φ(I × (0, 2π)) erhält das Oberflächenintegral daher die Form∫

M

fdSM =

∫
I

∫ 2π

0

f
(

Φ(t, ϕ)
)
r(t)‖γ′(t)‖2 dϕdt.

Für f ≡ 1 ergibt sich insbesondere für das 2–dimensionale Volumen von M

SM(M) =

∫
I

∫ 2π

0

r(t)‖γ′(t)‖2 dϕdt = 2π

∫
I

r(t)‖γ′(t)‖2 dt.

Für die zweidimensionale Sphäre S2 ⊆ R3 ist I = (−π
2
, π

2
), r(t) = cos t, z(t) =

sin t und damit ‖γ′(t)‖2 = 1 und

SM(S2) = 2π

∫ π/2

−π/2
cos t dt = 4π.
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Beispiel 2 Hier sehen wir uns Funktionsgraphen an (vgl. Beispiel 2 aus Abschnitt
5.1). Sei U ⊆ Rk offen und f : U → R stetig differenzierbar. Dann ist ϕ : U →
Rk+1, x 7→ (x, f(x)) eine injektive Immersion, und die Umkehrfunktion ϕ(U) →
U, (x, f(x)) 7→ x ist offenbar stetig (Projektion auf die erste Komponente). Also
ist M := ϕ(U) eine Untermannigfaltigkeit des Rk+1. Weiter haben wir

Jx(ϕ) =

(
I

Jx(f)

)
und

G(x) =
(
IJx(f)T

)( I
Jx(f)

)
= I + Jx(f)TJx(f),

wobei I die k × k–Einheitsmatrix ist. Wir bestimmen zunächst die Eigenwerte
der symmetrischen Matrix G(x). Ist v ∈ ker Jx(f), so ist Jx(f)v = 0 und somit
G(x)v = v. Alle Vektoren 6= 0 aus dem (mindestens k − 1–dimensionalen) Kern
von Jx(f) : Rk → R1 sind also Eigenvektoren zum Eigenwert 1. Außerdem ist für
den Vektor (grad f)(x) ∈ Rk, den wir uns als Zeilenvektor denken,

G(x)(grad f)(x)T = (grad f)(x)T + (grad f)(x)T (grad f)(x)(grad f)(x)T

=
(

1 + ‖(grad f)(x)‖2
2

)
(grad f)T (x),

so dass (falls f ′(x) 6= 0) (grad f)T (x) Eigenvektor zum Eigenwert 1+‖(grad f)(x)‖2
2

ist. Da die Determinante von G(x) das Produkt der Eigenwerte dieser Matrix ist,
folgt:

g(x) = 1 + ‖(grad f)(x)‖2
2. (5.8)

Für M := ϕ(U) ist also das k–dimensionale Volumen gleich

SM(M) =

∫
U

√
1 + ‖(grad f)(x)‖2

2 dλk(x).

Insbesondere ist für n > 1 die obere Halbsphäre vom Radius r > 0,

M := {x ∈ Rn : ‖x‖2 = r, xn > 0}

der Graph der Funktion

F : U := {x ∈ Rn−1 : ‖x‖2 < r} → R, x 7→
√
r2 − ‖x‖2

2

=
√
r2 − x2

1 − . . .− x2
n−1 .

Aus ∂F
∂xj

(x) = − xj
F (x)

folgt mit (5.8)

g(x) = 1 + ‖(gradF )(x)‖2
2 = 1 +

‖x‖2
2

F (x)2
=
F (x)2 + ‖x‖2

2

F (x)2
=

r2

r2 − ‖x‖2
2
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und damit∫
M

fdSM =

∫
‖x‖2<r

f
(
x,
√
r2 − ‖x‖2

2

) r√
r2 − ‖x‖2

2

dλn−1(x)

=

∫
‖y‖2<1

f
(
ry, r

√
1− ‖y‖2

2

) rn−1√
1− ‖y‖2

2

dλn−1(y), (5.9)

wobei wir x = ry substituiert haben.

Beispiel 3 Sei M ⊆ Rn eine k–dimensionale Untermannigfaltigkeit und r > 0.
Ist ϕ : U → M eine Karte von M, so ist rϕ : U → rM eine Karte von rM .
Hieraus folgt, dass rM ebenfalls eine k–dimensionale Untermannigfaltigkeit von
Rn ist. Weiter folgt aus (rϕ)′(x) = rϕ′(x) für die Gramschen Determinanten von
ϕ bzw. rϕ, dass grϕ(x) = r2kgϕ(x), d.h.

√
grϕ(x) = rk

√
gϕ(x) . Folglich gilt

SrM(rE) = rkSM(E)

für jede messbare Teilmenge E ⊆M und∫
rM

f(x)dSrM(x) = rk
∫
M

f(rx)dSM(x) (5.10)

für jede integrierbare Funktion f : rM → R.

Satz 5.10 Sei n > 1 und f : Rn → R Lebesgue–integrierbar. Dann ist für fast je-
des r > 0 die Funktion f über der Sphäre Sr := {x ∈ Rn : ‖x‖2 = r} integrierbar,
und es gilt∫

Rn
fdλn =

∫ ∞
0

∫
Sr

f(x)dSSr(x)dr =

∫ ∞
0

∫
S1

f(ry)dSS1(y)rn−1dr. (5.11)

Beweis Sei H± := {x ∈ Rn : ±xn > 0}. Dann ist f = fχH+ + fχH− fast
überall, denn {x ∈ Rn : xn = 0} ist eine Nullmenge. Da Sr ∩ {x ∈ Rn : xn = 0}
eine (n− 1)–dimensionale Nullmenge ist, genügt es, die Behauptung für jede der
Funktionen fχH± zu zeigen. Wir tun dies für fχH+ und nehmen gleich an, dass
f außerhalb von H+ verschwindet.

Sei U := {x ∈ Rn−1 : ‖x‖ < 1}. Die Abbildung

Φ : U × (0,∞)→ H+ ⊆ Rn−1 × R, (x, r) 7→
(
rx, r

√
1− ‖x‖2

2

)
ist bijektiv und hat die Umkehrabbildung

Φ−1(y) =
( y1

‖y‖2

, . . . ,
yn−1

‖y‖2

, ‖y‖2

)
(Nachrechnen!). Offenbar ist also Φ ein Diffeomorphismus.
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Sei F (x) :=
√

1− ‖x‖2
2 . Dann ist (gradF )(x) = − x

F (x)
(als Zeilenvektor) sowie

Φ(x, r) = (rx, rF (x)) = r(x, F (x)). Folglich ist

J(x,r)(Φ) =


r 0 . . . 0
0 r . . . 0
...

...
...

0 0 . . . r

x1

x2
...

xn−1

r(gradF )(x) F (x)

 .

Ausklammern von r und Subtraktion des xj–fachen der j. Spalte von der letzten
Spalte liefern

det J(x,r)(Φ) = rn−1det


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
...

0 0 . . . 1

x1

x2

xn−1

(gradF )(x) F (x)



= rn−1det


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
...

0 0 1

0
0
...
0

(gradF )(x) F (x)− 〈(gradF )(x), x〉


= rn−1

(
F (x)−

〈
(gradF )(x), x

〉)
= rn−1

(
F (x) +

‖x‖2
2

F (x)

)
=

rn−1

F (x)

(
F (x)2 + ‖x‖2

2

)
=

rn−1√
1− ‖x‖2

2

.

Mit der Transformationsformel und dem Satz von Fubini ergibt sich daher∫
H+

fdλn =

∫
U×(0,∞)

f(rx, r
√

1− ‖x‖2
2 )

rn−1√
1− ‖x‖2

2

dλn−1(x)dr

=

∫ ∞
0

∫
U

f(rx, r
√

1− ‖x‖2
2)√

1− ‖x‖2
2

rn−1dλn−1(x)dr.

Nach (5.9) ist das innere Integral gleich
∫
Sr
fdSSr . Hieraus folgt die erste Gleich-

heit in (5.11), und die zweite bekommt man mit (5.10).

Beispiel 4 Sei Bn := {x ∈ Rn : ‖x‖2 ≤ 1} und Sn−1 = ∂Bn. Wir wollen das
(n − 1)–dimensionale Volumen wn := vol n−1(Sn−1) der (n − 1)–dimensionalen
Einheitsphäre Sn−1 berechnen. Wir erinnern daran, dass das (“gewöhnliche” ) n–
dimensionale Volumen von Bn durch cn = voln(Bn) = πn/2/Γ(n

2
+ 1) gegeben
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ist. Wir wenden nun Satz 5.10 auf die charakteristische Funktion von Bn an und
finden

cn =

∫
‖x‖2≤1

dλn(x) =

∫ 1

0

∫
‖x‖=1

dSSn−1(y)rn−1dr = wn

∫ 1

0

rn−1dr =
wn
n
.

Somit ist

wn = ncn = n
πn/2

Γ(n
2

+ 1)
= 2

πn/2

Γ(n
2
)
.

Insbesondere erhalten wir

• w2 = 2π (Länge des Einheitskreisbogens)

• w3 = 4π (Oberfläche der zweidimensionalen Einheitssphäre)

• w4 = 2π2 (dreidimensionales Volumen von S3 ⊆ R4).
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6 Integralsätze

Das zentrale Resultat der Differential– und Integralrechnung für Funktionen von
einer Veränderlichen ist der Hauptsatz, der besagt, dass

F (b)− F (a) =

∫ b

a

F ′(t)dt

für jede stetig differenzierbare Funktion F : [a, b] → R. Wir können diesen Satz
betrachten als eine Beziehung zwischen den Werten von F auf dem Rand ∂[a, b] =
{a, b} von [a, b] und den Werten von F ′ im Inneren von [a, b]. Thema dieses
Kapitels sind Verallgemeinerungen dieser Beziehung. Die allgemeine Stokessche
Formel ∫

∂M

w =

∫
M

dw,

die wir hier nicht behandeln, liefert eine weitreichende und elegante Verallgemei-
nerung des Hauptsatzes. Wir betrachten lediglich Spezialfälle dieser Formel: den
Gaußschen Integralsatz, den Stokesschen Integralsatz im Raum und die Green-
sche Formel in der Ebene.

6.1 Kompakta mit glattem Rand

Der Gaußsche Integralsatz ist wohl das wichtigste Resultat der Integralrechnung
im Rn. Er beschreibt den Zusammenhang zwischen dem Integral der Divergenz
eines Vektorfeldes über einen Bereich im Rn und einem Oberflächenintegral über
dem Rand des Bereiches. Wir beweisen ihn nur für spezielle Bereiche: Kompakta
mit glattem Rand .

Definition 6.1 Sei A ⊆ Rn eine kompakte Teilmenge (ein Kompaktum ). Das
Kompaktum A hat einen glatten Rand , wenn es zu jedem Randpunkt p ∈ ∂A eine
offene Umgebung U ⊆ Rn und eine stetig differenzierbare Funktion ψ : U → R
so gibt, dass

(a) A ∩ U = {x ∈ U : ψ(x) ≤ 0},
(b) ψ′(x) 6= 0 für alle x ∈ U.

Lemma 6.2 In der Situation von Definition 6.1 gilt

∂A ∩ U = {x ∈ U : ψ(x) = 0}.

Beweis Sei zunächst x ∈ ∂A∩U . Da A kompakt ist, ist A abgeschlossen. Damit
ist x ∈ A und ψ(x) ≤ 0. Wäre ψ(x) < 0, so wäre {y ∈ U : ψ(y) < 0} eine offene
Teilmenge von Rn, die in A liegt und x enthält. Das steht im Widerspruch zu
x ∈ ∂A. Also ist ψ(x) = 0.
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Sei nun x ∈ U und ψ(x) = 0. Dann ist x ∈ A, und wir zeigen, dass x Randpunkt
von A ist. Wegen ψ′(x) 6= 0 ist ψ′(x) : Rn → R surjektiv. Es gibt also ein v ∈ Rn

mit ψ′(x)v > 0. Nun ist

0 < ψ′(x)v = lim
t→0

ψ(x+ tv)− ψ(x)

t
= lim

t→0

ψ(x+ tv)

t
.

Es gibt also ein ε > 0 so, dass ψ(x+ tv) > 0 für alle t ∈ (0, ε). Folglich liegen für
hinreichend großes n die Punkte x+ 1

n
v nicht in A. Es ist aber x+ 1

n
v → x und

daher x ∈ ∂A.

Folgerung 6.3 Der Rand eines Kompaktums mit glattem Rand ist eine (n−1)–
dimensionale Untermannigfaltigkeit des Rn.

Beweis Nach Lemma 6.2 ist ∂A lokal die Nullstellenmenge der Funktion ψ, und
0 ist ein regulärer Wert von ψ. Die Behauptung folgt also aus dem Rangsatz (Satz
12.10 aus Analysis II).

Für den Gaußschen Integralsatz benötigen wir das Normalenfeld von ∂A. Dazu
definieren wir zunächst allgemein Tangential– und Normalvektoren.

Definition 6.4 Sei M ⊆ Rn eine k–dimensionale Untermannigfaltigkeit und p ∈
M.

(a) Ein Vektor v ∈ Rn heißt Tangentialvektor an M in p, wenn ein ε > 0 und
ein stetig differenzierbarer Weg γ : (−ε, ε)→M mit γ(0) = p und γ′(0) = v
existieren. Die Menge aller Tangentialvektoren an M in p bezeichnen wir
mit Tp(M).

(b) Ein Vektor v ∈ Rn heißt Normalenvektor an M in p, wenn er auf Tp(M)
senkrecht steht (d.h. wenn 〈v, w〉 = 0 für alle w ∈ Tp(M)). Die Menge aller
Normalenvektoren an M in p bezeichnen wir mit Np(M).

Für den Tangentialraum Tp(M) hat man die folgende Beschreibung.

Lemma 6.5 Sei U ⊆ Rk offen und ϕ : U →M eine Karte von M. Dann ist

Tϕ(x)(M) = Imϕ′(x) für alle x ∈ U.

Beweis Sei x ∈ U und v ∈ Rk. Dann gibt es ein ε > 0 so, dass x + tv ∈ U für
alle t aus (−ε, ε). Wir betrachten den Weg

γ : (−ε, ε)→M, t 7→ ϕ(x+ tv).

Für diesen ist γ(0) = ϕ(x) und γ′(0) = ϕ′(x)v. Also ist Imϕ′(x) ⊆ Tϕ(x)(M).
Für die umgekehrte Inklusion wählen wir wie im Beweis von Satz 5.4 eine offene
Umgebung W ⊆ U von x und einen Diffeomorphismus Φ auf W × Rn−k so, dass

79



Φ−1(ϕ(w)) = (w, 0) für alle w ∈ W. Mit der Projektion π : Rk × Rn−k → Rk,
(x, y) 7→ x, haben wir dann π(Φ−1(ϕ(w))) = w und ϕ(π(Φ−1(ϕ(w)))) = ϕ(w)
für alle w ∈ W. Sei nun γ : (−ε, ε) → M ein stetig differenzierbarer Weg mit
γ(0) = ϕ(x). Ist ε hinreichend klein, so ist γ(t) ∈ ϕ(W ) für alle t ∈ (ε, ε) und
folglich

ϕ
(
π
(
Φ−1(γ(t))

))
= γ(t) für alle t ∈ (−ε, ε).

Differentiation nach t an der Stelle t = 0 liefert ϕ′(x)w = γ′(0) mit einem Vektor
w ∈ Rk. Also ist γ′(0) ∈ Imϕ′(x) und damit Tϕ(x)(M) ⊆ Imϕ′(x).

Insbesondere stellen wir fest, dass Tp(M) ein k–dimensionaler und Np(M) ein
(n− k)–dimensionaler Untervektorraum von Rn ist und dass

Tp(M)⊕Np(M) = Rn.

Ist M = ∂A der Rand eines Kompaktums mit glattem Rand, so ist Np(∂A)
für jeden Punkt p ∈ M ein eindimensionaler reeller Vektorraum. Es gibt also
genau zwei Normalenvektoren der Länge 1. Wir wollen denjenigen auszeichnen,
der “nach außen zeigt”.

Satz 6.6 Sei A ein Kompaktum mit glattem Rand ∂A.

(a) Für jedes p ∈ ∂A gibt es genau einen Vektor ν(p) ∈ Np(∂A) der Länge 1
mit folgender Eigenschaft: Es gibt ein ε > 0 so, dass p+ tν(p) /∈ A für alle
t ∈ (0, ε).

(b) Die Abbildung ν : ∂A→ Rn ist stetig.

Der Vektor ν(p) heißt der äußere Normalenvektor an ∂A in p, und ν heißt das
äußere Normalenfeld von A.

Beweis Existenz eines äußeren Normalenvektors : Sei U ⊆ Rn eine offene Um-
gebung von p und ψ : U → R eine stetig differenzierbare Funktion mit ψ′(p) 6= 0
und U ∩ A = {x ∈ U : ψ(x) ≤ 0}. Wir zeigen, dass

ν(p) :=
1

‖(gradψ)(p)‖2

(gradψ)(p) (6.1)

ein äußerer Normalenvektor ist. Ist γ : (−ε, ε) → ∂A ein Weg mit γ(0) = p und
ist ε so klein, das γ(t) ∈ U für alle t ∈ (−ε, ε), so ist nach Lemma 6.2

ψ
(
γ(t)

)
= 0 für alle t ∈ (−ε, ε).

Differentiation nach t an der Stelle t = 0 liefert ψ′(p)γ′(0) = 0. Folglich steht
der Vektor (gradψ)(p) und damit auch ν(p) senkrecht auf Tp(∂A). Klar ist auch
‖ν(p)‖2 = 1. Die außerdem geforderte Eigenschaft folgt wegen

ψ′(p)
(
ν(p)

)
=
〈(gradψ)(p), (gradψ)(p)〉

‖(gradψ)(p)‖2

= ‖(gradψ)(p)‖2
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wie im Beweis von Lemma 6.2.

Eindeutigkeit des äußeren Normalenvektors : Wir haben bereits bemerkt, dass
es genau zwei Normalenvektoren der Länge 1 gibt und dass einer davon der
Vektor ν(p) aus (6.1) ist. Wie im Beweis von Lemma 6.2 sieht man nun, dass
ψ(a− tν(p)) < 0 für t > 0 hinreichend nahe bei Null. Also ist a− tν(p) ∈ A für
solche t, d.h. der Vektor −ν(p) erfüllt nicht die zusätzliche Bedingung aus (a).

Stetigkeit von ν: Diese folgt sofort aus Darstellung (6.1).

Beispiel 1 Sei r > 0. Die Kugel A := {x ∈ Rn, ‖x‖2 ≤ r} ist ein Kompaktum
mit glattem Rand, denn die Funktion ψ : Rn \ {0} → R, x 7→ ‖x‖2

2 − r2, hat
die gewünschten Eigenschaften. Für p ∈ ∂A ist (gradψ)(p) = 2p, und damit ist
wegen (6.1) der Vektor ν(p) = 2

‖2p‖ p = 1
r
p der zugehörige Normalenvektor.

Beispiel 2 Sei U ⊆ R2 offen und ϕ : U → R3 eine injektive Immersion. Wir inter-
essieren uns für die Normalenvektoren an die Fläche ψ(U). Für x ∈ U haben wir
Tϕ(x)(ϕ(U)) = Imϕ′(x), und da ϕ eine Immersion ist, ist dies ein zweidimensio-
naler Unterraum von R3. Es gibt im Punkt ϕ(x) also genau 2 Normalenvektoren
der Länge 1. Wir legen einen Normalenvektor ν(ϕ(x)) dadurch fest, dass wir

det
( ∂ϕ
∂x1

(x),
∂ϕ

∂x2

(x), ν(ϕ(x))
)
> 0

verlangen, d.h. die Vektoren

X1(p) :=
∂ϕ

∂x1

(x), X2(p) :=
∂ϕ

∂x2

(x) und ν
(
ϕ(x)

)
sollen ein Rechtssystem bilden. Mit dieser Information können wir ν(ϕ(x)) direkt
berechnen:

ν
(
ϕ(x)

)
=

X1(p)×X2(p)

‖X1(p)×X2(p)‖
,

wobei v × w das Vektorprodukt der Vektoren v, w ∈ R3 ist, d.h.

v × w = det

 e1 v1 w1

e2 v2 w2

e3 v3 w3

 =

 v2w3 − v3w2

v3w1 − v1w3

v1w2 − v2w1

 .

Ist speziell ϕ gegeben durch eine Funktion f : U → R, d.h. ist ϕ(x) = (x, f(x)),
so ist

X1(p) =


1
0

∂f

∂x1

(x)

 , X2(p) =


0
1

∂f

∂x2

(x)

 ,
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also

X1(p)×X2(p) =


− ∂f

∂x1

(x)

− ∂f

∂x2

(x)

1

 ,

und daher

ν(p) = ν
(
ϕ(x)

)
=

1√
1 + ( ∂f

∂x1
(x))2 + ( ∂f

∂x2
(x))2


− ∂f

∂x1

(x)

− ∂f

∂x2

(x)

1

 .

In diesem Fall ist ν(ϕ(x)) der obere Normalenvektor an den Graphen von f.

Beispiel 3 In diesem Beispiel geht es darum, den Rand eines Kompaktums mit
glattem Rand lokal als Graphen einer Funktion g darzustellen und den äußeren
Normalenvektor mit Hilfe von g zu beschreiben. Die Details sollen Sie sich im
Tutorium anschauen.

Sei A ⊆ Rn ein Kompaktum mit glattem Rand und p ∈ ∂A. Wir wählen eine
offene Umgebung U ⊆ Rn von p und eine stetig differenzierbare Funktion ψ :
U → R mit A ∩ U = {x ∈ U : ψ(x) ≤ 0} und ψ′(x) 6= 0 für alle x ∈ U. Nach
Lemma 6.2 ist dann

∂A ∩ U = {x ∈ U : ψ(x) = 0}.

Wegen ψ′(p) 6= 0 dürfen wir o.E.d.A. annehmen, dass ∂ψ
∂xn

(p) 6= 0 ist. Mit dem

Satz über implizite Funktionen finden wir dann eine offene Menge U1 ⊆ Rn−1,
eine stetig differenzierbare Funktion g : U1 → R und ein Intervall (b, c) mit
V := U1 × (b, c) ⊆ U so, dass

∂A ∩
(
U1 × (b, c)

)
=
{

(x, g(x)) ∈ Rn : x ∈ U1

}
,

d.h. ∂A ∩ V ist der Graph von g. Ist ∂ψ
∂xn

(p) > 0, so ist

A ∩
(
U1 × (b, c)

)
=
{
x ∈ V : xn ≤ g(x′)

}
,

wobei wir x = (x′, xn) ∈ Rn−1 × R geschrieben haben, und es ist weiter

ν(p) =
(−(grad g)(p′), 1)√
1 + ‖(grad g)(p′)‖2

2

(6.2)

mit p = (p′, pn).
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Schließlich vermerken wir eine weitere Eigenschaft kompakter Mengen. Wir erin-
nern daran, dass der Durchmesser einer Teilmenge M eines metrischen Raumes
(X, d) durch

diamM := sup{d(x, y) : x, y ∈M}

definiert ist.

Satz 6.7 (Lebesguesches Überdeckungslemma) Sei K eine kompakte Teil-
menge eines metrischen Raumes (X, d) und (Ui)i∈I eine offene Überdeckung von
K. Dann gibt es ein λ > 0 (eine sogenannte Lebesguesche Zahl der Überdeckung)
so, dass jede Teilmenge M von X mit diamM ≤ λ und M ∩K 6= ∅ in einer der
Mengen Ui enthalten ist.

Beweis Zu jedem Punkt k ∈ K gibt es ein i ∈ I mit k ∈ Ui. Da Ui offen ist,
findet man ein ε(k) > 0 mit U2ε(k)(k) ⊆ Ui. Nun bildet die Familie (Uε(k)(k))k∈K
eine offene Überdeckung von K. Da K kompakt ist, lässt sich daraus eine endliche
Teilüberdeckung auswählen, d.h. es gibt Punkte k1, . . . , km ∈ K mit

K ⊆
m⋃
j=1

Uε(kj)(kj).

Wir setzen λ := min(ε(k1), . . . , ε(km)). Sei nun M ⊆ X eine Teilmenge mit
M ∩K 6= ∅ und diamM ≤ λ. Dann gibt es ein x ∈ K mit x ∈ M ∩K, und es
gibt ein j mit d(x, kj) < ε(kj). Für jedes y ∈M ist dann

d(y, kj) ≤ d(y, x) + d(x, kj) < λ+ ε(kj) ≤ 2ε(kj),

d.h. M ⊆ U2ε(kj)(kj). Nach Konstruktion ist aber jede der Kugeln U2ε(k)(k) (und
damit auch die Menge M) in einer der Mengen Ui enthalten.

6.2 Der Gaußsche Integralsatz

Zur Erinnerung: Ist U ⊆ Rn offen und F : U → Rn stetig differenzierbar, so heißt

divF : U → R, x 7→
n∑
j=1

∂Fj
∂xj

(x)

die Divergenz desVektorfeldes F.

Satz 6.8 (Gaußscher Integralsatz) Sei A ⊆ Rn ein Kompaktum mit glattem
Rand, ν : ∂A → Rn das äußere Normalenfeld und U ⊆ Rn eine offene Menge,
die A umfasst. Dann gilt für jedes stetig differenzierbare Vektorfeld F : U → Rn∫

A

divFdλn =

∫
∂A

〈F (x), ν(x)〉dS∂A(x). (6.3)
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Der Gaußsche Integralsatz gilt auch noch für Kompakta, deren Rand niedrig-
dimensionale Singularitäten wie Ecken und Kanten aufweist. Auch die Voraus-
setzung, dass F auf einer ganzen Umgebung von A definiert ist, lässt sich ab-
schwächen.

Da ν(x) ein Einheitsvektor ist, haben wir 〈F (x), ν(x)〉 = ‖F (x)‖ · cosα(x), wobei
α(x) ∈ [0, π] der Winkel zwischen F (x) und ν(x) ist. Es ist also 〈F (x), ν(x)〉
die Länge der orthogonalen Projektion von F (x) auf ν(x). Ein Physiker stellt
sich 〈F (x), ν(x)〉dS(x) als den durch das Oberflächenelement dS(x) austreten-
den Fluss des Vektorfeldes F vor. Demzufolge wird das Integral∫

∂A

〈F (x), ν(x)〉dS(x)

als Gesamtfluss durch die Oberfläche von A interpretiert. Ist das Vektorfeld F
divergenzfrei (oder auch quellenfrei ), d.h. ist divF = 0, so ergibt sich∫

∂A

〈F (x), ν(x)〉dS(x) = 0,

d.h. der Gesamtfluss durch den Rand des Kompaktums verschwindet. Diese Situa-
tion tritt z.B. auf, wenn F den Fluss einer inkompressiblen Flüssigkeit beschreibt.
Die Inkompressibilität entspricht der Bedingung divF = 0. Das Verschwinden
des Gesamtflusses durch ∂A kann man sich in diesem Fall so veranschaulichen,
dass ja die Flüssigkeitsmenge, die sich innerhalb von A befindet, wegen der In-
kompressibilät dem Volumen von A entspricht, also konstant ist. Daher ist die
Flüssigkeitsbilanz in A ausgewogen: zu jedem Zeitpunkt fließt gleichviel rein wie
raus.

Wir bereiten den Beweis des Gaußschen Integralsatzes vor, indem wir einige wei-
tere Werkzeuge bereitstellen und zwei Lemmas beweisen, die Spezialfälle behan-
deln und die Teile des eigentlichen Beweises vorwegnehmen.

Zunächst einige Begriffe. Sei M ein metrischer Raum und f : M → R stetig. Die
Menge

supp f := clos
{
x ∈M : f(x) 6= 0

}
heißt der Träger von f. Wir schreiben C(M) für den Raum der stetigen reellwer-
tigen Funktionen auf M und C0(M) für den Raum der Funktionen aus C(M),
deren Träger kompakt ist. Ist U ⊆ Rn offen, so bezeichne Ck

0 (U) den Raum der
k–mal stetig diffenzierbaren Funktionen mit kompaktem Träger in U. Beachten
Sie: f ∈ C(Rn) liegt genau dann in C0(Rn), wenn supp f beschränkt ist (da
Träger per Definition abgeschlossen sind), und f ∈ C((a, b)) liegt genau dann in
C0((a, b)), wenn es ein ε > 0 so gibt, dass supp f ⊆ (a+ ε, b− ε).
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Ist U ⊆ Rn offen und f ∈ Ck
0 (U), so liegt die durch

F (x) :=

{
f(x) x ∈ U
0 x 6= U

definierte Fortsetzung von f durch 0 in Ck
0 (Rn). Ist nämlich x ∈ U, so stimmen

f und F in einer Umgebung von x überein. Ist dagegen x 6= U, so ist x 6= supp f,
und da supp f abgeschlossen ist, ist das Komplement dieser Menge offen, und F
verschwindet auf einer Umgebung von x.

Wir betrachten die Funktion

g : R→ R, t 7→

 exp
(
− 1

1− t2
)

für |t| < 1

0 für |t| ≥ 1.

Diese ist beliebig oft differenzierbar (Nachweis), und ihr Träger ist [−1, 1] (so
dass g ∈ C∞0 (R)). Da g einen kompakten Träger hat, ist die Funktion

G : R→ R, t 7→
∑
k∈Z

g(t− k)

wohldefiniert (für jedes t hat die Reihe nur endlich viele Summanden ungleich
Null). Nun ist klar, dass G positiv, 1–periodisch und beliebig oft differenzierbar
ist. Also wird auch durch h(t) := g(t)/G(t) eine Funktion aus C∞0 (R) definiert.
Für diese ist supph = [−1, 1] und∑

k∈Z

h(t− k) =
∑
k∈Z

g(t− k)

G(t− k)
=

1

G(t)

∑
k∈Z

g(t− k) =
G(t)

G(t)
= 1.

Für p = (p1, . . . , pn) ∈ Zn und ε > 0 definieren wir nun ap,ε ∈ C∞0 (Rn) durch

ap,ε(x) :=
n∏
j=1

h(xj/ε− pj).

Dann ist supp ap,ε = {x ∈ Rn : ‖x− εp‖∞ ≤ ε}, und man hat∑
p∈Zn

ap,ε(x) = 1 für x ∈ Rn.

Die Familie (ap,ε)p∈Zn heißt eine glatte Zerlegung der Eins . Nun zu den an-
gekündigten Lemmas.

Lemma 6.9 Sei U ⊆ Rn offen und 1 ≤ j ≤ n. Dann gilt

(a)
∫
U

∂ϕ
∂xj

dλn = 0 für alle ϕ ∈ C1
0(U).
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(b)
∫
U

∂ϕ
∂xj

ψdλn = −
∫
U
ϕ ∂ψ
∂xj

dλn für alle ϕ ∈ C1
0(U) und ψ ∈ C1(U).

Beweis Wir dürfen o.E.d.A. U = Rn annehmen, da wir ψ durch 0 zu einer
Funktion in C1

0(Rn) fortsetzen können.

Da suppϕ kompakt ist, gibt es ein R > 0 mit suppϕ ⊆ [−R,R]n. Insbesondere
verschwindet ϕ auf dem Rand des Würfels [−R,R]n. Sei nun z.B. j = 1 (für die
übrigen j verläuft der Beweis analog). Für jedes x = (x1, . . . , xn) ∈ U ist dann∫ R

−R

∂ϕ

∂x1

(x)dx1 = ϕ(R, x2, . . . , xn)− ϕ(−R, x2, . . . , xn) = 0.

Mit dem Satz von Fubini erhalten wir daher∫
U

∂ϕ

∂x1

(x)dλn(x) =

∫
[−R,R]n

∂ϕ

∂x1

(x)dλn(x)

=

∫
[−R,R]n−1

∫ R

−R

∂ϕ

∂x1

(x)dx1 dλn−1(x2, . . . , xn) = 0.

Das liefert Aussage (a), und für (b) wenden wir (a) auf die Funktion ϕψ ∈ C1
0(Rn)

an. Die Behauptung folgt dann aus der Produktregel

∂(ϕψ)

∂xj
=

∂ϕ

∂xj
ψ + ϕ

∂ψ

∂xj
.

Lemma 6.10 Sei U ′ ⊆ Rn−1 offen, I = (α, β) ⊂ R und g : U ′ → I stetig
differenzierbar. Wir setzen

A :=
{

(x′, xn) ∈ U ′×I : xn ≤ g(x′)
}

und M :=
{

(x′, xn) ∈ U ′×I : xn = g(x′)
}
.

Dann gilt für jede Funktion f ∈ C1
0(U ′ × I) und jedes j ∈ {1, . . . , n}∫

A

∂f

∂xj
(x)dλn(x) =

∫
M

f(x)νj(x)dSM(x),

wobei νj(x) die j. Komponente des Normalenvektors

ν(x) :=
(−(grad g)(x′), 1)√
1 + ‖(grad g)(x′)‖2

2

mit x = (x′, xn) (6.4)

ist (beachte Beispiel 2 in Abschnitt 6.1).

Beweis Wir erinnern zunächst daran, dass das Oberflächenmaß von M bezüglich
der Parametrisierung x′ 7→ (x′, g(x′)) gegeben ist durch

dSM(x′) =
√

1 + ‖(grad g)(x′)‖2
2 dλn−1(x′) (6.5)
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(vgl. Beispiel 2 aus Abschnitt 5.3). Wir unterscheiden nun zwei Fälle.

Fall 1: Sei 1 ≤ j < n. Für die Funktion

F : U ′ × I → R, (x′, z) 7→
∫ z

α

f(x′, xn)dxn

gilt nach Satz 3.20

∂F

∂z
(x′, z) = f(x′, z) und

∂F

∂xj
(x′, z) =

∫ z

α

∂f

∂xj
(x′, xn)dxn.

Hieraus folgt mit der Kettenregel

∂

∂xj

∫ g(x′)

α

f(x′, xn)dxn =
∂

∂xj
F
(
x′, g(x′)

)
=

∂F

∂z

(
x′, g(x′)

) ∂g
∂xj

(x′) +
∂F

∂xj

(
x′, g(x′)

)
= f

(
x′, g(x′)

) ∂g
∂xj

(x′) +

∫ g(x′)

α

∂f

∂xj
(x′, xn)dxn.

Da die Funktion x′ 7→
∫ g(x′)
α

f(x′, xn)dxn einen kompakten Träger hat (warum?),
folgt aus Lemma 6.9 (a)∫

U ′

∂

∂xj

∫ g(x′)

α

f(x′, xn)dxndλn−1(x′) = 0.

Damit ergibt sich∫
A

∂f

∂xj
(x)dλn(x) =

∫
U ′

∫ g(x′)

α

∂f

∂xj
(x′, xn)dxndλn−1(x′)

=

∫
U ′

∂

∂xj

∫ g(x′)

α

f(x′, xn)dxndλn−1(x′)−
∫
U ′
f
(
x′, g(x′)

) ∂g
∂xj

(x′)dλn−1(x′)

=

∫
M

f(x)νj(x)dSM(x)

wegen (6.4), (6.5) und der Definition des Oberflächenintegrals.

Fall 2: Sei j = n. Da für jedes x′ ∈ U ′ die Funktion xn 7→ f(x′, xn) einen
kompakten Träger hat, folgt aus dem Hauptsatz der Differential– und Integral-
rechnung ∫ g(x′)

α

∂f

∂xn
(x′, xn)dxn = f

(
x′, g(x′)

)
,
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also wieder ∫
A

∂f

∂xn
(x)dλn(x) =

∫
U ′

∫ g(x′)

α

∂f

∂xn
(x′, xn)dxndλn−1(x′)

=

∫
U ′
f
(
x′, g(x′)

)
dλn−1(x′) =

∫
M

f(x)νn(x)dSM(x).

Damit ist der Beweis vollständig.

Beweis des Gaußschen Integralsatzes Wir haben in Beispiel 3 aus Abschnitt
6.1 gesehen, dass jeder Punkt a ∈ ∂A eine Umgebung U ⊆ Rn hat, in der
sich ∂A als Graph einer Funktion darstellen lässt und A ∩ U als die Menge der
Punkte, die unter diesem Graphen liegen. Es existiert deshalb eine Familie (Uj)j∈J
offener Teilmengen des Rn mit A ⊆ ∪j∈JUj, so dass jedes Uj eine der folgenden
Bedingungen erfüllt:

(i) Uj ⊆ A \ ∂A = intA.

(ii) Nach eventueller Umnummerierung der Koordinaten hat Uj die Gestalt
Uj = U ′ × (a, b), wobei U ′ ⊆ Rn−1 offen ist und eine stetig differenzierbare
Funktion g : U ′ → R existiert, so dass

Uj ∩ A =
{

(x′, xn) ∈ U ′ × (a, b) : xn ≤ g(x′)
}
.

Sei λ eine Lebesguesche Zahl der Überdeckung (Uj)j∈J des Kompaktums A (vgl.
Satz 6.7) und ε := λ

2
√
n
. Zu diesem ε betrachten wir die oben konstruierte glatte

Zerlegung der Eins (ap,ε)p∈Z. Der Träger jeder Funktion ap,ε ist ein Würfel der
Seitenlänge 2ε und hat somit den Durchmesser 2ε

√
n = λ. Jeder Träger supp ap,ε

ist also in einer der Mengen Uj enthalten (Satz 6.7). Sei

P := {p ∈ Zn : supp ap,ε ∩ A 6= ∅}.

Da A beschränkt ist, ist P eine endliche Menge. Wir benutzen nun die Zerlegung
der Eins, um dem Gaußschen Integralsatz auf die Fälle zurückzuführen, wo sich
alles in einer der Mengen Uj abspielt. Nun ist∫

A

divFdλn =

∫
A

div
(∑
p∈P

ap,εF
)
dλn =

∑
p∈P

∫
A

div (ap,εF )dλn

und analog∫
∂A

〈
F (x), ν(x)

〉
dS∂A(x) =

∑
p∈P

∫
∂A

〈
(ap,εF )(x), ν

〉
dS∂A(x).
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Wir müssen daher den Satz für jede der Funktionen ap,εF zeigen. Gemäß unserer
Konstruktion ist für jedes p ∈ Zn der Träger von ap,ε in einer der Mengen Uj
enthalten. Ist Uj ⊆ intA, so ist∫

∂A

〈
(ap,εF )(x), ν(x)

〉
dS∂A(x) = 0,

da ap,ε auf ∂A verschwindet. Die Behauptung folgt in diesem Fall aus∫
A

div (ap,εF )dλn =

∫
Uj

div (ap,εF )dλn =
n∑
i=1

∫
Uj

∂(ap,εF )

∂xj
dλn = 0

nach Lemma 6.9 (a). Genügt dagegen Uj der Bedingung (ii), so folgt die Be-
hauptung durch Anwendung von Lemma 6.10 auf die Komponentenfunktionen
f := ap,εFi, i = 1, . . . , n, von ap,εF und durch Summation.

Anwendung 1: Oberfläche der Einheitssphäre . Für das Vektorfeld F :
Rn → Rn, x 7→ x ist (divF )(x) = n. Aus dem Gaußschen Integralsatz folgt daher
für jedes Kompaktum A mit glattem Rand

n voln(A) =

∫
A

divFdλn =

∫
∂A

〈
x, ν(x)

〉
dS∂A(x),

also

voln(A) =
1

n

∫
∂A

〈
x, ν(x)

〉
dS∂A(x).

Ist speziell A die n–dimensionale Einheitskugel Bn, so ist ∂Bn die (n − 1)–
dimensionale Einheitssphäre Sn−1. Weiter ist ν(x) = x für alle x ∈ Sn−1 und
daher

cn = voln(Bn) =
1

n

∫
∂A

‖x‖2dS∂A(x) =
1

n

∫
∂A

dS∂A(x) =
wn
n
.

Wir erhalten also erneut die Beziehung wn = ncn, die wir bereits früher abgeleitet
hatten.

Anwendung 2: Die Greensche Formel . Sei U ⊆ Rn offen, A ⊆ U ein Kom-
paktum mit glattem Rand und ν das äußere Normalenfeld von A. Für eine stetig
differenzierbare Funktion f : U → R definieren wir die Ableitung in Normalen-
richtung im Punkt a ∈ ∂A durch

∂f

∂ν
(a) :=

〈
(grad f)(a), ν(a)

〉
=

n∑
j=1

∂f

∂xj
(a)νj(a).

Weiter definieren wir für f ∈ C2(U)

∆f :=
n∑
j=1

∂2f

∂x2
j

und nennen ∆ den Laplace–Operator .
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Lemma 6.11 Für f, g ∈ C2(U) und f ∈ C1(U,Rn) gilt

(a) div (fF ) = fdivF + 〈grad f, F 〉.
(b) div (gradF ) = ∆f.

Der Beweis erfolgt durch Nachrechnen und ist Hausaufgabe.

Satz 6.12 (Greensche Formel) Für f, g ∈ C2 und A wie oben gilt∫
A

(f∆g − g∆f)dλn =

∫
∂A

(
f
∂g

∂ν
− g∂f

∂ν

)
dS∂A.

Beweis Wir wenden den Gaußschen Integralsatz auf das Vektorfeld F := fgrad g−
ggrad f an und erhalten mit Lemma 6.11

divF = div (fgrad g)− div (ggrad f)

= fdiv (grad g) + 〈grad f, grad g〉 − gdiv (grad f)

− 〈grad g, grad f〉 = f∆g − g∆f.

Auf ∂A ergibt sich

〈F, ν〉 = f〈grad g, ν〉 − g〈grad f, ν〉 = f
∂g

∂ν
− g∂f

∂ν
,

und die Behauptung folgt nun aus dem Gaußschen Integralsatz.

6.3 Der Greensche Integralsatz in der Ebene

Wir sehen uns nun den Gaußschen Integralsatz für n = 2 genauer an. Der Rand
eines Kompaktums mit glattem Rand im R2 ist eine Kurve, und wir wollen daher
versuchen, das Randintegral aus dem Gaußschen Satz als ein Wegintegral über
eine Pfaffsche Form zu interpretieren.

Sei alsoA ⊆ R2 ein Kompaktum mit glattem Rand. Dann ist ∂A eine kompakte 1–
dimensionale Untermannigfaltigkeit von R2. Wir können ∂A also in endlich viele
Stücke zerlegen, die wir jeweils durch Karten (= injektive Wege, die Immersionen
sind) γj : (aj, bj)→ ∂A parametrisieren können (Parametrisierungssatz).

Wir wollen nur solche Wege γj betrachten, die für A links der Kurve γj((aj, bj))
liegt. Das soll für einen solchen Weg γ : (a, b) → ∂A folgendes bedeuten: Wir
verlangen, dass der Normalenvektor ν(γ(t)) im Randpunkt γ(t) durch

ν
(
γ(t)

)
:=

1

‖γ̇(t)‖2

(
γ′2(t)

−γ′1(t)

)
(6.6)

gegeben ist. Dann ist nämlich

det
(
ν(γ(t)), γ̇(t)

)
=
‖γ̇(t)‖2

2

‖γ̇(t)‖2

= ‖γ̇(t)‖2 > 0,
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d.h. die Normale ν(γ(t)) und die Tangente γ̇(t) bilden ein Rechtssystem.

Sind alle Wege γj so orientiert, und überlappen sich zwei Bereiche γi((ai, bi)) und
γj((aj, bj)), so ist die zugehörige Parametertransformation

ϕij : Uij := γ−1
j

(
γi((ai, bi))

)
→ γ−1

i

(
γj((aj, bj))

)
=: Uji

streng monoton wachsend. Wegen γj ◦ ϕij = γi ist nämlich

γ′i(t) = (γj ◦ ϕij)′(t) = γ′j

(
ϕij(t)

)
ϕ′ij(t),

und da γ′i und γ′j wegen unserer Wahl (6.6) in die gleiche Richtung zeigen, ist
ϕ′ij(t) > 0. Für jede stetige Pfaffsche Form w auf einer offenen Umgebung von A
ist daher ∫

γj◦ϕij
w =

∫
γi

w.

Wir definieren nun wie in Kapitel 5∫
∂A

w :=
k∑
j=1

∫
Ij

〈
w(γj(t)), γ

′
j(t)
〉
dt,

wobei die Intervalle Ij ⊆ (aj, bj) so gewählt sind, dass ∂A = ∪kj=1γj(Ij) und dass

die Kurven γj(Ij), j = 1, . . . , k, paarweise disjunkt sind. Ähnlich wie in Lemma
5.8 sieht man ein, dass dieses Integral nicht von den gewählten Wegen γj bzw.
Mengen Ij abhängt.

Satz 6.13 Sei U ⊆ R2 offen und A ⊆ U ein Kompaktum mit glattem Rand. Für
jedes stetig differenzierbare Vektorfeld F : U → R2 gilt dann∫

A

divFdλ2 =

∫
∂A

F1dx2 − F2dx1.

Beweis Wegen des Gaußschen Integralsatzes ist noch zu zeigen, dass∫
∂A

F1dx2 − F2dx1 =

∫
∂A

〈F (x), ν(x)〉dS∂A(x). (6.7)

Dazu verwenden wir eine Karte γ : (a, b) → ∂A, wie wir sie oben diskutiert
haben, und berechnen die beiden Integrale. Zunächst ist∫

γ

F1dx2 − F2dx1 =

∫ b

a

(
F1(γ(t))γ′2(t)− F2(γ(t))γ′1(t)

)
dt

das Integral auf der linken Seite. Wegen (6.6) ist der Integrand des zugehörigen
Teiles des rechten Integrals∫

γ((a,b))

〈
F (x), ν(x)

〉
dS∂A(x) =

∫ b

a

〈
F (γ(t)), ν(γ(t))

〉
‖γ̇(t)‖2dt
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gegeben durch〈
F (γ(t)), ν(γ(t))

〉
‖γ̇(t)‖2 =

〈
F (γ(t)),

(
γ′2(t)

−γ′1(t)

)〉
= F1(γ(t))γ′2(t)− F2(γ(t))γ′1(t).

Da beide Integrale übereinstimmen, folgt (6.7) und die Behauptung.

6.4 Der Stokessche Integralsatz im Raum

In diesem letzten Abschnitt betrachten wir einen einfachen Spezialfall des all-
gemeinen Stokeschen Satzes. In vielen Anwendungen tritt das Problem auf, den
Fluss eines Vektorfeldes durch eine geschlossene Kurve im Raum zu berechnen.
Wir wollen zunächst diese Begriffe präzisieren. Sei U ⊆ R2 offen und ϕ : U → R3

eine injektive Immersion, die eine Einbettung ist. Dann ist M := ϕ(U) eine zwei-
dimensionale Untermannigfaltigkeit des R3. Sei nun A ⊆ U ein Kompaktum mit
glattem Rand. Dann ist G := ϕ(A) ⊆M eine kompakte Menge, die von der Kurve
∂G = ϕ(∂A) berandet wird. Wir definieren den Fluss eines stetigen Vektorfeldes
F durch die Kurve ∂G als das Integral∫

G

〈
F (x), ν(x)

〉
dSM(x), (6.8)

wobei wir die Richtung des Normalenvektors so festlegen, dass

det
( ∂ϕ
∂x1

(p),
∂ϕ

∂x2

(p), ν(ϕ(p))
)
> 0

gilt. Man beachte, dass wir dem anschaulichen Konzept des Flusses eines Vek-
torfeldes durch eine geschlossene Kurve im Raum dadurch einen mathematischen
Sinn gegeben haben, indem wir “in diese Kurve eine Fläche G = ϕ(A) einge-
spannt” haben und den Fluss durch (6.8), also als “Fluss durch eine Fläche”
definiert haben.

Wir zeigen nun, dass für spezielle Felder (Rotationsfelder) das Integral (6.8)
tatsächlich nur von der Randkurve ∂G abhängt, und stellen das Integral (6.8)
als Kurvenintegral über diesem Rand dar.

Zur Erinnerung: Sei U ⊆ R3 offen und F : U → R3 ein stetig differenzierbares
Vektorfeld. Wir definieren ein neues Vektorfeld rotF : U → R3, die Rotation von
F , durch

rotF = det


e1

∂

∂x1

F1

e2
∂

∂x2

F2

e3
∂

∂x3

F3

 =



∂F3

∂x2

− ∂F2

∂x3

∂F1

∂x3

− ∂F3

∂x1

∂F2

∂x1

− ∂F1

∂x2
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(wobei die Determinantenschreibweise nur symbolisch zu verstehen ist).

Satz 6.14 Sei U ⊆ R2 offen und ϕ ∈ C2(U,R3) eine injektive Immersion, die
eine Einbettung ist. Weiter sei G ⊆ ϕ(U) ein Kompaktum mit glattem Rand. Ist
F ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einer offenen Umgebung V ⊆ R3 von
G, so gilt (mit M := ϕ(U))∫

G

〈rotF, ν〉dSM =

∫
∂G

F1dx1 + F2dx2 + F3dx3.

Beweis Wir bezeichnen die Koordinaten in U mit u = (u1, u2). In Beispiel 2 aus
Abschnitt 6.1 haben wir gesehen, dass

ν
(
ϕ(u)

)
=

X1(u)×X2(u)

‖X1(u)×X2(u)‖2

,

wobei

X1(u) =
∂ϕ

∂u1

=



∂ϕ1

∂u1

∂ϕ2

∂u1

∂ϕ3

∂u1

 und X2(u) =
∂ϕ

∂u2

=



∂ϕ1

∂u2

∂ϕ2

∂u2

∂ϕ3

∂u2

 .

Die Oberfläche des von den Vektoren X1(u) und X2(u) aufgespannten Parallelo-
gramms ist gleich ‖X1(u)×X2(u)‖, so dass wir für das Oberflächenmaß SM auf
M = ϕ(U) die Formel

dSM(u) = ‖X1(u)×X2(u)‖dλ2(u)

erhalten. Hiermit ergibt sich für das Oberflächenintegral (mit A := ϕ−1(G))∫
G

〈
(rotF )(x), ν(x)

〉
dSM(x) =

∫
A

〈
(rotF )(ϕ(u)), X1(u)×X2(u)

〉
dλ2(u).

Bevor wir weiterrechnen, beachten wir, dass beide Seiten der Stokesschen Inte-
gralformel linear von F abhängen. Wir können daher die Fälle, wo F nur eine
von Null verschiedene Komponente hat, getrennt betrachten und nehmen o.E.d.A.
F2 = F3 = 0 an. Dann ist

rotF =


0

∂F1

∂x3

−∂F1

∂x2

 ,
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und mit den Bezeichnungen ∂jϕk := ∂ϕk
∂uj

vereinfacht sich der Integrand des Ober-

flächenintegrals, geschrieben als Integral über A, zu

〈rotF,X1 ×X2〉 =

=
∂F1

∂x3

(∂1ϕ3∂2ϕ1 − ∂1ϕ1∂2ϕ3)− ∂F1

∂x2

(∂1ϕ1∂2ϕ2 − ∂1ϕ2∂2ϕ1)

=
(∂F1

∂x3

∂1ϕ3 +
∂F1

∂x2

∂1ϕ2

)
∂2ϕ1 −

(∂F1

∂x3

∂2ϕ3 +
∂F1

∂x2

∂2ϕ2

)
∂1ϕ1

=
(∂F1

∂x3

∂1ϕ3 +
∂F1

∂x2

∂1ϕ2 +
∂F1

∂x1

∂1ϕ1

)
∂2ϕ1

−
(∂F1

∂x1

∂2ϕ1 +
∂F1

∂x3

∂2ϕ3 +
∂F1

∂x2

∂2ϕ2

)
∂1ϕ1

=
∂(F1 ◦ ϕ)

∂u1

∂ϕ1

∂u2

− ∂(F1 ◦ ϕ)

∂u2

∂ϕ1

∂u1

.

Für das Kurvenintegral auf der rechten Seite der Stokesschen Formel erhalten wir
mit einer geeigneten Parametrisierung γ : [a, b]→ ∂A des Randes von A∫

ϕ◦γ
F1dx1 =

∫ b

a

F1

(
(ϕ ◦ γ)(t)

)
(ϕ1 ◦ γ)′(t)dt

=

∫ b

a

F1

(
(ϕ ◦ γ)(t)

)(∂ϕ1(γ(t))

∂u1

γ′1(t) +
∂ϕ1(γ(t))

∂u2

γ′2(t)
)
dt

=

∫
γ

(F1 ◦ ϕ)
∂ϕ1

∂u1

du1 + (F1 ◦ ϕ)
∂ϕ1

∂u2

du2.

Wir wollen den Greenschen Satz benutzen und betrachten dazu die beiden Inte-
granten dieses Wegintegrals als Komponenten eines Vektorfeldes H :

H1 := (F1 ◦ ϕ)
∂ϕ1

∂u2

, H2 := −(F1 ◦ ϕ)
∂ϕ1

∂u1

.

Dann ist

divH =
∂(F1 ◦ ϕ)

∂u1

∂ϕ1

∂u2

+ (F1 ◦ ϕ)
∂2ϕ1

∂u1∂u2

− ∂(F1 ◦ ϕ)

∂u2

∂ϕ1

∂u1

− (F1 ◦ ϕ)
∂2ϕ1

∂u1∂u2

=
∂(F1 ◦ ϕ)

∂u1

∂ϕ1

∂u2

− ∂(F1 ◦ ϕ)

∂u2

∂ϕ1

∂u1

,

d.h. 〈
(rotF ) ◦ ϕ,X1 ×X2

〉
= divH.
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Der Greensche Integralsatz liefert nun∫
∂A

H1du2 −H2du1 =

∫
A

divHdλ2.

Setzen wir hier obige Formeln ein, erhalten wir den Stokesschen Satz.
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