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Vorbemerkung

Das Dirichletsche Prinzip erlaubt die Lésung von Randwertproblemen zu vie-
len linearen und nichtlinearen elliptischen partiellen Differentialgleichungen
auf die Losung von Variationsproblemen zuriickzufiihren. Ein wichtiges Ver-
fahren zur Losung dieser Randwertprobleme besteht daher in der Anwendung
der “Direkten Methoden der Variationsrechnung”, und es ist ein wesentliches
Ziel der vorliegenden Einfithrung in die Theorie der Sobolevriaume und in die
Variationsrechnung, die Grundlagen fiir das Studium elliptischer Differen-
tialgleichungen zu legen. Wegen dieser Zielsetzung werden die klassischen
Methoden der Variationsrechnung nur kurz gestreift.
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1. Einfiihrung, Beispiele fiir Variationsproble-
me,
Inhalt der Vorlesung

1.1 Das allgemeine Problem der Variationsrechnung. Die Variations-
rechnung ist die mathematische Theorie, die sich mit der Losung des folgen-

den Grundproblems befaf}t:
Seien n und N natiirliche Zahlen, sei {2 C R" eine offene Menge und sei

F:OxRY xR"™Y - R
eine stetige Funktion. Einer Funktion
u=(up,... ,uy): Q—RY

werde die reelle Zahl
I(u) = / f(z,u(x), Vu(x)) dx
0

zugeordnet. Hierbei sei

%(x) gxii(x)
Vu(z) = :
G (w) - G(2)

die N x n—Matrix der ersten Ableitungen von w, die ich auch als Gradi-
ent bezeichnen werde. [ ist also eine Funktion vom Raum der Funktionen
u: 2 — RY in die reellen Zahlen. Man bezeichnet I auch oft als Funktional.
Gesucht ist nun eine Funktion u , fiir die das Funktional I seinen minimalen
Wert annimmt, wobei man oft noch verlangt, dafl u gewisse Nebenbedingun-
gen erfiillt. Beispiele fiir solche Nebenbedingungen sind zum Beispiel, dafl u
zum Raum C1(€2) gehoren soll, oder daBl u am Rand 0f2 von 2 mit einer
vorgegebenen Funktion ug iibereinstimmen soll.

Man kann das Grundproblem der Variationsrechnung daher auch fol-
gendermaflen formulieren: Sei D eine Menge von ”zuldssigen” Funktionen
v:Q — RY . Gesucht ist eine Funktion v € D mit

I(u) = {)réi[r)l](v) :
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u heifft Losung des Variationsproblems.

Ich mochte hier gleich auf die entscheidende Schwierigkeit aufmerksam
machen. Die Menge

{I(v) :v e D}

ist eine Teilmenge der reellen Zahlen. Das Variationsproblem ist 16sbar, wenn
diese Menge ein Minimum besitzt. Dazu muf sie nach unten beschrénkt sein,
also miissen das Funktional I und damit insbesondere die Funktion f und
auch die Menge D so vorgegeben sein, dafl das Infinuum vlng) I(v) existiert.

Natiirlich folgt hieraus noch nicht, dafi die Bildmenge {I(v) : v € D} auch ein
Minimum besitzt, und die gesamte Variationsrechnung dreht sich im wesent-
lichen darum, zu zeigen, daf§ das Minimum existiert, und eine oder mehrere
Funktionen u : Q — RY zu finden, fiir die dieses Minimum angenommen
wird.

Zahlreiche Probleme der reinen und angewandten Mathematik und ihren
Anwendungen in Physik, Technik, Biologie, Chemie lassen sich auf diese Wei-
se formulieren, und natiirlich ist die Variationsrechnung aus diesen Anwen-
dungen heraus entstanden. Sie ist ein klassisches Teilgebiet der Mathematik.

Ihre Urspriinge kann man bis zu Zenodor zuriickverfolgen, der 200 Jahre
vor Chr. lebte, und der das Problem der Isoperimetrischen Ungleichungen
studierte. Fermat studierte das Problem der Brechung von Lichtstrahlen und
entdeckte 1662, dafl der Weg des Lichtes zwischen zwei Punkten derjenige
Weg ist, den es in der kiirzesten Zeit zuriicklegt. Seither haben viele der
besten Mathematiker sich mit Problemen der Variationsrechnung beschéftigt.
Der Name ”Variationsrechnung” fiir dieses Gebiet stammt von Euler (1707—
1783). Seit dieser Zeit ist die Variationsrechnung ein sehr lebendiges und sich
schnell entwickelndes Teilgebiet der Mathematik geblieben. Der Ursprung der
Funktionalanalysis ist mit der Variationsrechnung verkniipft, und heutzutage
steht die Variationsrechnung im engsten Zusammenhang mit der Theorie der
partiellen Differentialgleichungen und der Kontrolltheorie.

1.2 Beispiele fiir Variationsprobleme. Ich will nun eine Reihe von Bei-
spielen fiir Variationsprobleme angeben.

1.2.1 Das Fermatsche Prinzip. Ein Lichtstrahl verlaufe in der Ebene
vom Punkt (a,«) zum Punkt (b, 3), wobei ich a < b voraussetze. Der vom
Ort abhéngige Brechungsindex des Mediums, das der Lichtstrahl durchquert,
sei n(x,y). Der Lichtweg kann dann durch den Graphen einer Funktion
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u : [a,b] — R mit u(a) = a, u(b) = B beschrieben werden. Da m die
Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichtes im Punkt (z,y) ist, ist die Zeit, die
das Licht von (a, «) nach (b, 3) braucht, gegeben durch

b
t= / n(z,u(x)) 1+ v (r)?de.

Unter allen moglichen Wegen von (a, o) nach (b, 3) wéhlt das Licht nun einen
solchen, fiir den diese Zeit minimal ist. Also gilt fiir den Lichtweg mit

F,u,€) = nfe,uw) VTHE,
I(w) = [ fla,u(z), ' (2)) dz

und
D ={ue C(ab,R):v(a)=a, vb) =5},

daBl v € D und
I(u) =min I(v) .

veD

Falls die Losung dieses Variationsproblems eindeutig ist, also falls es nur ein
u € D gibt, fiir das das Funktional I das Minimum annimmt, kann man
durch Losung des Variationsproblems auch den Lichtweg bestimmen. Ande-
rerseits ist durchaus nicht sicher, ob das so formulierte Variationsproblem
iiberhaupt eine Losung hat. Denn wenn der Lichtstrahl auf dem Weg von
(a, &) nach (b, 5) von Luft in Wasser iibergeht, dann hat der Lichtweg an der
Wasseroberflache einen Knick und kann also nicht durch den Graphen einer
Funktion in C([a, b]) dargestellt werden. Man wird also in diesem Fall nicht
erwarten, dafl das oben formulierte Variationsproblem lésbar ist. Der Grund
ist natiirlich, daf§ der Brechungsindex sich in diesem Fall nicht stetig &ndert,
sondern an der Wasseroberfliche vom kleineren Wert fiir Luft auf den grofie-
ren Wert fiir Wasser springt. Damit dieses Variationsproblem lésbar ist, wird
man also mindestens voraussetzen miissen, dafl der Brechungsindex n(z,y)
eine stetige Funktion ist.

Andererseits gilt das Fermatsche Prinzip auch fiir den Ubergang eines
Lichtstrahles von Luft nach Wasser, und es stellt sich die Frage, ob man das
Variationsproblem nicht auch in diesem Fall 16sbar machen kann, indem man
einen groBeren Raum D zuléflt, der auch stiickweise stetig differenzierbare



Funktionen enthélt. Dies ist tatsichlich der Fall, wenn man fiir D den Sobo-
levraum Hi([a,b]) von ”schwach differenzierbaren” Funktionen zuldfit, und
wie sich zeigen wird, ist es vom mathematischen Problem her viel natiirlicher,
Losungen in Hi([a, b]) zu suchen als in C([a, b]) .

1.2.2 Das Brachistochronenproblem. Gesucht ist die Bahn, die ein sich
in einer Ebene bewegender Massenpunkt unter dem Einflul der Gravitation
nehmen nuf; um in der kiirzesten Zeit von einem gegebenen Punkt (a, ) zu
einem gegebenen Punkt (b, 5) zu gelangen.

Um das Variationsfunktional zu

(a,) diesem Problem aufzustellen, sei
die gesuchte Bahn durch den Gra-

phen der Funktion u : [a,b] — R

(0, 8) gegeben. Auf den Massenpunkt

g wirkt die Erdbeschleunigung ¢ in
% % . vertikaler Richtung.
a b
a Die Bahnbeschleunigung des
B Massenpunktes ist gleich der Tan-
g 5(0) u gentialkomponente g¢gcosf3 von

g an die Bahn. Wenn s die
Bogenldnge der Bahn zwischen
(a,a) und dem Ort des Massen-
punktes ist, folgt also fiir den
Massenpunkt zur Zeit t an der
Stelle s(t):




. d*s ™ ,
§(t) = ﬁ(t) =gcosf = gCOS(E —a) =gsina

tana u'(x)

g—F——= 9
V14 tan? 1+ u/(x)?

wobei x = xz(t) die z—Komponente des Ortes des Massenpunktes zur Zeit ¢
ist. Man beachte nun, dafl

d . d ds s dt
Es(s) = g[%(t(s))] = ﬁ(t(s)) ' E(S)

1
= S(t(s = 5(8) —,
R TR BT
also
[ 3(5)]5(s) = (5 3(5)%) = )

und somit ergibt sich fiir die Bahngeschwindigkeit
5(s)? = 2/ 5(o)do + 5(0)* = 2/ 5(o)ds
0 0

i) N\ [ ) ds
2/0< 1+u’(m(a))2>da_ o Virw@r

x(s)
= 2 [ (cula)ds = ~2fu(e(s) - o] = ~2gu(a().

Hierbei sei z(s) die x—Komponente des Massenpunktes. Ich habe beniitzt, dafl
die Geschwindigkeit $(0) am Punkt (a,a) verschwindet. Die Vereinfachung
im letzten Schritt ergibt sich, wenn man das Koordinatensystem so wéhlt,
dafl o = 0 gilt.

Wenn ¢ die Bogenlédnge zwischen (a, ) und (b, ) ist, ergibt sich also fiir
die Laufzeit T" zwischen diesen Punkten

T - t(é)—t(O):/Oeg(s)ds:/oe%ds:/;$ds

[ [ e [ (B
0 —2gu(z(s)) a —2gu(x) dz a —2gu(x)



Zur Losung des Brachistochronenproblems setze also m = N =1,

14 &2

flaw8) =y 5

und
D ={v e C([a,b],R) :v(a) =0, v(b) =} .
Gesucht ist v € D mit

b
— / f(x,u(z),v (x))de = min I(v).

veD

1.2.3 Systeme von Massenpunkten. Gegeben seien ¢ Massenpunkte mit
den Massen my,...,m,. Zur Zeit t sei

wi(t) = (zi(t), yi(t), z:(t)) € R®

der Ort des i—ten Massenpunktes. In der gegebenen Zeit 7 bewege sich dieser
Punkt vom gegebenen Ort u§°) zum gegebenen Ort ugl) . In der Zeit zwischen
t = 0 und t = 7 bewegen sich dann die Massenpunkte so, dafl das Integral

/T( ")) — Ut ult)) dt / Zmz\u Ut u(t) dt
0
einen Minimalwert annimmt, wobei ich

u(t) = (ur(t),. .. up(t)) € R¥

gesetzt habe, U(t, u(t)) die potentielle Energie des Systems von Massenpunk-
ten zur Zeit ¢ sei und

l
1
=3 E mlu(t)]”
=1

die kinetische Energie bezeichne. In diesem Fall erhélt man also ein Variati-
onsproblem mit n =1, N = 3/,

t u f Zmz|771’2 ) (7717“-777@) € RN?

10



und
D = {u € C([0,7],RY) : w(0) = v @, u(r) = uV} .

Gesucht ist v € D mit

I(u) = /OT f(t,u(t), v (t))dt = min I(v) .

veD

Die Aussage, dafl sich die Massenpunkte so bewegen, dafl fOT T — U dt einen
Minimalwert annimmt, heifit Hamiltonsches Prinzip.

1.2.4 Dirichletsches Integral. Sei n > 1, sei 2 C R"™ ein Gebiet mit
Rand 092 und sei ug : 02 — R eine gegebene Funktion. Gesucht ist eine
Funktion u : @ — R, die am Rand mit ug iibereinstimmt, und fiir die das
"Dirichletsche Integral”

1
I(u) = / = |Vu(z)|? dx
Q2
einen Minimalwert annimmt. Mit N =1,
D ={veCi(QR): U], = uo}

und ]
fl,u,§) = 5 I¢f*

ist also u € D gesucht, so dafl

veD

I(u) = /Qf(Vu(x)) dx = min I (v)

gilt.

Dieses Problem hat in der Entwicklung der Variationsrechnung und der
Theorie der partiellen Differentialgleichungen eine entscheidende Rolle ge-
spielt. Es ist ein Modellproblem der Variationsrechnung, weil viele Eigen-
schaften komplizierterer Variationsprobleme sich an diesem Problem in einfa-
cher Form studieren lassen. Wie jedem Variationsproblem kann man diesem
Problem ein Randwertproblem zu einer gewohnlichen oder partiellen Dif-
ferentialgleichung zuordnen, so dafl unter gewissen Zusatzbedingungen die
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Losung des Variationsproblems eine Losung des Randwertproblems ist. In
diesem Fall ist das Randwertproblem

Au(z) =0 in
u|0Q = ug ,
wobei A = Y"1 | 88—; der Laplaceoperator ist. Die Gleichung Au(z) = 0 heifit
Potentialgleichung, weil zum Beispiel das Newtonsche Gravitationspotential
und das elektrostatische Potential diese Gleichung erfiillen.
Der erwéhnte Zusammenhang zwischen der Variationsrechnung und der
Theorie der partiellen Differentialgleichungen beruht auf dieser Zuordnung

von Randwertproblemen zu Variationsproblemen, weil man durch Losung
des Variationsproblems das Randwertproblem losen kann.

1.2.5 Hindernisprobleme. In den letzten Jahrzehnten haben Hindernis-
probleme in der Variationsrechnung eine grofie Rolle gespielt. Ich will an
folgendem physikalischen Beispiel erlautern, worum es sich dabei handelt:
Sei Q) C R? ein beschriinktes Gebiet, und sei ug : 9 — R eine gegebene Funk-
tion. Der Graph dieser Funktion beschreibe einen geschlossenen Drahtbiigel.
Also sei

z (2, up(7)) : 00 — R3

ein ”Parametrisierung des Drahtbiigels”. An diesem Drahtbiigel sei eine ela-
stische Membran befestigt. Aulerdem sei eine Funktion ¢ : Q2 — R gegeben
mit

U(z) <wug(x), =€ dN.

Der Graph dieser Funktion beschreibe die Oberfliche eines Hindernisses, das
unter Umsténden in den Bereich der Membran hineinragt und die Membran
nach oben driickt. In gewissen Bereichen liegt die Membran auf dem Hinder-
nis auf. Gesucht ist die Form, die die Membran annimmt.
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Membran Das Problem 148t sich in einfacher

Weise als Variationsproblem for-

mulieren. An der Stelle z € Q sei

u(zx) die Hohe der Membran tiber

der Ebene. Es gilt dann u(x) =

v up(z) fiir z € 0. Die potenti-
elle Energie V(u) der elastischen

1 1 Membran ist

I(u) = /Q %|Vu(x)]2 d.

Die Membran nimmt diejenige Form an, bei der diese potentielle Energie
minimal ist. Natiirlich ist die Menge der moglichen Formen, die die Membran
annehmen kann, von der Hindernisoberfliche mitbestimmt, und man erhélt
folgendes Variationsproblem: Sei

D:{veCi(R): V], = o und v(x) > (x) fiir alle z € Q}.

Gesucht ist v € D mit
I(u) = min I(v).

veD

Vom vorangehenden Beispiel 1.2.4 unterscheidet sich dieses Problem nur
durch die andere Wahl der Menge D von zuldssigen Vergleichsfunktionen.
Die jetzige Menge D ist kleiner als die Menge vom Beispiel 1.2.4.

1.2.6 Nichtparametrische Minimalflichen. Das Minimalflichenproblem
ist berithmt, und die Theorie zu diesem Problem hat sich in den letzten
Jahren schnell entwickelt und eine grole Anziehungskraft ausgeiibt. In seiner
einfachsten Form geht es darum, zu einer gegebenen geschlossenen Kurve
im R3 eine Fliche mit der gegebenen Kurve als Rand zu finden, die den
kleinsten Fléacheninhalt hat. Die genaue Formulierung des Problems héngt
davon ab, was fiir Flachen man zuldfit. Ich will das Problem erst fiir Flachen
formulieren, die als Graph einer Funktion dargestellt werden konnen.

Wie im vorangehenden Beispiel sei 2 C R? ein Gebiet, ug : 9 — R eine
Funktion, und

z— (u,up()) : 00 — R3
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die Parametrisierung einer geschlossenen Kurve. Man stelle sich unter dieser
Kurve einen Drahtbiigel vor. Taucht man diesen Drahtbiigel in Seifenwasser,
dann spannt sich eine Seifenhaut zwischen diesem Drahtbiigel aus, die unter
allen moglichen Fldchen mit demselben Rand den kleinsten Flécheninhalt
hat. Ich nehme an, daf diese Fliche als Graph einer Funktion u : Q — R
beschrieben werden kann. Es gilt dann U, = o Der Flacheninhalt dieser

Flache ist
I(u) = / V14 |Vu(x)|?de.
Q

Sei D = {v € C1(,R) : U = up} . In diesem Variationsproblem ist also
u € D gesucht mit

I(u) —/Qx/l—i— |Vu(x)|? dng}réi[r)lf(v).

1.2.7 Parametrisierte Minimalflichen. Nicht jede Flédche kann als Graph
einer Funktion dargestellt werden, und deswegen mufl man im allgemeinen
Fall mit Minimalflachen, die Mannigfaltigkeiten sind, arbeiten. Ich nehme der
Einfachheit halber an, dafl ¥ eine Minimalfdche sei, die durch eine einzige
Karte u : Q — ¥ C R? parametrisiert werden kann, wobei  C R? eine offene
Menge sei. Sei also

Y ={u(z,y) €R®: (z,y) € Q}.

Hierbei habe ich ¥ mit der Bildmenge von wu identifiziert. Der Flacheninhalt
von X ist

szﬁmmmewwwaw

wobei u, X u, das Vektorprodukt der Tangentialvektoren u, = %u und

Uy = %u sei. Sei ug : 00 — R3 eine Parametrisierung der Randkurve von 33,
und sei

D= {veC(Q,R: Vg = up} -

In diesem Variationsproblem ist u € D gesucht, so dafl
) = [ o x| dey) = mip 1)
Q veD
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1.2.8 Isoperimetrische Ungleichung. In der isoperimetrischen Unglei-
chung fiir ebene Gebiete wird die Lénge der Randkurve des Gebietes mit
dem Fliacheninhalt des Gebietes verglichen. Genau lautet das Problem fol-
gendermaflen: Sei 0 C R? eine offene beschrinkte Menge, deren Rand OS2
eine einfach geschlossene, ”hinreichend regulidre” Kurve ist. Wenn L(052) die
Lénge der Randkurve und meas (2) das Lebesguemafl von € ist, dann gilt
nach der Isoperimetrischen Ungleichung

(L(0))? > 47 meas (Q)

und Gleichheit tritt in dieser Ungleichung genau dann ein, wenn {2 ein Kreis
ist. Mit den Methoden der Variationsrechnung kann diese Ungleichung be-
wiesen werden. Dazu mufl die Aussage im Rahmen, der in Abschnitt 1.1
angegeben wurde, formuliert werden. Hierzu sei u : [a, b] — R? eine Parame-
trisierung von 0f). Nach dem Gaufischen Satz gilt

1 0 0
Q pr— d = — —_— + —_— d 5
Heas /Q Y73 /g (3?/1 h 0y y2) (1. 2)

1 . 1
= —/(dlvy)dy:—/ n(y) - ydsy
2 Jq 2 Jaq

[ T i) (o) VAT e

1

b
~ 3/ (@) — ) @) ds.

Auflerdem gilt

b
L((‘?Q):/ Vi ()2 + uh(2)? dr .

Fiir A > 0 sei also
b
D(A) = {v € C,([a,b], R?) : v(a) = v(b) und / (0105, — vovy)dz = 2A}

und sei

b
](v):/ \/v’l(:v)2+v§($)2dx.
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Gesucht ist u € D(A) mit

I(u) = min I(v).
(u) in, (v)

Weiterhin mufl gezeigt werden, dafl I(u) = V4w A, dafi das Minimum
eindeutig ist, und dal u die Parametrisierung eines Kreises ist.

1.3 Klassische und direkte Methoden der Variationsrechnung. Das
Problem der Variationsrechnung besteht darin, das Minimum eines Funk-
tionals auf einer Teilmenge eines Funktionenraumes zu finden, der normaler-
weise unendlichdimensional ist. Aus der Infinitesimalrechung ist das Problem
wohlbekannt, das Minimum einer reellwertigen Funktion auf einer Teilmenge
des R™ zu finden. Gegeniiber diesem Problem ergeben sich in den Minimum-
problemen der Variationsrechnung neue Schwierigkeiten, die hauptséchlich
in der Unendlichdimensionalitét des Definitionsbereiches des Funktionals be-
griindet sind.

Grundsétzlich jedoch kann man zur Losung von Variationsproblemen ge-
nauso vorgehen wie im Problem, das Minimum einer Funktion auf einer Teil-
menge des R™ zu finden. Deswegen will ich die Losungswege zu diesem Pro-
blem kurz besprechen:

Eine Méoglichkeit, das Minimum einer Funktion f : U C R™ — R zu
finden, besteht darin, die stationdren Punkte von f zu bestimmen, das heifit
die Punkte x € U mit

Vf(x)=0.

Durch Studium der héheren Ableitungen von f in den stationdren Punkten
konnen dann Kriterien gefunden werden, mit denen man entscheiden kann,
ob ein stationdrer Punkt von f auch ein Minimum von f ist oder nicht. Die
zweite Methode ist, f direkt zu minimieren: Man wéhlt eine Minimalfolge
aus, das heiit eine Folge {x,}°°, mit x,, € U und

li = inf :
g, Ton) = g 1)
Dann mufl gezeigt werden, dafi {x,}>%, eine in U konvergente Teilfolge
besitzt. Hierzu bendtigt man Kompaktheitskriterien. Nach dem Satz von
Bolzano-Weierstrafl geniigt es zum Beispiel, da8 {z,}°°, eine beschrénkte
Folge ist und U abgeschlossen ist, um eine konvergente Teilfolge {z,,}°,
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auswahlen zu konnen. Wenn f stetig ist, gilt dann fiir den Grenzwert x
dieser Folge

f(ﬁo) - f(elirgoxnz) = EILIEO f(xmz) = xuelgf(x) )

also ist xy eine Minimalstelle von f .

Auch in der Variationsrechnung werden beide Methoden angewandt. Die
erste Methode wurde in der Entstehung der Variationsrechnung zuerst ent-
wickelt und heifit daher auch klassische Methode der Variationsrechnung. Die
Gleichung V f(x) = 0 wird dabei ersetzt durch die gewohnliche oder partielle
Differentialgleichung

Z ai [fe,(,u(z), V()] = fu(z,u(z), Vu(r)), =€Q,

die als notwendige Bedingung von jeder Losung u des Variationsproblems
erfiillt werden muf}, die zu Cy(Q2) gehort, und die Eulersche Differential-
gleichung genannt wird. Zu dieser Differentialgleichung kommen in der Re-
gel noch weitere Bedingungen hinzu, die die Losung des Variationsproblems
erfiillen muf3 und die durch die Wahl des Raumes D der zuléssigen Vergleichs-
funktionen bestimmt ist. Hiaufig tritt als Bedingung zum Beispiel auf, dafl die
Losung v am Rande 02 mit einer vorgegebenen Funktion iibereinstimmen
mufl:

Ulgg = Uo-

Diese beiden Bedingungen zusammen bilden ein Randwertproblem fiir die
Eulersche Differentialgleichung, und jede Losung u € Cy(£2) des Variations-
problems, also jedes zweimal stetig differenzierbare Minimum des Variations-
funktionales muf} dieses Randwertproblem erfiillen. Genau wie im Fall einer
Funktion auf dem R"™ ist es aber nicht sicher, ob eine Losung dieses Randwert-
problems auch ein Minimum des Variationsfunktionales ist. Analog zu den
Kriterien fiir Funktionen im R", die garantieren, daf} ein stationdrer Punkt
auch ein Minimum der Funktion ist, und die man durch Untersuchung der
hoheren Ableitungen von f erhélt, sind in der Variationsrechnung eine ganze
Reihe verschiedener Kriterien entwickelt worden, die garantieren, daf eine
Losung des Randwertproblems zur Eulerschen Differentialgleichung auch ein
Minimum des Variationsfunktionales ist. Solche Kriterien sind hauptséchlich
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fiir den Fall n = 1 aufgestellt worden. Dazu gehoren die Theorie der Felder
und die Kriterien von Jacobi, Weierstrafl, Zermelo, Legendre und andere.

Abgesehen davon, daf} diese Kriterien hiufig schwer nachzupriifen sind,
bestehen die Probleme der klassischen Methode der Variationsrechnung dar-
in, daB man von einem Minimum des Funktionals verlangt, dal es zweimal
stetig differenzierbar sein soll, und dafl man das Minimum dann als Losung
eines Randwertproblems fiir eine Differentialgleichung zweiter Ordnung be-
stimmt. Minima von Variationsfunktionalen sind aber haufig gar nicht zwei-
mal stetig differenzierbar, und iiberdies ist die Losung eines Randwertpro-
blems fiir eine Differentialgleichung zweiter Ordnung oft eine schwierige Auf-
gabe. Wie man heute weif}, fithrt man auf diese Weise in vielen Féllen ein
leichter zu losendes Problem auf ein schwieriger zu l6sendes ” zuriick”.

Beginnend mit Hilbert sind daher seit der Jahrhundertwende die direk-
ten Methoden der Variationsrechnung entwickelt worden, die dem oben be-
sprochenen zweiten Zugang zur Auffindung von Minima von Funktionen
auf dem R™ entsprechen. Man versucht, ein Minimum des Variationsfunk-
tionales dadurch zu bestimmen, daf§ man aus einer Minimalfolge zum Va-
riationsfunktional eine konvergente Teilfolge aussucht. Die Schwierigkeit ist
nun, dal man fiir den Fall von unendlichdimensionalen Funktionenrium-
en kein so einfaches Kompaktheitskriterium zur Verfiigung hat wie das von
Bolzano-Weierstral im endlichdimensionalen Fall. Aus diesem Grund arbei-
tet man mit Hilbert- und Banachrdumen, und daher speziell mit Sobolev-
rdumen. Allgemein wendet man Methoden der Funktionalanalysis an und
ersetzt das Bolzano-Weierstrafische Kompaktheitskriterium durch verschie-
dene Kompaktheitskriterien aus dieser Theorie. Dazu gehort der Kompakt-
heitssatz von Rellich fiir Sobolevraume oder die schwache Kompaktheit der
Einheitskugel des Dualraumes eines Banachraumes. Wie erwéhnt, hat die
Funktionalanalysis ihren Ursprung in der Theorie der Hilbertraume, die Hil-
bert gerade fiir den Zweck entwickelt hat, spezielle Variationsfunktionale,
und insbesondere das Dirichletsche Integral, zu minimieren.

1.4 Inhalt der Vorlesung. Mein Interesse in dieser Vorlesung gilt mehr
den modernen direkten Methoden als den klassischen. Die direkten Methoden
spielen heute eine grofie Rolle in der Mathematik. Ich habe schon angedeutet,
dal man heute zur Losung von Randwertproblemen zu elliptischen partiel-
len Differentialgleichungen den umgekehrten Weg geht wie in der klassischen
Methode der Variationsrechnung: Zu einer gegebenen elliptischen partiellen
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Differentialgleichung sucht man ein Variationsfunktional, dessen Eulerglei-
chung gerade die gegebene elliptische Differentialgleichung ist. Dann 16st man
das Variationsproblem mit direkten Methoden. Das Minimum des Variations-
funktionals 16st dann gleichzeitig auch die gegebene elliptische Differential-
gleichung. Mein Ziel mit dieser Vorlesung ist daher auch auf die Theorie der
elliptischen Differentialgleichungen vorzubereiten, die ich im néchsten Seme-
ster in einer Vorlesung behandeln mochte.

Ich habe schon erwahnt, dafl die Theorie der Sobolevraume fiir die di-
rekten Methoden der Variationsrechnung und fiir die moderne Theorie der
partiellen Differentialgleichungen eine zentrale Rolle spielt. Wie im Titel mei-
ner Vorlesung angekiindigt, mochte ich daher in den beiden anschlieBenden
Kapiteln eine recht ausfiihrliche Einfiihrung in die Theorie der L,~ und So-
bolevraume geben. Daraufhin will ich die klassischen Methoden der Varia-
tionsrechnung behandeln, mich dabei aber kurz fassen. Behandeln méchte ich
dabei aber den Formalismus von Hamilton-Jacobi. Fiir die direkten Metho-
den der Variationsrechnung braucht man Kompaktheitskriterien. Eine grofie
Rolle spielt dabei die Kompaktheit der Einheitskugel des Dualraumes eines
Banachraumes beziiglich der schwachen Topologie. Zur Vorbereitung auf die
direkten Methoden werde ich daher im sechsten Kapitel die schwache To-
pologie und im siebten konvexe Funktionale auf Hilbertrdumen behandeln.
Die Ergebnisse dieser beiden Kapitel werde ich im achten Kapitel bei der
Behandlung der direkten Methoden der Variationsrechnung anwenden.
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2. [’-Raume, Sobolevriume

2.1 Skalarprodukt. Sei V' ein Vektorraum iiber K = R oder C. Eine Ab-
bildung (-,-) : V x V — K heifit Skalarprodukt, falls gilt:

(i) Firallez,y €V :(z,y) = (y,2)

(ii) Firalle e K, z,y eV :(Az,y) = A\(z,y)

(iii) Fiir alle 21,20,y € V : (x1 + 22,y) = (z1,y) + (22, 9) .
(iv) (z,2) >0, (z,2) =0<=2=0.

Aus (i) und (ii) zusammen folgt

(7, y) = My, 2) = Ay, 2) = A (y,2) = Az, y)

und aus (i) und (iii) folgt

(91 +y2) = (1 +y2,7) = (Y, 7) + (Y2,7) = (1, 7) + (y2, )
- <x7y1) + (x7y2) )

also ist das Skalarprodukt linear im ersten und antilinear im zweiten Argu-
ment.

2.2 Lemma. Sei (-, ) ein Skalarprodukt auf einem Vektorraum V' . Dann gilt
fiir alle x,y € V

(1) |(z,9)] < (z,2)%(y,y)"/? (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
(i) (z+y,z+y)? < (2,2)Y? + (y,y)Y? (Dreiecksungleichung)
(i) (z+y,z+y)+(@—y,z—y) =2((z,2)+(y,y))
(Parallelogrammgleichung)

Beweis: (i) Sei (z,z) + (y,y) > 0. O.b.d.A. nehmen wir an, daf8 (y,y) > 0
ist. Setze z = y) . Dann folgt

(v,

S

0 < (z—(x,2)z, 20— (x,2)2) = (z,2) — ((x,2)z,x)

— (2, (z,2)2) + ((z,2)z, (z,2)2)
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= (I,JJ) - (x,z)(:c,z) - m(%z) + (33;2)@(272)

= (z,7) = 2|(x,2)]* + ‘<$72)|2<(y’5>1/2 ) (3/;5)1/2>

= (z,2) —[(z,2)]",

also
|z, 2)* < (2,2),
oder ]
OR0) |(z, )" < (,2),
somit |(z,y)|* < (z,2)(y,y) . Dies ist (i).

(i) Aus (i) folgt

(@+y,z+y) = (z,2)+ @y + (y,2) + (y,9)
< (z) 4+ 2(x,2) Py, ) + (y,9)
= [(z,2)" + (y,9)"]".
(iii) @t+y, e+y)+@—y, z—y)
= (z,z) +2Re (x,y) + (v,y) + (x,x) = 2Re (x,y) + (v, ¥)
=2((z,z) + (y,9)) -

2.3 Prahilbertraum. Auf dem Vektorraum V sei ein Skalarprodukt (-,-):
V xV — K erklart. Dann wird durch

lz]| = (2, 2)"2
eine Norm auf V' erklart. Denn aus 2.1 (ii), (iv) und 2.2 (ii) folgt

@) =zl =0, [z|=0+=2=0
(i) Azl = [A] =]
(iil) [z +yll=(@+y, z+y)"? < (z,2)2 + (y,y)"* = ||lz]| + [y -

Mit dieser Norm wird V zum normierten Raum. Dieser normierte Raum
zusammen mit dem Skalarprodukt heifft Prahilbertraum.
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2.4 Konvergenz, Cauchyfolgen, Vollstindigkeit, Hilbertraum. Sei '
ein normierter Raum, {z, },-, C V eine Folge, zy € V. Dann heifit die Folge
{x,},2, konvergent gegen z,, wenn

lim ||z, — 20| =0.

n—oo

{x,}.2, heiBt Cauchyfolge, wenn zu jedem & > 0 ein ny € N existiert mit
|xn — xm|| < e

fiir alle n,m > ng.

Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge. Ein Raum, in dem je-
de Cauchyfolge konvergiert, heifit vollstindig. Ein vollstdndiger normier-
ter Raum heiit Banachraum. Ein vollstdndiger Préahilbertraum heifit
Hilbertraum.

2.5 Lebesgue-Riume. Sei M C R" eine mefbare Menge, und sei p das
Lebesgue-Mafl auf R™ Sei 1 < p < oo und sei LP(M, u, K) (kiirzer: LP(M))
die Menge aller y—mefibaren Funktionen f : M — K mit

[ vtran= [ \@prdute) <.

LP(M, p, K) ist ein Vektorraum tiber K. Setze

151, = ([ 1) ™.

Fiir p = oo sei L2(M, p, K) die Menge aller g—mef3baren Funktionen
f: M — K mit

[ fllac = esssup|f] = inf  sup [f(2)] < oo.
M u(N)=0 zeM\N
Auch L£®(M, u, K) ist ein Vektorraum iiber K. Da abzéhlbare Vereinigungen
von Nullmengen wieder Nullmengen sind, gibt es dann eine y—Nullmenge N,

so daf
[flloo = sup [f(2)].

zEM\N
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Beachte, daf§ || - ||, keine Norm ist auf £P(M, u, K), weil || f||, = 0 ist fur alle
f, die nur auf einer p~Nullmenge von Null verschieden sind. Aus || f|[, = 0
folgt also nicht f = 0. Andererseits gilt fiir 1 < p < oo und fiir alle n € N

1/p

171> = [l € M 117 > -]

Aus || f]|, = 0 folgt also

pl{r € M| 7)) > 7)) = 0

fiir alle n € N, somit

plle e M@ > 00 = w(Utre M| If@)]=})
= Jim (U de e M 1f@)] 2 1)
= i (e M| 1f(@)] > ) = Jim 0=

Also folgt fiir 1 < p < o0
[fll,=0+= f=0 i — fast iiberall.

Diese Relation gilt auch fiir p = co. Dann wenn || f||o = 0 ist, gibt es eine
Nullmenge N mit

0=1fllc = sup [f(z)].

zeM\N

Mit dieser Relation kénnen wir nun einen normierten Raum folgendermafien
definieren:

Fiir 1 < p < oo sei LP(M, u, K) (kiirzer: LP(M)) die Menge aller Aquiva-
lenzklassen in £P(M, i, K) zur Aquivalenzrelation

fr~g&=f=g i — fast iiberall.

Auf LP(M) werden die Vektorraumoperationen folgendermaBen erklirt: Seien
[f],[g] € LP(M) Aquivalenzklassen zu den Reprisentanten f und g. Setze

f1+1lgl = [f+d]
Alf] = [N, reK.
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Hiermit wird LP(M, pu, K) zum Vektorraum iiber K. Auflerdem setze

3= 0= ([ 1)

|||, : LP(M) — [0, o0] ist eine sinnvoll definierte Funktion, weil || ]|, = ||gll,
gilt fiir alle f,g € £LP(M) mit [f] = [g] .
Auflerdem gilt nun

I/, =0 <= |Ifll,=0 <= f=0 1 — fast iiberall.
0 [f]= (0]

Da8 || - ||, : LP(M) — [0, 00] auch die anderen Eigenschaften einer Norm hat,
werden wir unten zeigen. Fiir L (M, p, K) ist dies jedoch offensichtlich. Also
ist L>°(M, u, K) ein normierter Raum.

Zur Vereinfachung der Schreibweise a8t man iiberlicherweise die Klam-
mern in [f] weg und benutzt fiir die Aquivalenzklasse und ihren Repriisen-
tanten dasselbe Zeichen.

2.6 Lemma (Vollstidndigkeit von L>°). L>°(M, u, K) ist vollstindig, also
ist L>°(M, u, K) ein Banachraum.

Beweis: Sei {fj},., eine Cauchy-Folge in L*(M, u,K). Dann gibt es zu
jedem n € N ein ko(n) mit

1
I fe = fillp < — I flloo < C < 0

fir alle k,1 > kq, also gibt es fiir alle k,[ > k¢ eine Nullmenge N (I, k) mit

swp (@) = f@) = Ife - flle < =, swp (@)l <C,
xeM\N(1,k) n zeM\N(l,k)
also
(¥ swp fule) — ) €5, swp [fule)| <€

zeM\N zeM\N
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fir alle n € N und alle k,1 > ko(n) , mit

Nn) = (AN E) [ 1k > ko(n)}
N = [JN®m).

N ist eine Nullmenge als abzdhlbare Vereinigung von Nullmengen. Also ist
insbesondere {fi(z)},—, eine Cauchyfolge in K fiir alle z € M\N. Da K
vollstandig ist, hat diese Folge einen Grenzwert f(z), und es gilt fir alle
x € M\N

@) = 1f@) = fula) + filw)
= Iim |f(2) = o) + fi(o)
< lim |f(z) = flo)|+ Jim |fila)] < Jim C = C

-~

=0

wegen (x). Definiert man F' auf N durch
f(z)=0, zeN,

dann ist also f beschriankt und mefbar, also f € L>®(m, u, K). Weiter folgt
aus (x) fiir alle z € M\N

[f(@) = fulx)] = lim [f(z) = fi(z) + fi(z) = fi(2)]

< Jim |f(z) = fi(2)| + lim |fi(2) = fu(z)]

1 1
< lim|fi(e) = filo)] < Jim = = —,
—00 n

l—oo N

fiir alle k& > kg, also

S|

If = filloo < sup [f(z) = fu(z)] <

xeM\N

Y

k > ko . Hieraus folgt limy . fr = f in L®(M, u, K), also ist dieser Raum
vollstandig.
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2.7 Lemma (Holdersche Ungleichung). Seien p, ¢ € [1, oo] mit %—l—é =1.
Ist dann f € LP(M) und g € LY(M), dann ist fg € L'(M) und

1fglle < I £1lp llgllq -

Beweis: fg ist meflbar als Produkt mefibarer Funktionen. Fiir p = 1 ist
q = 00, also

[(Fg)(@)| = 1f(2)g(z)] < llglloc]f ()]

fiir fast alle x € M | also ist | fg| fast iiberall durch eine integrierbare Funktion
beschrinkt, also ist fg € L'(M) . Weiter folgt

/le(fff)g(x)!du(fv)S/MHglloolf(x)ldu(w):||g||oo||fH1,

und dies ist die Holdersche Ungleichung.

Die Behauptung ist auch klar fiir || f|, = 0 oder ||g||, = 0, weil dann
f(x)g(x) = 0 fast iiberall. Sei also 1 < p < oo und || f||, > 0 und ||g||; > 0.
Fiir a,b > 0 gilt

1 1 )
ab < Z—)ap + abq (Youngsche Ungleichung).

Fiir ab = 0 ist diese Ungleichung trivial. Zum Beweis fiir @ > 0 und b > 0
bilde man den Logarithmus

logab = loga+logh = Eloga—i-glogb
p q

1 1 1 1
= —logad? + —logb? < log (—ap + —bq> )
p q p q
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Die letzte Ungleichung gilt wegen der Konkavitdt des Logarithmus. Denn
wegen + +1 =1ist L loga? + % log b? der in der Skizze eingezeichnete Wert
auf der Sehne

Nun setze man a = L@ § = @I gy fo]0t
£1lp llgllq

[f (@) g(@)| _ [f@)F | |g(x)]
T Nolla = #1712 allglly

Die rechte Seite ist integrierbar, also auch die linke, und es folgt

J\fgldp 1 J|fIPdp L1 [ 1gl*dp

Il llglle = 2 1FE " a llls
1 (| &1 1
Uil 1oy 11
pllfll  alglla » q
2.8 Lemma (Minkowski-Ungleichung). Sei 1 < p < oo. Sind f,g €
LP(M), dann auch f+ g € LP(M) und
If+9llp < 1fllp + llgllp -

Beweis: Fiir p = 1 und p = oo ist diese Ungleichung trivial. Sei nun 1 < p <
oo . Dann folgt
[f(@) +g(@)P = |f(z)+g()]|f(x)+g(x)P~"

< |f@If(@) + 9@ + gl |f (@) + g(2) P~

fast iiberall. Nach Voraussetzung sind f,g € LP(M), und | f +g[P~ € LY(M)
mit 119+%: 1, wegen

(If + gl D = |f + g|?0™V = |f + g|P <227V £ + 20 g]?

(%)
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also sind nach der Holderschen Ungleichung

11+ gl dgl 1f + gl € LHM),
und damit wegen (x) auch |f 4 g|”. Dies bedeutet, da8
|f +gl € LP(M).

Weiter folgt aus (%) und aus der Holderschen Ungleichung

J1gaPdn < 18101+ 9P 0+ gl 11F + 9,
1/q
= (17l +lll) ([ 7+ ol )

= (Ul + gl ( [17 -+ an) .

Wenn [ |f + g|Pdp = 0 ist, ist die Behauptung klar. Im anderen Fall ergibt
sie sich aus der letzten Ungleichung durch Kiirzen.

Aus der Minkowskischen Ungleichung folgt nun, da8 || - ||, : LP(M, 4, K) —
[0, 00) eine Norm ist fiir 1 < p < oo, und daf also LP(M, u, K) und auch
[P normierte Rdume sind. Aus der Holderschen Ungleichung und aus f,g €
L*(M, u,K) folgt (fg) € LY (M, u,K). Fiir f,g € L*(M, u, K) existiert also
das Integral

(f.9) = /M £(2) 9(2) dp(x)

und stellt, wie man sofort nachpriift, ein Skalarprodukt dar mit

I fll2 = (f, )2

Also ist L?(M, 1, K) ein Prihilbertraum. Im néichsten Satz wird gezeigt, daf
LP(M, u, K) vollstandig ist fiir alle p mit 1 < p < oo. Der Raum LP(M) ist
also sogar ein Banachraum und L?*(M) ist ein Hilbertraum.

2.9 Satz von Fischer-Riesz. LP(M, 11, K) ist vollstandig fiir 1 < p < oo.
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Beweis: Sei {fi},-, cine Cauchy-Folge in LP(M) . Es geniigt zu zeigen, daf
die Folge eine konvergente Teilfolge hat, weil der Grenzwert dann Haufungs-
punkt der Folge ist, und eine Cauchy-Folge gegen ihren Haufungspunkt kon-
vergiert. Wihle eine Teilfolge { fy, }.-, aus mit

(o)
Z kaiH - sz
=1

Um diese Teilfolge zu konstruieren, wéhle k;, so daB

I fe = fill, <27

gilt fiir k,1 > k;, und setze k; = max(k;_1+1, l;;l) Im folgenden bezeichnen
wir die Teilfolge { fy, }.—, wieder mit {fi},—, . Setze

p < 00.

!
9= |fes1 = fil -
k=1

Wir zeigen nun, dafl diese Folge punktweise u—fast iiberall konvergiert. Fiir
diejenigen x, fiir die g;(x) konvergiert, ist dann {fy(z)},—, eine Cauchy-
Folge und besitzt also einen Grenzwert f(z). Wir werden dann zeigen, dafl
f e LP(M) ist, und daB { fi},—, auch in der Norm || - ||, gegen f konvergiert.
Nach dem Lemma von Fatou und der Minkowskischen Ungleichung gilt wegen
g7(x) =0

l—o0

/liminfgf(a:)du(x) < liminf/ g7 (z) du(x)
M e M

. . : 3 p
= timinf g} = (Limin |,

IN

I
(“{E},Efz | fr1 — fk:||p>p
=1

(Sl - All) <.
k=1

Aus dem Lemma von Fatou folgt dann, dafl

llim g (z) = lilm inf g7 ()
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1 — fast iiberall. Also existiert auch

lim fi(z) = f(z)

k—oo

w — fast iiberall. Da | f(x)— fi(x)|P > 0 ist, kann das Lemma von Fatou erneut
angewendet werden, und es folgt

J @ = a@rante) = [ g 1) = AP duo)
= [ timinf (o) = At duta)

< hmlnf/ | fr(x z) [P dp(z)
= (hl?iloglfﬂfk—fznp)

k-1
. . p
< <h;?l£le: | fivs — fz‘“p)

= (Xl =£illy) =0 fiir 1= oo,
1=l

Hieraus folgt f — f; € LP(M), und damit nach der Minkowskischen Unglei-
chung auch f € LP(M) . AuBerdem folgt hieraus, da8 { fy},—, in LP(M) gegen
f konvergiert. Damit ist der Satz bewiesen.

2.10 Schwache Ableitung. Sei (2 C R" eine offene Menge; sei 1 < p < 00,
und sei

Coel(Q) = {o € C¥(R™) | suppp C 2, supp p kompakt} .

Seien u,v € LP(Q2) . v heiBt schwache Ableitung von w nach x;, wenn

/Qv(x) o(x)dx = —/Qu(x) 8(?@ o(x) dx

gilt fiir alle ¢ € CO'OO(Q) :
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2.11 Lemma: Seien vy, vy schwache Ableitungen nach x; von u. Dann gilt
V1 = V2.

Beweis: Fiir alle ¢ € CO'OO(Q) gilt

[ o eta)de == [ @) 5 otwdo = [ wafo) pta) de.

also

/(Ul —v9)pdr =0.
Q

Die Behauptung folgt aus dieser Formel und aus dem spéter folgenden Lemma
3.7, falls v; — vy € L¥°¢(Q) gilt. Also bleibt dies zu beweisen.

Hierzu sei 2; C 2 eine kompakte Menge. Dann folgt aus der Holderschen
Ungleichung fiir v — vy € LP(Q), 1 < p < o0,

1

1 1
/[Ul—v2|dx§[/ 1qu}q[ lv; — velPdr|” < 00,
Q Q 931

und somit ist v; — vy € LM°¢(Q) . Dies beweist das Lemma.

Nach Definition ist fiir u € C(€2) die gewohnliche Ableitung auch schwache
Ableitung, also stimmen starke und schwache Ableitungen {iberein. Schwa-
che Ableitungen sind also Verallgemeinerungen von gewohnlichen (starken)
Ableitungen und werden daher auch mit a%iu, O;u oder mit v’ bezeich-
net. Entsprechend werden hohere schwache Ableitungen definiert. Hierzu sei

a=(ai,...,q,) € NJ ein Multiindex. Man setzt o] =Y " | o; und

olel
Y T

D% o(x) p(x) -

Seien u,v € LP(§2). v heiBe a—te schwache Ableitung von u, wenn fir alle
¥ € Coo(f) gilt

/Qv(x)go(x)dx: (—1)|a/u(x)Dag0(x)dm.

Q
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2.12 Sobolevriume HP (2) . Fiir 1 < p < oo und m € Ny sei

HP(Q) ={f € LP(Q) | f hat schwache Ableitungen D*f € LP(2)
bis zur Ordnung |a| < m ’

HP? () ist ein Vektorraum. Eine Norm auf H? () ist

1fllpme =D ID*flpe-

laj<m

Fiir p = 2 ist ein Skalarprodukt auf H,,(Q) = HZ(Q) definiert durch

(f,@mo =Y (D*f,D%)q,

la<m

Die zugehorige Norm ist

I lema= | D IDfl3q.

laf<m

die dquivalent ist zur oben definierten Norm || f||2.n.0, und die wir deshalb
der Einfachheit halber mit demselben Symbol bezeichnen.

2.13 Satz (Vollsténdigkeit der Sobolevriume). Die Raume H? () sind
vollsténdig, also ist jeder der Rdume HP () ein Banachraum, und HZ (£2)
ist ein Hilbertraum.

Beweis: Sei {f;},2, € HE () eine Cauchy-Folge. Zu jedem ¢ > 0 gibt es
dann ein [y mit
1fi = fellpma <€

fir alle I, k > ly. Hieraus folgt fiir jeden Multiindex o mit || < m

1D fi = D fillpo < lfi = fillpma <€,
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also ist {D*f;},°, eine Cauchy-Folge in LP(2). LP(Q) ist vollstandig. Sei
[ e LP(Q) der Grenzwert von {D° f;}7 | . Dann folgt fiir jedes ¢ € (%’OO(Q)

| r@e@de = [ [~ lin 0] ela) da

= Jim | Dfi(z) o) de

l—o0

= hm O"/fl )D%p

= (0! [ [~ Jim fta >} () da

_ |a|/f ) DAy

Also ist f* die a—te Ableitung von f, f* = D*f, somit ist f € HP (Q).
Schlieflich gilt

= Alana = |Z< lim [[D*f = D*fillpun = 0,

d.h. {fi},2, konvergiert in HP () gegen f. Also ist HF (§2) vollstandig.

Wir setzen fiir alle 1 < p < oo und m € Ny U {0}
CP(Q)={f:Q—K| fist m—fach stetig differenzierbar

mit D*f € LP(Q) fiir alle
Multiindizes o mit || < m.

2.14 Satz (Dichtheit von C?_ (£2)im Sobolevraum). Sei 1 < p < 0.
Dann gilt

CE@" " = HL (@),
Das heifit, daBl jedes f € H? () durch eine Folge {f;};2, € C% () beziiglich

der Norm || - ||,m,o approximiert werden kann.

Ich werde diesen Satz spéiter beweisen. Dieser Satz gilt nicht fiir p = oo.
Denn "
a1 — o),
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also R
Cx(Q) 7 =07 (Q).

Fir Q = (—1,1) ist

f(x) = |z
in H{°(§2) enthalten mit
P e O
aber natiirlich ist
[0 (Q),

also o

Die Elemente von H?, (Q) sind als Elemente von L?(Q) Aquivalenzklassen von
mefibaren Funktionen. Etwas unprézise sagt man, f € HP () sei stetig oder
differenzierbar, falls die Aquivalenzklasse von f eine stetige oder differenzier-
bare Funktion enthilt. Die Aquivalenzklasse von f enthilt hochstens eine
stetige oder differenzierbare Funktion. Alle anderen Funktionen aus dieser
Aquivalenzklasse unterscheiden sich dann von der stetigen Funktion nur auf
einer Menge vom Maf3 Null. Zwar ist H? (£2) eine Teilmenge von LP(2), aber
natiirlich braucht nicht jedes Element f von H? (Q2) stetig oder gar differen-
zierbar zu sein. Man kann aber beweisen, dafl f stetig oder differenzierbar
ist, falls m geniigend grof} ist (Sobolevscher Einbettungssatz).

Bei der Losung von Randwertproblemen fiir partielle Differentialgleichun-
gen mochte man haben, dafl die Losung, die man héufig in Sobolevraumen
sucht, gewisse Werte auf dem Rand annimmt. Wenn der Rand einer offe-
nen Menge () glatt ist, ist er eine Nullmenge, und somit ist nicht klar, was
die Randwerte einer “Funktion” (Aquivalenzklasse) u € HP () sein sollen.
Man kann aber unter gewissen Voraussetzungen an 02 solche Randwerte
definieren. Das folgende ist eine besonders elegante Definition von Funktio-
nen in Sobolevraumen, die “im verallgemeinerten Sinn” auf dem Rand 0f)
verschwinden.

2.15 Definition (Sobolevriume Ioifn(ﬂ)) Fiir 1 <p < oo und m € Ny
sel

- HE(©)
Hin(©) = Cw())
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— {fe H(Q)]| Es gibt eine Folge {¢1}2, C Coe(Q)
mit || f — @illpma — 0 fiir | — oco.

ﬁ[fn(ﬂ) ist ein abgeschlossener Unterraum des Banachraumes H? (Q), also

selbst ein Banachraum. Fiir p = 2 insbesondere ist [iffn(Q) = [ifm(Q) ein
abgeschlossener Unterraum des Hilbertraumes H,,(€2), also selbst ein Hil-
bertraum mit dem Skalarprodukt

(V) = Y (Du, D*v)q.

laj<m
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3. Topologie der Sobolevraume

3.1 Satz (Faltung). Sei 1 < p < o0, ¢ € L'(R"), f: R* x R" — K mit
xr — f(y,x) € LP(R") fir alle y € R™ und SUDjcsupp o Nf(-—=h)]lp, < oo.
Dann existiert fiir fast alle x € R™ das Integral

und es gilt

[ ela =)ty = [ o) faa -y,

[Elp < llells sup [[f(- =), -

hesupp ¢

Beweis: Sei p = oo . Dann folgt

ess sup |F(z)] = esssup]| e(y) f(z,z —y)dy|

r€eR™

zeR” R™

TER™?

< ess sup / o)) |f (. — )|dy
supp ¢

IN

/ o(y)| sup esssup |f(,x — h)|dy
supp ¢

hesuppy zER?

= el sup I£C- = h)lloo -

hesupp ¢

Hieraus folgt die Behauptung.

Seip < oo, und sei 1 < g < oo mit %—l—% = 1. Dann folgt aus der Holderschen

Ungleichung

|F () ["dx

Rn

IN

p

dx

[ ota =) fa.v)dy

p

(p(x — )7 |o(x — y)|7 |f(z,)|dy| da

/n R

/n { o P yﬂdy] % [/R oz =)l |f(l’>’y)|”dy} dx

loll? / [ el 1o~ p)lrdady
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P
< Yol |¢<y>|[ s [ f(w - y)Pde] dy
R" yesupp ¢ J R?

241 ;
= leli™ sw [IfC- =9I
yESupp ¢

1,1 _
Also, wegen s+, =1

1Ep < llells sup [[f(;-=»)lp-

yEsupp ¢

Wenn f(y, ) nicht von y abhéngt, schreibt man auch

F(x) = / o(x —y) f(y)dy = (o * f)(z).

Der Operator * heifit Faltung von ¢ und f. In diesem Fall nimmt die bewie-
sene Ungleichung die Form an

le* Fllp < ol (171 -

Die Faltung ist also eine lineare und stetige Abbildung auf LP(R") mit Norm
< llells-

3.2 Lemma. Sei f € LP(R") und ¢ € CO*OO(R”). Dann ist FF = o f €

C? (R™), und die partiellen Ableitungen erhélt man durch Ableiten unter
dem Integral.

Beweis: Ubung.
Im folgenden sei 2 C R™ eine offene Menge und

5(9) ={f € C(R") | suppf C Q, suppf kompakt} .

3.3 Lemma. Sei 1 < p < oo und f € LP(R"). Dann gilt

lin /(- = 1) = fll, =0
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Beweis. Aus der Lebesgueschen Integrationstheorie folgt, dafl COJ(R”) dicht
ist in LP(R") fiir 1 < p < oo. Also existiert zu f € LP(R") eine Folge

{fe}2, € C(R™) mit ||f — fill, — O fiir k — co. Dann gilt
[fC =)= fllp < N1FC=1) = fe( = W)llp + 1 = h) = filly + 11 f — fllo

1/p
<olf =+ [ e b= ]

1/p
<20 = Al + sup e = 1) = o)l | [ w| "
zeR™ supp fxU supp fi (-—h)

Da fy stetig ist auf R™ und auflerhalb einer kompakten Menge verschwindet,
ist fi, gleichméfBig stetig auf R™. Also gilt sup,cgn | fe(x — h) — fe(x)] — 0
fir h — 0. Zu ¢ > 0 wihle man k grofl genug, so daf§ ||f — fxl|, < &/2. Fiir
dieses k wihle man hg so klein, dafl

sup |fule — b) — fu(e)] < 2/2[2 / )

z€eR™

gilt fiir alle A mit |h| < hg. Es folgt

1f(-=h) = fllp <e
fir alle |h| < hy.

3.4 Dirac-Familie. Eine Familie {¢.}.., € L'(R") mit

v >0, / we(x)dr =1, / @e(x)dr — 0 fiir alle § > 0
" R™\B;(0)

heifit Dirac-Familie.

Als Beispiel fiir eine solche Familie nehme man ¢ € L'(R™) mit ¢ > 0 und
mit [p, p(z)de =1 und setze

3.5 Satz. Sei 1 < p < oo, und sei {p.},., eine Dirac-Familie. Dann gilt fiir
alle f € LP(R")
lm .+ £ — fll, = 0.
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Beweis: Wegen [, ¢.(z)dz = 1 folgt

(pox @)= 1) = [ o =) 1) = S(@))dy.

Fir § > 0 sei
we(x) , |z[ <0 0 ;[ <0
9085(17) = ) wsﬁ(x) ==
0 , |zl >0 oe(x) , |z| >0
Dann folgt

oo s s =l =1l [ puste =0 [0) - @)y

T el =) [F() = f@))dylly

< |leslly sup || f(- = h) — f”p + |eslls sup ||f(-—h) — f”p .
|h|<§ heRn
—— _

P [

<1 0, nach Lemma 4.3 i — 0 0 < 2| fll
fir 6 — 0 ur e —

3.6 Satz (Dichtheit von (OJ’OO(Q) in LP(€2)). Sei Q C R™ offen. Dann ist
Coo(Q) dicht in LP(R?) fiir 1 < p < oco.

Beweis: Sei ¢ € (i*oo(R") mit ¢ >0, ¢ # 0, Y(z) =0 fir |[z| > 1.

@b(x){exp(ﬁ) <1

=1

(Beispiel:

Setze
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Sei f € LP(R™) und 6 > 0. Finde f. € é’oo(Q) mit ||f — fl|, < 6. Setzt man
fe =@ * f,dann ist f. € C(Q) mit ||f — f.|l, — 0 fiir ¢ — 0, hat aber
im allgemeinen keinen kompakten Trager in €2. Daher setze fiir § > 0

Q5 = {x € Q| dist(x,00) > ¢, |x| < %}

und

fs(z) =

flz) , ey
0 , l’GRn\Qg.

Es folgt
I — fslin = / F(@) — f(2)Pde — 0
Q

fiir 0 — 0, wegen |f(x) — fs(z)|P — 0 fir § — 0 und alle x € Q, und wegen
|f(z) — fs(x)|P < |f(z)|P (Satz von Lebesgue). Fiir hinreichend kleines ¢ ist
also || f — f5ll, < 6/2. Nun setze

Je=pe*[s.
Es existiert g > 0 mit
1fs = fell, < 6/2
fiir alle € < ep. AuBerdem gilt fiir € < 0/2 und x € Q\ Q2

|fe(x)| = | . v (y) fs(x — y)dyl

< /| e Wllftr iy =0

wegen

)
dist(x —y, 0Q) < e + dist(x, 99) <€+§ <40,

fur Jy| <e, also fs(z —y) =0. Also ist f. € CO’OO(Q) mit
If = fellp <0

3.7 Lemma (Fundamentallemma der Variationsrechnung). Sei 2 C
R™ offen und g € L¢(Q) mit

/Q 9(x) p(x)dz = 0
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fiir alle ¢ € é’oo(Q) . Dann folgt g(x) = 0 fast iiberall in Q.

Beweis: Sei E C Q meBbar und beschriankt, und sei £ C 2, also
dist(E, R"\Q) > 0. Sei {¢:}.~0 wie im vorangehenden Beweis und setze

¢5($> = /E(’OE(;U - y)dy = Y * XE -

Dann folgt ¢. — xg in LP(R™) nach Satz 4.5. Auflerdem gilt

(+) 6.(2)] < / ool — y)dy < / ez —y)dy=1.

Weil [o, [¢(x) — xg(z)|dz — 0 gilt fir ¢ — 0, also |¢.(z) — xp(z)| in
der L'-Norm gegen Null konvergiert, gibt es nach einem Resultat aus der
Lebesgueschen Integrationstheorie eine Folge ¢., mit ¢, (z) — xg(x) — 0
fast iiberall in R™. Zusammen mit (x) folgt aus dem Satz von Lebesgue
somit

/(gszﬁsk — gxp)dr — 0,
Q
also, wegen ¢., € é’oo(Q) fiir k geniigend gro8,

/gdx: lim [ g¢e dz=0.

E k=0 Jo

Nun sei €25 wie im vorangehenden Beweis und setze
Ey={ze€Qs| £g(z) >0}

(bei reellwertigem g ; sonst betrachte Reg und Img getrennt). Es folgt

/ \g\dx:/ gdw—/ gdr =0.
QgﬂB% Ey

(0) -
Da Q = | Qs folgt g = 0 £i. auf Q.

6>0

3.8 Approximation von Funktionen in Sobolevridumen. Sei 1 < p <

o0, sei 2 C R™ offen und zu ¢ € Co*oo(Bl(O)) sei

)

—-n

pe(z) = "p(

o8

41



eine Dirac-Familie. Fiir u € H? () setze

%@w:%*uzlgux—wu@My

Dann gilt u. € Co(R™) und ||u — u.||p0 — 0 fiir ¢ — 0. AuBerdem gilt fiir
a € N mit |a] <m

0= [ Do =gty = (-0 [ [Dyeute =] uldy.

Da supp p. C B.(0) gilt, ist

Y oe( —y) € Cool(Q)

fur alle x € Qs = {z € Q| dist(x,082) > 0} mit § > ¢. Also gilt nach
Definition der schwachen Ableitungen von

Du.(z) = (—U'“/ﬂ[D“sos( —y)] uly)dy

= /Qgpa(gj —y) D%u(y) dy = (Du).(x),
also
D*w] ), = [(D™).]|, -

Nach Satz 4.5 gilt || D% — (D®u)c|[po — 0 fiir ¢ — 0, also resultiert fiir
0<e<d

U= Ue|pm, = u — D% ||, 0,
I I [D%u — D% ||
|| <m
= > ID*u— (D*u)[lpg; — 0
la|<m

fir ¢ — 0. Also kann v € HP () in jeder offenen Menge D C Q mit
dist(D, 02) > 0 durch C—Funktionen in der H? ~Norm approximiert wer-
den. Als Folgerung erhalten wir hieraus:
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3.8.1 Folgerung: Sei () C R” eine offene und beschrénkte Menge, 1 < p <
oo, u € HP (Q). Falls u(z) = 0 ist fir alle z € Q mit dist(x, 0§2) < ¢, dann

existiert eine Folge {ux}32, C CO*OO(Q) mit

|lu — ukllpmao — 0, k—oo.

Beweis: f kann durch Null zu einer Funktion in H? (R") fortgesetzt werden,
also gilt

D"‘u€|Q = [(Dau)g]|Q ,
und ||u — uel|pma — 0 fire — 0.
Es gilt dist(suppu, R*\Q2) =§ > 0, also verschwindet

wie) = [ oo —g)uty)dy

fiir alle  mit dist(x, suppu) > g falls € < g ist, also ist supp u. beschriankt,
und damit kompakt, und in €2 enthalten. Hieraus folgt die Behauptung.

Die Approximation von beliebigem u € HP () auf € ist schwieriger und
erfordert einige Vorbereitungen, denen wir uns jetzt zuwenden.

3.9 I“Jberdeclfungen. Sei 2 C R™. Eine Familie {U;}$°, von Teilmengen Uj;
von R™ heiffit Uberdeckung von €2, wenn

ac o
=1

Wenn jedes U; offen ist heifit {U;}22, offene Uberdeckung von Q. Gibt es zu
jedem z € Q eine Umgebung V von z in R” mit U; NV #  fiir hochstens
endlich viele i € N, dann heifit {U;}%°, lokalendliche Uberdeckung von €.
Sei {2 C R” offen. Wir benétigen im folgenden eine offene, lokalendliche
Uberdeckung {U;}$2, von € mit U; beschrinkt und mit U; C Q fiir jedes
1€ N.
Eine solche Uberdeckung kann man folgendermafien konstruieren:

Sei Oy =0 und fir: € N

1
Q={xeQ||z| <i, dist(x,00) > -} .
i
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Dann ist €2; offen und beschriankt,

0 CO Sy €O, UQi:Q~

i=1

Setze U; = Q;11\Q;_1 . Dann ist U; offen und beschrankt,

U; € Qi €0,

Q2 JUi =@ \Qmn) 2 Qi \2) U, = UQ =Q.
i=1 i=1 i=2
SchlieBlich ist {U;}$2, lokalendlich, weil fir m > i+ 2 gilt

UnNUi = (1 \ Q1) N (g1 \ Qi)
C (nt1\ Q1) N Q1 = 0.

3.10 Zerlegung der Eins. Sei 2 C R” offen und {U;}$2, eine lokalendliche,

offene Uberdeckung von Q. Eine Folge {n;}2, C CO’OO(R”) heifit eine der
Uberdeckung {U;}$2, untergeordnete Zerlegung der Eins, wenn gilt

0 € CoolUi) , 1 20, Zm )=1 firallezeQ.

Beachte, dafl zu jedem z € R” in dieser Summe hochstens endlich viele Sum-
manden von Null verschieden sind.

3.11 Lemma. Sei 2 C R" offen und {U;}{2, eine offene, lokalendliche Uber-
deckung von Q. Ist jedes der U; beschrankt mit U; C €2, dann existiert eine
dieser Uberdeckung untergeordnete Zerlegung der Eins {n;}°, .

Beweis: Durch Induktion kénnen wir eine Folge offener Mengen {V;}°; mit

Vi C U; und mit U V; = Q finden. (Also ist auch {V;}3°; eine offene, lokal-
i=1
endliche Uberdeckung von Q aus beschrinkten Mengen.)
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Dann seien Vi, ..., V,, so gewahlt, dafl

a=UwuclU

gilt. Fiir die abgeschlossene und beschrankte, also kompakte Menge OU,, 1
gilt dann

3Um+1 N Um+1 == @ und

OUpmsir ST CO=(JWU( | 1),
i=1 i=m+1
also sogar
WUnn C (WU U)=M
=1 i=m+2
d.h.

dist (M, U41) > dist(R™\M, 9Uppiy) =6 > 0.
Setze Vi1 = {x € Upyq | dist(x,0Up41) > %} Dann folgt

m—+1

e=UJwuclU v,

i=m-+2

Fiir die so konstruierte Folge {V;}2, gilt nun

o
=1

Denn fiir x € Q gibt es hochstens endlich viele 4y,...,7, mit x € U;,, | =
1,..., k. Also folgt

ik

x & G U;, somit :EEU‘/}QG\G,
j=1

J=ig+1 J=1

d.h. N
a=Jv.
j=1
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Wegen V; C U; ist dist(V;, U;) = 6; > 0. Deswegen kann man eine offene
Zwischenmenge E; wihlen (etwa F; = U Bs, 2() ) mit
z€eV;

=<

. CECE, CU,

also

diSt(aEi, V; U (RH\U1)> =& >0.

Fiir eine Dirac-Folge {¢:}es0 2u ¢ € 500(31(0)) setze dann

(@) = (e, % xi) (&) = / el — y)dy .

L;

Wegen ¢, € (%’OO(B&.(O)) : / @, (2)dz =1 ist dann 7; € (%’OO(UZ-) mit
|z]<e;

Xv, <1 <1,

also - -
Som=D xv = xa,
i=1 i=1

wobei jeweils hochstens endlich viele Summanden von Null verschieden sind.
Setze nun fiir x € ()

P R
ni(x) ZOO 7 (2) € Coo(Ui) -

j=11j

Damit ist Lemma 3.11 bewiesen.

3.12 Lemma (Leibnizsche Regel fiir schwache Ableitungen). Sei f €

HP(Q), 1 < p < oound n € (i‘oo(Q) Dann ist nf € HP(Q), und die
schwachen Ableitungen erhélt man aus der Leibnizschen Regel:

D(nf) =Y (a) Dy D Pf

B g

wobei < a < §; < a; und <g> = (gi) (g:)

46



Beweis: (Durch Induktion) Fiir ¢ € 8‘00(9) gilt

fva

n)p dx

0 0
= —/Q{(axif)wrfa—mn}sodaf-

Also hat nf die schwache partielle Ableitung

().

Fiir die zweiten Ableitungen ergibt sich die Aussage durch Anwendung dieser
Schliisse auf ( f )n und f 2 35 1 und entsprechend geht man bei den héher-
en Ableltungen vor.

3.13 Beweis von Satz 2.14. Sei 1 < p < oo, 2 C R" sei eine offene
Menge, f € HP (2) und sei e > 0. Zum Beweis des Satzes muB eine Funktion
g € C? () konstruiert werden mit

1f = gllpmo <&

Sei {U;}2; eine offene, lokalendliche Uberdeckung von €, und sei {n;}%2,
eine dieser Uberdeckung untergeordnete Zerlegung der Eins auf (2. Nach 3.9
und Lemma 3.11 gibt es solche Uberdeckungen und eine Zerlegung der Eins.

Dan; € Co*oo(Ui) ist, ist nach Lemma 3.12 n;f € HE (U;) mit supp (nif) C
suppn; CC U;. Nach Folgerung 3.8.1 gibt es eine Funktion f; € (cj”oo(Ui) mit
€

[n:f = fillpma < 5

Setze g(x) = > o, fi(x), wobei fir jedes € 2 nur eine endliche Anzahl der
Summanden von Null verschieden ist. Also gilt g € Co(€2), und

If = gllpme = 1> mf =D fillpme
i=1 i=1
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= 1" = £)llpamo
=1

< Z [7:f = [illpm.o
i=1

o0

< Z;:e.

=1

Als zunéchst letztes Ergebnis aus der Sobolevraumtheorie zeige ich:

3.14 Satz. (Poincarésche Ungleichung). Sei 1 < p < oo und sei 2 C R"
eine offene, beschriankte Menge. Sei

d=dimQ = sup |z —y|.
z,yef)

Dann gilt fiir alle Funktionen u € Iiﬂf (Q)
lullpe < p~"77d [ulp0
mit
[ulparo =Y 1Dl .

|a|=1

Beweis: Sei ¢ € CO’OO(Q), sei x = (xq,...,2,) € Q, sei
y = (y1, %2, ...,x,) € 0. Dann folgt

T
QO(‘I) :/ a_xl90<£7$27“'7xn)d£7

also, wegen der Holderschen Ungleichung

T1 a
@l < ( / o (6,22,

IN

D [0
_ q _ d
|21 — 1 / | B o|P d¢

Y1

IN

|$1—y1’§/ Z |Dp(&, @2, ..., wn) |7 dE .

7 af=1
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Integration beziiglich z; ergibt

y1+d Lap
/ lo(z) P dzy < 1+ At / g |DYp(&, xay ..., xp) P dE .
Y1

q |a|=1

Nach Integration beziiglich der anderen Variablen ergibt sich

/|<p JPde < dp/Zma D) do

laf=1

und somit
el <p P d|@lpi0 -

Also ist die behauptete Ungleichung richtig fiir ¢ € é’oo(Q) Nun sei
u € ﬁ]’f(Q) . Wéhle eine Folge {¢x}72, C ]f_lf(Q) mit

Jim flu = @llp10 =0
Dann folgt
lullp.o < lim ([lu = @rllp0 + [l@xllpe)
< lim flpellpo < p77d lim fpl,0
< ptr d lim (¢ — ulp1.0 +[ulp10)

p_l/pd|u|p71’g )
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4. Klassische Methoden. Eulergleichung und
Beispiele.

In diesem Abschnitt soll eine Einfithrung in die klassischen Methoden der Va-
riationsrechnung gegeben werden. Zur Vorbereitung benétige ich ein Resultat
fiir konvexe Funktionen.

4.1 Definition. (Konvexe Mengen und Funktionen). Sei X ein Vek-
torraum fiiber K.

(i) Eine Menge M C X heifit konvex, wenn fiir alle z,y € M und alle t € [0, 1]
gilt
tr+(1—thye M.

(ii) Sei M C X eine konvexe Menge und f : M — (—o0, 00| . Die Funktion
f heiBt konvex, wenn fiir alle x,y, € M und alle ¢t € [0, 1] gilt

fltz+ (1 =t)y) <tf(x)+ (1 —1)f(y).

(iii) f heiBlt strikt konvex, wenn fiir alle z,y € M mit x # y und alle t € (0,1)
gilt
flte + (1 =t)y) <tf(x)+(1—-1)f(y).

4.2 Lemma (Eigenschaften konvexer Abbildungen). Sei f : R" — R.

(i) Falls f € C1(R™,R) ist, gilt: f ist konvex genau dann wenn die Unglei-
chung

fl@) = fly) +Vy) - (z-y)
giiltig ist fiir alle z,y € R™.

(ii) Falls f € Co(R™, R) ist, gilt: f ist konvex genau dann wenn die Hessesche
Matrix

V2 f(x) = (Daf(ﬂf))|a|=2

positiv semidefinit ist fiir alle z € R™.
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Beweis: (i) Sei f konvex. Aus der Differenzierbarkeit von f folgt fiir alle
x,y € R"?
fly+i(z—y)) = fly) + VI(y) -tz —y) +o(t)

fir t — 0, also

Vi) (x—y) = H%Vf(y) (z—v)

_ ?Eﬂf(wt(x—y)) —f(y)}

— 113%1“(7593 + (1 =ty) — f(y)}

1
< g)éz[tf(x) —tf(y)]

= f(x) = fly),

also
f@) = fly) + V) (= —y).
Umgekehrt sei diese Ungleichung fiir alle z,y € R” giiltig. Fiir x,y € R™ und
t € [0, 1] setze
z=tr+(1-1t)y.

Dann folgt

tf@)+ (1 =t)f(y) = tVf(2)(z—2)+1tf(2)
+ A=)V —2)+ (1 -1)f(2)
= [(2)+ V() (tz—2)+ 1=y - 2))
= JE V() (tz+ 1=y -2

S

-~
=0



Also ist f konvex.

(ii)) Wenn f € Co(R™,R) ist, gilt fir z,y € R” und t € R

fltz+y) = fy) + V) - te+tx[V f(y)]tz + o(t?)

falls t — 0. Falls f konvex ist, folgt hieraus und aus der eben bewiesenen
Aussage (i), daB

e[V f(y)le = limz[V?f(y)lz

t—0

lim L [f(tz +y) — Fy) — VI(y) -tz — ot)

t—0 t2

=l f (e ) — f) V() 1]

t—0

> 0.

Also ist V2f(y) positiv semidefinit. Wenn umgekehrt V2 f(y) positiv semi-
definit ist, folgt fiir alle z,y € R™ aus der Taylorformel

f@)=f)+ Vi) (x—y)+ (@ —y[VIiy))z—y)

fiir ein geeignetes y* aus der Verbindungsstrecke von z und y. Da (z —
IV (y)l(x —y) = 0 ist, folgt

f(@) > fy) + Vi) (z—-y)

fir alle x,y € R™. Aus der Aussage (i) ergibt sich also, daf§ f konvex ist.

Ich komme nun zur Ableitung der Eulergleichung fiir eindimensionale Varia-
tionsprobleme. Mit der Bezeichnung des Abschnitts 1.1 gilt alson =N =1.

4.3 Satz (Eulergleichung). Seien a < b, f € Cy([a,b] x R xR), o, € R,

D={veCillatLR): o(a) = a,0(b) = 5}

und 7 : D — R mit
b
I(v) :/ [z, v(z), v (x))dz.
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(i) Es existiere ein Minimum « von [ in D, und fiir dieses Minimum gelte
zusitzlich u € Cy([a, b], R) . Dann gilt fir dieses Minimum

E fe(w, u(e), o' (2)| = fulz,u(@),v/(2)), € a,b]
u(a) =a, u(b)=4
wobei fe(z,u,§) = 9 f(x,u,8), fo = a% (z,u, &) bedeute.

3
(ii) Sei umgekehrt v € Cy([a, b]) eine Losung des Randwertproblems (E) und

sel

(E)

eine konvexe Funktion fiir jedes x € [a,b] . Dann gilt

I(u) = {}Ié%l[(v) .
(iii) Sei (u,§&) — f(z,u, &) strikt konvex fiir jedes = € [a,b] . Dann besitzt [
hochstens ein lokales Minimum. Wenn ein lokales Minimum existiert, ist dies
gleichzeitig ein globales Minimum (das dann natiirlich auch eindeutig ist).

Die Differentialgleichung im Randwertproblem heifit Eulergleichung zum
Variationsfunktional I(v). Die Eulergleichung ist eine Differentialgleichung
zweiter Ordnung.

Beweis: (i) Es sei u € D N Cy([a,b],R) ein Minimum des Variationsfunk-
tionals /(v). Dann ist fir jedes ¢ € Co’oo((a,b),]R) und ¢ € R die Funktion
u+te € D wegen (u+tp)(a) =u(a) +0=a,(u+te)(b) =ud) +0=7,
sowle

I(u) < I(u+tp).

Also hat die reelle Funktion ¢t — I(u + t¢) : R — R ein Minimum an der
Stelle t = 0, und somit folgt
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0 = il(uﬂw)uo
. /fxu ) + to(x), u' () + te' (x))dx
_ / @ ul@) +tp(@) () + ¢ (2),_,du
:(/kmu ()¢ (%) + fulw, u(@), ' (z))p()de

Diese Gleichung, die fiir alle ¢ € Co‘oo((a,b)) gilt, heifit schwache Form

der Eulerschen Differentialgleichung. Zur Herleitung dieser Gleichung
benotigt man nur f € Cy([a,b] x R x R) und u € Cy([a,b]).

Zur Ableitung der Eulergleichung benutzt man nun, dafl wegen der Voraus-
setzungen f € Csy([a,b] x R x R) und u € Cy([a, b]) partiell integriert werden
darf. Es folgt

0 = [ [ 5 [e @] e) + e u@) @) ds
+ felb u(®), W/ () (b) — fela,u(a), w'(@))p(a)

— /ab [— dif (x,u(z),u'(z)) + fu(x,u(x),u’(x))] o(x)dz,

weil ¢(a) = ¢(b) = 0. Wegen

—%f&(fﬁw(af)w/(ﬁ)) + fulz, u(z), v/ () € Col[a,b]) € LM((a,))

folgt aus dem Fundamentallemma der Variationsrechnung (Lemma 3.7), daf§

L fela,ulw), (@) — fulo,ula), ol (1)) = 0

gilt fiir alle = € [a,b]. Also ist das Minimum u eine Losung des Randwert-
problems (E).

(i) Sei u € Cy([a,b]) eine Losung von (E). Wenn (p, &) — f(z, i, ) konvex
ist, gilt nach Lemma 4.2 (i) fiir alle 4, £ € R
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b
I(v) = /f:cvxvx ))dx

+f§( (b)U(b)
— fela, u(a), v/
= I(u),

wegen v(b) = u(b) = §, v(a) = u(a) = a. Also ist u ein Minimum des
Variationsfunktionals.

(iii) Seien u € D eine lokale Minimalstelle von I, wobei ich als Topologie auf
Ci([a,b]) die Norm

[w]looy = sup |w(z)|+ sup [w'(z)]
z€[a,b] z€a,b]

benutze. Dann existiert eine Umgebung U von u in Cy([a, b]) mit I(w) > I(u)
fiir alle w € D N U . Ich zeige, daB fiir alle v € D mit v # u gilt

I(v) > I(u).
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Hieraus folgt, dafl u ein globales Minimum ist, und daf} es nur ein einziges
Minimum gibt.
Zum Beweis setze ich fiir v € D mit v # v und fur t € (0,1)
wy =tv+ (1 —t)u
Aus der strikten Konvexitét von (u, &) — f(x, p, &) folgt dann
f@,wy, (), wi(z) = flzto(z) + (1 = thu(z), tv'(z) + (1 - t)u'(z))
< tf(x0(x), v'(2) + (1= 1) f (2, u(z),u'(2),

wobei das echte Ungleichheitszeichen steht falls

(u(z),u'(x)) # (v(z),v'(z)) ist. Da nach Voraussetzung u # v gilt, gibt es
eine offene Teilmenge von [a,b], auf der sich u(z) und v(z) unterscheiden.
Also folgt durch Integration

I(w) = / (o wn(2), w())de

< /fxv (x))dx + l—t/fa:u u'(x))dx
- (- t)(w).
Wiére nun [(v) < I(u), dann folgte fiir alle t € (0,1)
I(wy) < tl(v)+ (1 —t)I(u)
< tl(u)+ (1 —t)I(u)
= I(u).
Wegen w; — u fiir t — 0 gibt es aber ein ¢y, > 0 mit w, € U fiir alle

0 <t <ty. Fiir diese t muBl somit I(w;) > I(u) gelten, im Widerspruch zur
eben hergeleiteten Ungleichung. Also mufl I(v) > I(u) gelten.

4.4 Beispiel (Der Fall f(x,u,&) = f(&)). In diesem Fall lautet die Eu-
lergleichung

d ! /
— =0
21y =0,
also f'(u/(z)) = const. Eine Losung des Randwertproblems (E) ist also
u(z) = i:j(x—a)—l—a,

96



und wenn f konvex ist, folgt aus Satz 4.3 (ii), dafl dieses u auch eine Losung
des Variationsproblems

I(u) = IUIé%l I(v)

ist mit

b
10) = [ $(w(@)do.

Wenn f nicht konvex ist, braucht dieses u aber keine Losung des Variations-
problems zu sein. Dies zeigen die folgenden beiden Beispiele.

a) Es sei
2

flg)=e*
und

D= {v e O ([=1,1]) : v(=1) = v(1) = o} .

Ich zeige zunéchst, dafl
inf I(v) =0

veD

gilt fir I(v) = [1, f(v/(2))dz = [}, e @' ED?dz . Hierzu sei m € N und
U (2) = m(2® — 1),

Dann gilt v/, () = 2mx und

1
I(Um) — /e(me)de
-1
1 2m

= — e_yZdy

2m —2m

1 o0
— / e_y2dy — 0
2m J_
fir m — oo. Da I(v) > 0 ist fiir alle v € D, folgt also inf,ep I(v) = 0. [
hat aber kein Minimum u auf D, denn sonst miiite /(u) = 0 und folglich

e~ @)* = ( sein fiir fast alle z € [~1,1], was unméglich ist. Die Losung
von (E) ist also nicht Losung des Variationsproblems.

b) Sei f(&§) = (§? — 1)? und
D= {v e Oy ([~1.1]) s v(=1) = v(1) = o} .
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Die Eulergleichung zum Variationsfunktional
1 1

10)= [ fea)de = [ (@2 -1/
-1 -1

ist dann

d 1ot d 1e. 12 _
(@) = A [ = 1) =0,

und u = 0 ist eine Losung des Randwertproblems (E). Ich zeige aber, daf§
auch in diesem Fall I kein Minimum auf D besitzt. Hierzu beweise ich, daf3

inf I(v) =0

veD

ist. Fiir das Minimum miifite dann gelten

I(u) = / (u'(z)? —1)%dr =0,

1

also

u'(r) = £1
fiir alle z € [—1, 1] . Wenn u stetig differenzierbar wére, wiirde hieraus u'(x) =
const mit |const| = 1 folgen, was der Bedingung u(—1) = u(1) = 0 wider-
spréche.

Um zu zeigen, daf} inf,cp I(v) = 0 gilt, sei

e T2 , Jzl < 1
Y(x) =
0 , Jzl >1
und L
x
Pe() = —p(=).
el €™ e

{@c}e=0 ist also die Dirac-Familie aus 3.6. Sei

1, >0
H(x):{—l <0’
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und H.(z) = (pe % h)(z) = [*_ ¢.(x — y)H(y)dy . Fiir diese Funktion gilt
H. € Cx(R), und aus gpa( 2) = pe(z) und H(—z) = —H(z) folgt

H.(x)

I
—
8
5
]
|
&
=
s
Y
<

_ /Zo;a(_x ) H(=2)d>
_ _/Z%( v — 2V H(2)d
= — H.(-x)

Auflerdem folgt

sowie

Ich setze nun

also u. € D, und



_ / (Ho(2) - 1)de

< / dr =2 — 0

—&

fir e — 0, also inf,cp I(v) = 0, wie behauptet, und I hat kein Minimum
auf D .

Jedoch nimmt I auf einem groBeren Raum D das Minimum an. Zur Kon-
struktion von D beachte man, daf die Familie {ue}eso fiir e — 0 im Raum
HY((—1,1)) mit 1 < p < oo gegen die Funktion

(z) = —(x4+1), — 1<x2<0

uir) = x—1, 0<z<1

konvergiert. Wegen v € H}((—1,1)) mit «'(z) = H(x) gilt I(u) = 0. Also ist

w ein Minimum von / auf dem Raum
5 _ HHET(=1LD)

D=D C HP((—1,1)).

Dieses Minimum ist aber nicht eindeutig, vielmehr gibt es unendlich viele
Minima in D . Ein weiteres Minimum ist zum Beispiel —u .

4.5 Beispiel (Der Fall f(xz,u,&) = f(x,£)). In diesem Fall lautet die

Eulergleichung
d

%[fg(l',u’)] =0,

also
fe(z,u') = const.

Das folgende Beispiel fiir diesen Fall stammt von Weierstra8: Seien f(x,§) =
&2 und

D= {v e 01([0,1]) s v(0) = 1, v(1) = o} .
Ich werde zeigen, dafl das Funktional
1 1
I(v) = / [z, (x))dx = / z(V' (x))*dx
0 0
kein Minimum auf D besitzt. Die Eulergleichung zu diesem Funktional ist

zu'(x) = ¢ = const,
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also c
/ —
u'(x) = —
Die allgemeine Losung lautet
u(z) =clogz +d

mit beliebigen Konstanten ¢ und d. Das Randwertproblem (E) ist also nicht
l16sbar, weil es nicht moglich ist, ¢ und d so zu bestimmen, dafl

u(@0)=1, u(l)=0

gilt. Dies bedeutet, da8 I auf D kein Minimum u € D N Cy([0,1]) besitzt.
Ich zeige, dafl I iiberhaupt kein Minimum u € D besitzt. Hierzu beweise ich
wieder, dafl

inf I(v) =0 (%)

veD

ist. Fiir ein Minimum wiirde hieraus folgen z(u/(x))? = 0 fiir fast alle z €
[0,1], also u' = 0. Natiirlich gibt es keine Funktion u € C4([0, 1]) mit u(0) =
Lu(l)=0und v’ =0.

Zum Beweis, dafl inf,cp I(v) = 0 ist, sei m € N und

1, 0<z< -+

Es ist v, € HY((0,1)) fiir 1 < p < 0o mit

also

1 z(logm)?
1 1 1
= - 2[loga:]i =— — log
(log-) " (log ;) m
1
~ logm
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Hieraus folgt lim,, o I(v;,) = 0. Dies geniigt nicht zum Beweis von (*) we-
gen v, ¢ D . Deswegen konstruiere ich zu jedem m € N eine Folge {¢nk e,
mit ¢, € D und

kh_)Holo HUm - ¢mk||2,1,(0,1) =0.
Es folgt dann
klim Iome) = klim I(Omrk — Um + Um)

1
= lim [ 2((@mk — V) + 0, ) dx

k—oo [
1
= lim [/ x(¢l . — v ) dx
k—oo 0
1
+ [ 2elel = e+ I0,)]
0
= I(vm),

wegen
1 1
lim [ 2(¢, —v )de < lim [
k—oo [ k—oo [

= lim [lgr — vplle < Hm fl@me — vmll21 =0
k—o0 k—o00

und

1
lim [ 2x(¢), — v v, de < hm/ |(¢lx — vl )l |d

k—o00 0 k—o00

< lim ey, — Um|| [0 ll2 < M. {[ome = vmll2 05, ]l2 = 0.
—00 k—o0

Aus limy o I (i) = 1(Um) = o (x). Also bleibt zu zeigen, daf die
Folge {¢mk}32, existiert. Dies ergibt sich aus folgendem

4.5.1 Lemma. Sei u € H?((a,b)).
(i) Dann ist u hélderstetig auf [a, b] mit |u(x) — u(y)| < |2 — y[2||ull21,(0p) -

(i) Sei {9}, eine Folge mit ¢, € Cu((a,b)) N Hi((a,b)) und mit
limy o [lu — Yrll2,1,01) = 0.
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Dann gilt
lim ¢ (y) = u(y)

k00
fir alle y € [a, b] .
(iii) Es gibt eine Folge {yy}72, mit
¢ € Co((a, b)) N C([a, B]) N HY((a,1)), pi(a) = u(a), oi(b) = u(b)
und mit
Jim flu = @rll21,01) = 0.
Beweis: Sei a <y < b. Sei

(z) = aysinh(z) + By cosh(z), a<z <y
XT= sinh(z) 4+ B2 cosh(x), y <z <b,

wobei die Koeffizienten aq, (31, as, 32 so bestimmt werden, dafl

Xy(a) =0, x,(0)=0, x,(v—)=xy,u+), x,(¥—)—x,(y+)=1.

Dies fithrt auf ein lineares Gleichungssystem fiir oy, ..., (32, das immer
16sbar ist. Fiir z # y gilt dann auch x; (r) = x, (7).
Fiir y = a setze
Xa(x) = acsinh(z) + [ cosh(z)
mit
—Xa(a) =1, xu(b) =0

und entsprechend fiir y = 0.
Fiir v € H2((0,1)) N C([0, 1]) ergibt sich nun

(VX @y = (0 X @b + (V5 XG) @b
= (v, X)(aw) + (V, X;)my)
+ (Vs Xy) @y + (V' X))

o ~ 0 N + 0y = @0 s
+v(y)xy (y) — v(a)x,(a) +v(b)x,(b) — ( ) L (y+)
= v(y)x,y—) - xy(y+)]=v(y),
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und somit

[Uk(y) — i)l = [k, Xy)1.@b) — (W1 Xy) 1)
= | — Vi, Xy)1,(ad)]
< o = dull2,@w Ixyll2, @)
— 0 fir k,l — o0

Also ist {¢(y)} 4o, eine Cauchyfolge und somit konvergent in K. Da es eine
Nullmenge N und eine Teilfolge {4, },°, gibt mit

Jim oy, (y) = uly)
fir alle y € [a,b]\ N, gilt fiir diese y sogar
Jim 4y(y) = uly).

Aus der Holderschen Ungleichung folgt fiir alle =,y € [a, ]
y
inte) = vl = | [ vl
) Y 1/2
o= o2 [ i) P

<z =y nll2 o) ;

IN

fir z,y € [a,b]\N ergibt sich also
u(e) —ul)| = Jim [ielae) = o)

< lm 2 — Y2210

1/2

= |z = y[llull21ap)

Folglich ist u gleichméaBig holderstetig auf [a, b]\ NV , und kann damit in eindeu-
tiger Weise zu einer holderstetigen Funktion auf [a, b] fortgesetzt werden. Dies
beweist (i). Wegen u € HZ((a,b)) () C([a,d]) folgt aus (x) fiir alle y € [a,b] :

Jim 9y (y) = lm (e, Xy)16a0) = (4 Xy)1, )
Hiermit ist (ii) gezeigt.
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Zum Beweis von (iii) setze

() = [u(t) — D) 2 + [ula) — ()]
Dann gilt hy € Coo([a,b]), hi(b) = u(b) — Yr(b), hi(a) = u(a) — Yr(a), sowie
il < ) — @],
+lfuta) — nla)) =
< Ju(b) — B | E =+ () — ) = — O

fir k — oo, nach Aussage (i) des Lemmas. Fiir ¢, = vy + hy ergibt sich
folglich

or € Coo((a,0)) N C([a,b]), o (b) = u(b), pr(a) = u(a)
und

lw = @rllz @y = llu—ve—hill21
lu — Ygll2 + [|Pkll21 — 0 flir k£ — oo

IN

4.6 Beispiel (Der Fall f(xz,u,&) = f(u,£)). In diesem Fall lautet die

Eulergleichung
L few )] = Fulw),

also
L Flule) (@) — ol (@) felula) ' (@)] = Ful + feu” o fe — -
= ([l )] = ful ) =0
Also ist u € Cy([a, b]) eine Lésung der Eulergleichung genau dann wenn
Flue), o (@) — o (&) fe(u(w), o (2)) = const )
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gilt. Wie in den anderen bisher betrachteten Fillen konnte die Eulerglei-
chung auf eine Differentialgleichung erster Ordnung zuriickgefiihrt werden.
(Man sagt, es existiere ein erstes Integral der Differentialgleichung.)

In den folgenden beiden Beispielen 4.6.1 und 4.6.2 ist f von dieser Form:

4.6.1 Brachistochronenproblem. Ich betrachte das Brachistochronenpro-
blem aus Abschnitt 1.2.2. Sei § < 0,

D={veCi([a. bl B) : va) = 0.0() = -5},

1+ (z —1/2 12\1/2
(1 d
/U 290 _/ (1+0"%)Y3dx.

Gesucht ist w € D mit I(u) = min,epl(v). Dann ist w = —u Losung des
Brachlstochronenproblems, und u stellt die Fallhohe dar. Die Eulerglelchung
zu diesem Funktional lautet

und sei

d u 1
a _ 1 -3 241/2
dr [u1/2(1+u’2)1/2] o (1+u™)"",
und die Gleichung () ist
u*1/2(1 +u/2)1/2 —ul ’U// _ (]_ +u’2> _U/2
W2(1 + uw2)1/2 W2(1 + u2)1/2

U_1/2(1 + ul2)—1/2 =c,
wobei ¢ eine Konstante sei. Um diese Gleichung zu 16sen, sei
o(x) == argtanu'(x),

also
u'(z) = tan () .
Die Eulergleichung ergibt dann

U_1/2(1 + u/2)—1/2 _ u_1/2(1 + tan2 S0)—1/2 =c,

also
~1/2

u(z) 7 cosp(x) =c,
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folglich
1
2

u(z) = . (cos gp(x))2.

Dies hilft zunéchst nicht weiter, da weder u(z) noch ¢(z) bekannt sind, aber
man kennt nun u als Funktion von ¢. Mit x(h) = %(cosh)? und ¢ = ¢!

folgt somit wegen ¢! = u~t oy, dal
d d 1
o) = (T ex)(h) = X (1)
w (= (e(h)))
_1 2
= — (cos hsin h)
tan [(p((p—l(h))] ¢
2 coshsinh 2 )
e - = h
¢z tanh 2 G5
folglich
2
W(h) = — 5 5(cos(2h) +1),
oder
(h) = @ (h) = (k) = —— sin(2h) — =h+k
X = ¥ = 5.3 St =
1 2 1 1
u(h) = x(h) = C—2cos h = 22 cos(2h) + 32
und somit mit ¥’ = —%

z(h) = %k’ sin(2h) + k'h + k
1 1
w(h) = —u(h)= ik, cos(2h) + §k,

Dies ist die Parameterdarstellung einer Zykloide. Die beiden Konstanten k, k&’
missen aus

x(ho) = a, wlhy) = a=0
z(hy) = b, wlh) = <0

bestimmt werden.
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]
B

Es folgt: Falls das Brachistochronenproblem eine zweimalig stetig differen-
zierbare Losung hat, muf3 es eine Zykloide sein.

4.6.2 Wirtingersche Ungleichung. Sei A > 0 und seien
1

H(w, &) = 5(52—/\2U2);
D = {veCy(0,1]): v(0)=v(1) =0}
und
! 1 2 2 2
10 = [ e = [ (0 @F = ¥ulo)P)ds
0
1
= 5(’“@,1,(0,1) - )\ZHUH;(OJ))-
Die Eulergleichung lautet in diesem Fall wegen % H(u, &) = ¢ und

3%]3(“;5) = —Nu
u" +Nu=0, u0)=u(l)=0.
Das erste Integral dieser Gleichung ist —u/(z)?+ 3 [u/(x)? — Nu(z)?] = ¢, also

1 2
§u'(x)2 - %u(x)Q =c.

Fiir jedes X ist u = 0 eine Losung des Eulergleichung. Dies ist jedoch nicht
in jedem Fall ein Minimum des Funktionals I, wie ich gleich zeigen werde.
Falls eine Funktion u € D existiert mit I(u) < 0, dann besitzt I kein Mini-
mum, wegen au € D fiir « € R und

1

I(au) = 5/0 (Jo' (z)[* = N|au(x)|?)d

= o’I(u) — —o0
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fir |a] — .

Wenn also I ein Minimum auf D besitzt, folgt I(u) > 0 fir alle u € D, also

1 1
/o v/ (z)|2dz > )\2/0 |u(z)[Pdx

fur alle u € C1(]0,1]) mit u(0) = u(1) = 0. Natiirlich ist in diesem Fall die
Funktion u = 0 ein Minimum von I auf D, wegen

0=1I(u)<I(v),veD.

Aus der Poincaréschen Ungleichung (Satz 3.14) folgt, daf8 die obenstehende
Ungleichung gilt fiir A> < 2, wegen

[ W

|U|§,1,(0,1)

1
> 2l = ¥ [ ).

Es gilt aber sogar

1 1
/0 |u'(:z)|2dx27r2/0 lu(z) [Pde .

Diese Ungleichung heifit Wirtingersche Ungleichung. Bevor ich diese Unglei-
chung beweise, zeige ich noch, da8 diese Ungleichung fiir A> > 72 nicht gilt:
Denn fiir
u(x) =sinmx € D
ist
1
u'(z)? — Nu(z) d

u(z)u” (z) + Nu(z)’dx

~
—~
<
S~—
I
DO | —
o\..

1

[u" () + Nu(x)|u(r)ds

N | —
o— o—

N | —

1 1
= 5(7r2 - )\2)/ (sin7z)?dr < 0.
0
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Beweis der Wirtingerschen Ungleichung. Ich zeige zuerst, dafl {u,, }>_;
mit u,,(r) = , /H(#)Q sin(mmx) ein vollstandiges Orthonormalsystem ist im

Hilbertraum ;[1((0, 1)) = ]?[%((O, 1)) . Hierzu muf zuerst gezeigt werden, dafl
U, € ;11((0, 1)) ist fiir m € N. Sei fir e >0 und z € R

1 1 24+
Um () = { un((1+6)(@=3)T2) 79 <o < 5049

0, sonst
Wegen vy, () = 0 fir x = sy wnd z = 2(21165) ist vy € Hi(R) mit der

schwachen Ableitung

U/ ( ):{ (1+€)u;n<<1+6)(x_%)+%)7 ﬁ ng 2(21158)

e 0, sonst,

und verschwindet in einer Umgebung der Randpunkte x = 0 und z = 1.
Nach Folgerung 3.8 gibt es eine Folge {¢x}72, mit ¢ € Cuoo((0,1)) und

|Um.e — @ill21.0 — 0 fiir & — oo, also ist vy, € ]f_ll((O, 1)). AuBerdem gilt
|ty — Vmell21,0,1) — O fiir € — 0, also folgt

um € H1((0,1)) = H1((0,1)).

Weiter mufl gezeigt werden, dafl {u,, }>°_; ein Orthonormalsystem ist. Es gilt

(uk? um)l,(O,l) - (u;w u;n)(O,l) + (uka um)((],l)
— (U, ) + (Ugs u) = [(km)?* + 1 (g, tm) (0,1)
— (g, uppy) + (ug, um) = [(mm)? 4 1 (g, um) o,y 5
und somit

[(kﬂf - (mﬂ)ZKuk’ Um)(o,l) =0,

was fiir k& # m nur sein kann wenn (g, U )0,1) = 0 und somit auch
(Uk, Um)l,(o,l) =0.

70



Fir £ = m erhalt man

(um7um)1,(0,1) - [(mﬂ)2+1](umyum)0,l
2

1
— [(mw)2+1]m/o sin(mnz)?dr

= 1.
Also ist {u,}5°_; ein Orthonormalsystem. Es bleibt zu zeigen, dafl dieses
Orthonormalsystem vollstandig ist.

Es sei X der von {u,,}°_, aufgespannte Teilraum von o 1((0,1)), d-h. die
Menge aller endlichen Linearkombinationen der u/ s. Es sei X der Abschlufl
von X . Bekanntlich gilt

X = {Z Uy, Z Qo konvergiert beziiglich der H f—Norm } .

m=1 m=1
Wenn fiir diesen abgeschlossenen Unterraum X = H 1((0,1)) gilt, dann ist

{um}m , vollsténdig. Ich zeige, dafl é’oo((O, 1)) C X ist. Wegen CO’OO((O, 1)) =
Cl((O 1)), folgt dann

H1((0,1)) = Coo((0,1)) € X C H1((0,1)),

und somit mufl {u,,}>_; vollstindig sein. Sei ¢ € 500(0,1) und «,, =
(¢, uUm)1,0,1) - Es folgt mit partieller Integration

Om = (%Um)l,(o,n = (‘Paum)(o,n + (SOI,U;I)(OJ)
= (o, um)0,1) — (0 um)01) = (0, m)(0.1) + (Tm)(0, Um) (0,1

2 .
m(@, sm(mﬂ'x))(m)

= (1+(7m)?)
= VAT P, sin(mma)) g

Die Reihe " °_, anu,, konvergiert in H 1((0,1)) . Die Grenzfunktion bezeich-
ne ich mit ¢ . Insbesondere konvergiert dann Y>> a,u,, beziiglich der L*-
Norm gegen 1. Andererseits gilt

Z AUy, Z V21 + (mm)?)y | 3 T 5 (p, sin(mmz)) g 4 sin(mmz)
m=1
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Z (e, \/Esin(mwx))(m) [V2sin(mmrz)],

m=1

und diese Reihe konvergiert beziiglich der L?-Norm gegen ¢, weil
{V2sin(mmz)}>°_, ein vollstindiges Orthonormalsystem ist in L*((0,1)),
also gilt ¢ = 1 fast iiberall. Folglich ist ¢ = >  anu, € X. Da

p € CO’OO((O,l)) beliebig war, folgt Co’oo((O,l)) C X, also ist {um}so_,
vollstandig.

Nun kann die Wirtingersche Ungleichung bewiesen werden. Fiir u €
H1((0,1)) sei
Oy, = (U,Um)l,(o,l) .

Dann gilt
oo
U = Z O Uy,
m=1
und

1 o0
/ (@) P = ]2, = || S el
0 m=1

Die Reihe >°°°_| ay,ul, konvergiert beziiglich der L?~Norm. Wegen der Ste-
tigkeit der Norm folgt somit

1 k
| w@Pds = | im 3" ama
0 m=1
k k k
L) SUSTATHENT) SPSNTES P

ko Ok k
= lim Z U Uy, QU ) (0,1) = hm Z 0 (s, 7)) (0,1)

m=1 [=1 ml 1
k k
= — lim Z U O Uy, Ug) (0,1) = hm Zamozl(wm)z(um,ul)(o 1
k—oo
m=1 m—l
k e



k—oo k—o0
m,l=1

k k k
2 1. — 2 9.
= 7" lim g 0 (U, Ur) (0,1) = T lim. ( E Oy Uy, E alul)(o,l)
m=1 =1

k

= 72 kh_)rrolo | Z amumH%OJ) = 7T2”UH%0,1)

m=1
1
=ﬁ/h@ﬁm,
0

weil Y7 @muy, beziglich der L*-Norm gegen w konvergiert, und
(U, wr)(0,1) = 0 ist fiir m # 1.
Dies beweist die Wirtingersche Ungleichung.

4.7 Beispiel (Der allgemeine Fall. Das Fermatsche Prinzip). Bei der
Bestimmung des kiirzesten Lichtweges (Beispiel 1.2.1) ist das Funktional

b
fw:/f@wwwmw

7ZUu minimieren mit
flz,u,8) =n(z,u)/1+&2.

In diesem Fall lautet die Eulersche Differentialgleichung

d w(z) —gnxux u' ()2
e <”(1’7U($))H—UW> =5 (2, u(z))v/ 1+ (2)?.

Diese Gleichung ist sehr uniibersichtlich. Eine iibersichtlichere Form erhélt
man spater mit der Hamilton—Jacobi—Theorie.

4.8 Lemma (Zweite Form der Eulergleichung) Sei f € Cy([a,b] x R x
R). Wenn u € Cs([a, b)) eine Losung der Eulergleichung ist, dann gilt

% f@u(@),u'(x) — o' (2) fe(, u(z), o' ()| = folz,u(z), o' (z))
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Beweis: Es gilt

d
_[f(x7u7u,) - u/f§($7u7u/)] - fx(x7u7u/)

dl’
+ /+ //_ //_ / _ /( _ ) 0

weil f, — % fe = 0 ist. Damit ist das Lemma bewiesen.
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5. Klassische Methoden. Hamilton-Jacobi
Theorie

In diesem Abschnitt werde ich die Hamilton-Jacobi Theorie darstellen, die
auch zu den klassischen Methoden der Variationsrechnung gehort. Ich disku-
tiere die kanonische Form der FEulergleichung und die Hamilton-Jacobi Glei-
chung. Neben anderen Beispielen fiir die Anwendung der Theorie betrachte
ich das Fermatsche Prinzip des kiirzesten Lichtweges, leite die kanonische
Form der Eulergleichung zu diesem Variationsproblem her und zeige, dafl in
diesem Beispiel die Hamilton-Jacobi Gleichung mit der Eikonalgleichung der
geometrischen Optik iibereinstimmt.

Als Hilfsmittel benotige ich die Legendretransformation, die ich zunéchst
studiere.

Nach Lemma 4.2 (i) gilt fiir jede konvexe Funktion f € C;(R™ R), da8

f@) > fy) +VI(y) - (r—y)

fir alle z,y € R". Im folgenden Satz wird dieses Ergebnis auf beliebige
konvexe Funktionen verallgemeinert:

5.1 Satz. Sei f : R" — R konvex. Dann gibt es zu jedem y € R” ein z € R"
mit

flx) > fly)+z-(x—y)

fiir alle z € R™.

Beweis: Im Beweis brauche ich die beiden folgenden Resultate:

(i) Jede konvexe Funktion f : R™ — R ist stetig. (Diese Aussage gilt nicht
fiir konvexe Funktionen f : X — R mit beliebigem Vektorraum X als Defi-
nitionsbereich .)

(ii) (Trennungssatz.) Sei C' eine nichtleere, konvexe und offene Teilmenge des
R™ und sei £ ein Punkt des R™, der nicht zu C' gehort. Dann gibt es eine
Hyperebene im R, die C' von ¢ trennt.

Ich will beide Aussagen nicht beweisen. Die erste ist ein Ergebnis aus der Infi-
nitesimalrechnung fiir Funktionen mehrerer Variablen, und die zweite ist ein
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einfacher Spezialfall eines funktionalanalytischen Resultates, das fiir allge-
meine topologische Vektorraume gilt (sieche H.H. Schéfer: Topological Vector
Spaces, Springer 1966, S. 64).

Es sei nun f : R — R eine konvexe Funktion und
epi (f) = {(z,A) e R" X R: A > f(x)}

der Epigraph von f. Weil f nach (i) stetig ist, ist das Innere der Menge
epi (f) nicht leer, also

epi (f) #0.
Aus der Konvexitdt von f folgt sofort, dafl epi f eine konvexe Teilmenge von
R™"! ist. Sei nun y € R™. Dann gehort der Punkt (y, f(y)) zum Rand von

epi(f), also ist (y, f(y)) ¢ epi (f), und somit gibt es nach (ii) eine Hyper-

ebene in R"™! | die die nichtleere, konvexe und offene Menge e/l;i (f) von der
einpunktigen, also konvexen und nichtleeren Menge {(y, f(y))} trennt.

Diese Hyperebene mufl den Punkt (y, f(y)) enthalten. Also kann man diese
Hyperebene als Graph einer Funktion

=z (x—y)+ f(y)

darstellen mit geeignetem z € R™. Da die Hyperebene keinen Punkt von

o

e?i (f) enthilt, gilt fur alle x € R”
2 (z—y)+ fy) < fla).

Damit ist der Satz bewiesen.

5.2 Beispiel. Die Funktion z — f(z) := |z| : R® — R ist konvex. Fiir y # 0

ist f differenzierbar mit

Vi) = %

und es gilt in diesem Fall

f(@) > f() + Vi) - (x—y) = fy)+ Eﬂ(m —y).
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Fir y = 0 gilt fiir alle z € R™ mit |z| <1
z-x < |2 |2 <faf,

also

fl@)>z-2=f0)+2-(x—0),
Falls f(z) > f(y) + z - (x — y) fiir alle z € R™ gilt, dann ist der Graph der
Funktion z — z- (x —y) + f(y) eine Hyperebene durch den Punkt (y, f(v)),

die ganz unter dem Graphen der Funktion f liegt, und z ist der Gradient der
Funktion z — z- (x —y) + f(y) .

Der Satz 5.1 motiviert die folgende

5.3 Definition (Subdifferentiale fiir Funktionen von n Variablen).
Sei f : R" — (—o00,00]. Das Subdifferential 0f von f ist eine Funktion
Of : R* — P(R\) (= Potenzmenge von R"), die folgendermaBen definiert
ist:

2 €0f(y) <= Vr eR": f(x) > fly) +2- (z —y).

Satz 5.1 sagt also, dafl bei einer konvexen Funktion f das Subdifferential an
keiner Stelle leer ist:  9f(y) # 0 fir alle y € R™.

Ich werde das Subdifferential spéter genauer untersuchen.

7



5.4 Definition (Legendretransformation). Sei f : R" — [—o0, 00] und
sei f*:R"™ — [—00, 00| definiert durch

f*(y) = sup{z-y— f(x)}.

z€R™

f* heifit Legendretransformierte von f .

5.5 Lemma (Eigenschaften der Legendretransformation). Sei f :
R™ — [—00, 00| . Dann gilt:

(i) f* ist konvex.

(i) Es gilt (f*)* < f.Ist f: R" — R konvex, dann gilt (f*)* = f.
(iii) Sei f € C1(R",R) konvex. Dann gilt

[(Vix) =Vf(x) z— f(z)

fir alle z € R™.
(iv) Sei f strikt konvex und

R(of) = |J of(x).

Dann ist f* stetig differenzierbar auf R(9f) .

(v) Sei f € C1(R™,R) strikt konvex. Dann ist die Abbildung =z — V f(z) :
R"™ — R™ injektiv. Gilt auBlerdem

flx) _

|z|—o00 |$|
dann ist diese Abbildung sogar bijektiv, und es gilt fiir ihre Inverse g

) =y-9y)— fla(y))

sowie

9(y) = V(y).
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Die Aussage (iv) will ich hier nicht beweisen.

Beweis: (i) Seien y,z € R" und ¢t € [0, 1]. Dann gilt

Ply+(1=0)2) = sup [(ty+ (1= 0)2) -2~ f(x)

= sup |1y~ — f(2) + (1= 0)(z- 0~ f(2)]
< tseuﬂg(y-x—f(w))ﬂl—t) Seuﬂgl(z-x—f(ﬂf))

= tf*(y) + A =1)f(2)

(ii) Esist f*(y) = sup,epn (z-y— f(2)), also f*(y) > x-y— f(z), und somit
flx)>x-y— f*(y) fir alle z,y € R™. Wegen

(f*)(x) = sup (z -y — f*(y))

yEeR”™

folgt
(f)(x) < f(=).
Sei f: R™ — R konvex. Es gilt nach Definition fiir z € R"

(f)(z) = sup(z-y—f(y))

yeRr"

= sup <Z'y_ sup (ya:—f(x))) =sup inf [z-y—y-z+ f(2)]
yeRn IGR’!L yeRn IGR’!L

= sup inf [y-(z—2)+ f(z)].
yeR™ zcR™

Da f konvex ist, ist nach Satz 5.1 die Menge 0f(z) # 0. Sei yo € 0f(2).
Dann folgt

(@) = f(z) +yo- (x—2),
also

Yo« (z — )+ f(z) = f(2)
und somit

inf [yo - (= — )+ f(2)] = [(2),

z€R™
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also

(F)7(=) = sup inf ly-(z —2) + /(@)
> inf fyo- (2 —2)+ f(2)] = f(2).

zeR

Wegen (f*)"(z) < f(z) folgt

fiir alle z € R", also (f*)* = f.
(iii) Sei 2 € R". Das Funktional
hz) = f(z) =V f(x) 2
ist konvex wegen
flty+ (1 —t)z) = Vf(x) (ty+ (1 -1)2)

<tfy)+ (1 =0)f(z) =tVf(@)y— (1 =)V f(z) -2
= tlf(y) = Vf(z) -y + (1 =D)[f(2) = Vf(z)- 2]

AuBlerdem gilt
Vh(z) = Vf(z) = Vf(z),

also Vh(z) = 0. Aus Lemma 4.2 folgt somit
h(z) > h(z) + Vh(z) - (2 —x) = h(x),

also hat h ein Minimum im Punkt z . Somit hat —h ein Maximum im Punkt
x, also gilt

fr(Vf(x) = sup [Vf(z)-z— f(2)]

= sup (=h(2)) = max (= h(2))

= —hz)=Vf(z) z— f(z).

(v) Zum Beweis, da z +— V f(z) : R” — R injektiv ist, seien y, z € R™ mit
Vf(y) =Vf(z). Nach Lemma 4.2 (i) gilt fiir alle x € R"

f(@) > fly) +Viy)(z—y).
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Gébe es ein z € R™ mit x # y und mit

f(@)=fly) +Vfy)(r—y),

dann folgte wegen der strikten Konvexitdat von f fiir 0 <t <1

fltr+ (1 =1t)y) < tf(x)+(1-1)f(y)
= tf(y) + VI (z—y)]+ 1 -1)f(y)
= fly) +VIiWtz —y) < fly+tx—y))
= ftz+ (1 —1t)y).

Folglich muf} fiir alle x € R™ mit = # y gelten, dafl
f(@) > fly) + V(y)(z—y)

ist, und ebenso fiir alle x # 2

f@) > f(z2) + Vf(z)(x - 2).
Wiére nun y # z, dann folgte

f(z) > fly)+Viw)(z—vy)
> f(2) +Vf(2)y—2)+VIy(z—y)
= f)+VIiWly—2)+(z—y)]=f(2).

Also mufl y = z sein, also ist z +— V f(z) injektiv.

Nun zeige ich, daB diese Abbildung surjektiv ist falls lim, |( ‘)

Sei y € R™. Nach Voraussetzung gibt es dann ein C' > 0 mit
f(z)

— > |y[+1
]

= oo gilt.

T
ly -l +1
|

fiir alle |z| > C', wegen limjy| o0 % = 00 . Also gilt

, . v @)y,
am o= f@) = lm (v £ |-’L“|> .
< lim (=fz]) = —oo.

|z|—o0
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Wegen der Stetigkeit von x — y -z — f(x) gibt es also ein z € R™ mit

y-z— flz) =max(y-z - f(z)).

Da f € C1(R", R) ist, folgt

0 = Vily-o—f@),_ =y—Vf@),

also Vf(2) = y. Somit ist x — V f(x) surjektiv, und folglich bijektiv. Sei g
die Inverse dieser Abbildung. Dann gilt mit (iii)

fy) = ( w»
(y

—Vf(())g) fla(y))
= y-gy) — flg(v))-

Es bleibt zu zeigen, daf g(y) = V f*(y) ist. Nach (i) und (iv) ist f* € C;(R")
und konvex, und nach (ii) und (iii) gilt fiir alle y € R"

fVE ) = () (V)
= V') v— )
Vi) -y—9y)-y+ flaly))

Da g die Inverse von x — V f(z) ist, gilt y = Vf(g(y)), und somit folgt aus
dieser Gleichung

FVE () = flg) +VilgWw) - IVf(y) —9y).

Oben wurde gezeigt, dal wegen der strikten Konvexitit von f diese Gleichung
nur gelten kann wenn V f*(y) = ¢(y) gilt. Damit ist Lemma 5.5 bewiesen.

5.6 Definition (Hamiltonfunktion). Sei a < b, f : [a,b] x R xR — R.
Dann heifit die Funktion H : [a,b] X R X R — [—00, 0]

H(z,u,v) = sup (v€ — f(x,u,¢))

€ERn

die Hamiltonfunktion von f. H ist die Legendretransformierte von f(z,u,§)
beziiglich der Variablen ¢ .
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5.7 Satz (Eigenschaften der Hamiltonfunktion). Sei f € Cy([a,b] X
R x R) so daB die Funktion £ — f(z,u,§) strikt konvex ist fiir alle (z,u) €
la,b] x R. Fiir (z,u) € [a,b] x R sei

W($,U) = {fg(fl?,u,f) € R}»
W ={(z,u,v) : (z,u) € [a,b] x R,v € W(x,u)},

und sei H die Hamiltonfunktion von f. Dann ist H € C{(W,R), und die
Funktion v — H(z,u,v) : W(z,u) — R ist konvex. Sei (u,v) € Cs([a,b]) x
Ci([a,b]) mit (z,u(z),v(z)) € W fiir alle « € [a, b] eine Losung von

() = Hoeu(@), o)

V() = — Hy(z,u(x),v(x)) (1)

in [a,b]. Dann ist u eine Losung der Eulergleichung

el u(w) 1w @)] = fuler, u(e) (@) (2)

in [a,b] . Wenn umgekehrt v € C([a, b],R) eine Losung von (2) ist, dann ist
die Funktion (u,v) mit

v(z) = fe(z,u(z),u' (z))
eine Losung von (1) . Gilt aulerdem

o fwwd)

gl=ce [¢]
fir alle (x,u) € [a,b] x R, dann ist W(z,u) = R fiir alle (x,u) € [a,b] x R
und somit W = [a,b] x R x R.

Beweis: Ich beweise den Satz nur unter der Voraussetzung, dafl fee(z,u, §) >
0 sei fir alle (z,u,€) € [a,b] x R x R. Diese Voraussetzung ist etwas stérker
als die strikte Konvexitiat von & — f(z,u,£). Aus Lemma 5.5 (i) folgt, dafl
v +— H(z,u,v) konvex ist. Nach Lemma 5.5 (v) ist £ — fe(z,u,§) : R —
W (z,u) injektiv. Sei v +— g(x,u,v) : W(x,u) — R die Inverse. Dann gilt

v = fe(z,u,g(x,u,v)).
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Wegen fee(x,u, g(x,u,v)) > 0 folgt hieraus und aus dem Satz iiber inplizite
Funktionen, da§ g : W — R stetig differenzierbar ist. Nach Lemma 5.5 (iv)
ist v — H(z,u,v) : W(z,u) — R stetig differenzierbar, und nach Lemma 5.5
(i) gilt

H(ZL‘,U, fg(:v,u,f)) = fE(xvu7£) ’ 5 - f(:v,u, f) :
Durch Ableiten dieser Gleichung nach ¢ folgt

Hv(x,u, fg(l’,u,f))fgg(l‘,u,f) = f§§($’u7 6) ’ 5 + fg(x,u,f) - f§($’u7£>7

also

Hv(xa u, f&(xa Uu, 5)) - 5] : fff(xv u, 5) =0 5
und folglich
Hv(xa Uu, ff(‘ra Uu, 5)) = f
fir alle £ € R™, weil fee(x,u, &) # 0 ist. Fiir £ = g(z, u, v) folgt
H,(x,u,v) = g(z,u,v) € C1(W).
Durch Integration folgt hieraus H € C;(W). Falls

f(x,u,8)

lim —_— = X
El—oo €]

gilt, folgt aus Lemma 5.5 (v), daB8 £ — fe(z,u,§) : R — R bijektiv ist, also
W(x,u) =R gilt. Um die verbleibenden Behauptungen zu beweisen beniitze
ich, dafl nach Lemma 5.5 (v) gilt

H(x,u,v) =v-g(x,u,v) — f(z,u,g(z,u,v)).
Wegen g € Cy(W) resultiert also fiir alle (z,u,v) € W

Hy(z,u,v) = v-gu(z,u,v) — fulzx,u, g(x,u,0v))
— felw, u, g(z, u,0)gu(z, u,0)
= |v— fe(z,u, g(z,u, v))] gu(T,u,v)
— fulz,u, g(z,u,v)).
Wegen fe(z,u, g(x,u,v)) = v folgt also
Hy(z,u,v) = —fu(z,u, g(x,u,v))
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sowie
H,(x,u,v) = g(z,u,v).

Sei nun u € Cy([a, b]) eine Losung von (2). Man definiert

v(w) = fe(w, u, (), u'(x)) .

Dann ist v(z) € W(x,u(z)), also (z,u(x),v(z)) € W fiir alle z € [a,b], und
es folgt durch Anwendung der Inversen auf diese Gleichung

u(z) = gz, u(x),v(z))
= Hy(z,u,(x),v(x))

@) = R, )]

dx
= fU(x7u(I)>ul<x)
= Sl (@), ge,u(), v(a))
= — Hy(z,u(z),v(x)).

Also ist (u,v) eine Losung von (1). Sei umgekehrt (u,v) € Cy(la,b]) %
C1([a,b]) eine Losung von (1). Dann folgt

u'(x) = Hy(z, u(z), v(z)) = g(z, u(z), v(z)),

also durch Anwendung der Inversen

fe(z,u(z),u'(x)) = fe <x, u(z), g(x,u(zx), U(.T))) =v(z),
und
Vizg) = — Hy(z,u(z),v(z))
= ful@u(@), gla,u(z), v(a))
= fulz,u(z),u'(2)) .
Durch Kombination der beiden letzten Gleichungen ergibt sich

et uta), @) = o) = fule,ule) i (2).
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Also ist u eine Losung von (2). Damit ist der Satz bewiesen.

5.8 Hamiltonsche Differentialgleichungen, kanonische Form der
Eulergleichung. Fiir (u,v) € C([a,b]) x C([a,b]) sei

J(u,v) = /ab [u’(m)v(z) — H(z,u(x),v(z))|dz .

Um die Eulergleichung zu diesem Variationsfunktional auszurechnen, sei w =
(u,v) €,Cy([a,b]) x C1(]a,b]) ein stationdrer Punkt von J, d.h. fiir alle ¢ €

Csol(a,b), R?) sei

d
Ej(w—i_t@)h:o =0,
also
d
0 = aj(w+t30)|t:0

-/ 9 W)+t @)o(e) + 1)

— H(z,u(z) + toi(z), v(z) + t%(x))} dz

o
= [ @ @

— (e, u(w). v(2))a() — Ho (o, u(a), o(o))pale) | da
= [ (-~ et o)

+ (uf(g;> — Hy (2, u(x), v(x)))gog(q;)dx

Insbesondere gilt dies fiir alle ¢ € (ci’oo((a, b),R?) der Form ¢ = (¢;,0) und
der Form ¢ = (0, ¢), also folgt

u'(z) = Hy(z,u(z),v(z))

’U/(.%') = —Hu(x,u(m),v(x)).
Die Eulergleichungen zum Funktional J stimmen als mit dem Gleichungssy-
stem (1) aus Satz 5.7 {iberein. Unter gewissen Bedingungen an f ist die Be-

stimmung der stationédren Punkte von [ dquivalent zur Bestimmung der sta-
tiondren Punkte von J. Dabei versteht man unter einem stationdren Punkt
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von [ beziehungsweise J eine Losung der entsprechenden Eulergleichung.
Man sagt, das Gleichungssystem (1) von Satz 5.7 sei die kanonische Form
der Eulergleichungen. Man nennt es auch das Hamiltonsche Differen-
tialgleichungssystem.
Wegen H € Cy (W) gilt nach Lemma 5.5
fz,u, Hy(z,u,v)) = H"(x,u, H,(x,u,v))
= Hy(z,u,v) -v— H(z,u,v).

Falls v/ (z) = Hy(z, u(x)v(x)) erfiillt ist, gilt also
fla,u(@), u'(x)) = o' (z)v(z) = H(z, u(z),v(z)),

und somit
b
J(u,v) = / u'( — H(z,u(z),v(x))|dz
b
= / (x))dx
= I(u)
Da u/(z) = H,(z,u(x),v(z)) genau dann gilt, wenn v(z) = fe(z,u(x), v (x))
ist, gilt

{(u,v) € Cy([a, b)) x C1([a,b]) : v'(x) = Hv(x,u(x),v(a:))}
= {(w,0) € Colfa.b]) x Cr([a, ) : v(w) = felw, u(@), v/ (@)}

Dies ist eine Untermannigfaltigkeit von Cs([a,b]] x Ci([a,b]). Die obenste-
hende Gleichung zeigt, daf auf dieser Untermannigfaltigkeit J(u,v) mit I(u)
ibereinstimmt. Dies zeigt, dafi das Minimieren von J(u,v) unter der Neben-
bedingung v(z) = fe(x, u(z), v (z)) dquivalent ist zum Minimieren von I(u) .

5.9 Beispiele.

5.9.1 Das Hamiltonsche Prinzip. Nach 1.2.3 bewegt sich ein Massen-
punkt vom Ort o € R zur Zeit a nach dem Ort § € R zur Zeit b, so daf3

b b
/ T(W/(t)) — U(t, ult))dt = / [%mu’(t)Q—k‘(t)u(t) dt
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stationér ist, wobei —k(t) die zur Zeit t auf den Massenpunkt wirkende Kraft
ist. Also ist

Fltu,6) = 5mé — k(t)u.
Die Eulergleichung ist
d
%fﬁ(tv u(t), u/(t)) = fu(tv u(ﬂ? ul(t)) )

also
mu’ (t) = —k(t).

Dies ist das Newtonsche Bewegungsgesetz. Die Hamiltonfunktion H ist
H(t,u,v) =U- g<t7uav) - f(tau7g(tauav)) )

wobei v — ¢(t, u,v) die Inverse von

€—> f§<t7u75> - mf

ist, also
(tu,0) =
LU, V) = —U,
g m
und somit
1 1 v\ 2 v?
H(t = —p?—= (—) k(Ou=— + k(t)u.
(t,u,v) —v —om|— + k(t)u 2m+ (t)u

In kanonischer Form lauten die Eulergleichungen

u'(t) =  Hy(t,u(t),v(t)) = %t)
W(t) = —H,(t,u(t),v(t) = —k(t).

Das zugehorige Variationsfunktional ist

v(t)*

o — k(tyu(t)] dt

b
J(u,v) = / [u’(t)v(t) -
Das Hamiltonsche Differentialgleichungsystem kann man auch folgenderma-

Ben interpretieren: v(t) ist der Impuls des Teilchens zur Zeit t, u/(t) die
Geschwindigkeit. Durch Angabe der Geschwindigkeit zu jeder Zeit wird die
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Bewegung des Teilchens vorgeschrieben. Die Gleichung u/(t) = Lo(t) sagt

nun, dafl die Bewegung des Teilchens nicht unabhéngig vom Impuls ist, den
das Teilchen tragt, sondern dafl der Impuls die Geschwindigkeit bestimmt.
Dagegen ist v'(t) = —k(t) die Newtonsche Bewegungsgleichung in ihrer all-
gemeinen Form.

5.9.2 Das Fermatsche Prinzip. Nach 4.7 ist zur Bestimmung des
kiirzesten Lichtweges zwischen (a, «) und (b, 3) das Funktional

b
= / f(z,u(x), v (x))dx

flz,u, &) = n(x,u)\/1+&2.

Wegen fee(z,u, &) = (115—23/2 > 0ist f strikt konvex. Wegen € — fe(x,u, &) =
n(x,u) \/11? ist der Wertbereich dieser Abbildung das offene Intervall

7zUu minimieren mit

(—n(x,u),n(z,u)). Die Hamiltonfunktion ist

H(z,u,v) =sup [v-& — f(z,u,§)] =sup [v-&—n(x,u)\/1+ &

£eER EER
Also gilt
H(z,u,n(z,u)) = n(z,u)supeep ({ —/1+&%) = 0,
H(z,u,—n(z,u)) = —n(zr,u)infeer (§++/1+E&2) =0

und fiir [v| > n(z,u)

H(x,u,v) = n(x,u)sup (
£eR

_m>:

n(x,u)
Die Abbildung

_£
1+ &2

ist invertierbar. Mit der Inversen

€ fe(x,u, &) =n(x,u) R— (—n(x,u),n(x,u))

v g(x,u,v): (—n(x,u),n(r,u)) - R
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gilt

H(z,u,v) =v-g(z,u,v) — f(x,u,g(z,u,v)),
wobei v — £ = g(x,u,v) die Inverse ist von
E—v= fe(z,u, ) = n(x,u)\/%,
also (1 + &2)v? = n(z,u)*¢?, oder

(n(z, u)? —v*)&* = v,

und somit, da £ und v immer dasselbe Vorzeichen haben und |v| < n(z,u)
gilt

v
= = g(z,u,v).
3 MR 9( )
Also ist
v? v?
H = — 14—
(,u,v) n(z,u)? — v? n(x,u)\/ * n(z,u)? — v?
B v? n(z,u)?
n(z,u)? — v? n(z,u)? — v?

n(x,u)? — v?

\/n(m, u) )

Fiir das Hamiltonsche Differentialgleichungsystem ergibt sich nun

u(zr) = Hy(z,u(r),v(r)) = v(x)
\/n(a:,u(x))2 — v(x)?

\/n(m, u(x))® — v(x)?

V(z) = — Hy(z,u(z),v(z) =
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Man kann diese Gleichungen folgendermaflen interpretieren: Da |v| < n ist,
gibt es p(z) € (— 5, 5) mit

v(z) = n(z,u(z))sinp(x) .

Dies bedeutet, dal wv(z) die zweite
Komponente eines Vektors V(z) € R?
mit |V (z)| = n(z,u(x)) ist:

V(z) = n(z,u(zx))(cos p(zx),sinp(z)) .

Es gilt nun
n(z, u(z)) _ n(z, u(x))
\/n(x, u(x))® — v(z)? \/n(x, u(x))? = n(x, u(z))? sin® p(x)
1
a 1 — sin® o(z)
B 1
~ cosp(x)’

also kann die zweite der Hamiltonschen Differentialgleichungen in der Form

"(z) = ! Ny (2, u(x
o) = (o),

oder
cos () —v(2) = nu(z, u(z))

geschrieben werden. Da v nicht von v abhéngt, kann man dies auch schreiben
als
V d d

v V@uwv(x) = cos gp(a;)ﬁv(x) + sin @(x)%v(x) = ny(z,u(x)).

Da % - V(z,4) die Ableitung in Richtung des Vektors V' ist, sagt diese Glei-
chung, daf} die Ableitung der zweiten Komponente des Vektors V' (z) in Rich-
tung von V' (x) mit der Ableitung von n(z,u) in Richtung der zweiten Varia-
blen iibereinstimmt.
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Falls u bekannt ist, bestimmt somit die zweite Hamiltonsche Gleichung die
Funktion v und damit auch V' . “Bei der Bewegung entlang des Graphen von
u tragt das Licht den Vektor V' mit sich.®

Die erste Hamiltonsche Gleichung ist

o) — o)

Ve u(@)? — o(a)?
nsin ¢(x)

v/n2 —n2sin® p(z)

sin ()

cos p(z)

= tanp(x)

Diese Gleichung bedeutet, daf§ der Tangentenvektor (1,u'(z)) an den Gra-
phen von w im Punkt (z,u(z)) die Richtung des Vektors V(z) hat. Diese
erste Hamiltonsche Gleichung erzwingt also, dafl die Bewegung des Lichtes
nicht unabhéingig vom “mitgetragenen“ Vektor V' (z) ist, sondern daf sich
das Licht in Richtung des Vektors V(x) bewegt.

5.9.3 Der Fall f(xz,u,&) = f(§) . Die Eulergleichung ist in diesem Fall
d ! /
- =0
dxf (u) Y
also f'(uv/(x)) = A = const. Die Hamiltonfunktion H ist gegeben durch
H(z,u,v) = H(v) = f*(v),

also

u' = Hyv) = ()
v = —H,(v) = 0.

Hieraus folgt v(x) = u = const und

also



5.9.4 Der Fall f(x,u,&) = f(x, &) . In diesem Fall ist die Eulergleichung

also
fe(z,u'(x)) = const

Fiir die Hamiltonfunktion gilt

H(r,u,0) = suplo€ — (. €)] = H(,v).

Also sind die Hamiltonschen Differentialgleichungen
u(z) = Hy(z,v(z))
V(z) = — Hy(z,v(z)) = 0,

also v(z) = p und

und somit

uw) = [ " Hy (g, i)y + u(a)

Das Hamiltonsche Differentialgleichungssystem heiffit in diesem Fall
vollstéandig integrabel.

5.9.5 Der Fall f(x,u,&) = f(u,&). Nach 4.6 gilt in diesem Fall fiir die
Eulergleichung

fu(@), o' (z)) —u'(2) fe(u(z), v (x)) = const.
Fiir die Hamiltonfunktion gilt

H(JI,U,U) :S;el]g[vg_f<u7§)] ZH(U,U),

also

u'(z) = Hy(u(z),v(x))
V(z) = — Hy(u(z),v(z)).
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Hieraus folgt

d%H(U(fC), v(z)) = Hy(u(z), v(@))u'(x) + Hy(u(z), v(z))v'(z) = 0,

also
x+— H(u(z),v(x)) = const.

Wenn die Funktion f nicht von x abhéngt, ist die Hamiltonfunktion ent-
lang von Losungskurven x — (u(z),v(x)) des Hamiltonschen Differential-
gleichungssystems konstant.

5.10 Definition (Hamilton—Jacobi Gleichung) . Die partielle Differen-
tialgleichung
Se(z,u) + H(z,u, Sy(x,u)) =0.

fiir die Funktion S : [a,b] x R — R heifit Hamilton—Jacobi Gleichung.

Man beachte, dafl u hier die Bedeutung einer Variablen und nicht einer Funk-
tion hat. Die Hamilton—Jacobi Gleichung steht im engen Zusammenhang mit
dem Hamiltonschen Differentialgleichungssystem, wie der folgende Satz zeigt.

5.11 Satz (Eigenschaften der Losung der Hamilton—Jacobi Glei-
chung). Sei I' C R ein Intervall und sei S € Cy([a,b] x R x I', R) fiir jedes
~v € I' eine Losung der Hamilton—Jacobi Gleichung:

Se(x,u,y) + H(x,u, Sy(z,u,v)) =0, (z,u) € [a,b] x R.
Sei v € R und sei (u,v) eine Losung von

u(z) = Hy(z,u(z),v(z))
V(z) = — Hy(z,u(z),v(z)) (H)

fir z € [a, b] und mit v(a) = S,(a,u(a),7). Dann existiert eine Konstante c
mit



fir alle x € [a,b] . Entlang des Graphen von u ist also S, konstant.

Sei umgekehrt S.,(x,u,v) # 0 fir alle (z,u,y) € [a,b] x RxT'. Seiy eI,
sei ¢ € R und sei u € Cy([a, b]) mit

Sy(z,u(z),y) =c

fur alle z € [a,b] . Setze

v(x) = Sulw,u(z),7).

Dann ist (u,v) eine Losung von (H).
Beweis: Sei (u,v) eine Losung von (H). Dann gilt

isu(x7u($)77) = Sux+ulsuu

dx
= Sus+ Hy(z,u(z),v(z)) Sy -
Es gilt
Sua(@,u(x),7) = Seulr, u(z),7)
= DS

= — %H(z,u(ac), Su(x7u<'r>77)>

= —Hu<x,u(x),5u(x,u(x),y))
- H, (x, u(zx), Sulz, u(z), 7)>Suu .

Kombination mit der vorangehenden Gleichung ergibt

2 Sulwu(w).n) = — H, (2. u(z), 5,2, u(2), 7))

d:l'; ) Y ) ) ) )

+ [Hv(x,u(x),v(x)) —H, (x, u(z), Su(x, u(x),v))] Suu -

Dies kann man auffassen als Differentialgleichung erster Ordnung fiir die
Funktion w(x) = Sy(z,u(z),7). Su(z,u(zx),7) erfiillt diese Differentialglei-
chung und die Anfangsbedingung S, (a, u(a),~y) = v(a). Wegen (H) ist auch
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v(x) eine Losung dieses Anfangswertproblems. Die Losung ist aber eindeutig,
also folgt

U(I) = Su(xvu(x)a’Y) :
Hiermit folgt

L8 @ @) = Syt Sutd
= Sy F Hy(z,u(x), v(m))Sm
= S+ Hy(wu(2), Sulw,u(2),7)) Sus
= diEy [Sx(x, u(zx),y) + H(x, u(x), Syu(z, u(a:),v))]
= 0,
also folgt

Sy (z,u(x),v) = const

fur alle = € [a, b] .
Sei umgekehrt S, (z,u(x),v) = ¢ fiir « € [a,b] . Es folgt dann

, d
Spy + Syt = e [Sv(x, u(:n),’y)] =0.

AufBlerdem folgt

Spy + HySyy = % [Sx(u,u(x),'y) + H(a:,u, Su(z, u(m),v))] =0.

Durch Kombination beider Gleichungen folgt
[Hv (m,u(x), Su(x,u(a:),fy)> — u/(x)} Suy(x,u(x),7) =0.
Wegen v = 5, und wegen S, # 0 folgt
u'(z) = Hy(z,u(x),v(z)).

Auflerdem folgt



S:vu + Suuu/
= [S; + H(z,u,S,)], — Hu

— _Hu(x,u(x),su(l’>u($)v7)>
= — Hy(z,u(z),v(x)).

Also ist (u,v) eine Losung von (H).

Dieser Satz erlaubt aus der Losung der Hamilton—Jacobi Gleichung die
Losung des Hamiltonschen Differentialgleichungssystems zu bestimmen. Es
bleibt aber die Frage offen, ob iiberhaupt eine Losung der Hamilton—-Jacobi
Gleichung existiert. Dies ergibt sich aus folgendem Satz:

5.12 Satz (Existenz von Losungen der Hamilton—Jacobi Gleichung).
Mit den Bezeichnungen von Satz 5.7 sei H € C3(W,R). Sei Sy € C3(R) eine
Funktion mit

vo(u) := Sy(u) € W(a,u)
fiir alle u € R. Dann gibt es eine in [a, b] X R relativ offene Teilmenge U von
la,b] x R mit {a} x R C U und eine Losung S € Co(U,R) der Hamilton—
Jacobischen Differentialgleichung

Se(z,u) + H(z,u, Sy(x, u)> =0
in U zur Anfangsbedingung
S(a,u) = Sp(u) .

Beweis: Aus der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen folgt,
daB es eine in [a,b] X R relativ offene Teilmenge U von [a,b] x R gibt mit
{a} x R C U, die in eineindeutiger Weise von den Kurven x — (z,u, (z, «))
tiberdeckt wird, wobei u(z,a) die erste Komponente der Losung (u,v) =
(u(z, a),v(x, @) von

W(z, o) = Hy(z,u(x,a),v(z,a)), u(a,a) = «
V(z,o) = — Hy(z,u(z,a),v(z,a)), vie,a) = v(a)
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ist. Hierbei sei

0 0
u(r,a) = By u(z, ), v(r,a)= B vz, a).
Es sei V C [a,b] x R die Menge alle (z, @) mit (z,u(z, ) € U. Wenn nétig
durch Verkleinerung von U und V' kann erreicht werden, dafl U von der Form

U={(z,y):a<z<cy)}

ist mit a < ¢(y) < b, und dafl die Funktionaldeterminante der Abbildung
(x,a) — (z,u(z,a)) in V von Null verschieden ist:

ou

O(z,u(z, a)) 10 |
det{ 9z 0) = % g_g —aa(:c,a)>0,

wegen 9%(a, o) = 92 = 1, . Es existiert dann die Inverse (z, u) — (z, (2, u)) :

U — V von (z,a) — (z,u(z,«a)), die dieselbe Differenzierbarkeitsordnung
hat wie (z, ) — u(z, o). Wegen H € Cj ist u(z, ) € Cy, also auch a(z,u).
Ich definiere die Abbildung v : U — R durch

0(x,u) = v(z, a(z,u)).

Sei nun S die Lésung von
(%) Se(x,u) = —H(z,u,v(z,u)), S(a,u)=Sy(u),

in U, also
S(a,u) = Solu) — / H(y, u, 5y, u))dy
0

fir alle (z,u) € U. Ich werde zeigen, daf}
Sulz,u) = 0(x,u)

gilt. Wenn dies gezeigt ist, folgt direkt aus der Definition (%) von S, dal S
eine Losung der Hamilton—Jacobischen Differentialgleichung zur Anfangsbe-
dingung S(a,u) = Sp(u) ist.
Zum Beweis beachte man, da8 durch Einsetzen von u = u(z, ) in die Defi-
nition von v folgt

v(z,a) = 0(z,u(z,q)),
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also

ox dx

d. h.
Ve (z, a(z, 1)) = 0p (2, u) 4+ 0y (2, w)u! (2, ax, u)) .

Aus (x) ergibt sich somit

Suz(T,u) = Spul(z,u)
d

= - [H(x,u,ﬂ(x,u))]

— Hy(z,u,0(x,u)) — Hy(x,u,0(x,u))0,(x,u)
vz, a(x,u)) — up(z, oz, u)) o, (z, u)
= Uz, u) + 0y, w) (2, a(z,w)) — v (z, a(z,w)) v, (2, u)

= Uz, u).
Wegen (x) folgt hieraus durch Integration

Su(z,u) —o(x,u) = Sy(a,u) — o(a,u)
= Sy(u) —v(a,u)
— Sh(u) - vo(w)
= 0.

Damit ist der Satz bewiesen.
5.13 Beispiel (Geometrische Optik, Eikonalgleichung). In 5.9.2 wurde

gezeigt, daBl die Hamiltonfunktion zum Fermatschen Prinzip des kiirzesten
Lichtweges durch

H(z,u,v) = —/n(z,u)? =02, —n(z,u) <v<n(z,u)

gegeben ist. Die Hamilton—Jacobi Gleichung lautet in diesem Fall

Se(z,u) — v/n(z,u)? — Sy(z,u)2 =0.
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Aus Symmetriegriinden ersetze ich die Bezeichnung u durch y. Dann kann
die Hamilton—Jacobi Gleichung auch in der Form

Sa(z,y)? + Sy(x,y)* = n(z,y)?
oder
IVS(z,y)|* = n(z,y)?

geschrieben werden. Diese Gleichung nennt man in der geometrischen Optik
auch Eikonalgleichung.

Sei (u(z, a),v(z, ) die Losung von

W(z, o) = Hy(z,u(z,a),v(z,a)), u(a,a) = «
V(z,a) = — Hy(z,u(z,a),v(r,a)), vie,a) = v(a)

mit vo(y) = Si(y) € W(a,y) = (—n(a,y),n(a,y)). In 5.9.2 wurde gezeigt,
daB v(z, ) die zweite Komponente eines Vektors V' mit |V| = n(z,y) ist.
Wegen

Sy(x,y) = v(z,y) = v(z,a(r,y)), |[VS(z,y)| =n(r,y)

folgt
VS(z,y)=V.

Es wurde auch gezeigt, dafl der Tangentenvektor (1,4 (z,«)) an die Kurve
x +— (z,u(z,a)) die Richtung von V', also von VS(x,u(x,«)) hat. Die Kur-
ven = — (z,u(z, «)) sind also die Kurven des steilsten Anstiegs der Funktion
S(x,y), sie stehen senkrecht auf den Niveaulinien S(z,y) = const von S'.

Schreibt man zum Beispiel die Anfangsbedingung Sp(y) = 0 vor (also
vo(y) = Sy(y) = 0), dann ist die Gerade {a} x R selbst eine Niveaulinie
von S'. Die Kurven x +— (x,u(z, &) beginnen also im Punkt (a, o) senkrecht
zu dieser Geraden:

Zeichnung - Niveaulinien
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In diesem Beispiel ist die Gerade {a} xR eine “leuchtende Linie* . Die Kurven
x +— (z,u(r,a)) sind die von dieser Linie ausgehenden Lichtstrahlen. Entlang
der Lichtstrahlen, also jeweils in Richtung von V.S, breitet sich das Licht mit
der Geschwindigkeit n(;,y) = |VS(1x7y)‘ aus. Daher ist die Niveaulinie S(z,y) =
t eine Linie, die alle Punkte auf den Lichtstrahlen verbindet, die vom Licht
zum Zeitpunkt ¢ erreicht werden. Wenn (x1,y;) und (x2, yo) zwei Punkte auf

demselben Lichtstrahl sind, dann gibt die Differenz

S(£2;Z/2) - S(xhyl)

die Zeit an, die das Licht entlang des Lichtstrahles vom Punkt (z1,y;) zum
Punkt (x2,y2) benotigt.
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6. Schwache Topologie

6.1 Definition (Konvexe Mengen). Sei V' ein normierter Raum und M C
V. Die Menge

conv M = {Z Aix; | N endliche Teilmenge von N, x; € M, \; > 0, Z Ai=1}
ieN ieN

hei3t konvexe Hiille von M .

Ist M konvex, dann auch M . Ist M offen, dann auch conv M , wegen

conv M = U (Z)\M)

IC[0,1] A€l
Iendlich

> orer A=l

6.2 Satz. Sei H ein Hilbertraum, und sei M C H abgeschlossen und konvex,
M # (). Dann existiert fiir jedes x € H ein eindeutiges y € M mit

— vyl = inf ||z —n]| .
o = yll = inf.llo =
Beweis. Sei n, € M mit limy_. || — || = inf,enm |7 — 2] = d.
Die Parallelogrammgleichung
lu+ol* + flu = v|* = 2[Jull* + 20|
ergibt mitu=az —n,v=x—1n

1
(%) e — ml)* = 2/l — nell® + 2[|z — m|]* — 4)lz — 5 (e + m)l? -

Da M konvex ist, ist 1 (9 +n) € M, somit

1
&’ < |z — 5(% +m)|)?.

Zu jedem £ > 0 gibt es lp mit ||, — z|| < d + ¢ fiir alle [ > ly. Aus (x)
folgt also fiir 0 <e < 1und k, k > [

e =l < 2l —mel* + 2]z —m]|* — 4d?
< 2(d+¢e)?+2(d+¢e)?—4d®
= 8de+ 4> < (8d + 4)e .
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Also ist {n;};°, eine Cauchyfolge und hat den Grenzwert y. Da M abge-
schlossen ist, ist y € M und fiir dieses y gilt

=yl = e Jim e} = Jim iz — el = d

Zum Beweis des Satzes geniigt es also zu zeigen, daf§ y eindeutig ist. Sei 3/

ein zweites Element aus M mit ||z — ¢/|| = d. Dies ergibt
1
ly =yl = 2llz=ylI*+2lz = y|I* = dfle = 5@ +9)IP

< Ad* —4d* =0,
also y = ¢/, also ist y eindeutig bestimmt.

6.3 Folgerung. Sei S ein abgeschlossener Unterraum des Hilbertraumes
H,S#0,sei x € Hund sei 6 = inf{||x —y| | y € S}. Dann gibt es genau
ein yo € S mit ||z —yo|| =6

Beweis: Ergibt sich aus dem vorangehenden Satz mit M = S .

6.4 Definition (Projektion auf konvexe Mengen). Sei H ecin Hilber-
traum und M C H abgeschlossen und konvex. Fiir x € H bezeichne Proj,; x
das nach dem letzten Satz eindeutig bestimmte Element aus M mit

[Projy,x — x| = inf i~ .
Projy; : H — M heifit die Projektion von H nach M .

6.5 Lemma. Sei M C H eine abgeschlossene und konvexe Menge. Dann gilt
y = Projy; x genau dann, wenn y € M ist und

Re(y,n—y) > Re(x,n —y)
fiir alle n € M .

Beweis: Sei z € H, y = Projy; x. Da M konvex ist, folgt
A=ty+tn=y+tln—y)eM
fiir alle 0 <t < 1, folglich nimmt
p(t) =llz —y =t —y)|I* =z —ylI* = 2t Re (x — y,n —y) + t*[ln — y|*
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das Minimum an fiir ¢ = 0. Also gilt
0<¢(0)=—-2Re(x—y,n—vy),

somit
Re(y,n—y) > Re(x,n—y).
Umgekehrt sei fiir y € M und fiir alle n € M

Re(y,n—y) > Re(x,n—y).
Dies ergibt
0<Re(y—x,(n—x)+(x-y)=—[x=y[*+Re(y —x,7—x),

also
|z —yl? <Re(y —x,n—x) < |lx—y| [In—x|,

somit
[z —yll < lln — |
fiir alle n € M . Also ist y = Projy x.

6.6 Folgerung. Sei H ein Hilbertraum und S ein abgeschlossener Unterraum
von H,S # (). Dann gilt y = Projqx, genau dann, wenn y € S mit

(x—y,2) =0

fiir alle z € S. (In diesem Fall ist Projg also die orthogonale Projektion auf

S.)
Beweis. Sei (x — ¥y, z) = 0 fiir alle z € H . Dann folgt fiir alle n € S
Re(y —x,n—x)=02>0,

wegen 7 —y € S, also y = Projgx, nach Lemma 6.5. Sei umgekehrt y =
Projyx. Aus Lemma 6.5 folgt dann

Re(y —x,2) >0
fiir alle z € S, also

Re (A(y —x,2)) = Re (y —x,Az) > 0
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fir alle A € K, somit (y —x,z) =0 fir z € 5.

6.7 Definition (Reell lineare Abbildungen). Sei V' ein Vektorraum iiber
K. Eine Abbildung f : V' — R heif3t reell linear, wenn fiir alle z, z{,z5 € V'
und alle A € R gilt

flxr+z2) = f(x1) + f(22)
f(Ax) = Af(x).

6.7.1 Bemerkung. Sei V' ein normierter Raum iiber K. Fiir eine reell lineare
Abbildung f gilt genau wie fiir eine lineare Abbildung, daf sie stetig ist,
genau dann, wenn sie beschrankt ist. D.h. die reell lineare Abbildung f :
V — R ist stetig, genau dann, wenn eine Konstante C' > 0 existiert mit

[f(@)] < ]|

fiir alle z € V. Denn V ist auch ein normierter Vektorraum iiber R, und fiir
diesen normierten Vektorraum sind die reell linearen Abbildungen gerade die
linearen Abbildungen.

6.8 Satz (Trennungssatz). Sei H ein Hilbertraum tiber K, sei M C H eine
abgeschlossene, nichtleere, konvexe Teilmenge von H, und sei x € H\M .
Dann gibt es eine stetige, reell lineare Abbildung f : H — R mit

flz) > fgﬂgf(Z)-

Beweis: Sei y = Projy,x. Dann ist f = H — R mit

f(Z) :Re(X_Y7Z)

eine reell lineare Abbildung mit

1f(2)] < [Re (x —y,2)| < [x =yl ]l

also ist f stetig. Aulerdem gilt nach Lemma 6.5 fiir alle n € M
f(@)

Re(X_Y7X) = (X_Y7X_Y)+R6<X_Y7y)
= |z —yl*+Relly —x,n —y) + (x = y,n)]
> |lz—ylP+Re(x—y,n) =[x—yl|*+1f(n),

105



und somit

sup f(1) < f(z) — |z —yl|* < f(a),

neM

wegen x € H\M , y € M ,alsox #y.

6.9 Folgerung. Sei H ein Hilbertraum. Dann ist jede nichtleere abgeschlos-
sene, konvexe Teilmenge M von H der Durchschnitt aller abgeschlossenen
Halbrédume, die diese Menge enthalten.

(Wenn f : H — R eine stetige, reell lineare Abbildung ist und o € R, dann
heiflen die abgeschlossenen Mengen

{reH|f(x)>a}
und
{reH| f(z) <a}

abgeschlossene Halbréume.)

Beweis: Sei x € H\M . Nach Satz 6.8 gibt es @ € R und eine stetige, reell
lineare Abbildung f : H — R mit sup,¢,, f(2) < a < f(x), also ist = nicht
Element des Durchschnitts aller abgeschlossenen Teilrdume, die M enthalten.

6.10 Schwache Topologie. Sei V' ein normierter Raum und V’ der Dual-
raum, d.h. der Raum aller stetigen linearen Abbildungen f:V — K.
Fir f € V'’ sei
Up={zeV|[f(z) <1}.

Die schwache Topologie auf V' wird folgendermaflen erklart. Eine Menge U C
V' ist nach Definition eine Umgebung von 0 (Nullumgebung), genau dann,
wenn es endlich viele stetige lineare Abbildungen fi,..., f, € V' gibt mit

Fiir beliebiges © € V ist W C V eine Umgebung von x, genau dann, wenn
es eine Nullumgebung U gibt mit

W=x+U={z+y|lyeU}.
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Das so definierte System von Umgebungen erfiillt die Axiome, die von einem
System von Umgebungen verlangt werden, und definiert damit eine Topo-
logie auf V' . Die so definierte Topologie auf V' hat auflerdem noch folgende
Eigenschaft: Versieht man V' mit der schwachen Topologie, und versieht man
K mit der iiblichen Topologie, dann sind die Vektorraumaddition und Mul-
tiplikation

(x,y) — z+y : VxV — V

Nz) — A : KxV — V

stetige Abbildungen. Also ist die schwache Topologie auf V' eine Vektorraum-
topologie auf V', und V ist ein topologischer Vektorraum mit der schwachen
Topologie.

Die schwache Topologie auf V ist die grobste Vektorraumtopologie auf
V', in der noch alle f € V' stetig sind. Umgekehrt ist jede lineare Abbildung
gV — K, die in der schwachen Topologie stetig ist, auch in der Normto-
pologie stetig, weil die Normtopologie feiner ist als die schwache Topologie,
also stimmt der Dualraum V' zu V' mit der Normtopologie iiberein mit dem
Dualraum zu V' mit der schwachen Topologie.

Nach dem Satz von Hahn-Banach gibt es zu jedem x € V mit x # 0 ein
fe V' mit [f(z)| > 1, also ist x € Uy, folglich ist die schwache Topologie
eine separierte Topologie, d.h. Grenzwerte sind eindeutig.

6.11 Satz. Sei V ein normierter Raum. Eine Folge {z,,}>°, C V konvergiert
schwach gegen x € V' (d.h. in der schwachen Topologie von V'), genau dann,
wenn fiir alle f € V' gilt

lim f(z,) = f(z).

n—oo

Beweis. Wenn {z,}22 ; schwach gegen = € V' konvergiert, gilt

lim, .o f(x,) = f(z), da jedes f € V' stetig ist in der schwachen Toplogie.
Umgekehrt gelte lim,, ., f(x,) = f(z) fiir alle f € V'. Sei x4+ U eine Umge-
bung von x, wobei U eine Nullumgebung ist. Dann gibt es fi,..., f,, € V'
mit

.....

|[filwn — )| = [filzn) — filz)| <1
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fiir alle n > k; , also auch fiir alle n > ko = max{ky, ..., k,}, somit
v—x €U, CU
i=1

fiir alle n > kq, also
=2+ (x,—z)€x+U, n>up.

Da z+U eine beliebige Umgebung von z ist, bedeutet dies, dafl lim,, ., z, =
x gilt in der schwachen Topologie von V.

Wenn {z,}2%, in der schwachen Topologie gegen = konvergiert, schreibt
man auch x,, — x. In einem Hilbertraum gilt x,, — x, genau dann, wenn

lim (z,, 2) = (z, 2)

n—od

gilt fiir alle z € H |, weil in einem Hilbertraum jede stetige lineare Abbildung
f € H' dargestellt werden kann in der Form

f(z) = (z,2)
mit einem geeigneten z = z(f) € H .

6.12 Lemma (Abschitzung der Norm des schwachen Grenzwertes).
Sei H ein Hilbertraum und z,, — x.
(i) Dann gilt

] < limnf |z,

(i) Aus limsup ||z, || < ||=| folgt x,, — x.

n—oo

Beweis: (i)
= 2]|* = [l — 2(z, 22) + ||2[|*

folgt wegen (z,,z) — (z,z) = ||z|*, daB
0 < liminf |z, —z|* = liminf ||2,]|* — 2 lim (z,, ) + ||z

= liminf ||z,[* — ||z]|?,
n—oo
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also ||z]|? < liminf ||z, [|*.
(ii) Es gilt

limsup ||z — z,||*> = limsup||z,||* — 2 lim (z,, ) + ||z|?

n—oo n—oo

= limsup||z,||* — ||=z]|* <0,
folglich
0 < lim ||z — 2,||* < limsup ||z — 2,[* <0,

n—oo

d.h. z, — z.

6.13 Satz (Abschlufl konvexer Mengen in der schwachen und in der
Normtopologie). Sei H ein Hilbertraum, und sei M eine konvexe Teilmen-
ge. Dann stimmen der Abschlufl von M in der Normtopologie und in der
schwachen Topologie {iberein.

Beweis. Sei MH'” der Abschlufl von M in der Normtopologie, und sei " der
Abschlufi von M in der schwachen Topologie. Da die Normtopologie feiner ist

als die schwache Topologie, ist auch " in der Normtopologie abgeschlossen,
also o W

Nach Folgerung 6.9 ist jede in der Normtopologie abgeschlossene konve-
xe Menge der Durchschnitt von (in der Normtopologie) abgeschlossenen
Halbrédumen.

Also ist 7' der Durchschnitt von abgeschlossenen Halbrdumen, da mit

M auch MH'” konvex ist.
Es wird nun gezeigt, daf§ diese Halbrdume auch in der schwachen Topo-

logie abgeschlossen sind. Wenn dies gezeigt ist, folgt, daf3 M der Durch-
schnitt von in der schwachen Topologie abgeschlossenen Mengen ist, also ist

M selbst schwach abgeschlossen, somit folgt
MW C MH'H ’

—W —|-
zusammen also M = ]\4H I .
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Jeder abgeschlossene Halbraum ist nach Definition von der Form
{reHd]f(z)<a}

mit einer geeigneten stetigen, reell linearen Abbildung f : H — R und mit
geeignetem o € R.

Ein solches f ist aber auch in der schwachen Topologie stetig, also ist der
Halbraum auch in der schwachen Topologie abgeschlossen als Urbild einer
abgeschlossenen Menge unter einer stetigen Abbildung.

Um zu zeigen, dafl f schwach stetig ist, sei K = C, weil sonst nichts zu
zeigen ist. Dann ist die Abbildung g : H — C,

g(x) = f(x) —if(ix)

eine stetige, (komplex) lineare Abbildung. Denn fiir A = A\ + iAy € C mit
)\17 Ay € R gllt

g +id)z) = F((\ +id)x) — if (A + ido)z)
= M f(@) + Nof(ir) — Mif(iz) + \if (@)
= Oq+ide) f(@) — (A + iNo)if (i)
= (O +id)gla).

Somit ist g € H', also ist g auch in der schwachen Topologie stetig, also auch
f = Reg, als Hintereinanderausfithrung von ¢ und der Projektion auf die
reelle Achse.

6.14 Definition (Beschrinkte Mengen). Sei V' ein topologischer Vektor-
raum. Eine Menge M C V heifit beschrénkt, wenn es zu jeder Nullumgebung
U eine Zahl Ay > 0 gibt mit M C AU fiir alle A € K mit [A| > A¢.

Als Beispiel betrachte man folgenden Spezialfall: Sei V' normierter Raum:
Eine Menge M C V ist beschréankt, genau dann, wenn

sup ||zl < oo .
zeM

M ist beschrinkt in der schwachen Topologie, genau dann, wenn fiir jedes
f eV gilt

sup | f(z)| < o0
xeM
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6.15 Satz (Aquivalenz von schwacher und Normbeschrinktheit).
Sei V' ein normierter Raum und M C V. Es gilt: M ist schwach beschréankt,
genau dann, wenn M beschénkt ist.

Zum Beweis braucht man folgenden
6.15.1 Satz von Banach-Steinhaus. Sei X ein Banachraum, Y ein nor-
mierter Raum und F' eine Menge von stetigen linearen Abbildungen von X
nach Y mit
sup || Tx|ly < oo
TeF

fiir alle z € X . Dann gilt
sup ||| < oo .
TeF

Hierbei ist die Norm von T wie iiblich definiert:

1T = sup [[T]ly .
llzll<1

Beweis von Satz 6.15: Wenn M beschrankt ist, folgt fiir alle f € V’
sup | f ()| < sup [[f]| [[=] < [[f]] sup [[z]| < oo,
zeM zeM xeM

also ist M schwach beschréankt.
Sei umgekehrt M schwach beschriankt. V' ist ein Banachraum, und jedes
x € V definiert eine lineare stetige Abbildung J[z] € V" durch

(J[zD)(f) = f(2) mit [Tzl = [lz]lv -

Wenn M schwach beschrankt ist, bedeutet dies fiir alle f € V', daf3

sup |(J[z])(f)] = iljglf(fv)\ < oo

zeM

Die Menge {J[z] | = € M} von stetigen linearen Abbildungen auf dem
Banachraum V" ist also punktweise beschriankt. Aus dem Satz von Banach-
Steinhaus folgt somit, dafl

sup [|lz]ly = sup [[J[z]||y» < oo
zeM zeM
gilt, also ist M normbeschrinkte Teilmenge von V.
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6.16 Folgerung. Sei H ein Hilbertraum mit {z,}0°,, {y.}22, € H. Es
gelte
T, v €H, y,—~yeH.

Dann gilt (z,,,y,) — (z,9).

Beweis: Es gilt (y,, 2) — (y, 2) fiir alle z € H, also gilt fiir alle z € H

sup |(yn, 2)| < 00,
neN

folglich ist {y,}52, schwach beschrénkt, und somit auch beschrankt:

[yl < C
fiir alle n € N. Also ergibt sich
[(@,y) = (@n,yn)| = |(,9) = (@0 — 2,90) = (2, ¥a))|
< (@y) = (@ 9n) = (20 — 2, 90))
< (@,y) = @yl + lzn — 2]|C— 0

fiir n — oo.

6.17 Satz (schwache Folgenkompaktheit der Einheitskugel). Sei H
ein Hilbertraum. Dann ist die abgeschlossene Einheitskugel B;(0) = {x €
H | ||z]| < 1} schwach folgenkompakt.

Beweis: Sei {z,}22, C B;(0). Es mufl gezeigt werden, daf} es eine Teilfolge
{zn, }32, und = € B1(0) gibt mit

(Y, ¥n) — (Y, 2)

fiir alle y € H . Hierzu sei

A~

H = span {x, }2, .

Dies ist ein abgeschlossener Unterraum von H , also selbst ein Hilbertraum.
AuBerdem ist H separabel, das heifit, es gibt eine abzéhlbare dichte Teilmenge
{yi}52, von H .
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Es geniigt nun zu zeigen, daB es eine Teilfolge {z,,, };°, und z € HNB;(0)
gibt mit

(*) (2, 2n,) = (2,2)

fiir alle z € H. Denn sei H+ der Orthogonalraum von H . Dann kann jedes
y € H zerlegt werden in
y==z+ zt

mit z € H und 2+ € H- . Aus () folgt dann
(y,xnk) = (vank) + (ZLVTTU@) = (Zaxnk)
—  (5,2) = (2,2) + (1 2) = (y,2) ,
wegen Ty, , T € H.

Zum Beweis von (%) wihle mit dem Diagonalverfahren eine Teilfolge
{zn, }32, so aus, daB die Folge

{0, 20 ) 1720

in K konvergiert fiir alle /. Dann konvergiert auch die Folge

{(y, 2n,) 1720
fiir jedes y € Y = span {y}3°, C H, wegen
y=aiy, +...+any,

fiir jedes y € Y mit geeigneten m und «q, ..., a,, € K. Definiere eine Abbil-
dung f : Y — K durch

fly) = lim (y, )

k—o0
Es gilt fiir y,z € Y
fy+z) = Jim(y+zm,) = lim(y,0,) + lm (2 2,)
= fly)+f(2),
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und ebenso f(Ay) = Af(y), also ist f linear. Weiterhin gilt

) = |l (g.2,,)] < lim [(y.2,,)]

< limsup [y lzn,[| < llyll

k—o0

also, fiir y,z € Y

f(y) = f)=1fly—=2) <y — =,

d.h. f ist gleichméBig stetig auf Y, und kann somit zu einer stetigen Abbil-
dung g auf Y = H fortgesetzt werden. ¢ ist automatisch auch linear, also
g € H' mit ||g| < 1, und folglich existiert nach dem Rieszschen Darstel-
lungssatz ein eindeutiges € H mit f(z) = (z,x) fiir alle z € H und mit
lz|| = |lgll < 1, also z € B;(0) N H. Sei nun z € H beliebig und £ > 0.
Wihle y € Y mit ||z — y|| < £/3. Es folgt

|(Z’:L‘) - (Z7:Enk)| < |(Z,JZ) - (y7$>| + |(y,ZL') - (y7xnk)| + |(y7xnk) - <z7'rnk)|
< Az =yl llell + 1) = @2z + lly = 21 |20,
< €/3+¢/3+4+¢/3 =c¢

fiir k > ko, ko = ko(e) geeignet. Also folgt

klim (2,25,) = (2,2)

fiir alle z € H . Damit ist (*) bewiesen, und es folgt z,, — .
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7. Konvexe Funktionale

In diesem Abschnitt sei H ein Hilbertraum.

7.1 Definition (Unterhalbstetige Funktionen). Sei M C H, M # () und
sei f: M — (—o0,00]. f heifit von unten halbstetig im Punkt x € M |, wenn
fiir jede Folge {z,}>°; C M mit x, — z gilt

f(z) <liminf f(z,).
f heilt schwach von unten halbstetig im Punkt z € M , wenn fiir jede Folge
{2,}°°, € M mit z, — x gilt

f(z) < liminf f(z,) .

f heiBt (schwach) von unten halbstetig, wenn f in jedem Punkt von M
(schwach) von unten halbstetig ist.

7.2 Lemma. (i) Seien fi, fo : M — R konvex. Dann ist f; + fo konvex. Ist
f1 strikt konvex und f; konvex, dann ist f; + fo strikt konvex.
(ii) Eine reell linear Abbildung H — R ist konvex.

Beweis: klar.

7.3 Satz (Aquivalenz von Unterhalbstetigkeit und schwacher Unter-
halbstetigkeit bei konvexen Funktionalen). Sei M C H eine konvexe
Menge und sei f : M — (—o0, 00| konvex. Dann gilt: f ist schwach von unten
halbstetig genau dann wenn f von unten halbstetig ist.

Beweis: Wenn f schwach von unten halbstetig ist, ist f auch von unten
halbstetig. Denn aus x,, — x folgt x,, — z und somit

f(z) <liminf f(z,).

Um die Umkehrung zu beweisen beachte man, dal f schwach von unten
halbstetig ist falls die Menge

{reM]flz)<e}
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fiir jedes € € R schwach abgeschlossen ist in der auf M durch die schwache
Topologie induzierten Topologie. Denn sei {x,}22, C M mit x,, — g € M
und sei {x,, }72, eine Teilfolge mit

f(zp,) — liminf f(z,) = a.

n—oo

Fiir jedes 0 > 0 gibt es dann ein m mit
flzn,) <a+d

also
Tp, €E{r €M | f(z) <a+0d}

fiir alle £ > m . Wenn diese Menge schwach abgeschlossen ist, gehort folglich
auch der schwache Grenzwert zo von {x,, }32, zu dieser Menge, also

f($0)§a+5,

und somit
f(20) < a = liminf f(z,),

n—oo

weil > 0 beliebig war. Somit ist f schwach von unten halbstetig.

Um den Beweis von Satz 7.3 fertig zu machen, sei also f von unten halbstetig.
Es geniigt zu zeigen, dafl die Menge {x € M | f(z) < &} fiir jedes ¢ € R
schwach abgeschlossen ist. Da M und f konvex sind, ist auch diese Menge
konvex wegen

Fltz+ (1 - t)y) < tf(@)+ (1 - D f(y) <=

Konvexe Mengen sind nach Satz 6.13 schwach abgeschlossen, genau dann
wenn sie abgeschlossen sind. Da f von unten halbstetig ist, ist A. = {z €
M | f(z) < e} aber abgeschlossen, also schwach abgeschlossen. Somit ist f
schwach von unten halbstetig.

Zum Beweis sei 7o € A, und {z,}2°, C A. mit x,, — x5. Wegen der Halb-
stetigkeit von f folgt dann

f(x0) < liminf f(,) < e,

n—oo
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also ry € A, und somit A, = A, .

7.4 Beispiel (Konvexitidt der Norm). Sei H ecin Hilbertraum mit Norm
||l . Dann ist = +— ||z||*> : H — R stetig und strikt konvex. Denn fiir 0 < ¢ < 1
und = # y gilt
d? 2 1o 1o 2|1 112
Sl (= nylP = Rl + 200 = Re (e y) + (1 02y
= 2[|z]* = 4Re (x,y) + 2|ly* = 2[x — y[* > 0.

Somit ist die Abbildung strikt konvex. Da diese Abbildung stetig ist, ist sie
auch von unten halbstetig, und somit schwach von unten halbstetig, d.h. fiir
Tp — x gilt

> < timinf |z, |

Dies wurde schon in Lemma 6.12 (i) gezeigt.

7.5 Definition (Koerzitivitit). Eine Funktion f : H — (—o00, 00] heifit
koerzitiv, wenn Konstanten ¢; > 0, ¢y > 0 existieren mit

flx) > allz)® —c.

7.6 Lemma. Sei H ein Hilbertraum, sei f; : H — (—o0, 00| koerzitiv. Sei
fo: H — (—o0,00] und sei g : H — R eine stetige, reell lineare Abbildung
mit

folz) = g(z) = C
fiir alle z € H . Dann ist f; + f5 koerzitiv.

Beweis: Es gibt ¢; > 0 und ¢; € R mit

f@) + fo(2) 2 allz]* - e +g(@) - C

Xz
= allal + el () =€ e
> eiflel® = 2] sup lg(y)| - C - e
llylI<1
C
> El||x||2—|-01 —C —cy,
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wobel

. C1 2 1 2
C, = min (_qu — ||z|| sup ]g(y)\) = ——( sup !g(y)\) :
w€H \ 2 lyll<t 201 \ <1

Folglich ist f; + fo koerzitiv.

7.7 Satz (Existenz eines Minimums bei konvexen Funktionalen). Sei
f: H — (—o0, 0] eine konvexe, von unten halbstetige, koerzitive Funktion.
Dann gibt es ein xy € H mit

f(zo) = min f(z).

zeH

Wenn f strikt konvex ist, ist das Minimum eindeutig.

Beweis: Wenn f = oo gilt, ist die Behauptung richtig. Also sei

;2}5f(x)=a<oo.

Wegen der Koerzitivitit gilt fiir alle x € H mit ||z]|? > r = L;FCQ , daB

C

(%) f@)>calz|P—c>a+1+c—co=a+1.

Wiéhle nun eine Folge {x,}>2, C H mit

lim f(z,) =a= inf f(z).

n— o0 xeH

Wenn (k) existiert eine Zahl ny mit
lnl] <,

also

z, € B.(0)={zx e H||z]| <r}

fiir alle n > ngy. Nach Satz 6.17 ist B,.(0) schwach folgenkompakt, also gibt
es zg € B,(0) und eine Teilfolge {x,, }7°, mit

Ty, — Xy .
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Da f konvex und von unten halbstetig ist, ist f nach Satz 7.3 auch schwach
von unten halbstetig, also gilt

flwo) < lininf f(z,,) = lim f(zn,)

k—oo

= lim f(z,) = inf f(z),

n—oo

und somit

f(zo) = min f(z).

zeH

Um zu zeigen, dafl das Minimum eindeutig ist, soll angenommen werden, daf3
xo, vy € H existierten mit xy # x; und mit

f(xo) = f(a() = min f(z).

zeH

Dann folgte fiir alle ¢t € (0,1)

ftzo + (1 = t)xg) < tf (o) + (1 =) f(xo) = min f(x).

Dies ist ein Widerspruch, also kann das Minimum nur in einem Punkt ange-
nommen werden.

7.8 Lemma (Beschrinktheit konvexer, unterhalbstetiger Funktio-
nale). Sei f: H — (—00, 00| eine konvexe, von unten halbstetige Funktion.
Dann existiert ein reell lineares, stetiges Funktional ¢ : H — R und eine
Konstante ¢y € R mit

f(x) > g(x) + co
fir alle z € H.

Beweis: Falls f = oo ist, ist die Behauptung klar. Also geniigt es den Fall
zu betrachten, wo ein oy € H existiert mit f(zo) < oo. Beachte zunéchst,
dafl der Raum H x K ein Hilbertraum ist mit dem Skalarprodukt

(@A) s (W) g = (@ y)m + AT

1, Mllex = A/ Nl + A
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Sei nun
K(f)={(x,\) e HxR| f(z) <A} C H xK.

Dies ist eine konvexe, abgeschlossene, nichtleere Menge. Denn seien (z, \)
und (y, 1) € K(f). Dann folgt fiir 0 < ¢ < 1

flte + (1 =1)y) tf(z) + (1 =1)f(y)

<
< A+ (1—t)u,

also ist

t(z, ) + (L =)(y, p) = (tw + (1 =)y, tA + (1 = t)p) € K(f),

und somit ist K(f) konvex.
Um zu sehen, daB K (f) abgeschlossen ist, sei (z,\) € K(f) un
{(Tm, Am) }o°_y € K(f) eine Folge mit lim,, oo (Tm, Am) = (z, ) Da f von
unten halbstetig ist, folgt

f(z) < liminf f(x,,) < liminf A,

m—00

= lim A\, = A,

m—00

also (z,\) € K(f); folglich ist K(f) abgeschlossen.
Sei nun g € R mit u < f(x). Dann ist (zo, ) ¢ K(f), also gibt es nach
Satz 6.8 eine stetige, reel lineare Abbildung G : H X K — R mit

() G((zo, ) > sup  G((z,X)).
(e NEK ()

Definiere die Abbildung A : H — R durch
h(z) = G((x,0)) .

Dann ist & reell linear und stetig. Auch die Abbildung A — G((0,1)) : K — R
ist reell linear und stetig, also gibt es ein w € K mit

G((0,))) = Re (A, w)x = Re (\@)

fiir alle A € K. Zum Beweis beachte man, daf§ fiir jede stetige reell lineare
Abbildung u gilt



mit einer stetigen linearen Abbildung @ . Dies wurde im Beweis von Satz 6.13
gezeigt. Also gilt fiir alle (z,\) € H x K

G((x, X)) = G((2,0)) + G((0, 1)) = h(x) + Re (@),

und wegen p € R kann somit (x) auch in der Form

G((x0, 1)) = h(wo) + p(Re) > sup | sup (1(x) + A(Rew))

xeH L A>f(x)

geschrieben werden. Insbesondere folgt hieraus

G((zo, 1)) = h(xg) + (Rew)u > h(xg) + (Rew) sup A,

A>f(x0)
was wegen f(zg) < oo nur sein kann wenn (Rew) < 0. AuBlerdem folgt
G((20, 1)) > h(x) + f(z)(Rew)

fiir alle x € H, d.h.

£(2) >~ —h(a) + =Gl m) = g(2) + @
mit g(z) = —gzh(z) und
o = = Gl(z0.1)

7.9 Folgerung. Sei H ein Hilbertraum und f : H — (—00, 00| eine konvexe,
von unten halbstetige Funktion. Dann ist die Funktion

7 f()+ 52l

fiir jedes a > 0 strikt konvex, von unten halbstetig und koerzitiv. Also gibt
es ein eindeutiges o € H mit

F(wo) + 5 o> = min (f(2) + 5 l2]%).

121



Beweis: f(x) 4+ $[/z|* ist von unten halbstetig als Summe einer von unten
halbstetigen und einer stetigen Funktion. Im Beispiel 7.4 wurde gezeigt, dafl
die Abbildung x +— |[jz||* strikt konvex ist. Also ist §|lz* strikt konvex,
folglich nach Lemma 7.2 auch f(z) + §||z||*. Nach Lemma 7.8 gibt es eine
Konstante ¢y € R und ein reell lineares, stetiges Funktional g : H — R mit
f(x) > g(z) + ¢ fiir alle x € H. Da x — §||z||* koerzitiv ist, ist also auch
f(x) + %[lz||* koerzitiv nach Lemma 7.6. Der Rest der Behauptung ergibt
sich nun aus Satz 7.7.

Fiir den Rest dieses Kapitels sei H immer ein reeller Hilbertraum. Dies ist
keine Einschrinkung der Allgemeinheit, weil jeder Hilbertraum mit dem Ska-
larprodukt Re (-, ) zu einem reellen Hilbertraum wird.

7.10 Definition (Subdifferential). Seien M C H und f : M — (—o0, 00| .
Das Subdifferential df von f ist eine Abbildung 0f : M — P(H)(= Potenz-
menge von H), die folgendermafien definiert ist

yeof(x) = vVEeM: f(&) > (y,{ —x)+ f(x).

7.11 Beispiele fiir Subdifferentiale.
a) Sei H =R und sei f: R — R definiert durch

0, x<0
f(z) = I, 0<z<1
oo, x>1
Dann gilt
{0}, x <0
{yeR|0<y<1}, 2=
of(x) =< 0, O<z<1
{yER|1§y}> T =
0, z>1.
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b) Sei H ein reeller Hilbertraum, sei M C H eine offene und konvexe Menge
und sei f: M — (—o0, 00| ein konvexes Funktional. Sei # € M . Dann gilt:
Existiert grad f(z), dann ist

Of(x) = {grad f(z)} .

Beweis: Es gilt fiir alle z € M und alle 0 <t <1

tf(z) + (1 =1)f(x) = f(1 =tz +tz) = flz +t(z - x)).

Wenn grad f(z) existiert, folgt hieraus

f&) = @) > Jim 2]+t - o)~ ()]
= (grad f(x),z —x),

also grad f(x) € 0f(x). Angenommen, es sei y € 0f(x) und y # grad f(z).
Dann existiert h € H mit

(grad f(z),h) < (y,h).

||| kann so klein gewahlt werden, da8 x+th € M ist fiir allet mit 0 <¢ <1,
weil M offen ist. Also folgt

F(th+x) = f(x) = t((grad f(z),h) +o(1))
<t(y’h> = (y,th—f—l‘—l’) < f(th+]3) —f(CL’)

fiir geniigend kleines ¢ > 0. Dies ist ein Widerspruch, also folgt
y = grad f(x), also
Of(z) = {grad f(x)}.

c) In Beispiel 7.4 wurde gezeigt, dafl f(z) = ||z||* konvex ist. In einem reellen
Hilbertraum gilt

(grad f(2),h) = lim =[G+ th) — £ ()

t—0

: 1 2 2
= Tim (o + Al = Jo]])

= lim (2. ) + H]AI?) = 2o )
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also grad f(x) = 2z, und somit
of () = {20}
also, wenn x mit der Menge {z} identifiziert wird,
of =21

(I = Identitét).
d) Sei g : H — R eine stetige lineare Abbildung. Nach dem Rieszschen
Darstellungssatz gibt es dann ein eindeutiges y € H mit

g9(z) = (y,x)

fiir alle x € H, und es gilt

(grac g(a),h) = lim = (g(o + th) — g())

t—0

1
= lim ;(y, th) = (y,h),

t—0

also dg(z) = {y}.

7.12 Definition (Wertebereich des Subdifferentials). Sei f : H —
(—o0, 0] eine konvexe Funktion und a > 0. Die Menge

R(al +0f) = | lox + 0f(x)]

zeH

heifit Wertebereich der Abbildung ol +0f : H — P(H), die durch
(al +0f)(x) =ax +0f(x) ={ax+y | y € 0f(x)}
definiert ist.

In den néchsten Abschnitten wird gezeigt, dal es zu vielen elliptischen Dif-
ferentialoperatoren der Form

g aimiai(Vu(x))
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in Sobolevraumen eine konvexe Funktion f gibt mit

Die Gleichung

_ i aii“’(V“(x)) + au(z) = g(x)

kann also fiir jede beliebige gegebene Funktion g aus dem Hilbertraum H
(meistens ist H = L?*() ) gelost werden, genau dann wenn R(al +9f) = H
gilt. Um die Frage zu untersuchen, wann dies gilt, bendtigen wir folgendes

7.13 Lemma. Sei f : H — (—o00, o0] eine konvexe Funktion und g : H — R
eine lineare stetige Funktion mit

g9(z) = (y, )

fiir alle x € H . Dann nimmt f + ¢ das Minimum an an der Stelle z(, genau
dann wenn —y € 0f(xg). Insbesondere nimmt f das Minimum an an der
Stelle ¢, genau dann wenn 0 € 9f(zo) .

Beweis: —y € 0f(zy) ist dquivalent zu
flx) > (—y,x —x9) + f(zo) fir allez € H,
und dies ist dquivalent zu
f(@) + g(x) = f(2) + (y,2) = f(z0) + (y, %0) = f(w0) + g(0)

fiir alle x € H, und dies ist schliefSlich dquivalent zu

f(zo) + g(z0) = 2%1151 (f(z) +g(x)).

7.14 Satz (Surjektivitit und Injektivitit des Subdifferentials). Sei
f: H — (—o00, 00| eine konvexe, von unten halbstetige, koerzitive Funktion.
Dann gilt

R(Of)=H.
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Wenn f strikt konvex ist, dann ist df injektiv, d.h. zu jedem y € H gibt es
genau ein x € H mit

y € 0f ().

Beweis: Sei y € H. Um zu zeigen, dafl y € R(Jf) ist, betrachte die stetige
lineare Abbildung ¢ : H — R mit

g9(x) = (=y, ).

Die Funktion f + ¢ ist von unten halbstetig als Summe einer stetigen und
einer von unten halbstetigen Funktion. Nach Lemma 7.2 ist f 4+ g konvex
beziehungsweise strikt konvex, und nach Lemma 7.6 ist f + g koerzitiv. Nach
Satz 7.7 gibt es also ein xg € H mit

f(@o) + g(wo) = gélg (f(z) +g(x)),
und nach Lemma 7.13 ist dies dquivalent zu

y € df(x0)

also ist R(0f) = H . Wenn f + g strikt konvex ist, nimmt nach Satz 7.7 f + ¢
das Minimum an in genau einem Punkt zq € H, also gilt y € df(x¢) nur
genau fiir dieses xg, also ist df injektiv.

7.15 Folgerung Sei f : H — (—o00, 00| eine konvexe, von unten halbstetige
Funktion. Dann gilt fiir alle o > 0, daf§

R(al +0f)=H,

und af + Of ist injektiv.

Beweis: Sei g(x) = f(z) + $[|z||*. Nach Beispiel 7.11 c) ist

o(ll=]*) = {2z},
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also folgt fiir alle y € H und alle z € df(z)

W) = )+ Sl = Gy —2)+ F@) + Sy — o) + )

= (z+aw,y—2)+ f(2) + Sll2l]* = (= + az,y — ) + g(a),

also z + ax € dg(x), und somit ax + df(x) C dg(z) . Es gilt auch dg(z) C
ax + 0f(x), also dg(z) = ax + df(x). Denn angenommen, es gébe ein
z € 0g(x) mit z — ax ¢ 0f(x). Dann existierte ein h € H,h # 0, und ein
e>0mit f(r+h) < (z—ax,h)+ f(x) —e. Aus der Konvexitédt von f folgte
dann fiir alle 0 < ¢ < 1

f(x +th)

fit(x+h)+ (1 —t)x) <tf(r+h)+(1—1)f(v)
< tz—ax,h)+tf(x)—te+(1—1t)f(x)
t(z —ax,h) —te + f(x),

also
g(z +th) = f(:c+th)+%\|x+th||2
<tz —az,h) + f(@) =t + 5 (2l + 2tz 1) + L2 [A])
= t(z,h) + g(a) — te + 25 ||n|”

= (2,th) + g(a) — t(e ~ t5|AIP) < (=, th) + g(a)

fir hinreichend kleines ¢t > 0. Dies ist ein Widerspruch zu z € dg(z), also
ist dg(x) = ax + 0f(x), und somit

0g=al +0f.

Nach Folgerung 7.9 ist g = f + $||«|* strikt konvex, von unten halbstetig
und koerzitiv, also ergibt Satz 7.14 dal R(0g) = R(al + Jf) = H, und daf§
al + 0f injektiv ist.
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8. Direkte Methoden.

In diesem Abschnitt werde ich die Ergebnisse der beiden vorangehenden Ab-
schnitte beniitzen, um die Existenz der Losung von Variationsproblemen zu
beweisen.

Die dabei angewandten Beweismethoden heiflen direkte Methoden der Va-
riationsrechnung. Ich studiere das folgende Variationsproblem im R™ : Sei
) C R™, sei b eine nichtnegative Zahl oder sei b = 400, und sei F': R" — R.
Gesucht ist eine Funktion u :  — R, die fiir alle Punkte 2 des Randes 02
von () die Bedingung

0<u(x)<b

erfiillt, und fiir die das Integral

/Q F(Vau(z))dz

unter allen derartigen Funktionen einen Minimalwert annimmt. Diese Rand-
bedingung heiflt “Hindernisrandbedingung“und ist allgemeiner als die friither
betrachtete “Dirichletsche Randbedingung®. Fiir b = 0 erhélt man jedoch die
homogene Dirichletsche Randbedingung

u(z) =0, x € 00.

Der Einfachheit halber betrachte ich nur Integranden, die nicht explizit von
x und u(z) abhingen. Es ist aber moglich, die folgenden Beweise auf Inte-
granden der Form F(z,u(x), Vu(z)) zu verallgemeinern.

Bevor ich den allgemeinen Existenzsatz formulieren kann, benétige ich einige
Definitionen:

Wie im letzten Abschnitt werde ich in diesem Abschnitt nur reellwertige
Funktionen betrachten. Sei

M®) ={ueCy(Q)NH(Q)|Vz € d:0 < u(zx) <b},

und
——H/ ()
M(b) = M(b) :

wobei C1(€2) die Menge aller Funktionen u € C1(2) ist, die selbst und deren
erste Ableitungen stetig auf {2 fortgesetzt werden konnen. Die Menge M (b)
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ist eine abgeschlossene und konvexe Teilmenge des Hilbertraumes H; (€2) und
es gilt

Coo(§2) € M(b) € M(D).
Zum Beweis geniigt es zu zeigen, daB M(b) konvex ist, weil der Abschluf3
einer konvexen Menge wieder konvex ist. Fiir u,v € M(b) und 0 <t <1 gilt

aber tu + (1 — t)v € C1(2) N H1(Q) . Fir x € 09 gilt auferdem
0<tu(z)+(1—tw(z) <tb+(1—-1t)b=0b,

also tu + (1 — t)v € M(b), und somit ist M (b) konvex.

8.1 Definition (strikte Koerzitivitit). Sei f : R" — (—o00,00]. f heift
strikt koerzitiv, wenn eine Konstante ¢ > 0 existiert mit

f(a) = claf?
fiir alle x € R™.
In Zukunft werde ich immer voraussetzen, dafl F' : R" — R stetig differen-

zierbar, konvex und strikt koerzitiv ist. Insbesondere gilt dann F'(§) > 0 fiir
alle £ € R™. Sei

M(F,b) = {ue M(b) | /QF(Vu(x))dx < oo}

Es gilt M(F,b) C M(b) C Hi(R2), und wenn € beschriankt ist oder wenn

F(0) = 0 gilt, folgt 5’00(9) C M(F,b). Wenn jedoch €2 unbeschrénkt ist und
F(0) # 0 gilt, kann M (F,b) = () sein. Ich will diesen Fall ausschliessen und
setze daher immer M (F,b) # () voraus.

Die Funktionale V : Hy(Q) — (—oc,00] und V : L*(Q) — (—o0, 00| seien
definiert durch

Vo /Q F(Vu(z))dz, ue M(F,b)

too, u e Hy(Q)\M(F,b)
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Vo /QF(Vu(x))dx, we M(F.b)
400, e LQ\M(E.b).

8.2 Satz (Existenz eines Minimums fiir Variationsfunktionale). Sei
F : R" — R stetig differenzierbar, konvex, strikt koerzitiv und sei M (F,b) #
0.

(i) Sei A > 0. Dann gibt es zu jedem f € L*(Q) ein eindeutiges u € M (F,b)

mit

- A ~ A
Vi) + Gllulls = (e = min V() + 5ol — (/0]

(i) Sei 2 C R" offen und beschrinkt. Dann gibt es zu jedem f € L*(Q) ein
u € M(F,b) mit

V(u) = (f,u)g = min [f/(v) — (f, v)g} )

veEL?(Q)

Ich beweise diesen Satz in mehreren Schritten. Zunéchst benétige ich folgen-
des grundlegende Resultat:

8.3 Satz (Konvexitit und Unterhalbstetigkeit von Variationsfunk-
tionalen auf H;(2)). Sei F' : R" — R stetig differenzierbar, konvex und
strikt koerzitiv. Dann ist M (F,b) konvex, V ist konvex, von unten halbstetig,
und es existiert eine Konstante ¢ > 0 mit

V() > clulig
fir alle u € H1(Q) .

Beweis: Seien vy, vy € M(F,b) und t € (0,1). Dann folgt

/QF(V(tvl(:B) + (1 — t)ve(x)))dx

= / F(tVui(z) + (1 —t)Vuy(z))dr < / tF(Vui(x)) + (1 = t)F (Vv (z))dx
Q Q

=tV (v1) + (1 —t)V(v2) < 0.

Hieraus folgt zunéchst, da8 tvy + (1 — t)v, € M(F,b) ist, also ist M(F,b)
konvex. Dann aber folgt auch
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Vit + (1 — t)y) = /Q F(V(tn () + (1 — t)a(a)))da

< tVi(n) + (1 =)V (vg) .

Diese Ungleichung ist auch richtig, wenn wenigstens eine der Funktionen
v1, v nicht in M (F,b) enthalten ist, weil dann die rechte Seite den Wert +oo
hat, also ist V' konvex.

Wenn F' strikt koerzitiv ist, gibt es eine Konstante ¢ > 0 mit F(§) > ¢ [¢]?.
Also folgt

V() = /QF(Vu(:c))d:c > C/Q|Vu(1:)\2dx: cluf g

Also bleibt zu zeigen, dal V' von unten halbstetig ist. Hierzu mufl bewiesen
werden, dafl fir {um,}oo_; € Hi1(2) und v € H1(Q) mit [|u — w10 — 0 gilt

V(u) < liminf V(u,,) .

Es geniigt eine Folge {u,,}5°_; mit liminf V' (u,,) = a < oo zu betrachten,

weil sonst nichts zu zeigen ist. Wiahle eine Teilfolge {u,}>°_, aus mit

lim V(u,)=a.

m—0o0

Nach Definition von V' folgt hieraus u, € M(F,b) C M(b) fir alle geniigend
grofilen m . Da {u/, }>°_; in der Norm von H;(2) gegen u konvergiert, und da
M (b) in H1(Q2) abgeschlossen ist, folgt hieraus

ue M().
Da [, | g-u(x) = g-u,(2)]?de — 0 gilt fir m — oo und fiir i = 1,...,n
gibt es nach einem Satz aus der Lebesgueschen Integrationstheorie eine Teil-
folge {u” }>°_, von {u! }°°_, mit

lim Vu, () = Vu(z)

m—00

fiir fast alle z € 2. Nach Voraussetzung ist ' : R" — R differenzierbar, also
insbesondere stetig. Daher folgt

lim F(Vu! (z)) = F(Vu(z))

m—0o0
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fiir fast alle z € Q. Nach Voraussetzung gilt auflerdem F'(Vu! (x)) > 0 und

lim [ F(Vu, (z))dx= lim V(u, )= lim V(u,)=a.

m—00 Q m—00 m—00

Somit sind die Voraussetzungen des Lemmas von Fatou erfiillt, und es folgt

m—0o0

/Q F(Vu(z))dzs = /Q lim F(V! (2))da

= / liminf F(Vu! (z))dx <liminf [ F(Vu) (z))dz
Q

m—00 m—00 QO

= lim [ F(Vu,(z))dz =« =liminf V(u,,) < 0o .

m—00 QO m—00

Dies bedeutet zunéchst, dal u € M (F,b) ist. Dann aber folgt

V(u) = /QF(Vu(x))dm,

und somit

V(u) < liminf V(uy,) ,

m—00

folglich ist V' von unten halbstetig.
Als néchstes brauche ich folgendes Resultat:

8.4 Lemma. Sei M C Hy(f?) eine konvexe und beziiglich der H;(€2)-Norm
abgeschlossene Teilmenge, und sei

W : L*(Q) — (—00,00] mit W|L2(Q)\M = +00

AuBlerdem sei W‘M konvex, beziiglich der H;(§2)-Norm von unten halbstetig,
und es gebe Konstanten ¢; > 0, ¢o > 0 mit

W(u) > eilulf g — e

fiir alle uw € M . Dann ist W konvex und beziiglich der L?-Norm von unten
halbstetig. Ist W| —auch koerzitiv beziiglich der H,(2)-Norm, dann ist W

zusitzlich auch koerzitiv beziiglich der L?-Norm.
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Beweis: Um zu zeigen, dafl W konvex ist, muB fiir alle u, v € L*(Q) und fiir
alle 0 <t < 1 gezeigt werden, dafl

(%) W(tu + (1—t)v) < tW(u) + (1—t)W(v)

gilt. Wenn u, v € M sind, ist dies nach Voraussetzung klar. Wenn wenigstens
eine der Funktionen u,v nicht zu M gehort, dann ist der Wert der rechten
Seite dieser Ungleichung 400, also ist sie erfiillt. Somit ist W konvex. Wenn
W|M koerzitiv ist, existieren Konstanten c¢; > 0, ¢o > 0 mit

W(u) > cr|ulli g — 2 > arllull§ — 2

fir alle w € M . Fiir alle anderen u ist W (u) = +o00, also ist W koerzitiv.

Es bleibt zu zeigen, dafl W von unten halbstetig ist. Hierzu mufl bewiesen
werden, daf} fiir v € L*(Q) und fiir {u,,}>_; € L3*(2) mit ||u — upllog — 0
gilt

W(u) < liminf W(u,,) .

m—00

Falls lim inf,, oo W (u,,) = +oo gilt, ist dies richtig. Sei also

liminf,, .. W(un) = a < co. Wihle eine Teilfolge {u/,}7°_; von {u,,}oo_,
aus mit lim,, . W(u,) = a. Fiir alle geniigend groBen m ist dann W (u! ) <
00, also u!, € M ; ohne Beschréankung der Allgemeinheit kann also angenom-

men werden, dafl {u/ }>*°_, C M C H 1(€2) ist. Nach Voraussetzung gilt fiir

alle m € N ]
e < V() + ) <77

mit einer geeigneten Konstanten r > 0, also ist

0

{3xulm}§=1 gBT<O):{U€L2(Q) ‘ HU”QST} ) Z:1a7n
Da B,(0) nach Satz 6.17 schwach folgenkompakt ist, gibt es eine Teilfolge
{u? }o°_, von {u], }o°_, und Funktionen wy, ..., w, € B,(0) mit
a no .
Or; M2
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firallei=1,...,n. Fir alle p € é’oo(Q) folgt nun

, 0 . 0 0
(wi@)a = i (g, e ®)o = = Jim, (s 5 @da = —(: 57 @
und dies bedeutet, da§ v € Hy(€2) ist mit
0 1
u=w;, i=1,...,n.
axl (28] Y 7
Es gilt somit 6?51- uZLL%) ai w, und daraus folgt fiir alle v € H;(Q)
lim (u),v)10 = lm [(u],,v)q+ (Vu., Vv)g]
= (u,v)q + (Vu, Vv)g = (u,v)1,0,
also
ur =
Hy(Q)

Nach Voraussetzung ist M konvex und beziiglich der H;(2)-Norm abge-
schlossen. Nach Satz 6.13 ist M also auch beziiglich der schwachen Toplogie
von H;(Q2) abgeschlossen, folglich gilt u € M .

Wieder nach Voraussetzung ist W‘M konvex und beziiglich der H;(€2)-Norm
von unten halbstetig. Nach Satz 7.3 ist somit W| auch schwach von unten
halbstetig beziiglich der schwachen Topologie von H;(f2), also folgt

W) < liminf W(u)) = lim W(u,,)

m—0o0 m—00

= liminf W(u,,);

m—00

dies bedeutet, dafl W von unten halbstetig ist.

8.5 Folgerung (Konvexitit und Unterhalbstetigkeit von Variations-
funktionalen auf L?(2)). Sei F' : R" — R stetig differenzierbar, konvex
und strikt koerzitiv. Dann ist V : L*(€2) — (—00, 0o] konvex und von unten
halbstetig.

134



Beweis: Satz 8.3 zeigt, dafl die Voraussetzungen von Lemma 8.4 erfiillt sind.
Also folgt die Behauptung aus diesem Lemma.

Als letztes Zwischenergebnis benotige ich

8.6 Lemma (Eine Version der Poincaréschen Ungleichung). Sei Q2 C
R™ eine offene und beschrankte Menge mit

d= sup ‘x_y‘a
z,yef)

und sei 0 < b < oco. Dann gilt fiir u e M
ul|3, < d*ul? o + 2b* meas Q|
]l 1o

wobel meas §) = fQ dx sel.

Beweis: Sei zuniichst v € M(b) = {u € Cy(Q) N H(Q) | Yz € 9Q :
0 < wu(x) < b}, seix = (v1,...,2,) € Q, 2 = (x9,...,2,) und sei
L(z') = {z € R" | (22,...,2,) = a'}. Schlielich sei y € (L(z') N 0N)
der Randpunkt von §2 mit y; < x; und mit der Eigenschaft, dal alle Punk-
te auf der Geraden L(x2’) zwischen y und z zu Q gehéren. Dann folgt aus
dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechung und aus der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung

u(z) = /961 %u(z)dzl + u(y) ,

Y1

also
Tl
@ < 2| [ a2 )P
Y1
x1 8
< dor-w) [ Igula)Pda+ 2 )
Y1 T
folglich
1 T1 a T1
/ ]u(z)|2dz1 < (:El—yl)Q/ |a—u(z)]2dzl+2/ |u(y)|2dz1
1 Y1 1 Y1
1 x1
< d2/ |Vu(z)]2d21+2/ B dz
Y1 Y1
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und somit

/ lu(2)Pdz < d2/ (Vu(z)|* dz + 2b2/ dz .
L(z")NQ L(z')NQ L(z")nQ

Die behauptete Ungleichung ergibt sich aus dieser Ungleichung fiir u € M (b)
durch Integration beziiglich 2’. Um diese Ungleichung fir u € M (b) zu be-
weisen, wahle man eine Folge {u,,}>°_; € M; mit ||u — |10 — 0. Dann
folgt

Jullf, = nllfcl)o Jum[|E < nll_fgo(dﬂumﬁg + 2b meas Q)
= d’|uli g+ 2b° meas Q.

Beweis von Satz 8.2. (i) Nach Folgerung 8.5 und Folgerung 7.9 ist fiir
A>0

~ A
v V() + 5 ol LA(Q) = L(Q)
strikt konvex, von unten halbstetig und koerzitiv. Nach Lemma 7.6 gilt dies

auch fir \
v V() + 5 ol = (f0)a

Also besitzt V(v) + 2 |vll3 = (f,v)a nach Satz 7.7 ein eindeutiges Minimum
u € L*(2). Wegen M (F,b) # 0 ist V(u) + 3 |ull3 — (f,u)e < co, und somit
ue M(F,b).

(ii) Der Beweis folgt aus Lemma 8.6. Denn nach Satz 8.3 folgt aus

u € M(b) C Hi(Q)

2

d
Jullg, < d? [uli o + 26 meas Q < - V (u) + 2b* meas

mit d = sup, ,cq [v—y|. Wegen V(u) = oo fitr u € L*(Q)\ M (b) folgt hieraus

- c 2ch?
V(u) 2 5 lullg — —n meas (1)

fiir alle w € L*(Q) . Also ist V koerzitiv, und folglich ist V' (v) —(f, v) koerzitiv,
konvex und von unten halbstetig. Nach Satz 7.7 existiert also ein Minimum
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w von V(v) — (f,v). Wie oben folgt, daB v € M(F,b).

Im niichsten Schritt wird das Subdifferential von V bestimmt.

8.7 Satz (Subdifferential und Variationsungleichung). Sei F': R — R
stetig differenzierbar, konvex, strikt koerzitiv und sei M(F,b) # §. Genau
dann ist w € OV (u), wenn u € M(F,b), wenn

/Q la(Vu(z)) - (Vo(z) — Vu(z))|de < oo
und wenn
[ alFuta)) - (Fo(a) = Vuta))de = (w0~ u)g

fiir alle v € M(F,b) . Hierbei ist a(§) = grad F(§) .

Beweis: Beachte zunéchst, dafl fir u,v € M(F,b), 0 <t < 1 und fiir alle
x € ) die Funktion

% F(tVo() + (1 — HVu(z)) — F(Vu(z))
monoton fallend ist fiir £ \, 0. Denn sei
H(t) = F(tVu(z) + (1 = t)Vu(z)),
O<t;<ty<lund a = % . Dann ist H konvex, und somit folgt

1 11

S(H(t) - HO) = 1 (Hlaty + (1 a)0) = H()
< oo (@H(t) + (L-a) H(0) - H(0)
1

= Liaw) - n)).
2
Hieraus folgt die Behauptung. Da tv + (1 — t)u € M (F,b) ist, ist also
1
z = [F(tVv(z) + (1 — t)Vu(z)) — F(Vu(x))]
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fiir £ ™\, 0 eine monoton fallende Folge integrierbarer Funktionen.
Sei nun w € 9V (u) . Dann folgt fiir alle v € L*(Q), daB
V(v) > (w,v —u)+ V(u)

gilt. Da M(F,b) nicht leer ist, gibt es v € M(F,b) mit V(v) < oo. Dies
kann nur sein, wenn V(u) < oo ist, und dies impliziert v € M(F,b). Fiir
v € M(F,b) folgt also aus dem Satz von Beppo Levi

(w,v—ua < lim% V(t0 + (1= t)u) — T (w)]

\0

= 11\1% % [F(tVv(z) + (1 = t)Vu(z)) — F(Vu(x))] dx
Q

— /Q P\I%%[F(tw(x)ﬂl —t)Vu(z)) — F(Vu(z))] dz

d
= /Q % F(tVou(z) + (1 —t)Vu(x))|,— dv

= / grad F(Vu(x)) - (Vv(x) — Vu(x))dx = / a(Vu) - (Vv — Vu)dx,
Q Q

und der Satz von Beppo Levi liefert auch, daf§ das letzte Integral existiert,
also daf3

(%) /Q la(Vu) - (Vo — Vu)|de < oo

Wenn umgekehrt u € M(F,b) ist, das Integral (*) endlich ist, und
/Qa(Vu) (Vv —=Vu)dz > (w,v — u)

gilt fiir alle v € M(F,b), dann folgt

(w,v—u)g < /Qa(Vu) - (Vv — Vu)dz

1
— /QK% T [F@Ve+ (1= 1)Vu) = F(Vu)] dz

< [ (F(V0) = F(Va)ds = T(0) = V().
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also
\7(1)) > (w,v —u)g + f/(u) )

Diese Ungleichung gilt auch fiir alle v € L*(Q)\M (F,b), weil dann V(v) =
+o0 ist, also ist w € OV (u) .

8.8 Folgerung (Variationsungleichung zum Variationsfunktional.
Schwache Form der Eulergleichung). Sei 2 C R” eine offene Men-
ge. I' : R" — R sei stetig differenzierbar, konvex, strikt koerzitiv und sei
M(F,b) #0. Sei f € L*(Q) und sei A > 0. Dann sind die folgenden Aussa-
gen (i) und (ii) dquivalent:

(i) we LX(Q) und
V() + 5 el - (o = min 176)+ 3 Iolfs = (. 0)al
(i) we M,
/Q la(Vu(@)) - (Vo(z) — V()| de < oo

und
() /Q[a(Vu(x)) - (Vo(z) = Vu(z)) + (du(z) — f(2)) (v(z) —u(z))]de = 0
fiir alle v € M* . Hierbei sei a(§) = grad f(€) .

Bemerkung. Die Ungleichung (x*) heifit Variationsungleichung. Dies ist
eine Verallgemeinerung der schwachen Eulergleichung aus 4.3.

Beweis: Im Beweis von Folgerung 7.15 wurde gezeigt, dafl
. A 5
OV (u) + 5 lullg) = Au+ OV (u)
ist. Da V(u) + 2 ||ul|3 konvex ist, ist (i) nach Lemma 7.13 dquivalent zu
5 A g 5
F €0V () + 5 ) = Xu-+ 0V (u)
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also dquivalent zu )
f—=AuedV(u),

und dies ist nach Satz 8.7 dquivalent zu (ii) .

8.9 Das Subdifferential. Es soll nun der Zusammenhang zwischen der Va-
riationsungleichung und der partiellen Differentialgleichung untersucht wer-
den. Nach Satz 8.7 ist w € 0V (u) genau dann, wenn u € M (F,b) und

(%) /Qa(Vu(x)) - (Vo(z) — Vu(z))dr > (w,v — u)g
gilt fiir alle v € M(F,b) . Hieraus folgt, daf§
w+ (—u+ M(F,b)" CaV(u)
gilt, wobei w ein beliebiges Element aus 0V (u) ist. Also kann
AV (u) = {—div a(Vu)}

héchstens dann gelten, wenn (—u + M(F,b))t = {0} ist. Um schwache
Ableitungen definieren zu konnen, mochte man insbesondere haben, dafl

CO‘OO(Q) C —u+ M(F,b) gilt, weil man dann in (x) v = u & ¢ setzen kann
fir jedes ¢ € (%’OO(Q) Falls F'(§) jedoch sehr schnell wichst fiir [{] — oo,

kann M (F,b) eine kleine Menge sein, und es ist nicht klar, ob CO’OO(Q) in
—u + M(F,b) enthalten ist. Aus diesem Grunde und um weitere technische
Schwierigkeiten zu vermeinden, werde ich im folgenden voraussetzen, dafl
F: R" — R stetig differenzierbar ist mit

F(0) =0

und mit

|a(§)] = |grad F(§)] < ¢

fiir eine geeignete Konstante ¢ > 0. Es folgt dann aus dem Mittelwertsatz
(oder aus der Konvexitéat von F') und aus F(0) = 0, daB

[F(E)] < [grad F(£") - &+ F(0)]
clel + 17 (0)] =elgl”

N
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und somit
/F(Vu(a:))da: < /E|Vu(a:)\2d:c — ol
Q Q

——Hi(Q) ~
gilt. Dies ergibt M(F,b) = M(b) = M(b) " Nach Definition von M (b)

ist zu allen u € M(b) und ¢ € CO’OO(Q) auch u + ¢ € M(b) und folglich ist
u+p € M(b) fur alle u € M(b). Es folgt

Coo(Q) C —u+ M(F,b) = —u+ M(b),

also (—u + M(F,b))* = {0} . Weiterhin folgt fiir alle u € M(b)
/ la(Vu(z))2dz < 52/ Vu(e)2de = @Jul? g < 0o,
Q Q

also a(Vu(z)) € L*(Q,R"). Bevor OV (u) nun genau bestimmt werden kann,
bendétigt man folgende Definition.

8.10 Definition (schwache Divergenz). Sei 2 C R" cine offene Menge
und g € L?(Q,R™). Wenn eine Funktion f € L?(Q, R) existiert mit

fiir alle ¢ € CO’OO(Q) , dann wird f mit div g bezeichnet, und man sagt div g
(die Divergenz von ¢ ) existiere im verallgemeinerten Sinn.

8.11 Definition (schwache Definition von Differentialoperatoren mit
Randbedingung). Sei 2 C R” eine offene Menge. Der im allgemeinen nicht-
lineare Operator A : D(A) C L?(Q) — L2*(2) mit Definitionsbereich D(A)
sei folgendermaflen definiert: Es sei D(A) die Menge aller u € M(b), fir die
div a(Vu) € L*(Q) existiert, und fiir die
(a(Vu), Vv — Vu)q > —(diva(Vu), v — u)g
gilt fiir alle v € M(b). Fiir u € D(A) sei
Au = —div a(Vu) .

Hierbei wird vorausgesetzt, daf§ a die Voraussetzungen aus 8.9 erfiillt.
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Zur Motivation dieser Definition beachte man, dafl div g eindeutig bestimmt
ist (Beweis wie in Lemma 2.11), und daf fiir g € C1(Q2) die verallgemeinerte

Divergenz von g mit der klassischen Divergenz > , % g(z) tibereinstimmt.

Wenn a € C1(R") und u € Cy(f) ist, ist also div a(Vu(x)) die klassische
Divergenz. Der Gauflsche Satz liefert dann fiir Gebiete mit glattem Rand 02
und fiir v € M(b)

(a(Vu), Vv — Vu)q + (div a(Vu), v —u)q
= /Q[a(Vu(x)) - (Vo(z)) — Vu(z)) + diva(Vu(x)) (v(x) — u(x)) ] dx
(%) _
= /lev [a(Vu(x)) (v(x) — u(x)) ] dx
— [ n(a) - a(Vu(@) (ofa) - u(e) ds.
99

wobei n(z) die &uBere Einheitsnormale an 02 im Punkte z € 02 ist. Wenn
u zu D(A) gehort, muB die rechte Seite dieser Gleichung grofier oder gleich
Null sein, und fiir b > 0 ist dies genau dann der Fall, wenn

>0, wu(z)=0
(xx) n(z)-a(Vu(z)) s =0, 0<u(zr)<b
<0, u(x)=>

gilt. Denn dafl die rechte Seite von () nicht negativ ist, wenn (xx) erfiillt
ist, ist klar. Die Umkehrung erhélt man dhnlich wie in Abschnitt 1.1, indem
man v = u + ¢ € M(b) setzt mit Funktionen ¢ € C,(Q2), die am Rande
0f) geeignete Werte annehmen. Solche Funktionen v kénnen wie im dritten
Kapitel durch Faltung mit geeigneten (s —Funktionen konstruiert werden.

Die Einzelheiten bleiben dem Leser iiberlassen. Dies zeigt, dafl die Forderung
(a(Vu), Vo — Vu)q > —(diva(Vu), v—u)q

eine Verallgemeinerung der Randbedingung (xx) ist auf Gebiete mit nicht-
glattem Rand und auf Funktionen, fiir die Vu(z) am Rande nicht unbedingt
zu existieren braucht.

8.12 Satz (Dirichletsches Prinzip. Aquivalenz zwischen Randwert-
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problem, Variationsungleichung und Variationsproblem). Sei ) C
R™ eine offene Menge, sie ' : R” — R stetig differenzierbar, konvex und
strikt koerzitiv. AuBlerdem gelte F'(0) = 0, und es gebe eine Konstante ¢ > 0
mit

|a(§)] = |grad F(§)[ < c[¢]
fiir alle £ € R™. Dann gilt

OV (u) = { {Au} |, uwe D(A).
0, ue L2(Q)\D(A).

Fiir f € L*(2) und X\ > 0 sind folglich Aquivalent:
(i) we D(A) und Au+ Iu = f
(i) uwe M(b) = M(F,b) und
(a(Vu), Vo — Vu) + Nu,v —u)g > (f,v —u)q
fir alle v € M(b).
(iii) w € L*(Q) und

- A - A
V() + 5 lullh = (Lwe = min (V(0) + 5 olfs = (o).

Wenn A > 0 ist, gibt es ein eindeutiges u, das diese drei dquivalenten Ei-
genschaften hat. Wenn A\ = 0 ist, gibt es fiir b < oo bei beschrinktem )
wenigstens ein u, das diese drei Eigenschaften hat.

8.12.1 Bemerkung: Dies bedeutet natiirlich, daf§ das Randwertproblem

—div a(Vu(x)) + Au(x) =f(x) , z€Q

0<u(x)<b , x €00
>0, u(x)=0
n(z)-a(Vu(z)) s =0, 0<u(z)<b p xze€df
<0, wu(z)=0>b

unter den angegebenen Bedingungen verallgemeinerte Losungen besitzt.
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Beweis. Sei u € L*(Q) und 0V (u) # 0. Dann gibt es ein w € L*() mit
w € JV(u), und nach Satz 8.7 ist dies dquivalent zu u € M(F,b) = M (b)
und

(%) (a(Vu), Vo — Vu)g > (w,v —u)q

fiir alle v € M(b). Nach 8.9 ist unter den angegebenen Voraussetzungen
v=uxpec M) fur alle p € é'oo(Q) . Fiir diese v ergibt sich nun

+(a(Vu), Vo)a > £(w, 9)a,

folglich
((I(VU), V(P)Q = (w7S0>Q
fir alle ¢ € CO‘OO(Q) Da a(Vu) € L?(Q) ist, bedeutet dies nach Definition
8.10, dal div (a(Vu)) existiert, und dafl w = —div (a(Vu)). Dies impliziert
OV (u) = {—div (a(Vu))}, und (*) nimmt die Form
(a(Vu), Vo — Vu)q > —(diva(Vu), v—u)q

an. Nach Definition 8.11 ist daher v € D(A) und OV (u) = {Au} . Sei umge-
kehrt v € D(A). Nach Definition 8.11 bedeutet dies u € M (b) und

(a(Vu), Vv — Vu)q > —(diva(Vu), v — u)q
fiir alle v € M (b) . Satz 8.7 zeigt nun, daf
—diva(Vu) € 9V(u) ,
also ist OV (u) # (). Zusammen folgt

aV(u):{ {Au} , wu€ D(A)
O, we L*Q)\D(A).

Aus diesem Ergebnis folgt, dal u € D(A) und Au+ Au = f dquivalent ist zu
f— Xu € OV (u). Nach Satz 8.7 ist dies aber fdquivalent zu (ii). Also ist (i)
dquivalent zu (ii). Die Aquivalenz von (ii) und (iii) wurde schon in Folgerung
8.8 bewiesen. Die Existenz von wu ergibt sich aus Satz 8.2.
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9. Existenztheorie fiir das Hindernisproblem
bei nichtlinearer Randbedingung.

9.1 Das Potential beim Hindernisproblem. Wir werden nun die Loésbar-
keit des in Abschnitt 1.2 betrachteten Hindernisproblems fiir die Membran
studieren. Sei 2 C R" eine offene beschréinkte Menge mit Lipschitzrind 0f2
und sei 1) € Co(Q, R) . Weiterhin sei j : R — R eine stetige differenzierbare,
konvexe, strikt koerzitive Funktion mit j(0) = 0. Aus diesen Voraussetzun-
gen folgt j(§) > 0 fiir alle £ € R. SchlieBlich sei

M = {u € Hi(Q)|u(z) > ¢(x) fast iiberall in Q} .

M ist abgeschlossen in H;(€2), und nach Satz 8.4 existieren die Randwerte
ujpo = Bu fiir alle u € M . Sei

M = {u e M| | j(Bu(z))dS, < oo} .

o0

Wir definieren nun das Funktional V : L?(Q) — L?(Q) durch

(u) = { fQ %IVU(JJ)PCM + faﬂj(Bu(Qf))de <oo, ueM*

v oo, we LAQ)\M* .

V ist das Potential, das zum in 1.2 betrachteten Hindernisproblem gehort.

Die Aufgabe ist, zu zeigen, dafl dieses Potential sein Minimum annimmt.

9.2 Satz. Sei j stetig differenzierbar, konvex, strikt koerzitiv und erfiille
j(0) = 0. Dann ist M* konvex, V' ist konvex und von unten halbstetig und
Vim= ist strikt konvex.

Beweis: Wie in Beispiel 5.5 sicht man, daB w — w3, : H1(Q) — R strikt
konvex ist. Also folgt fiir u,v € M* mit u # v und fiir t € (0, 1)
sltv+ (1= tulf g + [0 5(tv+ (1 —t)u)dS
() < St + 50— Dlu o+ oo ti(o()) + (L~ D)j(u(x)ds,

= tV(u)+ (1 -1t)V(v) < oo,
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weil j konkex ist. Aulerdem gilt

to(x) + (1 = thu(z) = th(x) + (1 = t)p(x) = P(x)

fiir fast alle x € Q, also ist tv + (1 — t)u € M*, und somit ist diese Menge
konvex. Aus (x) folgt nun aber

V(tv+ (1 —t)u) < tV(u)+ (1 —t)V(v)

fir alle u,v € M* mit u # v und fir alle t € (0,1), also ist f/‘M* strikt
konvex. Wenn mindestens eine der Funktionen u,v € L*(Q)\M* ist, dann
gilt V(tv 4+ (1 — t)u) < tV(u) + (1 — t)V(v), weil dann die rechte Seite den
Wert +oo hat. Also ist V konvex.

Sei nun V; : H1(Q2) — (—o0, oo] definiert durch

oo J(u(x))dS,, ue M*
Vi) = { {dooj, we Hy(Q)\M*.

AuBerdem setzen wir V = f/| (@) - Dann gilt
Lo
V() = sl o+ Vi)

fiir alle v € H;(€2) . Wir zeigen nun, daf V; von unten halbstetig ist. Da v —
5103 o+ Hi(€2) — R stetig ist, folgt dann, daf auch V' : Hi(Q) — (—o0, o0]
von unten halbstetig ist.
Sei {150, € Hi() und w € Hi(Q) mit [|u — |10 — 0 fir m — co.
Zu zeigen ist, dafl

Vi(u) < lirnniioréf‘/'l(um)

gilt. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei

lim inf V4 (u,,) < oo,
weil sonst nichts zu beweisen ist. Wihle eine Teilfolge {u/,}>°_; von {u;, }>_,
mit
lim Vi(u,,) = liminf V}(u,,) .

m—00 m—00

Es folgt, daBl Vi(ul,) < oo ist fiir alle gentigend groflen m, also ist u), €
M* C M fiir alle geniigend grofien m . Da M abgeschlossen ist in H;(£2) und
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da {u],}>_, in H1(Q2) gegen u konvergiert, ergibt sich u € M .
Nach Satz 8.4 ist die Abbildung u — wjgq : Hi(2) — L*(99) stetig, also gilt

|Bu(w) = Buj, (z)*dS, = [[woa — wp0llse — 0
o0

fir m — oo. Also gibt es nach einem Satz aus der Lebesgueschen Inte-
grationstheorie und nach Definition des Randintegrals in 8.3 eine Teilfolge
{ Yooy von {uj, }oe_; mit

lim [Bu,)(z) = [Bul(z)

m—00

fiir fast alle € 0€). Nach Vorasussetzung ist j stetig differenzierbar. Also
folgt
lim (B (@) = j(Bu(a)

fiir fast alle z € 0Q2. Wegen j(£) > 0 folgt aus dem Lemma von Fatou

/mmBu](x))dsm - / lim j([Buly)(x))dS,

0 m—0o0

_ /B lim inf j([Bu’](x))dS,

—
QT)’LOO

< liminf /8 (B a)ds,

m—00

= liminf Vi(u,,)

= lim Vi(u,,)
= lim Vi(u,,)
= liminf V}(u,)

m—00

< 00,

also ist v € M™* und somit

Viu) = /8 (B (@))dS, < limint Vi)

m—00

Dies bedeutet, daf V; von unten halbstetig ist, und somit auch V' : H;(Q2) —
(_007 OO] .
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Um zu zeigen, daB V : L*(2) — (—o0, 00| von unten halbstetig ist, beachte
daf nach Definition j(§) > 0, also Vi(v) > 0 und somit

1 1
Vo) = shiq + Vi) 2 5lli

gilt fiir alle v € Hy(§2). Also erfiillt V die Voraussetzung von Lemma 6.9,
und dies bedeutet, dal V' nach Lemma 6.9 von unten halbstetig ist. Satz 9.2
ist bewiesen.

9.3 Satz. Sei () C R” eine offene und beschréinkte Menge mit Lipschitzrand.
Sei j : R — R eine stetig differenzierbare, konvexe und strikt koerzitive
Funktion mit j(0) =0.

Genau dann ist w € OV (u) , wenn u € M* ist und wenn fiir alle v € M*

|7 (Bu(z))(Bv(z) — Bu(x))|dS, < oo

o9
/QVu(m)-(Vv(a:) — Vu(zx))dx
[ FBu) )
—  Bu(z))dS,
> (w,v—u)q
gilt.

Beweis: Wie im Beweis zu Satz 7.5 folgt, daB fiir u,v € M*,t € (0,1] und
x € 02

1r. .
Z|itBo@) + (1= Bu(@)) - j(Bu(a))]
monoton fallend ist fiir £ \, 0. Also ist

T Hj(th(x) + (1 — t)Bu(x)) — j(BU(w))}

eine fiir ¢ \, 0 monoton fallende Folge iiber 0f) integrierbarer Funktionen.
Sei nun v € L*(Q) und w € 9V (u) . Dies bedeutet, daf
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Vito+ (1 —thu) > (w,tv+ (1 —t)u—u)q+ V(u)

(+) t(w, v —u)g + f/(u)

gilt fiir alle v € L2(Q) und t € [0,1]. Da ¢ € Cs(Q) ist und da  beschrinkt

ist, ist sup,.q [ ()| < 0o, also ist ¢ € M* und V(1)) < oo nach Definition
von M* und von V. Setzt man also ¢t = 1 und v = 1 in (x), so folgt, daB
auch V(1) < oo sein muB, also daB u € M* gelten mu8.

Aus (*) und aus dem Satz von Beppo Levi folgt nun fiir alle v € M*

(w0 < lim % V(0 4+ (1~ t)) — V()]

1
= i —(tV 1 —t)Vul? — |[Vul?
tl\rg[/ 2t(|t v+ ( t)Vu| |Vul|?)dx

i /89 %(J'(th + (1= t)Bu) - j(Bu) ) ds|

_ : t 2 1 2
- Alﬁ%(z'w + (1= H)Vv- Vu+5(t—2)|Vul >d:1:

+ /6 lim + [j(tBo + (1 — )Bu) — j(Bu)] s

QN0

d
= / Vu- (Vv — Vu)dr + / —J(tBv + (1 —t)Bu),_ydS
Q on dt

_ /Q V- (Vo — Va)de + /8 J(Bul@)) (Bo(a) = Bu(@))ds..

Auflerdem ergibt der Satz von Beppo Levi, daf3

o 7' (Bu(x))(Bu(x) — Bu(x))|dS:

existiert. Wenn umgekehrt v € M* ist, dieses Integral fiir alle v € M* exitiert
und die im Satz behauptete Variationsungleichung erfiillt ist, dann folgt fiir
alle v e M~

(w,v —u)g < /QVu (Vv = Vu)dz + /{m J'(Bu)(Bv — Bu)dS

1
_ /Q%gntw — (1= )Vl — |Vu[2dz

n /a nml[j(th +(1—1)Bu) — j(Bu)|ds

QN0 ¢
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1w Ll o . .
< [ (GIveR=givup)de+ [ (B0 - i(Bu)as
_ V- T,
also ) 3
V(v) > (w,v—u)q+ V(u),
weil auch

1
t = [ltVo(z) = (1 = ) Vu(@)]* - [Vu(2)[]
wegen der Konvexitat von
t— [tVou(z) + (1 —t)Vu(z)]?

monoton fallend ist fiir ¢ \, 0. Diese Ungleichung gilt auch fir alle v €
L2(Q)\M* weil dann V(v) = oo ist, also ist w € OV (u). Damit ist der Satz
bewiesen. Es bleibt zu zeigen, dafl V' koerzitiv ist.

9.4 Lemma. Sei ) C R" eine offene und beschrankte Menge mit Lipschitz-
rand. Sei j : R — R stetig differenzierbar, konvex und strikt koerzitiv mit
j(0) = 0. Dann ist V' koerzitiv.

Zum Beweis brauchen wir das folgende Ergebnis:

9.5 Lemma. Sei (2 C R" eine offene und beschriankte Menge mit Lipschitz-
rand. Dann existiert eine Konstante C' > 0 mit

lulle, < Cllull3.00 + lulio)

fiir alle uw € H1(Q) .

Beweis von Lemma 9.4. Da j strikt koerzitiv ist, existiert eine Konstante
¢ > 0 mit j(&) > c£%. Also folgt fiir u € M* aus Lemma 9.5

Vi) = o+ [ i(Bu)ds,

1
slikae [ [Bupds,
onN

v
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1
= §|U’%,Q+CHUH§,0,39

1.1 ,
> 5m1n<§,c>||u||ﬂ

Wegen V (u) = oo fiir u € L2(Q)\M* ist also V koerzitiv.

Beweis von Lemma 9.5. (Durch Widerspruch.) Angenommen, die Behaup-
tung sei falsch. Dann existierte eine Folge {w,, }2°_; € Hy(Q2) mit ||uy,|oo =1
und mit

Humug,o,ag + |Umﬁ9 —0

fir m — oo. Somit ist {u,}°_, eine beschriankte Folge im Hilbertraum
H1(Q) und hat damit nach Satz 8.11 eine in L?*(2) konvergente Teilfolge
{ul }oo . Wegen |u,|10 — 0 ist diese Teilfolge sogar in H;(£2)konvergent
mit Grenzwert u € H1(2). Wegen

lv = uplloq < llu = uplle =0,

lullog = llumllocl

!/

<
< Ju—uplie < lu—up,li0— 0

l[ulr,0 = |uy, |10l
und
wll2,000 = lun,ll2000] < lu—u,ll2000 < Cllu —up, |l — 0
fiir m — oo folgt

(%) llulloo =1, |ul1o =0 und Bu=0.

Nach Satz 8.10 ist dann u € ;11 (©). Die Poincarésche Ungleichung (Satz
3.14) liefert folglich
[ullo.o < Clulio =0,

im Widerspruch zu (%) , also muf} die urspriingliche Annahme falsch gewesen
sein.

9.6 Folgerung. Sei () C R” eine offene und beschriankte Menge mit Lip-
schitzrand. Sei j : R — R eine stetig differenzierbare, konvexe und strikt
koerzitive Funktion mit j(0) = 0. Sei f € L*(Q). Dann sind duqivalent:
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a.) u € M*, fur alle v € M* gilt

7' (Bu(z))(Bu(z) — Bu(z))|dS < o0,
oN

und es ist

Jo [ Vu(@) - (Vo(@) ~ V()

— Bu(z))dS
> 0
fiir alle v € M*.
b.) u € M und
Jo [519u@) P = F@yuo)]de + foq j(Bu(x))ds

— minUeM{ I [g\w(m? - f(x)v(a:)]d:v—i— g j(Bv(az))dS}.

SchlieBlich gilt, dafl es zu jedem f € L?(Q) ein eindeutiges u gibt, das
diese beiden #dquivalenten Eigenschaften hat.

Beweis: Nach Satz 9.3 ist a.) dquivaltent zu f € OV (u), und nach Lemma
5.14 ist dies dquivalent zu

(*) V() = (frulo = min V()= (f.v)al.

veEL2(Q)

Nach Definition ist aber V(v) = oo fiir v € L2(Q)\M* D L*\ M, also ist (*)
dquivalent zu v € M und

V() = (f,uo = min |V (v) = (£,0)] -

veM

152



Dies ist dquivalent zu b.).

Nach Satz 9.2 und Lemma 9.4 ist V konvex, von unten halbstetig und koer-
zitiv. Also nimmt nach Lemma 5.7 und Satz 5.8 V (v) — (f, v)q das Minimum
an in wenigstens einem v € L?(2). Dieses u hat also die Eigenschaft b.)
und damit auch a.). Seien u und «’ zwei Elemente mit diesen Eigenschaften.
Dann sind u,w’ € M*, also sind u und «’ Minima von [V (v) — (f, v)a]vens -
Nach Satz 9.2 und Lemma 5.3 ist dieses Funktional aber strikt konvex, also
sind Minima nach Satz 5.8 eindeutig und somit gilt u = u’.

9.7 Bemerkung. Das eindeutig bestimmte u aus Folgerung 9.6 ist die ein-
deutige Losung des Hindernisproblems aus Abschnitt 1.2. Analog zum Vor-
gehen in Kapitel 7 und wie in 1.2 skizziert kann ein Randwertproblem zur
elliptischen partiellen Differentialgleichung

—Au=f

gefunden werden, fiir das u Losung ist. In 1.2 wurde schon gezeigt, dafl u
nur in den Bereichen von  Losung dieser Gleichung ist, wo es nicht auf
dem Hindernis aufliegt. Diese Bereiche hdngen von der Losung ab und sind
daher zunéchst nicht bekannt, miissen vielmehr gleichzeitig mit der Losung
mitbestimmt werden. Solche Probleme heiflen freie Randwertprobleme. Mit
solchen freien Randwertproblemen sind interessante Fragen verbunden. Zum
Beispiel kann man untersuchen, ob der Rand der Menge, in der u auf dem
Hindernis aufliegt, glatt oder sogar analytisch ist.
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