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Gruppeniibung:

Aufgabe 1. Sei A eine Aussagenform iiber X := R¥. Man sagt ,,A gilt
fast iiberall (f.ii)*, wenn es eine Lebesgue-Nullmenge N gibt mit

Vze X\N: Az).

Die Funktionenfolge f. : X — R konvergiere punktweise f.ii gegen
f: X — R. A sei eine messbare Teilmenge von X mit Mafs ungleich 0.
Zeigen Sie:

()VkeN: fr,>0 fi= f>0 fi.
(ii))(f >0 auf AN [, fdu=0)= f=0 fi.

Aufgabe 2.
Wir wollen die Translationsinvarianz des Lebesguemals beweisen.
Fiir eine Menge A definieren wir die verschobene Menge

A+a:={a+z:2€ A}

Sei X\ das Lebesguemals in R”. Wir wollen also zeigen, dass fiir eine
Lebesguemefsbare Menge A

AA) = Ma + A)

gilt.

Aufgabe 3.
Sei p ein Mafs auf (R, B), so dass p(a,b) < oo, falls a < b reell sind.

Weiter sei
wu(0,z], falls = >0

F(z) =< —u(0,z], falls <0
0, falls =0

Zeigen Sie, dass F genau dann stetig in x ist, wenn u({z}) = 0 ist.

Abgabe bis zum 24.11.2010 um 10:00 in den Holzkasten nebem dem
Biiro von Herrn Neff . Bitte benutzen Sie fiir alle Ubungsaufgaben aus-
schlieflich weisses Blankopapier, einseitig dokumentenecht beschriftet
in blau oder schwarz, durchgehend numeriert und links oben getackert.
Bitte verwenden Sie keine Ordner, Klarsichthiillen oder Hefter. Achten
Sie weiterhin auf Thre Handschrift und Leserlichkeit.



Hausiibung;:

Aufgabe 1. 34+4 Punkte
Sei (X, M, u) ein Mafraum und S € M und f : X — R sei mekbar.
Zeigen Sie:

i) [(f=0 fi.)A(f stetig)]=f=0

(i) (VAe M [, ¢ fdu=10) = f‘s =0 fii.

Anmerkung: In der zweiten Aussage stand versehentlich statt f‘s =
0 f.i. nur f‘s = 0. Dann wird die Aussage natiirlich falsch. X sei hier
der R™.

Aufgabe 2. 7 Punkte

Sei p ein translationsinvariantes Maf in(RR, B). Zeigen Sie, dass p = ¢,
wobei ¢ > 0 und A das Lebesguemaf ist.

Hinweise:

¢ = pu([0,1)). Das heifst also, dem Intervall [0, 1) soll ein endliches Maf
c € R, zugeordnet werden.

0,1) = U5 3)-

w([0, g)) =7, wobei p € Z,q € N

Fiir a < b approximiere b—a durch eine fallende Folge rationaler Zahlen.
Aufgabe 3. 243 Punkte

(i)Beweisen Sie, dass f(x) = xo Lebesgue-integrierbar auf [0, 1] ist und

bestimmen Sie das Lebesgueintegral f[o i f(@)dA(z).

(ii) Finden Sie eine Folge von Lebesgue-integrierbaren Funktionen f,, :
[0,1] — [0, 00), die gleichzeitig die folgenden Eigenschaften haben:

Fiir alle x € [0, 1] gilt lim, o fn(z) = 0.

Fiir alle n € N gilt [, ) fu(z)dA =1



