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Analysis III, Übung 6

Gruppenübung:

Aufgabe 1.

Sei {fn}n∈N ∈ L1(X,µ) eine Folge von Funktionen, die gleichmäÿig gegen eine
Funktion f konvergiert. Zeigen Sie, wenn µ(X) <∞, dann gilt:

lim
n→∞

∫
X

|fn − f | dµ = 0.

Gilt dies auch noch, wenn µ(X) =∞?

Aufgabe 2.

Es sei (X,S, µ) ein Maÿraum. Wie im Skript bestehe S̃ aus allen Teilmengen von
X, die Vereinigung einer Menge aus S und einer µ-Nullmenge sind. Sei E ∈ S und
N eine µ-Nullmenge.Sodann de�nieren wir µ̃(E∪N) := µ(E). Wir wollen beweisen:

(X, S̃, µ̃)

ist ein vollständiger Maÿraum. Dabei heiÿt ein Maÿraum (X,N, ν) vollständig, wenn
jede ν-Nullmenge von X zu N gehört.

Aufgabe 3

Sei Lp die Menge der Lebesgue integrierbaren Mengen im Rp. Beweisen Sie:
Zu jeder Menge A ∈ Lp, A ⊂ Rp und jedem ε > 0 gibt es eine o�ene Obermenge
U ⊃ A mit λ(U\A) < ε und eine abgeschlossene Teilmenge F ⊂ A mit λ(A\F ) < ε.

Aufgabe 4

Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte:

(1) limn→∞
∫ 1

0
nx sin(x)
n2x2+1 dx,

(2) limn→∞
∫∞
1

∫
n2x2

2n2x5+n exp(x)+3dx,

(3) limn→∞
∫ 1

0

(
1 + x

n

)n
exp(−x)dx

Abgabe bis zum 1.12.2010 um 10:00 in den Holzkasten nebem dem Büro von Herrn
Ne� . Bitte benutzen Sie für alle Übungsaufgaben ausschlieÿlich weiÿes Blankopa-
pier, einseitig dokumentenecht beschriftet in blau oder schwarz, durchgehend nume-
riert und links oben getackert. Bitte verwenden Sie keine Ordner, Klarsichthüllen
oder Hefter. Achten Sie weiterhin auf Ihre Handschrift und Leserlichkeit.
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Hausübung:

Aufgabe 1. 3+3 Punkte

Entscheide, ob die folgenden Funktionen f : E ⊂ R → R Lebesgue-integrierbar
sind und bestimme gegebenenfalls das Lebesgueintegral.

(1) f(x) :=
∑∞
k=0

1
2k
χ[1− 1

2k
,1− 1

2k+1 ), E = [0, 1)

(2) f(x) =
[
1
x

]
, E = (0, 1], wobei [a] die gröÿte ganze Zahl bezeichnet, die nicht

gröÿer als a ist.

Aufgabe 2. 2 Punkte

Sei (X,S, µ) ein Maÿraum, f : (X,S)→ R̄ Lebesgue-integrierbar und c > 0.

Zeigen Sie folgende Ungleichung:

µ({x ∈ X||f(x) ≥ c|}) ≤ 1

c

∫
X

|f | dµ

Aufgabe 3. 4+4 Punkte

Wir nennen eine Menge M ⊂ Rn eine Gδ-Menge, wenn M darstellbar ist als Durch-
schnitt abzählbar vieler o�ener Mengen und M heiÿt eine Fσ-Menge, wenn sie dar-
stellbar ist als Vereinigung abzählbar vieler abgeschlossener Mengen. Beweisen Sie:

Zu jeder Menge A ∈ L gibt es eine Gδ-Menge B ⊃ A und eine Fσ-Menge C ⊂ A
mit λ(B\A) = λ(A\C) = 0.

Beweisen Sie weiterhin:

Eine Menge A ⊂ Rp ist genau dann Lebesgue-meÿbar, wenn zu jedem ε > 0 ei-
ne o�ene Menge U und eine abgeschlossene Menge F mit F ⊂ A ⊂ U existieren, so
dass λ(U\F ) < ε.

Aufgabe 4. 1+1+3 Punkte

Finden Sie die folgenden Grenzwerte:

(i) limn→∞
∫ 1

0
n
√

exp(nx) + n2x dx,

(ii) limn→∞
∫ 1

−1 arctan(n expx

sin(x) ) dx.

(iii) Sei f : R→ R Lebesgue-integrierbar. Beweisen Sie, dass

lim
n→∞

∫ n2

n

f(x) dx = 0
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