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Sobolevräume und Variationsrechnung
Übung 02

Gruppenübung:

De�nition und Schreibweise: Seien u, f ∈ L1
loc(X). Dann nennen wir u �schwache

Lösung� von P (∂)u = f wenn

∀ϕ ∈ C0
∞(X) 〈u , tP (∂)ϕ〉 = 〈f, ϕ〉

Hierbei bezeichnen wir mit P (∂) :=
∑
|α|≤m aα∂

α und tP (∂) :=
∑
|α|≤m(−1)|α|aα ∂

α

das m-te Di�erentialpolynom mit Koe�zienten aα ∈ K und sein zugehöriges formal
adjungiertes Di�erentialpolynom.

Aufgabe 1:

Für welche p ∈ [1,∞), N ∈ N und s ∈ R liegt

us(x) := |x|s

in W 1,p(U), U := {x ∈ RN | |x| < 1}?

Aufgabe 2:

Wir de�nieren I(v) :=
∫ 1

−1 x
2(v′)2 dx, v ∈ D := {C1[−1, 1]|v(−1) − 1, v(1) = 1}.

O�ensichtlich gilt I(v) ≥ 0. Beweisen Sie:

1. limn→∞ I(vn) = 0 für die Folge vn(x) := arctan(nx)
arctan(n)

2. Es gibt kein Element in D, das I minimiert.

Aufgabe 3:

Es sei X eine o�ene Teilmenge des RN .Was ist das orthogonale Komplement von
C0
∞(X) in H1(X).

Die Übungen werden nicht korrigiert. Die Bearbeitung der Übungsaufgaben
dient einzig und allein Ihrer eigenen Leistungskontrolle.
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Hausübung:

Aufgabe 1:

Gleiches Problem wie in der Präsenzaufgabe 1, wenn dort U durch RN\U ersetzt
wird.

Aufgabe 2:

Sei X eine o�ene Teilmenge des RN . Es sei a ∈ C2(X) und alle ∂αa,|α| ≤ 2 seien
beschränkt in X. Zeigen Sie:

u ∈ U ⇒ a · u ∈ U

für

U := {u ∈W 1,p(X) | ∆u ∈ Lp(X)} , ∆ :=

N∑
n=1

∂2n

Hinweis: Was ist ∆(a · u) für u ∈ U?

Aufgabe 3:

Es sei U ∈ C0(R) und u : R2 → R und

x =

(
x1
x2

)
7→ U(x1 + x2).

Zeigen Sie, dass dann

P (∂)u = 0 , P (∂) := ∂21 − ∂22

im schwachen Sinne gilt.
Anleitung: Werten Sie für φ ∈ C0

∞(R2) das Integral∫
R2

u(x) · P (∂)φ(x)dx

mit Hilfe der Substitution x = Φ(y) :=

(
1 1
1 −1

)
aus.
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