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10. Ubung mit Lésungshinweisen

Gruppeniibungen

(G 1)

Es seien A, B zwei n x n Matritzen {iber C. In der Vorlesung wurde die Matrix-Exponential-

Funktion etA P 1, tJ A7 fiir beliebiges t € R definiert. Insbesondere gilt also e

Beweisen Sie nun dle folgenden Aussagen:

(a) Es gilt e/A+B) = ¢tetB falls AB = BA gilt.

(b) elstDA = 54 et fiir alle s,t € R.
(c) etdiagAi.. = diag(et™, ..., ") fiir alle t € R.
(d) M = ere!d fiir t e R und A € C.

LosunG: (a) Gilt AB = BA, so ist

(A+ B) = z]: (i) Akpi=k,

und mit dem Cauchy-Produkt erhalten wir
H(A+B) — t/ NS k pj—k
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(b) Diese Aussage folgt direkt aus (a).

¢ us 1st bekannt (oder man zeigt es induktiv), dass (diag(Ai, ..., Ap = iag ',...,
Aus LA ist bek d i induktiv), d diag(A An))? = diag(N

Daraus folgt nun die Aussage.
(d) Beachte, dass die Matritzen tA und Al kommutieren. Also folgt aus (a) und (c)

AT — Mt — diag(e), ... eM)et = etel

(G 2) (Die Auflésung des homogenen Systems)

Bestimmen Sie die eindeutige Losung des folgenden Anfangswertproblems:

W =u+v, V=u—v, u0)=1, v(0)=0.
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LOsSUNG: Die Nullstellen von dem charakteristischen Polynom p(A\) = A\? — 2 sind A\; = /2 und
Xy = —/2. Thre Vielfachheiten = 1. Der Losungsansatz sicht daher so aus:

u(t) = AetV? 4 Be V2, v(t) = Ce'VZ 4 De V2,
Das Eintragen des Ansatzes in das System liefert die Beziehungen:
V24eV? — \2Be V2 = (A4 C)e!Y? + (B + D)e V2,
V2CeV? — DV2e V2 = (A— C)etﬂ + (B — D)e*t\/i.
Das Koeflizientenvergleich ergibt
V2A=A+C, V20=A—-C, —V2B=B+D, —V2D=B-D,

und daraus folgt C = (v/2 —1)4 und D = —(v/2 4+ 1) B. Die allgemeine Losung des Systems ist
also:

u(t) = Ae™V2 + Be V2 y(t) = (V2 — 1)AeV? — (V2 + 1)Be V2.
Es soll u(0) = 1,v(0) = 0 sein. Also miissen A, B die Gleichungen
1=A+B, 0=(V2-1)A-(V2+1)B

erfiillen. Daraus ergibt sich
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(G 3) (Die Auflésung des homogenen Systems)

Bestimmen Sie die allgemeine Losung des angegebenen Systems:
W =u—v, v =4u— 3.

LOSUNG: Die Nullstellen von dem charakteristischen Polynom p(\) = A% +2XA+1 = (A +1)? sind
A12 = —1. Die Vielfachheit vom Eigenwet —1 ist gleich 2. Der Losungsansatz sieht daher so aus:

u(t) = (A+ Bt)e ", w(t) = (C+ Dt)e "
Das Eintragen des Ansatzes in das System liefert die Beziehungen:
Be ' —(A+Bt)e' = (A4 Bt)e™' — (C + Dt)e ™,

De " — (C + Dt)e " = 4(A+ Bt)e " — 3(C + Dt)e ™.
Das Koeffizientenvergleich ergibt

B-A=A-C, D-C=4A-3C, -B=B—-D, —D=4B-3D,
und daraus folgt C =2A — B und D = 2B. Die allgemeine Losung des Systems ist also:

u(t) = AeV? 4 Be V2, v(t) = (2A — B)et\/§ +2Be V2,



Hausiibungen

(H1) (6 Punkte)

Es seien A, B zwei n x n Matritzen iiber C. Beweisen Sie die folgende Aussage:
Aus etA+B) = et4etB fiir alle t € R, folgt AB = BA.

LOSUNG: Es sei el(ATB) — ¢tActB fiir alle t € R. Wir leiten zweimal an der Stelle t = 0 ab und
erhalten

d? ¢
a” (A+B)‘ — (A+ B)?
az© t=0 (A+B)7,
und
d2 tA tB A2 2AB _82
a2 (e e ) ‘t:O = + + .

Somit folgt AB = BA.

(H 2) (6 Punkte)

Bestimmen Sie die eindeutige Losung des folgenden Anfangswertproblems:
uW=u+v, v =4u+wv, u(0)=0, v(0)=38.

LOSUNG: Die Nullstellen von dem charakteristischen Polynom p(\) = A% — 2\ — 3 sind \; = —1
und Ao = 3. Thre Vielfachheiten = 1. Der Losungsansatz sieht daher so aus:

u(t) = Ae™t + Be*,  w(t) = Ce™' + De¥.
Das Eintragen des Ansatzes in das System liefert die Beziehungen:
—Ae' 4+ 3Be¥ = (A+ C)e™t + (B + D)e*,

—Ce ' +3De3 = (4A + C)e™t + (4B + D)e™.
Das Koeffizientenvergleich ergibt

—-A=A+C, -C=4A+C, 3B=B+D, 3D=4B+ D,
und daraus folgt C = —2A und D = 2B. Die allgemeine Losung des Systems ist also:
u(t) = Ae™' + Be¥,  w(t) = —24e™! + 2Be™.
Es soll u(0) = 0,v(0) = 8 sein. Also miissen A, B die Gleichungen
0=A+DB, 8=-2A+2B

erfiillen. Daraus ergibt sich

(H 3) (6 Punkte)

Bestimmen Sie die allgemeine Losung des angegebenen Systems:
W = —5u+3v, v =—15u-+ Tv.

LOsUNG: Die Nullstellen von dem charakteristischen Polynom p(A) = A% — 2)\ + 10 sind A1 2 =
1 + 3i. Die Vielfachheiten sind gleich 1. Der Losungsansatz sieht daher so aus:

u(t) = e'(Acos 3t + Bsin3t), wv(t) = e'(Ccos3t + Dsin3t).



Das Eintragen des Ansatzes in das System liefert die Beziehungen:
e'(A cos 3t+Bsin 3t)+e' (—3Asin 3t4+3B cos 3t) = —5e' (A cos 3t+ B sin 3t) 43¢’ (C cos 3t+D sin 3t),

' (C cos 3t+D sin 3t)+e' (—3C sin 3t4+-3D cos 3t) = —15e’ (A cos 3t+B sin 3t)+7e (C cos 3t+D sin 3t).

Das Koeffizientenvergleich ergibt
A+3B=-5A+3C, B—-3A=-5B+3D, (C+3D=-15A+7C, D-3C=-15B+T7D,
und daraus folgt C =2A + B und D = 2B — A. Die allgemeine Losung des Systems ist also:

u(t) = e'(Acos3t + Bsin3t), wv(t)=e'((2A + B)cos3t + (2B — A)sin 3t).



