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11. Ubung mit Lésungshinweisen

Gruppeniibungen

(G 1) (Stabilitidtsverhalten der Nulllosung)

Untersuchen Sie das Stabilitdtsverhalten der Nulllésung von folgenden Gleichungssystemen:

Y =2y1, Yy =4y + yo;
Y= —4y1 4+ 3ya, Yy = —2y1 + yo;
Ui =2y1 —dya,  yh =2y — 2y

Losunag: (a) Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms det(A —AI) = (2 —A)(1 — ) sind
A1 =2 und A2 = 1. Da die Eigenwerte positiv sind, ist die Nulllésung instabil.

(b) Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms det(A — AI) = A2 + 3\ + 2 sind A\; = —2
und Ay = —1. Da die Eigenwerte negativ sind, ist die Nulllésung asymptotisch stabil (Satz
4.8 im Skript von Hieber).

(c) Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms det(A — AI) = A2 + 4 sind A\; = 2i und
Ao = —2i. Da Re()\j) = 0,7 = 1,2, gilt, ist die Nulllosung stabil (Satz 4.8 im Skript von
Hieber).

(G 2) (Mathematisches Pendel mit Reibung)

Die Gleichung des mathematischen Pendels mit Reibung lautet
u"(t) +ed(t) +sinu(t) =0, ¢>0,

wobei € > 0 gilt.

(a) Uberfithren Sie diese Gleichung in das zugehorige System 1. Ordnung /() = f(v(2)).
(b) Bestimmen Sie die kritischen Punkte des Systems v'(t) = f(v(t)).

(c) Bestimmen Sie das Stabilitdtsverhalten der kritischen Punkte.

LOSUNG: (a) Wir setzen v = (u,u’)" und f(z,y) = (y, —ey —sinz)T. Das zugehorige System 1.

Ordnung lautet nun
u\ u’
’ . _ _
v(t)= < o ) o < —eu/ — sinu ) = f().

(b) Die kritischen Punkte von f, d.h. die Punkte (x,y) mit f(z,y) =0, sind (k~,0) fiir k € Z.



(c) Es gilt
Df(:v,y)=< ; ! )

—COosx —¢€

sowie

0

Df(km,0) = ( 1 _15 )fﬁrkgerade, und Df(km,0) = ( 0 1

1 —e ) fiir £ ungerade.
Wir bestimmen zunéchst das Stabiltdtsverhalten der kritischen Punkte (kw,0) fiir k gerade:
Das charakteristische Polynom von D f(km,0) ist durch p;(A) = A2 4+ eX + 1 gegeben. Als
Eigenwerte erhélt man

2
)\1/2 _ _% 4 € ; 4
Wir unterscheiden nun zwei Fille.
Fall 1: ¢ < 2.
In diesem Fall ist €2 —4 < 0, d.h. 4/ 524_4 € iR . Also gilt ReA; = ReAy = —5 < 0. Nach dem

Prinzip der linearisierten Stabilitdt (Kapitel IV, Theorem 1.3) sind die kritischen Punkte
(km,0) fir k gerade asymptotisch stabil.
Fall 2: € > 2.

In diesem Fall ist 4/ 524_4 € R und es gilt 524_4 < 4/ % = 5. Die beiden Eigenwerte A; /o

sind reell und negativ. Nach dem Prinzip der linearisierten Stabilitdt (Kapitel IV, Theorem
1.3) sind die kritischen Punkte (kw,0) fiir k£ gerade asymptotisch stabil.

Nun bestimmen wir das Stabiltétsverhalten der kritischen Punkte (kw,0) fiir & ungerade:
Das charakteristische Polynom von D f(km,0) ist durch pa(A\) = A% 4+ eX — 1 gegeben. Als
Eigenwerte erhélt man

€ e2+4

)\1/2:—§:|: 4 .

Es gilt ‘%TH > \/§ = 5. Somit liegt jewils ein positiver und ein negativer Eigenwert vor.
Nach dem Prinzip der linearisierten Stabilitéit (Kapitel IV, Theorem 1.3) sind die Punkte
(km,0) fiir k ungerade instabil.

Hausiibungen

(H 1) (Stabilitidtsverhalten der kritischen Punkte, 6 Punkte)
Wir betrachten das Differentialgleichungssystem

Y1 (t) = —yi(t) + ya(t) + 2y3(t) + arctan(yz(t))
(t) = =3ya(t) + 4ys(t) — y3(t)ya(t)?

)
(1) = Lya(t) — sin(ya(t))

Y2
Ys 5

(a) Begriinden Sie, dass das Anfangswertproblem mit y(0) = (y1(0),42(0),y3(0)) = 0
eindeutig losbar ist und geben Sie die Losung an.
(b) Untersuchen Sie das Stabilitdtsverhalten der Nulllésung.
LOSUNG: (a) Das System ist von der Form ¢/ = f(y) mit f € C*(R?). Damit ist f lokal Lipschitz-

stetig und daher ist das AWP eindeutig 16sbar. Offensichtlich ist die Nulllosung y = 0 diese
Losung.



(b) Wir verwenden das Prinzip der linearisierten Stabilitit, das wegen f € C' mit f(0) = 0
anwendbar ist. Weiter gilt

-1 1+ﬁ 2
Dfty)=| 0 —3—2yys 4—y3
0 % —cos(y3)
also
-1 2 2
0 -3 4
0o 3 -1

Die Eigenwerte dieser Matrix sind {—1, —24+/3}. Die Nulllssung ist also asymptotisch stabil.

(H 2) (6 Punkte)

Bestimmen Sie alle kritischen Punkte des Systems
2’ = sin(z + y)
y/ — e:v _ 1
Entscheiden Sie weiter, welche stabil und welche instabil sind.

Losuna: Fiir die kritischen Punkte gilt x = 0 und y = nm mit n € Z.

Zur Stabilitidtsuntersuchung setzen wir u = x und v = y — nx. Dies liefert v/ = sin(u + v + nn)
und v' = e* — 1. Weiter gilt sin(u + v 4+ nw) = cos(nm) sin(u + v) = (—1)" sin(u + v).

Taylor-Entwicklung von sin und exp ergibt das System

w' = ((_11) (_é) ) W + Terme mit Ordnung > 2

mit W = (u,v)T. Daher lisst sich das Prinzip der linearisierten Stabilitiit anwenden. Es sind also

die Eigenwerte von
(=" (="
1 0

diese sind Ay /p = (7 V21+4(_1)n. Also Ay = 1i2‘/5, falls n gerade und Ao = . Damit

folgt, dass x = 0, y = n ist instabil, falls n gerade und asymptotishc stabil, falls n ungerade.
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