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Gruppeniibungen

(G 1) (Differentialgleichung 1. Ordnung)

Eine Fliissigkeit in einem groflen Becken hat eine Temperatur von 100 Grad Celsius,
wéhrend die Aulenluft eine Temperatur von 20 Grad Celsius hat. Durch die natiirliche
Abkiihlung sinkt die Temperatur im Becken pro Minute um 1 Prozent der Differenz zwi-
schen Becken- und Auflentemperatur. Durch eine Kiihlanlage sinkt die Temperatur im
Becken pro Minute zusétzlich um 2 Grad Celsius. Fiir ¢ > 0 gebe u(t) die Temperatur im
Becken in Grad Celsius nach ¢ Minuten an.

1. Es seien 7 > 0 klein und ¢ > 0. Geben Sie die Differenz u(t + 7) — u(t) ndherungsweise
in Abhéngigkeit von wu(t) an. Zeigen Sie dann durch einen geeigneten Grenziibergang,

dass u niherungsweise die Differentialgleichung v/(t) = —su(t) — 2, t > 0, erfiillt.

2. Berechnen Sie die Funktion u(t), ¢ > 0, indem Sie die Differentialgleichung aus Teil 1
16sen.

3. Skizzieren und beschreiben Sie den zeitlichen Verlauf der Temperatur im Becken. Wie
lange dauert es, bis die Temperatur im Becken 40 Grad Celsius betragt?

LosunGg: 1. Durch die Kiihlung sinkt die Temperatur im Becken zwischen den Zeitpunkten t
Minuten und t+7 Minuten um 27 Grad Celsius. Im gleichen Zeitraum betréigt die Temperatur
im Becken néherungsweise u(t) Grad Celsius, so dass die Temperatur im Becken durch die

T

natiirliche Abkiihlung um ungefihr 7 Prozent von u(t) — 20, also um g5 (u(t) — 20) Grad
Celsius sinkt. Somit ergibt sich nidherungsweise

-
t —u(t) = —— t)—20) —2
also T ) 0 .
ult+7)—u
_ = —20) — 2.
i 100 (D) = 20)
MIt dem Grenziibegang 7 — 0 erhalten wir daher

9
") = ——u(t)— =, t>0.

2. Nach Teil 1 ist u die Losung des Anfangswertproblems

() = —ﬁu(t) _ g w(0) = 100.

Mittels der Methode der Variation der Konstanten ist die allgemeine Losung des linearen
inhomogenen Problems gegeben durch

u(t) = ce” 100 — 180, ¢ >0,



wobei ¢ € R so gewihlt werde muss, dass u(0) = 100 gilt. Es folgt ¢ = 280 und somit
u(t) = 280e " 100 — 180, ¢ > 0.

3. Die Temperatur fillt exponentiell und monoton. Sie beginnt bei 100 Grad Celsius und sta-
bilisiert sich fiir grosse Zeiten in der Néhe von -180 Grad Celsius.
Wenn die Temperatur im Becken nach ty Minuten 40 Grad Celsius betriagt, so muss

40 = u(to) = 2801 — 180

gelten. Es folgt
220 = 280¢ ™ T00.
Somit gilt

14

to =100 - In <11> =24,1.

Die Temperatur im Becken betriagt also nach ungefihr 24 Minuten 40 Grad Celsius.

(G 2) (Satz von Picard-Lindelsf, 6 Punkte)
Ist durch den Satz von Picard-Lindelof gesichert, dass die Differentialgleichungen

(a) ¥ =sin(zy) +a%’s (b)) ¥ = Yy
genau eine Losung durch den Punkt (1,0) besitzen?

LOSUNG: Im Fall 1 - ja: f(z,y) := sin (zy) + 22¢Y ist stetig differenzierbar in jeder Umgebung von
(1,0); im Fall 2 - nein: die Funktion f(x,y) erfiillt die Lipschitzbedingung in der Umgebung von
(1,0) nicht.

(G 3) (Differentialgleichung 2. Ordnung)

Ein Massenpunkt M sei an einer horizontalen Feder befestigt und bewege sich horizontal
langs einer Geraden. Ist M im Punkt 0, so sei die Feder ungespannt. Weiter sei x(t) der
gerichtete Abstand von M zu 0 zur Zeit ¢ > 0. Durch die Feder wirkt auf M eine Riick-
stellkraft [} := —kx, wobei k > 0 eine Federkonstante ist. Weiterhin werde M durch eine
duBere Kraft K(t), ¢ > 0, angeregt. Um die Rechnungen zu vereinfachen, nehmen wir an,
dass die Masse von M gleich 1 ist.

1. Fiir £k = 9 und K(t) = cos (6t) erfiillt x(¢) die Differentialgleichung z” = —9z(t) +
cos (6t), t > 0, mit den Anfangsbedingungen x(0) = 0 und 2’(0) = 0. Finden Sie die
Losung von diesem Anfangswertproblem.

2. Fir £ = 9 und K (t) = cos(3t) erfiillt x(t) die Differentialgleichung z” = —9x(t) +
cos (3t), t > 0, wobei M sich fir ¢ = 0 im Punkt 0 in Ruhelage befindet. Finden Sie
die Losung von diesem Anfangswertproblem.

3. In den Teilen 1 und 2 fithrt der Massenpunkt M jeweils eine ungeddmpfte Schwingung
mit einer dufleren Anregung durch, wobei die Reibung nicht beriicksichtigt wird. Ver-
gleichen Sie das Verhalten der beiden Losungen der Anfangswertprobleme aus Teil 1
und 2 fiir grofle Zeiten.

LOsuNG: 1. Die Nullstellen von dem charakteristischen Polynom p(A) = A24-9 sind A1 o = +3i.
Mit Satz 6.2 (Finckenstein) erhdlt man das Fundamentalsystem

x1(t) = cos (3t), xo(t) = sin (3t).



Bestimmung einer partikuldren Losung durch Ansatz vom Typ der Stérfunktion:
x*(t) = Acos (6t) + Bsin (6t).
Differenzieren und Einsetzen liefert die Gleichung
—36A cos (6t) — 368 sin (6¢) + 9(A cos (6t) + Bsin (6t)) = cos (6t),

woraus man durch Koeffizientenvergleich A = —1/27 und B = 0 erhélt. Die allgemeine
Losung der inhomogenen DGL lautet also

1
x(t) = c1 cos (3t) + co sin (3t) — o7 €08 (61).

Die Anfangsbedingungen liefern ¢; = 1/27 und ¢ = 0.

2. Bestimmung einer partikuldren Losung durch Ansatz vom Typ der Storfunktion:
z*(t) = t(Acos (3t) + Bsin (3t)).
Differenzieren und Einsetzen liefert die Gleichung
—9t(A cos (3t) + Bsin (6t)) + 6(B cos (3t) — Asin (3t)) 4+ 9t(A cos (3t) + Bsin (3t)) = cos (3t),

woraus man durch Koeffizientenvergleich A = 0 und B = 1/6 erhélt. Die allgemeine Losung
der inhomogenen DGL lautet also

t
x(t) = c1 cos (3t) + cosin (3t) + 8 sin (3t).
Die Anfangsbedingungen liefern ¢; = 0 und c3 = 0.

3. Wir bezeichnen die Losung aus Teil 1 mit

1 1
x1(t) = o7 ¢O8 (3t) — o7 €08 (6t), t>0,

und die Losung aus Teil 2 mit
t .
xa(t) = g Sin (3t), t>0.

Wiéhrend die Funktion z; beschrénkt und periodisch mit der Periode 27/3 ist, wird die
Amplitude der Schwingung, die xo beschreibt, immer grofler. Die Ausschldge von zo werden
immer grofer und o ist unbeschriankt, da z.B. fiir £ € N

To <;) (2k7r+ ;T)) — 00

fiir kK — oo. Diese Phanomen bezeichnet man als Resonanz.

(G 4) (Die Auflésung des homogenen Systems, 6 Punkte)

Bestimmen Sie die allgemeine Losung des angegebenen Systems:
v =u—3v, v =3u+w.

LOsUNG: Die Nullstellen von dem charakteristischen Polynom p(A) = A? — 2)\ + 10 sind A\j 2 =
1 & 3i. Die Vielfachheiten sind gleich 1. Der Loésungsansatz sieht daher so aus:

u(t) = e'(Acos3t + Bsin3t), w(t) =e'(Ccos3t+ Dsin3t).



Das Eintragen des Ansatzes in das System liefert die Beziehungen:
e'(Acos3t+ Bsin3t)+e'(—3Asin3t+3B cos 3t) = e’ (A cos 3t + Bsin 3t) —3e'(C cos 3t + D sin 3t),
e'(C cos 3t + D sin 3t)+e'(—3C sin 3t +3D cos 3t) = 3¢’ (A cos 3t + Bsin 3t) + €' (C cos 3t + D sin 3t).
Das Koeffizientenvergleich ergibt
A+3B=A-3C, B-3A=B-3D, C+3D=3A+C, D-3C=3B+D,
und daraus folgt C' = —B und D = A. Die allgemeine Losung des Systems ist also:
u(t) = e'(Acos3t + Bsin3t), w(t) = e'(—Bcos3t + Asin3t).

(G 5) (Phasen-Differentialgleichung, 5 Punkte)

Von Volterra wurde das folgende Modell fiir eine Réduber-Beute-Population angegeben:

/

' =—(a—by)z, ¢ =(c—dr)y.

Dabei ist x die Anzahl der Rauber- und y die Anzahl der Beutetiere und a, b, c,d > 0.

1. Wie lautet die Phasen-Differentialgleichung?
2. Bestimmen Sie mit Hilfe vom Teil 1 die Orbits.

LOSuUNG: Die Phasen-DGL:
(c —da)y
Yo = —
(a — by)x

Die Orbits ergeben sich als Hohenlinien von

f(z,y) = (by —alny) + (dz — clnx).



