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Gewohnliche Differentialgleichungen

2. Ubung mit Lésungshinweisen

Gruppeniibungen
(G 1)
Bestimmen Sie die allgemeine Losung der folgenden Differentialgleichungen
L 1=ty —ty+1=0, (|t] < 1),

2. (L+8)y +ty—ty* =0,  (y>0),
3.y +y+ (sint +et)y® =0, (y > 0).

LosuNG: (a) Sei tg = 0. Wir benutzen Satz 3.1 der Vorlesung (Variation der Konstanten).

Damit gilt
t t_ T _
_ -Gt Js T7=dr
y(t) =Ce ()—/01_528 -2 ds
mit G(t) = — [§ = - = 21In(1 — t?). Weiter gilt
boor 1 5 5 1, /1—s?
Also folgt

() = / 1—32
Y m eV eg®

(C — arcsint).

\/1 — 12

(b) Dies ist eine Bernoulli Dgl. Wir lésen diese indem wir zunéchst v = % substituieren. Wir

erhalten dann v’ = #v — 1z als Gleichung fiir v. Wie im Teil (a) erhilt man (o = 0)
z)=(C—-1)V1++1.
Beachtet man noch y = - so erhélt man schliefSlich

1
(C—1)VI+24+1

y(t) =

1

(c) Dies ist eine Bernoulli Dgl. Wir 16sen diese indem wir zunéchst v = oz substituieren. Wir

erhalten dann v' = 2v + 2(sint + e?) als Gleichung fiir v.
Die Losung dieser Gleichung ist dann (tgp = 0):

2 2
v(t) = Ce* — g(cost + 2sint) + ge%_



Ist y die Losung der urspriinlichen Dgl., so erhilt man dann also wegen v = y—12:

(G 2)
Entscheiden Sie, ob die folgenden Funktionen f : R? — R lokalen oder globalen Lipschitz-
bedingungen geniigen.

L f(ty) =y
2. ft,y) = o2
3. f(t,y) = ey

LosuNG: 1. |f(t,y1) = f(ty2) = [y — y3| = [(y1 + 2) (Y1 — y2)| = 2€|y1 — ya| mit € € (y1,y2).
Also geniigt f einer lokalen aber keiner globalen Lipschitzbedingung.

2. Wir haben folgende Abschéitzung:

11 | B+ 1-0F+ D] i+l — v
1+y? 143 IT+yd)(1+y3) (Q+yH)(1+3)

(lya] + 2D |y1 — y2|
(14 yD)(1+43)

[ftyn) = Ft )| =

< |y1‘ |y2‘ > |y17y2|
T+ +y3) (14951 +y3)

|1 |2]
< ( ) — < — sl
s it ir g ly1 = 2l < ly1 — v2l
N—— Y—
<3 <}

Also geniigt f einer globalen Lipschitzbedingung mit Lipschitz-Konstante L = 1.

3. 1f(t,y1) — f(t,y2)| = |etyr — etya| = €ty — ya|. Also geniigt f einer lokalen aber keiner
globalen Lipschitzbedingung.

(G 3)
Beweisen Sie die folgende Aussage:
Ist D C RxR" offen und f € C'(D,R"), so geniigt f in D einer lokalen Lipschitzbedingung.

LosunaG: Kurze Vorbemerkung: Aus Analysis II wissen wir, dass auf R™ alle Normen dquivalent
sind. Somit kénnen wir hier R” mit der Maximumsnorm || - || versehen.

Sei nun (tg, xg) € D. Dann gibt es eine offene Kugel U, (tg, z9) C D um (tg, x¢) mit Radius r > 0,
so dass V := U,(to,z9) C D (hier bezeichnet U, (to, xp) den Abschlufl von U, (to,x)). Die Menge V'
ist kompakt und konvex. Fiir f € C'(D,R") schreiben wir nun f = (f1,..., fn), wobei f; : D — R
firi=1,...,n.

Da (t,z) — Vfi(t,z), fiiri = 1,..., n, eine stetige Funktion ist und stetige reellwertige Funktionen
auf kompakten Mengen ihr Maximum annehmen, folgt die Existenz von

L; = max{||Vfi(t,z)|| : (t,x) € V}
fir i =1,...,n. Aus dem Schrankensatz (Analysis II, Kapitel VI, Satz 2.9) folgt
|filt,z) — filt,9)| < Lillz — yllo

fiir alle (¢,x),(t,y) € V und ¢ = 1,...,n. Insbesondere erhalten wir nun mit L := max; L; die
Abschétzung
17t 2) = [t y)lloo = max|fi(t.x) = fit,y)| < Lllz = ylloo

fiir alle (¢,z), (t,y) € V. Somit geniigt f einer lokalen Lipschitzbedingung.



Hausiibungen

(H 1) (6 Punkte)
Losen Sie die folgenden Anfangswertprobleme:
() ¥ = 3 + VI y(0) = 1

9
(b) ¥ =y* + v, y(1) = -1,

LosunG:  (a) Wir benutzen Satz 3.1 der Vorlesung (Variation der Konstanten) Damit gilt
x T +
y(z) = C@ +/ e’V1— s2els Tty
0

mit G(z) = [ z-7dt = 3 In(1 — 2%) (da x nahe 0). Weiter gilt

vt 1 2 oy 1 1—2a?
/5152—1dt_2(1n(1 xz*) —In(1 s))—2ln(1_82).

Also folgt

x 1_ 2
y(z) = 1—3:2—1—/ esvl—s%/l xst
0 — S
X
:\/1—3024—\/1—302/ e’ds
0
=V1-22(1+e"—1)=+1—2a2"

(b) Dies ist eine Bernoulli Dgl. Wir lésen diese indem wir zunéchst v = i substituieren. Wir

erhalten dann v/ = —1 — 2y, v(1) = —1 als Gleichung fiir v.
Es gilt

eJ2/tdt _ —2Intff _ -
Damit ergibt sich als Losung der homogenen Gleichung

2/tdt _ C

—c.elt
vp(x)=c-e =

und als spezielle Losung berechnen wir (v = vy, + vg)

v @ e T 1
’Us(x) = /1' (_1)8‘/; 2/tdtd5 = —[ ?ds = —g + @

Damit ergibt sich

(2) x . 1 . c 1+3c =«
V\T) = —— — _ = — — —
3 322 22 32 3
Mit der Anfangsbedingung v(1) = ¢ = —1 folgt also v(z) = —2;; z° Beachtet man noch
U= % so erhélt man schliellich
3z
v =5

(H 2) (6 Punkte)

Entscheiden Sie, welche der folgenden Funktionen in R x R™ einer Lipschitzbedingung oder
einer lokalen Lipschitzbedingung geniigen.

L f(z,y) = xly|



2. f(z,y) :=sin(|y|™!) fir y # 0, f(x,0) = 0 fiir alle x
3. [(t,y) = s

Losunc: L. |f(z,y) — f(z,9)] = |2||ly| — [¢/|| < |z|ly — /| Also erfiillt f eine lokale Lipschitz-
Tr—00

bedingung aber keine globale, da |f(z,y) — f(z,y")] —— oo fiir jede festen y # v/'.
2. Erfiillt keine Lipschitzbedingung. Ist nicht mal stetig.
ﬁ ist beschrinkt auf ganz R%. Nach dem Mittelwertsatz
der Differentialrechnung gilt fiir alle (¢,y1), (¢, y2) € R?

3. Die partielle Ableitung % =

(o) — Flty)] = \g‘;u,f)] —

mit € (y1,y2). Daher geniigt f einer globalen Lipschitzbedingung mit Lipschitz-Konstante
L =sup{|5L(t,y)|: (t,y) € R?},

(H 3) (6 Punkte)

Beweisen Sie die folgende Aussage:
Geniigt f in der offenen Menge D C R x R"™ einer lokalen Lipschitzbedingung und ist
K C D kompakt, so geniigt f in K einer Lipschitzbedingung.

LoOsuNG: Wire die Aussage falsch, dann géibe es zu jedem L > 0 zwei Punkte (¢,2),(¢,y) € K
mit || f(¢,z) — f(¢,y)|]2 > L. Insbesondere gibt es dann zwei Folgen ((t,, zy))n und ((tn, Yn))n in
K mit

1f (tny xn) — f(tn, yn)ll2 > nllzn — ynll2 fiir alle n € N. (1)
Wegen der Kompaktheit von K existieren konvergente Teilfolgen (tn, )k, (Zn, )k und(yn, )i, deren
Grenzwerte wir mit ¢,  und y bezeichnen. Wir betrachten nun Ungleichung (??) nur noch fiir
die konvergenten Teilfolgen. Fiir &k — oo konvergiert die linke Seite von (?77), also muss wegen des
Faktors ny auf der rechten Seite (||zn, — Yn, ||2)x eine Nullfolge sein, d.h. z = y. Auf Grund der
vorausgesetzten lokalen Lipschitzbedingung von f gibt es eine Umgebung U von (¢, z), so dass die
Einschrinkung von f auf U N K einer Lipschitzbedingung geniigt, also gilt

IF(E,2) = FE D2 < LIE — gll2,

fiir eine geeignete Konstante L > 0 und alle (£, %), (£,4) € U N K. Fiir hinreichend grofies k liegen
die Punkte (¢, ,2n,) und (t,,,yn,) in U N K und somit gilt fiir diese n; die Abschitzung

||f(tnk7$nk) - f(tnk7ynk)||2 < I:H':Unk - ynkH2'

Dies ist aber fiir nj, > L ein Widerspruch zu (?7).



