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4. Ubung mit Lésungshinweisen

Gruppeniibungen

(G 1) (Satz von Picard—Lindelsf)

Zeigen Sie bei dem folgenden Anfangswertproblem, dass es genau eine Losung im Intervall

[1,2] besitzt:
y =sin (V3z — 22 —2)y, y(3/2) = 10°.
LOSUNG: Wegen 3z — 2% — 2 = (x — 1)(2 — x) > 0 fiir z € [1,2] ist sin (v3z — 22 — 2) auf [1,2]
definiert.
Wir wihlen den Streifen S = {(z,y) | 1 <z <2, y € R}.
Wegen |sin¢| < 1 fiir alle ¢ € R liegt Lipschitz-Bedingung auf S vor mit L = 1. Mit dem Satz
von Picard—Lindel6f folgt die Behauptung.
(G 2) (Freier Fall unter Beriicksichtigung des Luftwiderstandes)

Untersuchen Sie die Abhéngigkeit der Fallgeschwindigkeit v von der Fallzeit ¢ unter Beriick-
sichtigung des Luftwiderstandes. Auf einen frei fallenden Kérper der Masse m wirken dabei
die folgenden duferen Krifte ein:

1. Die Schwerkraft: F} = mg
2. Der Luftwiderstand, der proportional zum Quadrat der Geschwindigkeit angenommen
wird: Fy = —kov?
(g: Ergbeschleunigung; k: Reibungskoeffizient).
Zeigen Sie, dass fiir t — oo strebt die Fallgeschwindigkeit gegen den Endwert

o _/mg
UE—tliglov(t)— i

Nehmen Sie dabei an, dass der freie Fall aus der Ruhe heraus erfolgt: v(0) = 0.

Skizzieren Sie den Verlauf der Fallgeschwindigkeit v unter Beriicksichtigung des Luftwider-
standes als Funktion der Fallzeit ¢.

LOsuNG: Der Luftwiderstand wirkt der Schwerkraft stets entgegen. Nach dem Newtonschen Grund-
gesetz der Mechanik gilt dann:
mv’ =mg — kv?.

Diese Gleichung ist druch Trennung der Variablen 16sbar. Wir bringen diese Gleichung mit Hilfe
der Substitution



auf die folgende Form

1/9%:15':1—3:2.

Wir trennen nun die Variablen und integrieren anschlieffend beide Seiten der DGL, wobei wir
beachten miissen, dass 0 < x < 1 ist:

\ /gﬁkartanh(x) =t+C.

Durch Riicksubstitution folgt weiter

k L
artanh(, / mgv> = \/;(t +C).

Diese Gleichung lésen wir nach v auf und erhalten:

v = %tanh <\/€n>k(t + C’)) .

Aus dem Anfangswert 10aBt sich dann die Integrationskonstante C berechnen:
C=0.

Fiir die Fallgeschwindigkeit erhalten wir damit das Zeitgesetz:

v = 1/mgtanh< gkt), t>0.
k m

Fiir ¢ — oo strebt die Fallgeschwindigkeit gegen den Endwert

mg

or = Jim o) =5

Der Korper fallt dann kréftefrei, d.h. mit konstanter Geschwindigkeit vg, da sich Gewichtskraft
und Reibungskraft (Luftwiderstand) in ihrer Wirkung gerade aufheben. Die Geschwindigkeit-Zeit-
Funktion 148t sich auch in der Form

v = vEtanh<gt>, t >0,

VE

darstellen. Den Graph von tanh kann man in Wikipedia finden.

Hausiibungen

(H 1) (Satz von Picard-Lindel6f, 6 Punkte)

Zeigen Sie bei dem folgenden Anfangswertproblem, dass es genau eine Losung im Intervall

[1,2] besitzt:
y =sin(V3r — 22 — 2)y?,  y(3/2) = 1/4.
LOSUNG: Wegen 3z — 22 — 2 = (x — 1)(2 — x) > 0 fiir z € [1,2] ist sin (V32 — 22 — 2) auf [1,2]
definiert.
Wir wihlen das Rechteck R = {(z,y) | 1 <x <2, =3/4 <y <5/4}.

Es liegt Lipschitz-Bedingung auf R vor mit L = 5/2. Ferner ist: zg = 3/2, a = 1/2, b = 1,
M = 25/16, also a = 1/2. Mit dem Satz von Picard—Lindel6f folgt die Behauptung.



(H 2) (N&dherungslosungen vom Anfangswertproblem, 6 Punkte)

Gegeben sei das Anfangswertproblem y' = % + z, y(1) = 0. Erfiillt die rechte Seite eine
Lipschitzbedingung bzgl. y auf E := {(z,y) € R? | z > 0, y € R}? Begriinden Sie, warum
das Anfangswertproblem eine fiir alle z > 0 definierte eindeutige Losung besitzt. Ausgehend
von der Anfangsniherung yo(xz) = 0 berechnen Sie dann die N&herungslosungen y1, ¥, y3
mit Picarditeration.

LOSUNG: 1. Schritt:
Lipschitzbedingung erfiillt im Streifen

1
Sn:{(x,y):ﬁ<1:<n, y € R}.

2. Schritt:
Fiir Sp,, m > n stimmt die Lésung yp, : [£,m] — R auf dem Intervall [, n] mit y, {iberein, weil
sonst das Anfangswertproblem im Streifen S,, zwei Losungen hitte.

3. Schritt:
Also existiert eine Losung y(oco) auf

|
(0,00) = | J[=.n].
n:ln
4. Schritt:
yo(z) = 0
0 1 1
= dt = —a® —
y(2) /1 (@ldt=32" -3
1.2 1 3
22 4t)dt =+ — + -2




