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Gruppeniibungen
(G 1)

1. Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung v — ¢” 6y 0 und
l6sen Sie die Differentialgleichung unter den Anfangsbedingungen y(0) = 3, y/(0) = 12
und y”(0) = 3.

2. Bestimmen Sie alle Losungen von 3" 4 3/ = 23

—x

e
LOsuNnGg: 1. Die charakteristische Gleichung der Differentialgleichung ist
MoAZ—6A=(A=3)A+2)\, A\ =0, =2 \3=3.

Die allgemeine Losung lautet also

y(x) = co + ce 2 4 e,

Einsetzen der Anfangswerte liefert

21 33
Cl = —7= CQZEu

107 3 =

ol ©

2. Das charakteristische Polynom lautet
MNEA=2A+1), A =0 =—

Die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung ist y(x) = ¢1+coe™*. Ein Ansatz
vom Typ der rechten Seite ist

yn(x) = x(a1 + agx + asx® + a4x3)e_r.

Setzen wir y,(z) in die Gleichung ein, dann bekommen wir

((2ag — a1) + (6az — 2a2)z + (2a4 — 3a3)z? — dasz?)e™ = 2% 7.

Wir erhalten a4 = —l ,a3 =—1, ao = —3 und a; = —6.

(G 2)

Berechnen Sie alle Losungen der Differentialgleichung

y" +3y" + 3y +y = sinuz.



LoOsuna: Das charakteristische Polynom ist
MAE3A2 430+ 1=A+1)3 Aaz=-1

Die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung ist y(z) = (c1 + coz + coz?)e®. Ein
Ansatz vom Typ der rechten Seite ist

y=acosz + bsinz.
Wir erhalten
acosx + bsinx + 3(—asinz + bcosz) + 3(—acosz — bsinx) + asinx — bcosz = sinz,
woraus sich a = b = —i ergibt.

(G 3) (Differentialgleichung 1. Ordnung)

Die Funktion y(t) gebe die Temperatur in Grad Celsius nach ¢ Millisekunden in einem
Explosionsprozess an. Durch die Explosion soll ein Motor ein Fahrzeug antreiben. Es sei
bekannt, dass die Rate, mit der sich die Temperatur dndert, proportional zur Summe aus
der aktuellen Temperatur und der dritten Potenz der aktuellen Temperatur sei. Dabei
kann der Proportionalitédtsfaktor ¢ > 0 durch Verdnderungen an der Steuerung des Motors
beeinflusst werden. Der Explosionsprozess im Motor werde zur Zeit t = 0 gestartet und
dabei herrsche im Motor eine Temperatur von 80 Grad Celsius.

1. Geben Sie das Anfangswertproblem an, das y 16st.
2. Berechnen Sie die Funktion y.

3. Damit der Motor optimal funktioniert, soll die Explosion 15 Millisekunden nach dem
Start stattfinden. Wie muss der Parameter ¢ dazu gewahlt werden?

LOsuNG: 1. Die Rate, mit der sich die Temperatur zur Zeit ¢ #indert, ist c- (y(t) +y(t)3). Somit
erfiillt y das Anfangswertproblem

y'(t) = cy(t) + y(1)), y(0) =80, te(0,T),
wobei T' der Zeitpunkt der Explosion ist.

2. Die Differentialgleichung y' = c(y +%?) ist eine Bernoulli-Gleichung. Dann folgt mit z = 32

7 = —2cz—2¢c, t>0.
Die allgemeine Losung zj, der homogenen Gleichung ist gegeben durch
zp(t) = Ce ™2, >0,

mit C' € R. Mit der Methode der Variation der Konstanten ist die Lésung der inhomogenen
Gleichung gegeben durch

6401
t)=——e 21, t>0.
1) = G0 , 120
Wegen y = 1/4/z folgt schliellich
1
y(t) = , te[0,T).
6400

Dabei ist die maximale Existenzzeit T' der Losung (also der Zeitpunkt der Explosion) gegeben
durch 6401 1 401

2l =1, - Lo (9401

6400 2c 6400

3. Damit die Explosion 15 Milliseskunden nach der Aktivierung des Airbags stattfindet, muss
also T' = 15 gelten. Somit folgt aus Teil b)

1 /6401\ 1 (6401
— (o) =) = 21.
“Tor n(6400) 30 n(6400) 0, 000005



Hausiibungen

(H1) (6 Punkte)
Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung
y® 4+ 3y + 7" + 13y + 12y + 4y = 0.

Hinweis: Bestimmen Sie die Vielfachheit der Nullstelle —1. Testen Sie die Losungen auf
lineare Unabhéngigkeit mit Hilfe der Wronski-Determinanten, am besten fiir o = 0.

LOsuNG: Die charakteristische Gleichung ist
MA3A 73 132 120 +4= A+ 1)3(A\? +4), Moz =—1, A5 = +2i.
Wir bekommen folgendes Fundamentalsystem der Differentialgleichung;:
y1(z) = e, yo(z) = ze %, y3(z) = 2277, ya(zx) = cos(2z), ys(z) = sin(2z).

Die Wronskideterminante in xy = 0 ist

(H 2) (6 Punkte)

Bestimmen Sie alle Losungen der Differentialgleichung
y@W — 4y" = 1 + cosh(2x).
LOsuNG: Das charakteristische Polynom ist
M2 = N2\ —4), Nao=0, 34 =42
Die allgemeine Losung zur homogenen Differentialgleichung ist
y(x) =c1 + cox + c3e” 2% + che?”.

Ein Ansatz vom Typ der rechten Seite ist

Yn(x) = az® + bre®® + cre .

(H 3) (Differentialgleichung 1. Ordnung, 6 Punkte)

In einem Raum, der 100m? Luft enthilt, befinden sich 15 Personen, wobei alle Fenster und
Tiiren geschlossen sind. Dabei atme jede Person pro Minute etwa 0,25 Liter COy mehr aus
als sie in dieser Zeit einatme. Nun werden durch eine Beliiftungsanlage pro Minute 20m?
Frischluft, die 0,03 Prozent C'O, enthalte, in den Raum geblasen. Die Frischluft vermische
sich sofort mit der Luft im Raum und von dieser Mischung werden durch die Beliiftung pro
Minute 20m? aus dem Raum entfernt. Die Funktion y(¢) gebe den C'O»-Gehalt in Litern
der Luft im Raum ¢ Minuten nach dem Einschalten der Beliiftungsanlage an (¢ > 0). Zum
Zeitpunkt des Einschaltens der Beliiftungsanlage enthalte die Luft im Raum 0,3 Prozent
COs,.



1. Es sei 7 > 0 klein und ¢ > 0. Bestimmen Sle nédherungsweise die Differenz y(t + 7) —
y(t). Nehmen Sie dabei an, dass der C'Os-Gehalt der durch die Beliiftung aus dem
Raum entfernten Luft zwischen den Zeitpunkten ¢ und ¢ + 7 Minuten konstant bleibt.
Zeigen Sie dann durch einen geeigneten Grenziibergang, dass y ndherungsweise die
Differentialgleichung y' = —2y + 9,75 fiir ¢ > 0 erfiillt.

2. Berechnen Sie die Funktion y(t),¢ > 0, durch lésen des zugehorigen Anfangswertpro-
blems.

3. Wie lange dauert es nach dem Einschalten der Beliiftung, bis die Luft im Raum noch
0,06 Prozent C'O4 enthélt?

LOsuUNG: 1. Zwischen den Zeitpunkten ¢ und ¢ 4+ 7 Minuten kommen 15-0,25-7 = 3, 7571 CO4
durch die atmenden Personen in die Raumluft, die sie pro Minute 15 - 0,25 = 3,75/ mehr
COsausatmen als sie einatmen. Auflerdem kommen durch die Beliiftung 20000 - 0, 0003 - 7 =
671 C'Oy zwischen den Zeitpunkten ¢ und t+7 Minuten in den Raum. Zum Zeitpunkt ¢ enthélt
der Raum y(t) Liter COq, also enthilt jeder LiterRaumluft 18/0%2)0 Liter CO2. Da zwischen
den Zeitpunkten ¢ und ¢ + 7 Minuten durch die Beliiftung 20000 - 7/ Luft aus dem Raum
entfernt werden, werden mit dieser LUft geméafl der Annahme % 200007 = 1y(t)-71 CO;
aus dem Raum entfernt. Daher gilt ndherungsweise

1
y(t+71)—y(t) = fgy(t) -7+ 67 + 3,757,

Es folgt
y(t+7) —y(t)

1
= ——y(t) - +9,75.
= 5y()+,

Mit dem Grenziibergang 7 — 0 erhélt man dann, dass y ndherungsweise die Differentialglei-
chung

1
Y () = —5y(0) + 9,75
erfiillt.

2. Die allgemeine Losung yp, der homogenen Gleichung ist gegeben durch

yp(t) =ce 5, ceR.

e+

Mit der Methode der Variation der Konstanten erhélt man die allgemeine Lésung der inho-
mogenen Gleichung
3
y(t) =251,25-e75 448,75, t >0,

fiir den Anfangswert y(0) = 100000 - 0,003 = 300.

3. Es sei tg der Zeitpunkt nach dem Einschalten der Beliiftung, an dem die Raumlift 0,06
Prozent COs enthilt. Es folgt

to= —5In [ 220} Z15.53
0= 7MW 951,05 ~ 0

Daher dauert es nach dem Einschalten der Beliiftungsanlage ungefdhr 15,5 Minuten, bis die
Luft im Raum noch 0,06 Prozent C'Os enthélt.



