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� Einleitende �Ubersicht �

� Einleitende �Ubersicht

Der vorliegende Forschungsbericht befa�t sich mit dem Einsatz der Differentialalgebra

zur Analyse von Regelungssystemen� Insbesondere werden die spezi�schen Vorteile die�

ses Ansatzes bei der Bearbeitung von Fragestellungen der nichtlinearen Systemtheorie

erl
autert�

Die Differentialalgebra ist eine mathematische Theorie	 die in den f
unfziger Jahren dieses

Jahrhunderts durch J� F� Ritt ����� mit der Intention begr
undet wurde	 f
ur Di�erential�

gleichungen den gleichen Rahmen zu bilden	 den die kommutative Algebra f
ur algebraische

Gleichungen bedeutet� Erst in den letzten Jahren ist dieses Werkzeug verst
arkt f
ur die

Analyse von Regelungssystemen und hier im speziellen von nichtlinearen Systemen einge�

setzt worden� Seitdem haben sich eine Reihe von Wissenschaftlern	 u� a� Fliess �����	 mit

dieser Thematik besch
aftigt	 so da� mittlerweile ein umfangreicher Teil der systemtheo�

retischen Zusammenh
ange bei nichtlinearen Systemen mit Hilfe der Differentialalgebra

beschreibbar ist�

Im weiteren werden in Abschnitt � zun
achst die grundlegenden Begri�e der
�
klassischen�

Algebra kurz erl
autert	 um eine Basis f
ur die Einf
uhrung der Differentialalgebra zu erhal�

ten� Haupts
achlich sind hierbei wichtige Zusammenh
ange aus der K�orpertheorie	 einem

zentralen Thema der Algebra	 von Interesse� Au�erdem wird auf die Eigenschaften von

abstrakten Vektorr�aumen eingegangen�

In Abschnitt � folgt mit den Grundlagen der Differentialalgebra der eigentliche Schwer�

punkt dieses Berichts� Die Einf
uhrung in die Begri�e und Zusammenh
ange ist so gehalten	

da� es mit ihrer Hilfe m
oglich sein sollte	 Literatur im Bereich der di�erentialalgebraisch

basierten Systemanalyse leicht zu verstehen	 zumal eine Reihe von ausf
uhrlichen Beispie�

len enthalten sind� Dar
uber hinaus ist der Bericht so angelegt	 da� er wie ein
�
Nachschla�

gewerk� f
ur di�erentialalgebraische Begri�e verwendet werden kann� Eine umfassende

Wiedergabe der Differentialalgebra ist im Rahmen eines Forschungsberichts nicht reali�

sierbar	 hierf
ur mu� auf die angegebenen Quellen verwiesen werden� Vor allem Kaplansky

����� stellt eine gute Einf
uhrung in die tieferen Zusammenh
ange dar�

Abschnitt � befa�t sich ausf
uhrlich mit der Anwendung der di�erentialalgebraischen Be�

gri�e auf nichtlineare Systeme im allgemeinen und speziell die Klasse der analytisch li�

nearen Systeme ALS�� Au�erdem werden verschiedene Kenngr
o�en	 die von linearen Sy�

stemen her bekannt sind	 mit Hilfe der Di�erentialalgebra auch f
ur nichtlineare Systeme

de�niert	 so z� B� der Rang eines Systems oder auch dessen Struktur im Unendlichen�

Der letzte Abschnitt beinhaltet eine Zusammenfassung der vorliegenden Ausarbeitung

und gibt einen Ausblick auf Anwendungsm
oglichkeiten der Di�erentialalgebra im Bereich

der Systemanalyse�



� Grundlagen der Algebra �

� Grundlagen der Algebra

Zur Einf
uhrung der grundlegenden Begri�e der Differentialalgebra ist es sinnvoll	 zuvor

die korrespondierenden Bereiche in der
�
klassischen� Algebra zu erl
autern� Diese bilden	

aufgrund der zahlreichen Analogien zwischen beiden Theorien	 eine geeignete Basis f
ur

die anschlie�ende Beschreibung der wichtigsten Elemente der Differentialalgebra �

��� K�orpertheorie

Eine zentrale Thematik der Algebra ist die K�orpertheorie� Die mit ihr erarbeiteten Ergeb�

nisse werden in vielen Bereichen der Mathematik verwendet	 haupts
achlich in weiteren

Teilen der Algebra	 in der algebraischen Zahlentheorie	 der Geometrie und der Kombina�

torik� Zu ihrer Einf
uhrung ist eine Anzahl von Begri�sde�nitionen notwendig�

Ein K�orper E ist eine Menge	 in der jedes von Null verschiedene Element invertierbar ist�

In jedem K
orper sind grunds
atzlich zwei Verkn
upfungen	 Addition und Multiplikation	

de�niert� Diese erf
ullen sowohl das Assoziativ� als auch das Kommutativ� und Distribu�

tivgesetz Meyberg ������

a � b� c� � a � b� � c

a � b � c� � a � b� � c
a � b � b � a

a � b � b � a
a � b� c� � a � b � a � c �

����

Au�erdem gilt f
ur alle a� b � E der wesentliche Zusammenhang Haddak �����

a � b�� a	 b�� ab�
a

b
� E � ����

Beispiel ���

Demnach sind z� B� in einem K
orper E mit den Elementen � und � notwendigerweise

auch die Elemente enthalten	 die sich durch wiederholte Anwendung der Operatoren

gem
a� Gl� ���� ergeben�

�� � � E 
 �

�
� �� �� � � E


 �
�

�
� �

�

�
� � � � � �� �� �� �� � � � � E

��� �

B ������

Bereits der durch die Zahlen � und � generierte K
orper E beinhaltet also unendlich

viele Elemente�



� Grundlagen der Algebra �

Eine der wichtigsten Operationen in der K
orpertheorie ist die Bildung einer sogenannten

K�orpererweiterung� Wenn mit F ein Unterk
orper des K
orpers E F � E� bezeichnet

wird	 so hei�t E eine K
orpererweiterung 
uber F � Diese Operation l
a�t sich abgek
urzt

durch die Schreibweise E	F wiedergegeben� Generell teilen sich K
orpererweiterungen in

zwei Klassen auf�

a� Ein Element a � E wird als algebraisch 
uber F bezeichnet	 wenn ein Polynom P

mit beliebigen Koe�zienten aus F den Zusammenhang P a� � � erf
ullt�

Beispiel ���

Man betrachte die K
orpererweiterung R	Q� Die Zahl
p

� aus der Menge der

reellen Zahlen R ist algebraisch 
uber der Menge der rationalen Zahlen Q	 weilp
� eine L
osung des Polynoms x� 	 � � � ist	 welches nur Koe�zienten in Q

aufweist�

Eine K
orpererweiterung E	F ist nur dann algebraisch	 wenn alle Elemente von E

algebraisch 
uber F sind�

b� Ein Element a � E hei�t dann und nur dann transzendent 
uber F 	 wenn es nicht

algebraisch 
uber F ist� Anschaulich bedeutet diese Aussage	 da� kein Polynom P


uber F existiert	 f
ur das P a� � � gilt� Transzendente Zahlen k
onnen demnach nicht

mit algebraischen Gleichungen 
uber F beschrieben werden�

Eine K
orpererweiterung E	F ist transzendent	 wenn mindestens ein Element von

E transzendent 
uber F ist�

Beispiel ���

Die K
orpererweiterung R	Q ist transzendent	 weil u� a� f
ur e � R und 
 � R
keine endlichen Polynome P mit rationalen Koe�zienten existieren	 die den

Zusammenhang P e� 
� � � erf
ullen vgl� Venn�Diagramm in Bild �����

Es werden zwei K
orper mit der Eigenschaft F � E vorausgesetzt� Betrachtet man die

Elemente f�iji � �� � � � � �g	 welche eine Teilmenge S von E darstellen	 so werden diese

als F �algebraisch abh�angig bezeichnet	 wenn ein Polynom P x�� � � � � x�� 
uber F derart

existiert	 da�

P �i� � � � � � �i� � � � � ij � �� � � � � � � � � �� � � � � � ����

erf
ullt wird� Ist eine TeilmengeS � E nicht algebraisch abh
angig	 so wird sie F �algebraisch

unabh�angig genannt� Mit anderen Worten	 eine Menge ist F �algebraisch unabh
angig	

wenn keines ihrer Elemente durch ein Polynom in den 
ubrigen Elementen ausgedr
uckt

werden kann� Bezeichnet man mit Smax eine bez
uglich der Elementenanzahl maximale	



� Grundlagen der Algebra �

Bild ���� Venn�Diagramm der K
orpererweiterung R	Qmit maximalem	 transzendentem

Rtrans�� und algebraischem Ralg�� Anteil

F �algebraisch unabh
angige Teilmenge von E	 so nennt man diese auch eine Transzendenz�

basis der K
orpererweiterung E	F � Es gilt die wichtige Eigenschaft	 da� jede transzenden�

te K
orpererweiterung E	F sich immer aus einer maximalen	 transzendenten Erweiterung

Smax und einer algebraischen Erweiterung zusammensetzt Bild �����

Beliebige Transzendenzbasen Smax einer K
orpererweiterung besitzen immer die gleiche

M
achtigkeit	 d� h� sie haben die gleiche Anzahl von Elementen� Diese f
ur eine K
orperer�

weiterung charakteristische Anzahl wird auch als Transzendenzgrad bezeichnet�

trg E	F � � jSmaxj �

�
n f
ur Smax hat n Elemente

� f
ur Smax ist unendlich �
����

Beispiel ��� Meyberg �����

a� Der K
orper Q � werde durch die rationalen Zahlen Q und die beiden Elemente

fe�p�g generiert� Dies wird im allgemeinen durch die Schreibweise Q � � Qe�
p

��

abgek
urzt� Q � ist wegen der Eulerschen Zahl e transzendent 
uber Q� Die maximal

algebraisch unabh
angige Teilmenge ergibt sich zu Smax � feg	 so da� der Trans�

zendenzgrad der K
orpererweiterung Q �	Q genau � betr
agt� Die durch e generierten

Elemente in Q � wie z� B� e�� e�� � � � k
onnen immer durch Polynome in e ausgedr
uckt

werden� Sie sind demzufolge nicht algebraisch unabh
angig von e und tragen deshalb

nicht zu einer Erh
ohung des Transzendenzgrades bei�

b� Sind � und � Unbestimmte 
uber Q	 dann ist die K
orpererweiterung E	Q mit

E � Q�� ��
p
��
p

�� �
p

�� transzendent� Die maximalen	 algebraisch unabh
angigen

Teilmengen von E sind entweder Smax � f�� �g oder Smax � fp�� �g	 der Trans�

zendenzgrad ergibt sich damit zu �� Eine algebraisch unabh
angige Teilmenge Smax

mit � Elementen existiert nicht	 da f
ur beliebige � ein Polynom mit Koe�zienten

in Q existiert	 so da� P ��
p
�� � � gilt�



� Grundlagen der Algebra �

Ein wesentlicher Zusammenhang im Bereich der K
orpertheorie basiert auf der Gradformel �

Und zwar l
a�t sich bei � gegebenen K
orpern E	 F und G	 f
ur die F � G � E gilt	 aus den

Transzendenzgraden von E	G und G	F ein Transzendenzgrad f
ur E	F ableiten Meyberg

������

trg E	F � � trg E	G� � trg G	F � � ����

��� Vektorr�aume

Ein Vektorraum V��� �� F � 
uber einem K
orper F entspricht einer nichtleeren Menge V 	

f
ur deren Elemente eine Addition  � 	 eine Multiplikation  � und ein K
orper F derart

erkl
art sind	 da� u� a� gilt Bronstein und Semendjajew ������

�� � � v � V � � � F � v � V�

�� � � �� � v � � � v � � � v � �� � � F � v � V�

�� � � v� � v�� � � � v� � � � v� � � � F � v��v� � V�

�� ���v � ��v� � �� � � F � v � V�

Mehrere Eigenschaften eines Vektorraums sind erw
ahnenswert� Zum einen ist es nicht

notwendig	 da� Elemente von V miteinander multipliziert werden k
onnen� Zum anderen

stellt die Multiplikation  � eine Funktion F � V � V dar	 wobei Elemente von F im

allgemeinen als Skalare und Elemente von V als Vektoren bezeichnet sind� H
au�g werden

als K
orper F die Mengen der reellen oder komplexen Zahlen verwendet	 man spricht dann

auch von einem reellen Vektorraum bzw� einem komplexen Vektorraum�

Beispiel ��	

Sei R� die Menge aller Paare �r�� r��T mit r�� r� � R� Dann ist R���� ��R� ein reeller

Vektorraum	 in dem  � und  � wie folgt de�niert sind Shapiro ������

�
r�
r�

�
�

�
r�
r�

�
�

�
r� � r�
r� � r�

�

r �
�
r�
r�

�
�

�
rr�
rr�

�
�

B ������

Eine Teilmenge U von Vektoren in V hei�t linear unabh�angig	 wenn sich kein Element

u � U durch eine Linearkombination der 
ubrigen Elemente ui � U � � ui �� u erzeugen

l
a�t� In Bild ��� sind sowohl eine linear unabh
angige Teilmenge U� als auch eine linear

abh
angige Teilmenge  !U � des R� dargestellt� Eine maximale	 linear unabh
angige Menge

Umax wird auch als Basis von V bezeichnet� Alle Basen eines Vektorraums V haben immer

die gleiche Anzahl von Elementen	 diese Anzahl entspricht gerade der Dimension von V �



� Grundlegende Begri�e der Di�erentialalgebra �

Bild ���� Linear unabh
angige U � fu��u��u�g� und linear abh
angige Teilmengen  !U �

f!u�� !u�� !u�g� des R�

Beispiel ���

Eine Basis des reellen Vektorraum R� kann durch die drei Einheitsvektoren e� �

��� �� ��T 	 e� � ��� �� ��T und e� � ��� �� ��T beschrieben werden� Neben dieser exi�

stieren unendlich viele andere Basen	 die aber alle eine Dimension von � gemeinsam

haben z� B� fu��u��u�g in Bild �����

� Grundlegende Begri�e der Di�erentialalgebra

Die Di�erentialalgebra wurde mit der Intention eingef
uhrt	 die aus der herk
ommlichen Al�

gebra bekannten Grunds
atze so aufzubereiten	 da� sie auf Di�erentialgleichungen anwend�

bar sind� Voraussetzung hierf
ur ist folglich	 da� sich die Di�erentialgleichungen algebraisch

in ihren Variablen und deren Ableitungen verhalten� Sie d
urfen also keine Funktionen wie

sin	 cos etc� enthalten	 sondern m
ussen aus Polynomen aufgebaut sein� Diese Forderung

schr
ankt den Wirkungsbereich der Di�erentialalgebra zun
achst deutlich ein	 es l
a�t sich

aber zeigen	 da� eine Reihe von nichtalgebraischen Di�erentialgleichungen in algebraische

umgewandelt werden k
onnen Fliess ������

��� Nichtalgebraische Di�erentialgleichungen

Betrachtet man z� B� die Di�erentialgleichung eines Pendels


x � �� sinx � � � ����

so kann diese in der vorliegenden Form nicht mit Hilfe der Di�erentialalgebra analysiert

werden� Bedenkt man aber	 da�

y � sin x ����



� Grundlegende Begri�e der Di�erentialalgebra �

die L
osung der algebraischen Di�erentialgleichung

�x�y� � �y� � �x� ����

darstellt	 so kann Gl� ���� alternativ auch als algebraische Di�erentialgleichung

x����� �  �x
x�� � �� �x� ����

geschrieben werden��

Dieses Verfahren f
uhrt f
ur alle die Di�erentialgleichungen zum Erfolg	 deren Koe�zien�

ten algebraischen Di�erentialgleichungen gen
ugen Fliess ������ Modelle realer Systeme

erf
ullen im allgemeinen diese Voraussetzung	 so da� sich mit Hilfe der Di�erentialalgebra

eine gro�e Anzahl von systemtheoretisch relevanten Fragestellungen bearbeiten l
a�t�

��� Di�erentielle K�orper

In Abschnitt � wurden die Grundlagen der herk
ommlichen Algebra und hier im speziellen

der K
orpertheorie wiedergegeben� In Analogie zu den dort de�nierten Begri�en wird jetzt

eine di�erentielle K�orpertheorie eingef
uhrt�

Ein di�erentieller K�orper K ist wiederum eine Menge	 in der neben den schon genann�

ten Verkn
upfungen Addition und Multiplikation auch eine einfache Di�erentiation d	dt

de�niert ist�� Diese entspricht den bekannten Regeln

d

dt
a � b� � �a � �b

d

dt
ab� � �ab � a�b � a� b � K �

����

Das Ergebnis einer Di�erentiation in K mu�	 im Gegensatz zu Addition und Multipli�

kation	 nicht notwendigerweise wieder in K enthalten sein� Eine Teilmenge I von K	 f
ur

deren Elemente solch ein Zusammenhang a � I 
 �a � I erf
ullt ist	 hei�t ein di�erentielles

Ideal � Eine Di�erentiation der Elemente von I ist demzufolge immer eine eine Abbildung

I � I Kaplansky ������ Dieser Sachverhalt ist in Bild ��� graphisch dargestellt�

Beispiel ���

a� Die Menge S aller 
Ubertragungsfunktionen in einer Variablen s	 die nicht not�

wendigerweise echt gebrochen rational sein m
ussen	 stellt einen di�erentiellen K
orper

�Das Ergebnis aus Gl� ����� l�a�t sich leicht veri�zieren	 denn mit der Substitution y 
 sinx folgt aus

����� sowohl �x 
 ���y als auch x��� 
 ��� �y� Stellt man dann ����� noch nach �x� um und setzt die

gefundenen Ergebnisse in ����� ein	 so erh�alt man die Identit�at�
�Die hier gemachten Betrachtungen bleiben auf gew�ohnliche Dierentialgleichungen beschr�ankt	 d�

h�	 da� die Aussagen nur f�ur gew�ohnliche di�erentielle K�orper mit einer einzelnen Dierentiation d�dt

zutreen	 nicht aber f�ur K�orper mit mehreren partiellen Dierentiationen�
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Bild ���� Di�erentielles Ideal I eines K
orpers K

dar	 in dem eine Di�erentiation d	ds de�niert ist� Alle Ergebnisse	 die sich durch An�

wendung des Di�erentiationsoperators auf Elemente von S ergeben	 sind wiederum

Ubertragungsfunktionen in s	 also im K
orper S enthalten	 wie z� B��

d

ds

�
�

� � s

�
� 	 �

� � s��
� S � B ������

Folglich ist S ein di�erentielles Ideal�

b� Unter der Notation Q�xt�� wird die Menge aller Polynome in einer zeitabh
angigen

Variablen xt� mit Koe�zienten in Q verstanden� Nun soll Q�xt�� als di�erentiel�

ler K
orper mit einer einzelnen Di�erentiation d	dt angesehen werden� Nicht alle

zeitlichen Ableitungen der Elemente von Q�xt�� sind wiederum in diesem K
orper

enthalten	 was sich anhand von

d

dt
x�t� � xt� � �� � �xt� �xt� � �xt� 	� Q�xt�� � B ������

einfach veranschaulichen l
a�t� Demzufolge ist der K
orper Q�xt�� kein di�erentielles

Ideal�

In Erweiterung zu der in Beispiel ��� verwendeten Bezeichnung A�x� f
ur die Menge aller

Polynome in x mit Koe�zienten in A wird im folgenden die Notation Ax� f
ur die Menge

aller rationalen Funktionen in x mit Koe�zienten in A verwendet� Dies deckt sich mit

der in Beispiel ��� verwendeten Bezeichnung Qe�	 da durch die Operatoren aus Gl� ����

gerade alle rationalen Funktionen in e generiert werden� Sind mit ai� bi beliebige Elemente

von A bezeichnet	 so k
onnen alle Elemente in Ax� durch

a� � a�x � a�x
� � � � �� anx

n � � � �
b� � b�x � b�x� � � � �� bnxn � � � � ����
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dargestellt werden� Analog bestehen di�erentielle K
orper Afxg aus der Menge aller dif�

ferentiellen Polynome in der Variablen x mit Koe�zienten in A	 was gleichbedeutend

ist mit der Menge aller Polynome in den Variablen fx� �x� 
x� � � �g mit Koe�zienten in A�

A�x� schlie�lich bezeichnet alle di�erentiell rationalen Funktionen in den Variablen x�i�

mit Koe�zienten in A� Gegen
uber Ax� sind in A�x� also zus
atzlich Terme wie z� B�

�x� �x�� � � � � 
x� 
x�� � � � �
�x


x
�

�x


x�
� � � � ����

enthalten�

Beispiel ���

Ein einfaches Beispiel f
ur eine di�erentiell rationale Funktion in der Variablen u mit

Koe�zienten in Q	 also einem Element des K
orpers Q�u�	 ist


u� 	 u	 �

�u� �
� B ������

Ein Element c des di�erentiellen K
orpers K wird als Konstante bezeichnet	 wenn �c � �

gilt� Die Menge aller Konstanten von K ist demzufolge eine Teilmenge von K� Typische

Beispiele f
ur solche trivialen Mengen sind Q	 R und C �

F
ur eine di�erentielle K
orpererweiterung L	K gilt nun	 
aquivalent zur klassischen K
orper�

theorie	 K � L� Auch di�erentielle Erweiterungen L	K kann man grunds
atzlich in zwei

Klassen einteilen�

a� Ein Element a � L ist di�erentiell algebraisch 
uber K	 wenn eine Di�erentialglei�

chung P a� �a� � � � � a���� � � existiert	 wobei P einem Polynom beliebigen Grades mit

Koe�zienten in K entspricht�

Eine K
orpererweiterung L	K hei�t di�erentiell algebraisch	 wenn alle Elemente von

L di�erentiell algebraisch 
uber K sind�

Beispiel ���

Sei L der K
orper aller Funktionen in der Variablen s mit Koe�zienten inQ und

K die Menge der rationalen Zahlen� Dann ist die Funktion �
s
� L di�erentiell

algebraisch 
uber K	 weil mit

P x� �x� � x� � �x B ������

ein di�erentielles Polynom mit Koe�zienten aus K existiert	 f
ur das P x �
�
s
� � � gilt�

b� Ein Element a � L ist di�erentiell transzendent 
uber K	 wenn es nicht di�erentiell

algebraisch ist� Existiert wenigstens ein Element von L	 das di�erentiell transzen�

dent ist	 so wird die K
orpererweiterung L	K ebenfalls als di�erentiell transzendent

bezeichnet�
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Beispiel ���

Seien L und K de�niert wie in Beispiel ���� Die Funktion lns� � L ist di�e�

rentiell transzendent 
uber K	 weil au�er einer trivialen L
osung o�ensichtlich

kein endliches Polynom

P lns��
d

ds
lns���

d�

ds�
lns��� � � �� � � B ������

existiert� Aus diesem Grunde ist die K
orpererweiterung L	K di�erentiell tran�

szendent�

Eine Teilmenge T mit den Elementen f�iji � �� � � � � �g und T � L hei�t di�erentiell

K�algebraisch abh�angig	 wenn Elemente der Menge aller beliebigen Ableitungen f���i�i ji �

�� � � � � �� �i � �� �� �� � � �g ein Polynom P �
��i�
i � � � mit Koe�zienten in K erf
ullen� Anders

formuliert sind die �i � T nur dann di�erentiell K�algebraisch abh
angig	 wenn sie eine

algebraische Di�erentialgleichung erf
ullen� Eine Teilmenge T von L	 die nicht di�erentiell

K�algebraisch abh
angig ist	 wird dementsprechend di�erentiell K�algebraisch unabh�angig

genannt� Ist eine mit Tmax bezeichnete	 di�erentiellK�algebraisch unabh
angige Teilmenge

maximal bez
uglich der Inklusion in L	 hat Tmax also eine maximale Anzahl von Elementen	

so ist diese Menge eine di�erentielle Transzendenzbasis zu der Erweiterung L	K�

Auch f
ur di�erentielle Transzendenzbasen gilt ebenso wie in der allgemeinen Algebra	 da�

alle Transzendenzbasen einer di�erentiellen K
orpererweiterung L	K die gleiche M
achtig�

keit haben	 diese wird mit di�erentieller Transzendenzgrad von L	K bezeichnet� Wird die

Menge M so gew
ahlt	 da� K � M � L gilt	 dann l
a�t sich der di�erentielle Transzen�

denzgrad von L	K in Analogie zu Gl� ���� indirekt bestimmen Fliess ����b��

di�� trg L	K� � di�� trg L	M� � di�� trg M	K� � ����

Beispiel ��	

u � fuiji � �� � � � � �g sei eine di�erentielle Transzendenzbasis der Erweiterung L	K�

Mit K�u� wird der di�erentielle K
orper bezeichnet	 der aus di�erentiell rationalen

Funktionen in u� �u� � � � mit Koe�zienten in K besteht� Die Erweiterung L	K�u�

ist immer di�erentiell algebraisch	 obwohl im allgemeinen die K
orper L und K�u�

nicht 
ubereinstimmen� Dies l
a�t sich leicht erkl
aren	 wenn die zuvor diskutierten

Zusammenh
ange ber
ucksichtigt werden� Denn die Transzendenzbasis u enth
alt die

maximale Anzahl von transzendenten Elementen in L� Wenn diese nun in K�u�

enthalten sind	 so erf
ullen auch alle 
uber K transzendenten Elemente innerhalb von

L Polynome mit Koe�zienten in K�u�	 was gleichbedeutend ist mit

di�� Trg L	K�u� � � � B ������

Es existieren z� B� keine Koe�zienten �� � � K	 f
ur die das Polynom

P u�� u�� � �u� � �u� � � B ������
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gilt	 weil u� und u� per De�nition Transzendenzbasis "� unabh
angig voneinander

sind� In K�u� dagegen ist durch die triviale Koe�zientenwahl � � u� und � � 	u�
eine L
osung f
ur P u�� u�� � � zu �nden�

Zwischen den Eigenschaften einer di�erentiellen K
orpererweiterung und ihrem nichtdif�

ferentiellen� Transzendenzgrad besteht eine sehr n
utzliche Beziehung�

Satz ��� Fliess �����

Eine endlich generierte	 di�erentielle K
orpererweiterung ist dann und nur dann di�eren�

tiell algebraisch	 wenn ihr nichtdi�erentieller� Transzendenzgrad einen endlichen Wert

annimmt� �

Anschaulich bedeutet der Satz	 da� der nichtdi�erentielle� Transzendenzgrad einer K
or�

pererweiterung gerade der Anzahl an Startwerten entspricht	 die zur Bestimmung einer

L
osung der korrespondierenden	 algebraischen Di�erentialgleichungen ben
otigt wird� Die�

ser Zusammenhang wird in Abschnitt ��� n
aher erl
autert�

��� Di�erentielle Vektorr�aume

In Abschnitt ��� wurde die De�nition f
ur einen abstrakten Vektorraum gegeben� Darauf

aufbauend kann ein di�erentieller K�Vektorraum eingef
uhrt werden	 in dem neben den

genannten Gesetzm
a�igkeiten zus
atzlich eine einzelne Di�erentiation d	dt de�niert ist�

Unter der Voraussetzung	 da� K ein di�erentieller K
orper ist	 gilt in dem Vektorraum V


uber K der folgende Zusammenhang f
ur diese Di�erentiation�

d

dt
a�v� � a�v�� � �a�v� � a� �v� � �a�v� � a� �v� � a�� a� � K� � v��v� � V � ����

In Anlehnung an die K
orpertheorie sind auch zur Charakterisierung von Vektorr
aumen

eine Reihe von Bezeichnungen vorhanden� So ist eine Menge fviji � �� � � � � �g von Ele�

menten in V genau dann di�erentiell K�linear abh�angig	 wenn die Menge der Ableitungen

fv��i�i ji � �� � � � � �� �i � �� �� �� � � �g K�linear abh
angig ist� Eine Menge	 die nicht di�e�

rentiell K�linear abh
angig ist	 wird di�erentiell K�linear unabh�angig genannt� Innerhalb

eines Vektorraums existieren immer solche unabh
angigen Mengen mit einer maximalen

Anzahl von Elementen	 diese werden als di�erentielle Basen zu V bezeichnet� Alle di�e�

rentiellen Basen haben die gleiche M
achtigkeit	 die auch die di�erentielle Dimension von

V genannt wird�

Beispiel ��� Fliess �����

Unter R�t� ist die Menge aller reellen Polynome in der Variablen t zu verstehen�

R�t� �

�
�X
i��

ait
bi

�
� ai � R� bi �Z � B ������
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Diese l
a�t sich als di�erentieller R�Vektorraum V mit der unendlich dimensionalen

Basis ft�� t�� t�� � � �g interpretieren� Die einzelnen Polynome P t� sind als Vektoren in

V zu verstehen	 in Bild ��� ist dieser Sachverhalt f
ur einen Untervektorraum V � von

V veranschaulicht� Di�erenziert man ein beliebiges Polynom P t� � R�t� hinreichend

Bild ���� Interpretation des Polynoms P t� als Vektor im Vektorraum V � � ft� t�� t�g
Beispiel ����

oft nach t	 so ergibt sich	 unabh
angig vom betrachteten Polynom	 der Wert Null�

F
ur alle Polynome Pit� in R�t� gilt deshalb

�X
i��

P
��i�
i t�

"
� � f
ur �i hinreichend gro� � B ������

was gleichbedeutend ist mit der Aussage	 da� alle Polynome di�erentiell K�linear

abh
angig sind� Folglich ist die di�erentielle Dimension von R�t� gleich Null� Dem�

gegen
uber ist die nichtdi�erentielle� Dimension von R�t� unendlich gro�	 weil eine

unendliche Anzahl von reellen Polynomen in t existiert	 die im Vektorraum V von�

einander linear unabh
angig sind�

��� Primitive und zyklische Elemente

Man betrachte eine nichtdi�erentielle� endliche	 algebraische K
orpererweiterung E	F �

Ein wesentliches Resultat in der
�
klassischen� K
orpertheorie ist die De�nition des primi�

tiven Elementes einer Erweiterung E	F �

De�nition ��� Meyberg �����

Eine K
orpererweiterung E	F hei�t einfach	 wenn es ein a � E gibt mit E � F a�� In

diesem Fall hei�t a primitives Element von E	F � �

F
ur jede einfache K
orpererweiterung existiert demnach ein Element a	 so da� E genau

von F und a generiert wird� Zusammen mit der Aussage
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Satz ��� Meyberg �����

Jede endliche Erweiterung eines vollkommenen K
orpers ist eine einfache Erweiterung� �

erh
alt man ein Theorem	 das auf die Di�erentialalgebra erweitert werden kann� Jede

endliche	 di�erentiell algebraische K
orpererweiterung L	K hat genau dann ein di�erentiell

primitives Element �	 wenn K nicht nur aus konstanten Elementen besteht� Der K
orper

L wird in diesem Fall nur durch den K
orper K und das Element � generiert Fliess ������

Sind ai und bi Elemente in K	 so erh
alt man f
ur den K
orper L folglich

L � K��� � K �

��
	

mX
j��

aj� � aj��
�j� � aj��

�j�� � � � �� ajn�
�j�n

bj� � bj��
�j� � bj��

�j�� � � � �� bjn�
�j�n


�
� � �����

Ein 
ahnliches Ergebnis kann f
ur di�erentielle Vektorr
aume formuliert werden� Zun
achst

benennt man mit W� und W� zwei di�erentielleK�Vektorr
aume	 f
ur die W� � W� gilt und

die Erweiterung W�	W� endlich ist mit der di�erentiellen Dimension Null� Dann existiert

unter der Voraussetzung	 da� K nicht nur aus Konstanten besteht	 ein zyklisches Element

w � W� f
ur das W� � W� � �w� gilt� Der di�erentielle Vektorraum W� wird demnach

ausschlie�lich durch die Elemente von W� und das Element w generiert�

Beispiel ��
 Fliess �����

a� K sei ein K
orper	 der nur Konstanten als Elemente aufweist� F
ur eine di�eren�

tiell algebraische Erweiterung solch eines K
orpers existiert gem
a� obiger Aussage

kein di�erentiell primitives Element� Dies kann veranschaulicht werden	 wenn mit

L eine K
orpererweiterung zu K de�niert wird	 die aus K und den beiden Konstan�

ten x� und x� besteht� Diese Erweiterung ist wegen der Existenz der di�erentiellen

Polynome �x� � � und �x� � � di�erentiell algebraisch� F
ur den nichtdi�erentiellen�

Transzendenzgrad der K
orpererweiterung erh
alt man

trgL	K � � � B ������

Die Variable � soll nun als rationale Funktion aus x� und x� mit Koe�zienten in K

angesehen werden	 hieraus folgt unmittelbar �� � � bzw� � � const�� Deshalb ergibt

sich f
ur die K
orpererweiterung K���	K der nichtdi�erentielle� Transzendenzgrad

trgK���	K � � � B ������

Aufgrund der unterschiedlichen Transzendenzgrade k
onnen die beiden K
orpererwei�

terungen L	K und K���	K keinesfalls 
ubereinstimmen	 so da� L also nicht durch

K��� generiert wird� Folglich ist � kein di�erentiell primitives Element�

b� K sei jetzt ein K
orper	 der u� a� aus variablen Elementen �i besteht� Die di�eren�

tielle K
orpererweiterung L	K sei generiert durch die endliche Menge f��� � � � � �ng
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und als algebraisch angenommen	 es existieren demnach di�erentielle Polynome

P ���k�k � � �� Alle Linearkombinationen

nX
i��

�i�i �i � K � B ������

die keines der di�erentiellen Polynome P ���k�k � befriedigen	 sind nun di�erentiell

primitive Elemente� L entspricht also f
ur fast alle �i dem K
orper K�
Pn

i�� �i�i��

Eine zuf�allige Auswahl der �i sollte deshalb gen
ugen	 um ein primitives Element zu

erzeugen Fliess ������

� Di�erentialalgebraischer Ansatz zur Analyse nicht�

linearer Systeme

Im folgenden wird aufgezeigt	 wie die bisher erl
auterten Begri�e der Di�erentialalgebra

gezielt auf die Problemstellungen	 die sich bei der Analyse nichtlinearer Systeme ergeben	

angewendet werden k
onnen� Die Betrachtungen sind	 aus Gr
unden der Anschaulichkeit	

haupts
achlich auf analytisch lineare Systeme ALS� mit dem Zustandsmodell�

X
ALS

�xt� � axt�� �Bxt��ut�

yt� � Cxt� xt� � Rn� ut� � Rm� yt� � Rp

����

beschr
ankt� Aber auch allgemeinere Systemklassen als diese lassen sich mit Hilfe der

Di�erentialalgebra beschreiben�

��� Mathematische Beschreibung nichtlinearer Systeme

In der Algebra ist es 
ublich	 mit einer umfassenden Menge als Grundk
orper zu arbeiten

und die f
ur eine Probleml
osung ben
otigten Elemente als Teilmenge dieses Grundk
orpers

anzusehen� In der Di�erentialalgebra geht man analog vor	 indem in einem ersten Schritt

� als di�erentieller Grundk
orper de�niert wird� D� h�	 � entspricht den in Abschnitt �

formulierten Anforderungen an einen di�erentiellen K
orper und beinhaltet alle Elemente�

Mit k � � wird ein di�erentieller K
orper bezeichnet	 der mindestens alle Koe�zienten der

zu betrachtenden System�Di�erentialgleichungen beinhaltet� Im allgemeinen reichen f
ur

k die Mengen der rationalen oder reellen Zahlen aus� Der di�erentielle K
orper k�u� ist

dann die Menge aller rationalen Funktionen in den Elementen u � u�� � � � � um� sowie de�

ren zeitlichen Ableitungen mit Koe�zienten in k� Die Ein��Ausgangs�Di�erentialgleichun�

gen	 die ein Regelungssystem mit Eingangsvektor ut� und Ausgangsvektor yt� be�

schreiben	 werden nun mittels der endlich generierten K
orpererweiterung k�u�y�	k�u�

�Die Annahme einer linearen Ausgangsgleichung y�t� 
 Cx�t� bedeutet keine wesentliche Ein�

schr�ankung der Allgemeing�ultigkeit �vgl� Anhang A��
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modelliert	 wobei der di�erentielle K
orper k�u�y� gegen
uber k�u� zus
atzlich die p

Ausgangsgr
o�en y�� � � � � yp sowie deren zeitliche Ableitungen beinhaltet� Die Erweiterung

k�u�y�	k�u� wird auch als Dynamik bezeichnet�

Die m Eing
ange u�� � � � � um eines Systems werden nur dann voneinander unabh
angig ge�

nannt	 wenn ut� eine di�erentielle Transzendenzbasis der K
orpererweiterung k�u�y�	k

darstellt� Vergleicht man die Aussage mit der De�nition in Abschnitt �	 so sind die

Eing
ange nur dann voneinander unabh
angig	 wenn keine Polynome

P ui� �ui� � � �� � � � i � f�� � � � �mg ����

existieren� Dieser Zusammenhang ist einsichtig	 denn wenn zwei oder mehr Systemeing
ange


uber eine Di�erentialgleichung und im korrespondierenden	 realen System somit auch phy�

sikalisch miteinander verkn
upft sind	 so sind sie zwangsl
au�g voneinander abh
angig�

Die K
orpererweiterung k�u�y�	k�u� hat die Eigenschaft	 da� sie immer di�erentiell

algebraisch ist Fliess ����b�� Denn jedes System l
a�t sich generell	 unabh
angig davon	

ob es sich um ein lineares oder nichtlineares handelt	 durch eine oder mehrere implizite

Di�erentialgleichungen h
oherer Ordnungen in den Variablen yi� i � �� � � � � p und uk� k �

�� � � � �m beschreiben Schwarz ������

gy� �y� � � � �u� �u� � � �� � � � ����

Damit ist die Voraussetzung f
ur eine di�erentiell algebraische K
orpererweiterung	 n
amlich

da� ein Polynom P y� �y� � � �� � � mit Koe�zienten in fu� �u� � � �g existieren mu�	 f
ur

alle nichtlinearen Systeme erf
ullt	 deren beschreibende Di�erentialgleichungen entweder

algebraisch sind oder aber in eine algebraische Form 
uberf
uhrt werden k
onnen vgl� Ab�

schnitt �����

Anstatt ein System durch Di�erentialgleichungen h
oherer Ordnungen zu beschreiben ist

es oftmals zweckm
a�iger	 ein Zustandsmodell zu verwenden� Hierbei wird mittels einer

Zustandsvariablen xt� � Rn ein System durch mehrere	 im allgemeinen miteinander ge�

koppelte	 Di�erentialgleichungen erster Ordnung dargestellt� Satz ��� besagt nun	 da� jede

di�erentiell algebraische K
orpererweiterung einen endlichen nichtdi�erentiellen� Trans�

zendenzgrad aufweist	 der gerade der minimalen Anzahl von Startwerten entspricht	 deren

Kenntnis Voraussetzung f
ur eine numerische L
osung der zugeh
origen Di�erentialgleichun�

gen eines Systems ist�

Weil ein Zustandsmodell der Dimension n im allgemeinen genau n Startwerte ben
otigt	

erh
alt man unmittelbar eine Verkn
upfung zwischen Dynamik k�u�y�	k�u� und Zu�

standsmodell eines Systems� Und zwar entspricht die minimal m
ogliche Ordnung nmin

einer Systemrealisierung �x � f x�u� genau dem nichtdi�erentiellen� Transzendenzgrad

der K
orpererweiterung k�u�y�	k�u� Fliess ������
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Handelt es sich bei einem Zustandsmodell um eine Minimalrealisierung der Dimension

nmin	 so bilden die Zustandsvariablen x�� � � � � xnmin
eine nichtdi�erentielle� Transzendenz�

basis zu k�u�y�	k�u�� Allerdings ist es im allgemeinen unm
oglich	 genau diese Trans�

zendenzbasis xt� zu �nden	 f
ur die k�u�y� mit k�u�xt�� bzw� der von rationalen

Funktionen in xt� mit Koe�zienten in k�u� generierten Menge 
ubereinstimmt� Denn

es existieren unendlich viele Transzendenzbasen	 die 
uber Zustandstransformationen mit�

einander verkn
upft sind� Wichtiger ist jedoch aus mathematischer Sicht die Tatsache	 da�

die K
orpererweiterung k�u�y�	k�u�xt�� immer algebraisch ist	 da yt� � fxt��

gilt�

Man bezeichne nun mit � � f��� � � � � ��g� �  n eine endliche Menge von Elementen

in k�u�y�	 die eine Transzendenzbasis der K
orpererweiterung k�u�y�	k�u� bein�

halten� Es l
a�t sich zeigen	 da� alle zeitlichen Ableitungen f ���� � � � � ���g k�u��algebraisch

abh
angig 
uber der Menge � sind	 d� h�	 im allgemeinen Fall existieren PolynomeA�� � � � � A�


uber k mit

A� ���� ��u� �u� � � � �u���� � �
���

A� ��� � ��u� �u� � � � �u���� � � �

����

F
ur die spezielle Klasse der ALS z� B� vereinfacht sich Gl� ���� insoweit	 als da� die

zeitlichen Ableitungen der Eingangsgr
o�en verschwinden und ut� und die Ableitungen
��i nur linear eingehen�

Die Polynome A�� � � � � A� sind als implizite Di�erentialgleichungen erster Ordnung zu

verstehen	 die global 
uber k�u� g
ultig sind� Nur wenn die Jacobi�Matrix A mit

A �


���
�A�	� ��� �

� � �

� �A�	� ���

�
��� ����

den vollen Rang � aufweist	 existieren auch die expliziten Di�erentialgleichungen

��� � a���u� �u� � � � �u����
���

��� � a���u� �u� � � � �u���� �

����

Diese sind nur lokal in bestimmten Bereichen des Zustandsraums g
ultig	 da A keinen

vollen Rang hat an Stellen	 an denen eine eindeutige Au#
osung der impliziten Di�eren�

tialgleichungen nach den ��i nicht m
oglich ist�

Durch die Gleichungen ���� k
onnen zahlreiche nichtlineare Systeme beschrieben werden	

zumal	 wenn man die Ausf
uhrungen in Abschnitt ��� 
uber die Algebraisierung von Di�e�

rentialgleichungen ber
ucksichtigt� Als Beispiele der in Gl� ���� enthaltenen und zur Zeit
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besonders wichtigen Systemklassen k
onnen sowohl die bilinearen Systeme BLS� als auch

die ALS angegeben werden� Aber auch allgemeinere wie z� B� zustandslineare ZLS� oder

auch analytische Systeme AS� Schwarz ����� lassen sich mit der Di�erentialalgebra

erfassen�

Beispiel ���

Es wird ein ALS mit dem Zustandsmodell Svaricek �����

X
ALS

�xt� �


���

�

�

�

�
����


���

� �

x�t� �

x�t� �

�
���ut�

yt� �

�
� � �

� � �

�
xt�

B ������

betrachtet� Als di�erentieller K
orper k der Koe�zienten der Di�erentialgleichungen

wird die Menge der rationalen Zahlen Q verwendet� Q�u� ist folglich der K
orper

aller rationalen Funktionen in den Variablen u� und u� sowie deren zeitlichen Ab�

leitungen	 die Dynamik Q�u�y�	Q�u� entspricht einer endlichen	 di�erentiellen

K
orpererweiterung um die Variablen y� und y��

Die beiden Eing
ange u� und u� sind per Voraussetzung voneinander unabh
angig	 des�

halb existieren keine algebraischen Di�erentialgleichungen P u�� u�� �u�� �u�� � � �� � ��

Daraus folgt	 da� ut� eine di�erentielle Transzendenzbasis zu der K
orpererweite�

rung Q�u�y�	Q darstellt�

Die Ausgangsgr
o�en erf
ullen Di�erentialgleichungen	 die ausschlie�lich von u� �u� � � �

abh
angig sind	 denn aus

�y� � �x� � u�x�
�y� � �x� � u�x�

y� � �u�x� � u� �x� � �u�x� � u�u�

y� � �u�x� � u� �x� � �u�x� � u��x�

B ������

und

�x� � u�x� 
 x� �
�x�
u�

�
�y�
u�

y� � x� 
 x� � y�

�x� � u�x� 
 x� �
�x�
u�

�
�y�
u�

B ������
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ergeben sich die Ein��Ausgangsdi�erentialgleichungen


y� �
�u�
u�

�y� � u�u�

y
���
� �

� �u�
u�


y� �

�

u�
u�
	 �

�
�u�
u�

���
�y� � u��u� �

B ������

Beide Gr
o�en y� und y� erf
ullen also zumindest jeweils eine Di�erentialgleichung mit

rationalen Koe�zienten in Q�u�� Hieraus folgt unmittelbar	 da� die K
orpererwei�

terung Q�u�y�	Q�u� di�erentiell algebraisch ist�

Der nichtdi�erentielle� Transzendenzgrad von Q�u�y�	Q�u� bestimmt die mi�

nimale Dimension des Zustandsvektors xt� einer mathematischen Realisierung�

Da hierbei	 im Gegensatz zu den vorherigen Betrachtungen	 eine nichtdi�erenti�

elle Kenngr
o�e gefragt ist	 m
ussen die einzelnen K
orper auch als nichtdi�erentiell

angesehen werden� Demnach erweitert Q�u�y� den K
orper Q�u� um die Varia�

blen y�� y�� �y�� �y�� � � � � Der Transzendenzgrad entspricht nun gerade der Anzahl von

Elementen in Q�u�y�	 die voneinander 
uber Q�u� algebraisch unabh
angig sind�

Die Variablen y�	 y� sowie �y� sind o�enbar voneinander unabh
angig� Weil aus den

obigen Beziehungen der Zusammenhang

�y� � �x� � u�x� � u�y� B ������

resultiert	 ist �y� abh
angig von y�� Alle h
oheren Ableitungen 
y�� 
y�� � � � sind	 wie sich

durch weitere Di�erentiationen bzw� Ber
ucksichtigung von B ������ zeigen l
a�t	

ebenfalls von der Basis fy�� y�� �y�g abh
angig� Der Transzendenzgrad ist folglich gleich

�	 so da� ein Zustandsmodell f
ur das System mindestens eine Ordnung von � auf�

weist� Die Darstellung B ������	 von der ausgegangen wurde	 stellt also bereits eine

minimale Realisierung dar�

��� Kenngr�o�en nichtlinearer Systeme

Neben der gerade diskutierten Beschreibung von nichtlinearen Ein��Ausgangs� oder Zu�

standsmodellen ist es mit Hilfe der Di�erentialalgebra auch m
oglich	 zahlreiche Kenngr
o�

�en	 die aus der linearen Systemtheorie bekannt sind	 auf nichtlineare Systeme zu 
ubertra�

gen� Im folgenden wird eine Auswahl von wichtigen Kenngr
o�en mit deren De�nitionen

vorgestellt�

Ein Teil der Kenngr
o�en f
ur nichtlineare Systeme resultiert direkt aus den oben de�nierten

K
orpererweiterungen k�u�y�	k bzw� k�u�y�	k�u�� F
ur die weiteren Schritte ist es

sinnvoll	 zus
atzlich den di�erentiellen K
orper k�y� einzuf
uhren	 der der angewendeten

Nomenklatur zufolge aus rationalen Funktionen der Variablen y�i� mit Koe�zienten in k

besteht�
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����� Di�erentieller Rang

Eine f
ur die Analyse wichtige Kenngr
o�e ist der Rang eines Systems� F
ur LS entspricht

diese Gr
o�e gerade dem Rang der 
Ubertragungsmatrix F s� und ist f
ur eine Anzahl von

Systemeigenschaften wie z� B� die Invertierbarkeit von Interesse� F
ur nichtlineare Systeme

kann nun	 in Analogie hierzu	 ein di�erentieller Rang �� 
uber Fliess ����a�

�� � di�� trg k�y�	k ����

de�niert werden� Der di�erentielle Rang eines Systems entspricht also der maximalen

Anzahl der di�erentiell k�algebraisch unabh
angigen Elemente von k�y� bzw� der An�

zahl der voneinander unabh
angigen Ausgangsvariablen yi� i � �� � � � � p� F
ur �� gilt der

Zusammenhang Wey �����

�� � minm� p� � ����

Dies korrespondiert mit den Gegebenheiten bei LS� Insbesondere kann bei Anwendung der

Di�erentialalgebra auf LS bewiesen werden	 da� �� mit dem Rang der 
Ubertragungsmatrix

F s� 
ubereinstimmt�

Beispiel ���

a� Es werde nochmals das System aus Beispiel ��� verwendet� Der di�erentielle

K
orper k entspricht demzufolge der Menge der rationalen Zahlen Q� Die Erweite�

rung Q�y� wird durch die rationalen Zahlen und die beiden Ausgangsgr
o�en y�
und y� generiert� F
ur die Bestimmung des di�erentiellen Systemrangs ist nun der

di�erentielle Transzendenzgrad von Q�y�	Q zu bilden� Er entspricht gerade der

Anzahl von Ausgangsgr
o�en in Q�y�	 die keine algebraische Di�erentialgleichung

mit Koe�zienten in Q erf
ullen� Zwar existieren mit den Gln� B ������ und B ������

di�erentielle Beziehungen zwischen y� und y�	 allerdings mit nicht in Q enthaltenen

Koe�zienten wie z� B� u�� u�� � � � � Weil keine Polynome

P y�� y�� �y�� �y�� � � �� � � B ������

mit ausschlie�lich rationalen Koe�zienten existieren	 bilden die beiden Ausgangs�

gr
o�en eine Transzendenzbasis� Der di�erentielle Rang nimmt folglich den Wert

�� � di�� trg Q�y�	Q � � B ������

an�

b� Gegeben ist ein ALS mit den Systemmatrizen

ax� �


���

�

x��
�

�
��� � Bx� �


���

�

�

�

�
��� � C �

�
� � �

� � �

�
� B ������
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Das System hat einen Eingang u und zwei Ausg
ange y� und y�	 der Rang des Systems

kann demzufolge wegen Gl� ���� nicht gr
o�er als � sein� Es mu� also ein Polynom

P y�i�� � � existieren	 welches die beiden Ausgangsgr
o�en miteinander verkn
upft�

Bildet man die zeitlichen Ableitungen von y	 so erh
alt man

�y� � �x� � u

�y� � �x� � x�� 
 
y� � �x� �x� � �x�u �
B ������

Die Elimination von u f
uhrt dann zu der gesuchten Di�erentialbeziehung zwischen

y� und y��

�y� � u �

y�

�x�
� x� �

q
�y� � B ������

����� Invertierbarkeit

In Abh
angigkeit vom Rang l
a�t sich entscheiden	 ob ein System links� bzw� rechtsinver�

tierbar Fliess ����b� ist� Das sind wesentliche Systemeigenschaften	 die u� a� anzeigen	

ob sich aus Kenntnis der Ausgangsgr
o�e yt� eines Systems die Eingangsgr
o�e ut� be�

rechnen l
a�t� Vollst
andig analog zu den LS wird ein nichtlineares System als di�erentiell

linksinvertierbar bezeichnet	 wenn

�� � m ����

gilt und als di�erentiell rechtsinvertierbar 	 wenn der Zusammenhang

�� � p �����

erf
ullt ist� Es kann nun mit Hilfe der Di�erentialalgebra relativ einfach und elegant bewie�

sen werden	 da� auch bei nichtlinearen Systemen die Eingangsgr
o�e ut� genau nur dann

aus der Ausgangsgr
o�e yt� berechnet werden kann	 wenn das System di�erentiell links�

invertierbar ist� Denn aus den Gln� ���� und ���� folgt f
ur linksinvertierbare Systeme

sofort

di�� trg k�y�	k � m � �����

Au�erdem wurde bereits oben festgestellt	 da� die Menge fu�� � � � � umg eine di�erentielle

Transzendenzbasis der K
orpererweiterung k�u�y�	k ist� Man hat damit m voneinander

unabh
angige Eing
ange	 so da� der di�erentielle Transzendenzgrad von k�u�y�	k sich

folglich zu vgl� Abschnitt ����

di�� trg k�u�y�	k � m �����

ergibt�
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Die Anwendung der di�erentiellen Gradformel gem
a� Gl� ���� f
uhrt bei Ber
ucksichtigung

von ����� und ����� zu Fliess ����b�

di�� trg k�u�y�	k � di�� trg k�u�y�	k�y� � di�� trg k�y�	k

� m � di�� trg k�u�y�	k�y� � m


 di�� trg k�u�y�	k�y� � � �

�����

Die Menge fu�� � � � � umg ist demzufolge di�erentiell algebraisch 
uber k�y�	 so da� alle

ui durch algebraische Di�erentialgleichungen mit Koe�zienten in k und fy� �y� � � �g be�

schrieben werden� F
ur di�erentiell linksinvertierbare Systeme kann daher allein aus der

Kenntnis der Ausgangsgr
o�e yt� die Eingangsgr
o�e ut� ermittelt werden�

����� Struktur im Unendlichen nichtlinearer Systeme

Weitere wesentliche Kenngr
o�en nichtlinearer Systeme lassen sich anhand der sogenann�

ten Nullstellenstruktur im Unendlichen de�nieren� Dieser Begri�	 der bei LS direkt mit

den Di�erenzengraden der 
Ubertragungsmatrix F s� verkn
upft ist	 hat f
ur nichtlineare

Systeme keine derart anschauliche Grundlage� Dennoch kann die Struktur im Unendlichen

als eine aussagekr
aftige Gr
o�e f
ur die Analyse nichtlinearer Systeme angesehen werden�

Als einer der ersten	 der die Di�erentialalgebra im Bereich der nichtlinearen Regelungs�

theorie verwendete	 f
uhrte Fliess ����a� eine algebraische De�nition f
ur die Struktur im

Unendlichen von ALS ein� Diese wird anhand von di�erentiellen k�Vektorr
aumen erstellt	

welche aus den Di�erentialen der Ein� und Ausgangsgr
o�en resultieren� Im Gegensatz

zur di�erentialgeometrisch de�nierten Struktur im Unendlichen verf
ugt die algebraische

Darstellung 
uber eine Reihe von Vorteilen	 z� B� ist sie global 
uber dem Zustandsraum

eines Systems g
ultig Wey ������

Geht man von einem ALS�Zustandsmodell gem
a� ���� aus	 so lassen sich zun
achst die

zeitlichen Ableitungen der Ausgangsgr
o�e durch den Zusammenhang

�yt� � �yx�u� �
�y

�x
�ax� �Bx�u�


yt� � 
yx�u� �u� �
� �y

�x
�ax� �Bx�u� �

� �y

�u
�u

���

y�k	�� � y�k	��x�u� � � � �u�k�� �
�y�k�

�x
�ax� �Bx�u� �

k��X
i��

�y�k�

�u�i�
u�i	�� �

�����

beschreiben� Hierbei sind die y�i�t� nicht nur Funktionen der Eingangsgr
o�e ut� und de�

ren zeitlichen Ableitungen	 sondern auch vom Zustand xt�� Will man auf die Betrachtung

einer reinen Ein��Ausgangsdarstellung Gl� ����� verzichten und die zeitlichen Ableitun�

gen der Ausgangsgr
o�en in der Form ����� di�erentialalgebraisch beschreiben	 so reicht
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der oben de�nierte K
orper k�u� hierf
ur nicht aus� Denn in ihm sind keine Funktionen

in xt� enthalten	 die aber als Koe�zienten der Di�erentialgleichungen ben
otigt werden�

Deshalb wird nun der di�erentielle K
orper K eingef
uhrt	 der neben k�u� auch alle ra�

tionalen Funktionen in xt� als Elemente enthalten soll� K besteht also aus rationalen

Funktionen in u� � � � �u�n���� mit meromorphen� Koe�zienten in der Variablen xt� Di

Benedetto u� a� ������

Im Gegensatz zum K
orper k�u�y� enth
alt K keine zeitlichen Ableitungen von xt�� Dies

ist aus mathematischer Sicht sinnvoll	 denn durch sukzessives Einsetzen der Zustandsglei�

chungen vgl� ������ tritt in den Di�erentialgleichungen kein Koe�zient mit zeitlichen

Ableitungen von xt� auf� Unter Verwendung des mit der Zustandsgleichung

�xt� � axt�� �Bxt��ut� �����

eines ALS korrespondierenden	 maximalen di�erentiellen Ideals I kann K auch durch eine

K
orpererweiterung ausgedr
uckt werden� Und zwar entspricht K genau dem K
orper	 um

den I erweitert werden mu�	 damit man k�u�y� erh
alt�

K � k�u�y�	 I � �����

Dieser Zusammenhang ist o�ensichtlich	 denn I enth
alt gerade die �xt� und somit auch

alle h
oheren zeitlichen Ableitungen von xt� di�erentielles Ideal� a � I 
 �a � I��


Uber dem di�erentiellen K
orper K wird nun ein di�erentieller Vektorraum F de�niert� Er

wird aufgespannt durch die Basis fdu� � � � � du�n���g	 wobei der Operator  d die Bildung

eines Di�erentials entsprechend der Gleichung

d�v� �
jX

i��

��v�

�vi
dvi �����

bedeutet�

Beispiel ���

Die Elemente der Vektorraum�Basis von F sind in der vorliegenden Schreibweise in

sogenannten lokalen Koordinaten notiert� Aus dieser Darstellung resultiert unmit�

telbar die bekanntere	 aber schreibaufwendigere Vektorschreibweise	 z� B� f
ur n � �

und m � � 
�

span fdu�� du�� d �u�� d �u�g � span

������
����	


�����

�

�

�

�

�
����� �

�����

�

�

�

�

�
����� � � � � �


�����

�

�

�

�

�
�����


�����
�����

B ������

�Eine Funktion hei�t meromorph	 innerhalb eines oenen Gebiets �	 wenn sie in � analytisch ist bis

auf Pole� Die Polstellen einer meromorphen Funktion sind stets isoliert	 d� h� innerhalb einer gewissen

Umgebung der Polstelle ist die Funktion analytisch� Dasselbe gilt f�ur die Nullstellen der Funktion �Engell

������
�Der Operator span steht f�ur den von seinen Argumenten aufgespannten Vektorraum �vgl� Anhang B��
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Anhand der Gleichung ist sofort zu erkennen	 da� die Di�erentiale du�i� keine Va�

riablen darstellen	 die Zahlenwerte annehmen� Vielmehr m
ussen sie in Bezug auf

den K
orper K gesehen werden und k
onnen als die aufspannenden Vektoren des

K�Vektorraums F interpretiert werden�

Die Projektionen der Ausgangsgr
o�en�Di�erentiale dy�i�� � � i � n 
uber K spannen nun

di�erentielle K�Vektorr
aume auf	 deren di�erentielle Dimensionen mit �i bezeichnet wer�

den� Aus diesen �i l
a�t sich direkt die Nullstellenstruktur im Unendlichen eines Systems

ableiten Fliess ����a��

Ein Problem liegt in der praktischen Bestimmung der di�erentiellen Dimensionen der

Vektorr
aume� Moog ����� f
uhrt deshalb eine Erweiterung der Basis von F um die Di�e�

rentiale fdx�� � � � � dxng ein� Der daraus resultierende Vektorraum wird im weiteren mit E
benannt� Der wesentliche Vorteil von E liegt darin	 da� er als gew�ohnlicher Vektorraum

interpretiert werden kann� Gleiches gilt f
ur die K�Vektorr
aume der Projektionen der Aus�

gangsgr
o�en�Di�erentiale	 wenn sie ebenfalls um die dxi erweitert werden� Im einzelnen

ergeben sich die erweiterten K�Vektorr
aume damit zu

E� �� span fdxg � span fdx�� � � � � dxng
E� �� span fdx� d �yg � span fdx�� � � � � dxn� d �y�� � � � � d �ypg

���

En �� span
n
dx� d �y� � � � � dy�n�

o
�

�����

Die Di�erentiale d �y� d
y� � � � � dy�n� sind aufgrund der Gln� ����� und ����� Funktionen in

den Elementen der Basis fdx� du� d �u� � � � � du�n���g von E� Sie k
onnen somit als Vektoren

in E aufgefa�t werden	 die ihrerseits wieder Vektorr
aume aufspannen� Es gilt daher der

Zusammenhang E� � � � � � En � E� Die Vektorr
aume E� bis E� dieser Kette sind in

Bild ���� Kette von Vektorr
aumen E� � E� � E�

Bild ��� schematisch wiedergegeben	 die mit dx	 du und d �u gekennzeichneten Vektoren

sind hierbei als Stellvertreter f
ur mehrdimensionale R
aume zu verstehen�
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Beispiel ��� Nijmeijer �����

Gegeben sei ein ALS mit xt� � R�	 ut� � R�	 yt� � R� und

ax� �


���

�

x�
x�

�
��� � Bx� �


���

� �

� x�
� �

�
��� � C �

�
� � �

� � �

�
� B ������

Zun
achst berechnet man die erste zeitliche Ableitung der Ausgangsgr
o�en und dar�

aus die zugeh
origen Di�erentiale�

�y� � �x� � x� � x�u�

�y� � �x� � x� � u�


 d �y� � dx� � x�du� � u�dx�

d �y� � dx� � du� �

B ������

Die Basis f
ur den Vektorraum E ist

fdx�� dx�� dx�� du�� du�� d �u�� d �u�� d
u�� d
u�g � B ������

so da� sich f
ur die ersten beiden Untervektorr
aume folgende Ergebnisse errechnen

lassen�

E� � span fdx�� dx�� dx�g � span

������������
����������	


�����������

�

�

�

�

�

�

�
�����������
�


�����������

�

�

�

�

�

�

�
�����������
�


�����������

�

�

�

�

�

�

�
�����������


�����������
�����������

E� � span fdx�� dx�� dx�� d �y�� d �y�g
� span fdx�� dx�� dx�� dx� � u�dx� � x�du�� dx� � du�g

� span

������������
����������	


�����������

�

�

�

�

�

�

�
�����������
�


�����������
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�

�

�
�����������
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�����������
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�
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�

�

�

�
�����������
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�����������

�

u�
�

�

x�
�

�
�����������
�


�����������

�

�

�

�

�

�

�
�����������


�����������
�����������

�

B ������

Im weiteren m
ussen zur De�nition einer Struktur im Unendlichen die nun nichtdi�eren�

tiellen Dimensionen

�k � dimEk � k � �� � � � � n �����

bestimmt werden�



� Di�erentialalgebraischer Ansatz zur Analyse nichtlinearer Systeme ��

Beispiel ��	

Besonders einfach l
a�t sich die Dimension eines Vektorraums durch eine Rangbestim�

mung der Matrix errechnen	 deren Spalten den aufspannenden Vektoren entsprechen��

In Beispiel ��� ergibt sich z� B� f
ur die Dimension von E�

�� � dimE� � rang


�����

� � �

� � �

� � �

�

�
����� � � � B ������

Die de�nierten Vektorr
aume E�� � � � � En und deren Dimensionen enthalten eine Reihe von

strukturellen Informationen 
uber das zugeh
orige System� U� a� kann mit ihnen sofort eine

nichtdi�erentielle De�nition f
ur die Struktur im Unendlichen abgeleitet werden�

De�nition ��� Moog �����

Die Anzahl der NU der Ordnung kleiner oder gleich k	 k  �	 ist �k � �k 	 �k��� Die

Nullstellenstruktur im Unendlichen ist gegeben durch f��� � � � � �ng	 die Anzahl der NU

mit der Ordnung k ist identisch mit der Di�erenz �k 	 �k��� �

Anhand der NU k
onnen nun wichtige Kenngr
o�en nichtlinearer Systeme sehr einfach mit

gew
ohnlichen mathematischen Hilfsmitteln berechnet werden	 so unter anderem auch der

di�erentielle Rang	 f
ur den der Zusammenhang

�� � �n �����

gilt Fliess ����a	 Di Benedetto u� a� ������ Au�erdem lassen sich so wesentliche Systemei�

genschaften wie Block�Entkoppelbarkeit 	 St�orentkoppelbarkeit oder Nulldynamik Schwarz

����� mit Hilfe der NU beschreiben�

Die Kette von Untervektorr
aumen von E beinhaltet zudem weitere	 zum Teil noch nicht

vollst
andig erforschte	 strukturelle Informationen 
uber nichtlineare Systeme� Diese lassen

sich alle mit Hilfe der
�
herk
ommlichen� Algebra analysieren	 weil	 wie oben erw
ahnt	 die

Ei gew
ohnliche	 nichtdi�erentielle Vektorr
aume darstellen�

�Siehe auch Anhang B�



� Zusammenfassung und Ausblick ��

� Zusammenfassung und Ausblick

Der vorliegende Bericht gibt einen 
Uberblick 
uber die Grundlagen der Di�erentialalgebra�

Aufbauend auf der
�
klassischen� Algebra werden die wichtigsten Begri�e dieser mathe�

matischen Theorie genannt und anhand von zahlreichen Beispielen ausf
uhrlich erl
autert�

Im Anschlu� daran wird der Einsatz der Di�erentialalgebra bei der Analyse nichtlinea�

rer Regelungssysteme vorgestellt� Es zeigt sich	 da� eine Reihe von Systemkenngr
o�en	

die von linearen Systemen her bekannt sind	 mit Hilfe der Di�erentialalgebra einfach auf

nichtlineare Systeme 
ubertragen werden k
onnen� 
Uberhaupt lassen sich die mathemati�

schen Zusammenh
ange	 die bei nichtlinearen Systemen sehr komplex ausfallen	 mit der

Di�erentialalgebra deutlich eleganter und einfacher beschreiben	 als es mit 
ublichen ma�

thematischen Ans
atzen m
oglich ist� Aus diesem Grund spielt die Di�erentialalgebra bei

der Systemanalyse mittlerweile eine ebenso wichtige Rolle wie die wesentlich fr
uher in die

nichtlineare Systemtheorie eingef
uhrte Di�erentialgeometrie�

Eine Anzahl von Problemstellungen auf dem Gebiet der nichtlinearen Regelungstheorie

konnte bereits di�erentialalgebraisch analysiert werden� Zu nennen sind u� a� die Block�

und St
orentkopplung durch statische und dynamische Zustandsr
uckf
uhrung	 die Steuer�

barkeit sowie die Invertierbarkeit von ALS�

Die Forschung auf dem Gebiet der di�erentialalgebraischen Analyse nichtlinearer Syste�

me ist zur Zeit jedoch noch nicht abgeschlossen	 die bisher erarbeiteten Ergebnisse sind

vielversprechend� Es kann deshalb davon ausgegangen werden	 da� in absehbarer Zeit

weitere Fragestellungen bez
uglich nichtlinearer Systeme und deren Regelung mit Hilfe

der Di�erentialalgebra gel
ost werden k
onnen� Vor allem im Bereich der Nullstellen im

Unendlichen und bei der De�nition struktureller Systemeigenschaften ist noch ein erheb�

liches Forschungspotential vorhanden�
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A ALS mit einer linear vom Zustand abh�angigen Ausgangsgr�o	e ��

A ALS mit einer linear vom Zustand abh�angigen Aus�

gangsgr�o
e

Wird das Zustandsmodell f
ur ein ALS

X
ALS

�xt� � axt�� �Bxt��ut�

yt� � cxt�� � x� � xt��
A���

mit xt� � Rn	 ut� � Rm und yt� � Rp verwendet	 so bedeutet die Annahme einer

linearen Ausgangsgleichung der Form

yt� � Cxt� A���

keine Einschr
ankung der Allgemeing
ultigkeit	 weil ein System mit einer als analytisch

vorausgesetzten Ausgangsgr
o�e cxt�� in eines gem
a� Gl� A��� umgewandelt werden

kann Schwarz ������

Zu diesem Zweck wird die Ausgangsgr
o�e di�erenziert�

�yt� �
�cxt��

�x
�xt� � cxxt���axt�� �Bxt��ut�� A���

und ein erweiterter Zustandsvektor

zt� �

�
xt�

yt�

�
� zt� � Rn	p A���

eingef
uhrt� Daraus erh
alt man das neue Zustandsmodell

X
ALS

�zt� �

�
axt��

cxxt��axt��

�
�

�
Bxt��

cxxt��Bxt��

�
ut�

yt� � � � � � � � � � � � � �� �z �
p�mal

�zt� � z� � zt�� �

�
xt��

yt��

�
�

A���

welches jetzt eine von der Zustandsgr
o�e nur linear abh
angige Ausgangsgr
o�e aufweist�

Das neue System A��� ist	 obwohl die Dimension seines Zustandsvektors um p gegen
uber

dem urspr
unglichen gr
o�er ist	 
aquivalent zu dem entsprechenden System mit nichtlinearer

Verkn
upfung von Ausgangsgr
o�e yt� und Zustandsvektor xt�� Insbesondere bleibt auch

die Nullstellenstruktur im Unendlichen eines Systems bei dieser Umformung erhalten�



B Operatoren f�ur Vektorfelder ��

B Operatoren f�ur Vektorfelder

Ein Vektorfeld fx� ist eine abk
urzende Schreibweise f
ur

f x� �


������

f�x�

f�x�
���

fmx�

�
������ �


������
f�x�� x�� � � � � xn�

f�x�� x�� � � � � xn�
���

fmx�� x�� � � � � xn�

�
������ � B���

Durch ein Vektorfeld fx� wird ein Punkt x � Rn in einen Punkt f x� � Rm abgebildet�

Rn � Rm�

Unter einer Jacobi�Matrix zu einem Vektorfeld f x� versteht man dessen Di�erentiation

nach dem Argument x	 die abk
urzende Schreibweise hierf
ur ist fxx�� Ausgeschrieben

ergibt sich die Jacobi�Matrix zu�

fxx� �
�f x�

�x

�


��������������

�f�
�x�

�f�
�x�

� � � �f�
�xn

�f�
�x�

�f�
�x�

� � � �f�
�xn

���
���

� � �
���

�fm
�x�

�fm
�x�

� � � �fm
�xn

�
��������������

�

B���

Die Lie�Ableitung Lf�x� einer skalarwertigen Funktion �x� entlang eines Vektorfeldes

f x� f
uhrt zu einer skalaren Funktion

Lf�x� �
nX
i��

��x�

�xi
fix�� � � � � xn� � B���

De�niert man die Ableitung einer skalarwertigen Funktion �x� nach dem vektoriellen

Argument x als Vektor�
��x�

�x

�T
�

�
��

�x�
� � � � �

��

�xn

�
� B���

so kann die Lie�Ableitung auch geschrieben werden als das Skalarprodukt

Lf�x� �

�
��x�

�x

�T
� f x� � rT�x� � f x� � B���



B Operatoren f�ur Vektorfelder ��

Eine mehrfache Lie�Ableitung	 zun
achst entlang eines Vektorfeldes f �x� und dann ent�

lang eines Vektorfeldes f �x�	 kann durch wiederholtes Anwenden von Gl� B��� ermittelt

werden�

Lf
�

Lf
�

�x� �


��Lf

�

�x��

�x

�
�T � f�x�

�


� �

�x

�
����x�

�x

�T
� f �x�

�
A
�
�T � f �x� �

B���

Eine weitere De�nition im Zusammenhang mit der Lie�Ableitung ist die k�fache Lie�

Ableitung Lk

f
�x� von �x� entlang f x�	 die gegeben ist durch die rekursive Beziehung

Lk

f
�x� �


���Lk��

f
�x��

�x

�
��
T

� f x�

mit L�
f
�x� � �x� �

B���

Die Lie�Klammer �f�x��f �x�� zweier Vektorfelder ist durch den Zusammenhang

�f �x��f �x�� � f �x
x�f�x�	 f �x

x�f �x� B���

de�niert� F
ur die Lie�Klammer k
onnen die folgenden Rechenregeln notiert werden�

� �f�x�� f�x�� � 	�f�x�� f�x��

� Jacobi�Identit
at�

��f�x�� f�x��� f�x�� � ��f�x�� f�x��� f�x�� � ��f�x�� f�x��� f�x�� � �

� �af�x� � bf�x��f�x�� � a�f�x��f �x�� � b�f�x��f�x��

Der Operator span bezeichnet einen Vektorraum bzw� eine Distribution Dx�	 die von

den Vektorfeldern	 auf die span angewendet wird	 aufgespannt ist�

Dx� � span ff �x��f �x�� � � � �fdx�g B���

Ordnet man die Vektorfelder spaltenweise zu einer Matrix

F x� � �f�x�jf�x�j � � � jf dx�� B����

an	 dann kann Dx� auch mittels des Operators bild notiert werden�

Dx� � bild F x� � B����

Der Operator dim bezeichnet die Dimension einer DistributionDx�	 mit Hilfe der Matrix

F x� aus Gl� B���� l
a�t er sich auf eine Rangbestimmung zur
uckf
uhren�

dimDx� � rangF x� � B����


