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�Ubersicht� Der Entwurf eines Fuzzy�Systems f
ur komplexe	 zeitvariante und�oder nicht�

lineare Regelstrecken basiert im allgemeinen auf linguistischen Regeln �Produktionsre�

geln	 Bedingungs�Aktionsregeln� Diese Regeln repr
asentieren das Wissen 
uber den Pro�

ze� und die Erfahrung eines mit dem Proze� besch
aftigten Experten� Hierbei stellt die

Wissensakquisition einen sehr zeitaufwendigen Proze� dar	 weil Experten typischerwei�

se ihre Entscheidungs�ndung nicht in irgendeiner formalen Art strukturieren� Sie ha�

ben gro�e Schwierigkeiten	 die Schlu�folgerungsschritte	 die sie durchf
uhren	 zu isolieren

und zu beschreiben� Einen Ansatz liefert die Darstellung der Algorithmen mit Hilfe von

wenn� � �dann� � ��Regeln� Dieser wissensbasierte Formalismus stellt auf der einen Sei�

te eine leicht nachvollziehbare und 
ubersichtliche Beschreibung der Wirkzusammenh
ange

dar� Jedoch entzieht sich diese Beschreibungsform auf der anderen Seite der Anwendung

von bekannten analytischen Verfahren zur Analyse und Synthese von dynamischen Sy�

stemen� Im Rahmen dieses Forschungsberichts wird eine M
oglichkeit aufgezeigt	 wie aus

einer regelbasierten Beschreibungsform eine analytische Darstellung f
ur ein Fuzzy�System

mit Ausnahme von wenigen Singularit
aten f
ur den gesamten De�nitionsbereich gefunden

werden kann�
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�A�x Zugeh
origkeitsgrad des Elementes x zur Menge A

X �Y De�nitionsbereich	 Wertebereich

� leere Menge
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� Einleitung �

� Einleitung

Der Entwurf eines Fuzzy�Reglers oder eines Fuzzy�Modells �Fuzzy�Systems f
ur kom�

plexe	 zeitvariante und�oder nichtlineare dynamische Systeme basiert im allgemeinen auf

linguistisch formulierten Regeln �Produktionsregeln� Diese Regeln repr
asentieren nur teil�

weise das Wissen 
uber den Proze� und die Erfahrung eines mit dem Proze� besch
aftig�

ten Experten	 der diesen nach heuristischen Gesichtspunkten erfolgreich steuert und an�

gemessene Schlu�folgerungen zieht �Zadeh ����� Produktionsregeln werden manchmal

auch Bedingungs�Aktions�Regeln oder Situations�Aktions�Regeln genannt� Ihr Nutzen

in der Systemtheorie liegt in der M
oglichkeit	 empirische Assoziationen zwischen Daten

darzustellen und Aktionen	 die das System als Konsequenz ausf
uhren soll	 zu beschreiben

�Jackson ����� Die Heuristik ist eine Methode	 um bei unvollst
andiger Information neue

Erkenntnisse zu gewinnen �Herden und Hein ����� Mit der heuristischen Beschreibung


uber Produktionsregeln k
onnen Situationen	 die vom mathematischen Standpunkt aus �

Beschreibung 
uber Di�erential� und�oder Di�erenzengleichungen � �axiomatische Sy�

stemanalyse	 analytische Beschreibung f
ur eine geschlossene L
osung zu kompliziert sind

oder f
ur die noch keine geschlossene L
osung bekannt ist	 
ubersichtlich erfa�t und beschrie�

ben werden� Die qualitativen Informationen lassen sich durch linguistische Variablen und

Regeln mathematisch beschreiben und stehen dann einer Auswertung mit Hilfe eines Pro�

zessors zur Verf
ugung� Die Werte der linguistischen Variablen sind 
uber Fuzzy�Mengen

und entsprechende Zugeh
origkeitsfunktionen de�niert� Mit zunehmenden Informationen

und notwendigen Erfahrungen 
uber einen Proze�	 die f
ur die Steuerung und Regelung

verwendet werden	 vergr
o�ert sich ebenfalls die Regelbasis� Parallel zur Zunahme der An�

zahl an linguistischen Regeln steigt die Detailkenntnis und die Rechenzeit f
ur eine on line

Abarbeitung der linguistischen Regelbasis zur Regelung oder Steuerung des Systems� Das

Problem der Rechenzeit kann je nach Anwendungsfall durch eine on line Abarbeitung

einer der Regelbasis 
aquivalenten einfacheren Struktur	 einer o� line Auswertung der Re�

gelbasis oder durch eine Kombination beider Verfahren zur Stellgr
o�engenerierung gel
ost

werden�

Die Darstellung der Algorithmen f
ur Fuzzy�Systememit Hilfe von linguistischenwenn� � �

dann� � ��Regeln stellt auf der einen Seite eine leicht nachvollziehbare und 
ubersichtliche

Beschreibung der Wirkzusammenh
ange zwischen den Eingangs� und Ausgangsgr
o�en dar�

Diese Beschreibungsform wird regelbasierte Darstellung von funktionalen Abh
angigkeiten

genannt� Jedoch entzieht sich diese Darstellungsform auf der anderen Seite der Anwen�

dung von bekannten analytischen Verfahren zur Analyse und Synthese von dynamischen

Systemen	 da die linguistischen Bedingungs�Aktions�Regeln nicht als geschlossene Be�

schreibung im Sinne einer funktionalen analytischen Eingangs�Ausgangsbeziehung mit

analytischen Eigenschaften dargestellt werden k
onnen� Unter analytischen Verfahren sind

Methoden zusammengefa�t	 zu deren Anwendung und Auswertung auf analytische Funk�

tionen �Bronstein und Semendjajew ����� ��� zur
uckgegri�en wird� So erfolgt beispiels�

weise bei der analytischen Optimierung die L
osung des Extremwertproblems 
uber die



� Einleitung �

Auswertung der notwendigen und der hinreichenden Bedingungen� Bei der analytischen

Optimierung mu� die Zielfunktion explizit als Funktion der Entwurfsparameter vorlie�

gen und dar
uber hinaus auch Bedingungen hinsichtlich ihrer Di�erenzierbarkeit und Ste�

tigkeit erf
ullen� Die analytische Funktion zur Beschreibung des linguistisch formulierten

Fuzzy�Systems bietet einen Ansatz	 um eine Br
ucke von Fuzzy�Systemen zu Analyti�

schen Systemen �Schwarz ���� zu schlagen� Unter einer analytischen Darstellung einer

funktionalen Abh
angigkeit zwischen Gr
o�en ist die Beschreibungsform zu verstehen	 die

die Gr
o�en durch Gleichungen einander zuordnen �Smirnow ����� Die Gr
o�en werden in

den Gleichungen verschiedenen mathematischen Rechenoperationen �Addition	 Subtrak�

tion	 Multiplikation	 Division	 Logarithmieren	 � � �  unterworfen� Kann eine analytische

Darstellungsform f
ur regelbasierte Fuzzy�Systeme gefunden werden	 dann bietet diese die

M
oglichkeit	 die f
ur Analytische Systeme bekannten Analyse� �Untersuchung der Erreich�

barkeit	 Beobachtbarkeit	 Steuerbarkeit	 � � �  und Syntheseverfahren �Linearisierung durch

Zustandsr
uckf
uhrung	 Folgeregelung	 St
orsignalentkopplung	 � � �  auf Fuzzy�Systeme zu


ubertragen�

Im Rahmen dieses Forschungsberichts wird eine M
oglichkeit aufgezeigt	 wie aus einer

Beschreibung eines Algorithmus mit wenn� � �dann� � ��Regeln �linguistische Beschrei�

bungsform eine funktionale Darstellung f
ur ein Fuzzy�System bestimmt werden kann	

die bis auf einige Singularit
aten eine analytische Funktion 
uber dem De�nitionsbereich

ist� Zun
achst wird in Abschnitt � der Unterschied zwischen einer o� line und einer on line

Regelabarbeitung bezogen auf die Regelungsaufgabe und die damit verbundenen Schwie�

rigkeiten f
ur die Darstellung des Algorithmus in einer analytischen Form erl
autert� Hervor�

zuheben sind hier die Minimum� und die Maximumoperation bei der Inferenzbildung nach

Mamdani �Lee ����� In Abschnitt � werden f
ur den Minimum� und den Maximumope�

rator sowie f
ur die Eingangsgr
o�enbeschr
ankung Funktionen hergeleitet	 die in Abschnitt

� an einem einfachen Beispiel ausgewertet werden� Die funktionalen Beschreibungsfor�

men f
ur den Minimum�	 den Maximumoperator und die Eingangsgr
o�enbeschr
ankung

erm
oglichen die sequentielle Abarbeitung der Fuzzy�zierung	 der Inferenzbildung und der

Defuzzy�zierung durch einen mathematischen Ausdruck	 der eine funktionale Beziehung

zwischen den gemessenen Eingangsgr
o�en und der scharfen Stellgr
o�e darstellt	 zu erset�

zen� Eine Zusammenfassung und ein Ausblick in Abschnitt � schlie�en den Forschungs�

bericht�



� O� line und on line Regelabarbeitung �

� O� line und on line Regelabarbeitung

��� O� line Aggregation der Regelbasis

Den Rechenzeitproblemen bei der on line Auswertung der linguistischen Regelbasis eines

Fuzzy�Systems kann durch eine o� line Abarbeitung der linguistischenwenn� � �dann� � ��

Regeln	 die ein Kennfeld f
ur den Algorithmus liefert	 begegnet werden� Bei der o� line

Auswertung werden die De�nitionsbereiche der beschr
ankten Eingangsgr
o�en des Fuzzy�

Systems in diskrete Intervalle unterteilt� Die Schrittweite der Diskretisierung orientiert

sich an dem speziellen physikalischen Problem und darf nicht zu gro� gew
ahlt werden	

um ein System mit zu stark quantisierten Stellaktionen zu vermeiden� So ist eine Dis�

kretisierung mit sehr kleiner Schrittweite f
ur die De�nitionsbereiche der Eingangsgr
o�en

um den Nullpunkt f
ur eine Festwertregelung von Vorteil	 dagegen spricht f
ur eine Folge�

regelung eine 
uber dem gesamten De�nitionsbereich gleichm
a�ige Diskretisierung� Damit

kann gew
ahrleistet werden	 da� auf jede Regelabweichung eine individuelle Stellaktion

folgt� Anschlie�end k
onnen f
ur alle Kombinationen von diskreten Eingangsgr
o�en die Aus�

gangsgr
o�en des Fuzzy�Systems mit Hilfe der Fuzzy�zierung	 der Inferenzbildung und

der Defuzzy�zierung berechnet werden� Dazu sind die physikalischen Systemeingangs�

gr
o�en zun
achst auf die linguistischen Variablen abzubilden �Fuzzy�zierung� Um die

Me�gr
o�en auf die Fuzzy�Mengen zu transformieren	 werden Zugeh
origkeitsfunktionen

de�niert	 die den Zugeh
origkeitsgrad der physikalischen Gr
o�e zur unscharfen Menge der

Fuzzy�Variablen angeben�


Uber die Verkn
upfung der Fuzzy�Mengen f
ur die Eingangsgr
o�en beispielsweise nach

der Methode nach Mamdani �Zadeh ����	 Zadeh ����	 Lee ����	 Bertram ����	 Preu�

����a und ����b � Minimum�Operator f
ur eine und�Verkn
upfung �Implikation und

Maximum�Operator f
ur eine oder�Verkn
upfung �Komposition � werden die lingui�

stischen Werte f
ur die Ausgangsgr
o�e berechnet �Inferenzbildung� Die Aggregation der

Regeln 
uber die Implikation und die Komposition liefert f
ur jede Ausgangsgr
o�e mehrere	

als Fuzzy�Mengen linguistisch de�nierte	 Werte� Um jedoch ein physikalisches Stellglied

ansteuern zu k
onnen	 wird eine scharfe Stellgr
o�e als Ausgangsgr
o�e des Fuzzy�Systems

ben
otigt	 die die Gesamtzugeh
origkeitsfunktion der unscharfen Ausgangsgr
o�e am besten

repr
asentiert� Hierzu stehen verschiedene Defuzzy�zierungsmethoden �Bertram ���� zur

Verf
ugung�

Die Inferenzbildung und die Defuzzy�zierung stellen die rechenintensiven Schritte bei

der Ausgangsgr
o�engenerierung mit Hilfe der Fuzzy�Logik dar� Die o� line Abarbeitung

der Bedingungs�Aktions�Regelbasis liefert f
ur n Eingangsgr
o�en und ein Ausgangsgr
o�e

�MISO�System ein Kennfeld im �n � � �dimensionalen Raum f
ur die Ausgangsgr
o�e

des unscharf formulierten Systems	 so da� f
ur die Regelung oder die Simulation eines

dynamischen Systems mit Fuzzy�Logik nur noch das Kennfeld w
ahrend der Automati�

sierungsaufgabe f
ur die diskreten Eingangsgr
o�en zu jedem Zeitpunkt ausgelesen werden



� O� line und on line Regelabarbeitung �

mu�� Um die Emp�ndlichkeit gegen
uber ver
anderter Eingangsgr
o�en und damit die G
ute

bei der Regelung und der Simulation mit Hilfe eines Kennfeldes zu erh
ohen	 kann bei

der Ausgangsgr
o�enbestimmung zwischen den St
utzstellen des Kennfeldes linear oder be�

liebig nichtlinear interpoliert werden	 um auch f
ur diese Wertebereiche eine angepa�te

Ausgangsgr
o�e zu ermitteln� Aufgrund der Verwendung von nichtlinearen Operatoren bei

der Inferenzbildung und der Defuzzy�zierung kann aus heutiger Sicht nicht unmittelbar

aus der Form der Zugeh
origkeitsfunktionen auf einen geeigneten Interpolationsalgorith�

mus geschlossen werden�

��� On line Aggregation der Regelbasis

Bei der on line Bestimmung der Ausgangsgr
o�e ist es nicht erforderlich	 die Wertebe�

reiche der Eingangsgr
o�en zu diskretisieren	 da zu jedem Abtastzeitpunkt f
ur alle Me��

gr
o�en 
uber die Zugeh
origkeitsfunktionen der Eingangs� und der Ausgangsgr
o�en und


uber die linguistische Regelbasis die Ausgangsgr
o�e generiert wird und die Zugeh
orig�

keitsfunktionen f
ur die Eingangsgr
o�en abschnittsweise monotone Funktionen 
uber dem

De�nitionsbereich sind� Dadurch ist eine derartige Regelung im Vergleich zur Kennfeld�

regelung � trotz Interpolation zwischen den Kennfeldst
utzstellen � emp�ndlicher und

kommt dem linguistisch formulierten Algorithmus n
aher	 da jede geringf
ugige 
Anderung

der Eingangsgr
o�en auch zu einer ebensolchen 
Anderung der Ausgangsgr
o�e in Abh
angig�

keit von den linguistischen Regeln f
uhrt� Um die durch die Bedingungs�Aktions�Regeln

bestimmte Ausgangsgr
o�e mit Hilfe eines Kennfeldes zu berechnen	 mu� eine nichtlineare

Interpolation h
oherer Ordnung gew
ahlt werden� Eine M
oglichkeit	 die Rechenzeit auch

in diesem Fall zu reduzieren	 bietet die mathematische Auswertung eines geschlossenen

Ausdruckes f
ur die Ausgangsgr
o�enberechnung� Hier ist die geschlossene Darstellung als

funktionale Eingangs�Ausgangsbeziehung zu verstehen� In dieser Beziehung sind bezogen

auf die Regelungsaufgabe o� line die m
oglichen Vereinfachungen durchgef
uhrt worden	 so

da� die sequentielle Abarbeitung �Fuzzy�zierung	 Inferenzbildung und Defuzzy�zierung

des linguistischen Algorithmus verloren geht� Die so entstehende funktionale Beziehung

stellt einen analytischen Ausdruck in den Eingansgr
o�en und der Ausgangsgr
o�e mit

Ausnahme von wenigen Singularit
aten 
uber dem De�nitionsbereich dar� Die analytische

Beschreibungsform zeigt eindeutig den Ein�u� jeder physikalischen Eingangsgr
o�e auf die

Berechnung der physikalischen Ausgangsgr
o�e� Diese stellt zudem eine M
oglichkeit f
ur

weitergehende Strukturuntersuchungen und �verbesserungen dar �Anwendung von ana�

lytischen Verfahren zur Fuzzy�System�Optimierung	 Adaption	 � � � � Probleme bei dem

Aufstellen einer derartigen Funktion bereiten der Minimum� und der Maximum�Operator

bei der Inferenzbildung nach Mamdani �Lee ����� Die Verwendung von interaktiven Ope�

ratoren	 wie die Produktbildung f
ur die und�Verkn
upfung nach Larsen �Lee ���� oder

die Summenbildung f
ur eine oder�Verkn
upfung nach Mizumoto ����� f
uhren nicht zu

den genannten Problemen	 so da� f
ur diese Operatoren schon jetzt eine analytische Be�

schreibungsform in analoger Vorgehensweise zu der Darstellung in Abschnitt ��� f
ur ein

Fuzzy�System gefunden werden kann�



� Funktionale Beschreibung der logischen Verkn�upfungsoperatoren �

� Funktionale Beschreibung der logischen Verkn�up�

fungsoperatoren

In diesem Abschnitt werden erstmals analytische Beschreibungen f
ur den Minimum� und

den Maximum� Operator als Voraussetzung f
ur eine analytische Darstellung des Fuzzy�

Systems hergeleitet� Die Funktionen sind bis auf einige Singularit
aten 
uber dem gesamten

De�nitionsbereich analytisch�

��� Analytische Darstellung des minimum�Operators

These�

minfx� � x�g � �� � ��jx� � x�j� x� � x� � xi � R � i � �� �

� �� � ��
q
�x� � x�� � x� � x�

� f�x� � x� �

����
��� ����

�

Beweis�

Fall �� x� � x�

� minfx� � x�g � x�

f�x� � x� � �� � ��
q
�x� � x�� � x� � x�

mit �
q
�x� � x�� � x� � x�

folgt f�x� � x� � �� � �x� � x� � x� � x�

� x�

� minfx� � x�g �

�������������������
������������������

����

Fall �� x� � x�

� minfx� � x�g � x� � x�

f�x� � x� � �� � �x� � x�

� x� � x�

� minfx� � x�g �

������������
�����������
����

Fall �� x� � x�

Dieser Fall mu� nicht gesondert betrachtet werden	 da die Funktion f
ur

die Berechnung des Minimums symmetrisch ist� �



� Funktionale Beschreibung der logischen Verkn�upfungsoperatoren �

��� Analytische Darstellung des maximum�Operators

These�

maxfx� � x�g � �� � �jx� � x�j� x� � x� � xi � R � i � �� �

� �� � �
q
�x� � x�� � x� � x�

� g�x� � x� �

����
��� ����

�

Beweis�

Fall �� x� � x�

� maxfx� � x�g � x�

g�x� � x� � �� � �
q
�x� � x�� � x� � x�

mit
q
�x� � x�� � x� � x�

folgt g�x� � x� � �� � �x� � x� � x� � x�

� x�

���������������
��������������

����

Fall �� x� � x�

� maxfx� � x�g � x� � x�

g�x� � x� � �� � �x� � x�

� x� � x�
� maxfx� � x�g �

�����������
����������
����

Fall �� x� � x�

Dieser Fall mu� nicht gesondert betrachtet werden	 da die Funktion f
ur

die Berechnung des Maximums symmetrisch ist� �

��� Analytische Darstellung der Eingangsgr�o	enbeschr�ankung

Die normierten Werte der physikalischen Eingangsgr
o�e xn werden f
ur die Regelaus�

wertung mit Hilfe der Fuzzy�Logik auf den Wertebereich ��� � � � beschr
ankt� F
ur die

bez
uglich des De�nitionsbereichs beschr
ankte Eingangsgr
o�e �xn des Fuzzy�Systems gilt�

�xn �

����
���
�� � xn � ��

xn � �� � xn � �

� � � � xn

xn � R � ����

Eine analytische Funktion �mit Ausnahme von wenigen Singularit
aten ist die Funktion

analytisch f
ur den De�nitionsbereich f
ur die Beschr
ankung der Eingangsgr
o�e kann wie

folgt gefunden werden�



� Funktionale Beschreibung der logischen Verkn�upfungsoperatoren �

These�

�xn � xnq
x�n

minf
q
x�n � �g � xn � R n f�g

� xnq
x�n

�� �

�
�

r
�
q
x�n � �� �

q
x�n � �

	

� h�xn �

�����������
����������

����

�

Beweis�

Fall �� xn � ��

� �xn � ��

h�xn � xnq
x�n

minf
q
x�n � �g

� minf
q
x�n � �g � �

und xnq
x�n

� ��

und h�xn � �� � �xn �

������������������
�����������������

����

Fall �� �� � xn � �

� �xn � xn

und minf
q
x�n � �g �

q
x�n �

�����
���������

Fall �a� �� � xn � �

� xnq
x�n

� ��

und h�xn � xn � �xn �

������
�����
�����

Fall �b� � � xn � �

� xnq
x�n

� �

und h�xn � xn � �xn �

������
�����
�����

Fall �� � � xn

� �xn � �

und minf
q
x�n � �g � �

und xnq
x�n

� �

und h�xn � � � xn �

�������������
������������

�����

�

Mit den analytischen Funktionen �mit Ausnahme von wenigen Singularit
aten sind die



� Funktionale Beschreibung der logischen Verkn�upfungsoperatoren �

Funktionen analytisch f
ur den normierten De�nitionsbereich f
ur den Minimum�	 den

Maximum�Operator und die Eingangsgr
o�enbeschr
ankung soll im weiteren anhand eines

Beispiels  Regelung des Abstandes von Fahrzeugen im Abschnitt � gezeigt werden	 wie

sich zum einen der rechnerische Aufwand durch eine o� line Vereinfachung des Algorith�

mus bei einer on line Abarbeitung der Bedingungs�Aktions�Regeln mit dem Digitalrech�

ner reduziert und zum anderen die linguistische Beschreibung des Regelalgorithmus in

eine geschlossene Funktion	 die bis auf wenige Singularit
aten f
ur den normierten De�ni�

tionsbereich analytisch ist	 f
ur einen Fuzzy�Regler 
uberf
uhren l
a�t�
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� Regelung des Abstandes von Fahrzeugen


�� Beschreibung der Regelstrecke

Ein Konzept f
ur die Sicherheit auf den Stra�en sorgt f
ur die Einhaltung eines Sicherheits�

abstandes zwischen zwei Fahrzeugen� Ein Entfernungsmesser ermittelt nahezu verz
oge�

rungsfrei die Distanz zwischen zwei einander folgenden Fahrzeugen� Der Sicherheitsab�

stand und die Spurgeschwindigkeit des zweiten Fahrzeugs stehen als Eingangsgr
o�en dem

Abstandsregler des zweiten Fahrzeugs zur Verf
ugung� Die Geschwindigkeit des zweiten

Fahrzeugs wird durch einen Fahrtregler �Eingri� auf das Antriebsmoment des Fahrzeugs

so geregelt � Beschleunigung und Verz
ogerung �	 da� der Abstand zum Vorderfahrzeug

einen vorgegebenen Wert annimmt� Die Fuzzy�Logik bietet sich f
ur die Erfassung dieser

Problemstellung an	 da sie die Einsch
atzung von Situationen	 wie etwa �Rebs �����

	 � � �der Abstand ist etwas zu gro� und wird langsam gr�o�er	

also mu� das Folgefahrzeug etwas beschleunigt werden	

oder

	 � � �der Abstand ist zu klein und wird schnell kleiner	

also mu� das Folgefahrzeug ziemlich stark abgebremst werden	

erm
oglicht�

In Bild ��� ist eine m
ogliche Verkehrssituation gezeigt	 bei der zwei spurgef
uhrte und

selbstt
atig geregelte Fahrzeuge mit den Geschwindigkeiten v� beziehungsweise v� einan�

der folgen� Der Antrieb des zweiten Fahrzeugs wird durch einen nichlinearen Fahrtregler

�FPD�Regler �� Fuzzy�Proportional�Di�erential�Regler so gesteuert	 da� der Abstand

y zum Vorderfahrzeug einem vorgegebenen Wert w folgt� Die Geschwindigkeit v� des

F
uhrungsfahrzeugs kann als unabh
angige St
orgr
o�e angenommen werden� Die zugeh
orige

Di�erentialgleichung lautet

dy�t

dt
� v��t� v��t � ����

Der Vortriebsregler des Folgefahrzeugs wirkt 
uber die Antriebskraft fa � � �Motor oder

fa � � �Bremse� Der Antrieb reagiert gem
a� der Modellgleichung

T�
dfa�t

dt
� fa�t � f� u�t ����

verz
ogert auf eine 
Anderung der Motorstellgr
o�e u� Dabei bezeichnet f� die sich bei der

Stellgr
o�e u � � einstellende Nenn�Antriebskraft� Die Bewegung des Folgefahrzeugs mit

der Masse m� ist	 abgesehen von der Vortriebskraft fa	 von einer linear mit der Geschwin�

digkeit zunehmenden Reibungskraft abh
angig	

fR�t � kR v��t ����
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Bild ���� Regelung des Abstandes zweier spurgef
uhrter Fahrzeuge

� a� Verkehrssituation	 b� Blockschaltbild

m�

dv��t

dt
� fa�t� kR v��t � ����

die quadratische Abh
angigkeit des Luftwiderstandes von der Fahrzeuggeschwindigkeit

bleibt unber
ucksichtigt und die Fahrbahn wird als eben betrachtet�

Der Entwurf eines Fuzzy�Reglers erfolgt im allgemeinen durch das Aufstellen der lingui�

stischen wenn� � �dann� � ��Regeln	 die beispielsweise Informationen 
uber die Eingangs�

gr
o�en	 die Regelabweichung e und die zeitliche 
Anderung der Regelabweichung �e oder

auch das Integral der Regelabweichung
R
e dt verarbeiten sollen� Die Aufgabe besteht nun

zun
achst darin	 geeignete Eingangsgr
o�en mit den zugeh
origen De�nitionsbereichen und

ein System von Kontrollregeln zu w
ahlen	 die den Ausgangsgr
o�en entsprechende Wer�

te zuweisen� Da die Simulation des Regelkreises auf einem Prozessor erfolgt	 wird eine

zeitdiskrete Untersuchung gew
ahlt� Die Regelabweichung e zu einem bestimmten Abtast�

zeitpunkt k berechnet sich somit durch

e�k � y�k� w�k � ����

F
ur die zeitliche 
Anderung der Regelabweichung �e gilt dementsprechend

�e�k � e�k� e�k � � � ����


�� Beschreibung des Fuzzy�Reglers

Fuzzyzierung

Als physikalische Eingangsgr
o�en f
ur den Fuzzy�Regler sollen zun
achst die Regelabwei�

chung e und die zeitliche 
Anderung der Regelabweichung �e verwendet werden� Dabei

werden beide Gr
o�en durch eine Normierung und eine Wertebereichsbeschr
ankung auf das

Intervall ��� � � � abgebildet� Normierte Werte au�erhalb des Intervalls sind auf � �bei po�

sitiven Gr
o�en beziehungsweise auf �� �bei negativen Gr
o�en beschr
ankt �Gleichung
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����� F
ur die beiden normierten und beschr
ankten Gr
o�en	 im folgenden als �en und ��en
bezeichnet	 erfolgt nun die Abbildung auf die beiden unscharfen Mengen P �positiv und

N �negativ� Der Verlauf der Zugeh
origkeitsfunktionen ist in Bild ��� dargestellt� F
ur sie

sind exemplarisch lineare Funktionen 
uber den Wertebereich gew
ahlt worden� Es sei an�

gemerkt	 da� f
ur die Beschreibung der Fuzzy�Mengen jede aus analytischen Funktionen

zusammmengesetzte Funktion	 gew
ahlt werden kann� Zur Verdeutlichung wird im folgen�

den f
ur die in Bild ��� aufgezeigte Zugeh
origkeitsfunktion mit Hilfe des minimum� und des

maximum�Operators eine analytische Funktion hergeleitet� Die Zugeh
oigkeitsfunktion ��
setzt sich aus zwei linearen Funktionen b� und b� �Bild ��� zusammen�

b��x � x� � � x � R

b��x � �x� �

����xn � maxfminfb���xn � b���xng � �g �

����
�������

Die aufgezeigte Idee soll an dieser Stelle nicht weiter verfolgt werden	 da nur der Hinweis

auf eine m
ogliche Kombination von Funktionen mittels Minimum� und�oder Maximum�

operator zur Bildung von neuen Zugeh
origkeitsfunktionen	 die jedoch nicht mehr stetig

di�erenzierbar sind	 gegeben werden sollte� Der normierte De�ntionsbereich wird jeweils

auf das Einheitsintervall abgebildet �Verwendung von normierten Fuzzy�Mengen�

Bild ���� Zugeh
origkeitsfunktionen der Eingangsgr
o�en a� und der Ausgangsgr
o�e b�

Bild ���� Herleitung einer analytischen Zugeh
origkeitsfunktion

Die Zugeh
origkeitsfunktionen des Beispiels �Bild ��� lauten f
ur die normierte beschr
ankte

Regelabweichung �en�

�eP �k � �� � �en�k � �� �

�eN �k � ��� � �en�k � �� �

� �� �eP �k

�����
���� ����
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und f
ur die normierte beschr
ankte zeitliche 
Anderung der Regelabweichung ��en�

��eP �k � �� ���en�k � �� �

��eN �k � ��� ���en�k � �� �

� �� ��eP �k �

�����
���� ����

Regelbasis

Bei der Entwicklung der linguistischen Beschreibung des Problems ist es hilfreich	 sich in

die Lage eines Autofahrers zu versetzen	 der versucht	 mit Hilfe eines Entfernungsmessers

einen bestimmten Abstand zu einem vorausfahrenden Fahrzeug einzuhalten� Auf diese

Art k
onnen beispielsweise die folgenden heuristischen Erfahrungen gefunden werden�

	 wenn der Abstand zu gro� ist und noch gr�o�er wird	

dann beschleunigen �

	 wenn der Abstand zu gro� ist und schnell gr�o�er wird	

dann st�arker beschleunigen �

	 � � � �

Entsprechendes gilt nat
urlich auch f
ur zu geringe Abst
ande� Damit k
onnen die beiden fol�

genden Regeln zur grunds
atzlichen Einhaltung des Sicherheitsabstandes von spurgef
uhr�

ten Fahrzeugen aufgestellt werden �linguistische Darstellung des Regelalgorithmus�

	 Regel ��

wenn �en � P und ��en � P dann un � PU 	

oder

	 Regel ��

wenn �en � N und ��en � N dann un � NU 	

wobei PU beziehungsweise NU unscharfe Mengen f
ur eine positive �Beschleunigung be�

ziehungsweise negative Stellgr
o�e �Verz
ogerung darstellen�
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Aggregation der Stellgr�o�e

Bei der Produkt�Inferenz�Methode nach Larsen �Lee ���� �produkt�Operator f
ur ei�

ne und�Verkn
upfung und maximum�Operator f
ur eine oder�Verkn
upfung �ndet ei�

ne Gewichtung der einzelnen unscharfen Ausgangsgr
o�e statt	 da jede Regel einen Bei�

trag in Form von einer Fuzzy�Menge der Ausgangsgr
o�e liefert� Als Gewichtungsfaktor

wird der Erf
ulltheitsgrad �Bertram ���� der jeweiligen Regel verwendet� Die Regelmen�

ge beschreibt den Algorithmus zur Einhaltung des Sicherheitsabstandes in Form von

zwei gleichberechtigten Relationen zwischen den Vorbedingungen �Pr
amissen und den

Schlu�folgerungen �Konklusionen� Die Inferenzbildung mit dem maximum�produkt�

Operator nach Larsen beschreibt die Bestimmung der Zugeh
origkeitsfunktion f
ur die

Schlu�folgerung jeder Regel �Implikation 
uber den produkt�Operator und das Zu�

sammenf
ugen der unscharfen Ausgangsgr
o�en �Komposition mit Hilfe des Maximum�

Operators	 dabei k
onnen die Partialpr
amissen 
uber nichtinteraktive �Minimum	 Maxi�

mum	 � � �  oder interaktive Operatoren �Produkt	 algebraische Summe	 � � �  zum Erf
ullt�

heitsgrad der Pr
amisse bei Konjunktion oder Disjunktion verkn
upft werden� In der 
uber�

wiegenden Zahl von praktischen Anwendungen der genannten Inferenzen werden sowohl

f
ur die Auswertung der Partialpr
amissen bei Konjunktionen als auch f
ur die Implikatio�

nen gleiche Operatoren verwendet� Entsprechendes gilt f
ur die Auswertung der Partial�

pr
amissen bei Disjunktionen und dem Kompositionsoperator	 die getro�ene Vereinbarung

ist jedoch nicht zwingend� Werden die unscharfen Mengen PU und NU der Ausgangs�

gr
o�e graphisch dargestellt	 dann spiegeln sich die Mengenverkn
upfungen mit Hilfe der

Fuzzy�Logik in verschiedenen Fl
achen f
ur die unscharfe Ausgangsgr
o�e wider� Mit der

Berechnung des Schwerpunktes der Fl
ache	 die zwischen der Gesamtzugeh
origkeitsfunkti�

on und der Abszisse liegt	 und der anschlie�enden Projektion des Schwerpunktes auf die

Abszisse wird eine scharfe Ausgangsgr
o�e zur Ansteuerung eines physikalischen Stellglie�

des berechnet	 die die Gesamt�
ache �unscharfe Ausgangsgr
o�e sinnvoll beschreibt� Die

Defuzzy�zierung verwendet im Rahmen des Beispiels die erweiterte Schwerpunktmethode

als nichtlineare Defuzzy�zierung �Bertram ����� Bei den Algorithmen f
ur die Defuzzy��

zierung wird zwischen den linearen

un�k �
mX
i��

si Fi�k �����

und den nichtlinearen Verfahren �Ying u� a� ����

un�k �

mX
i��

si Fi�k

mX
i��

Fi�k

�����

unterschieden �si �� Teil�
achenschwerpunkte	 Fi �� Teil�
acheninhalte� Zur Herleitung

der analytischen Beschreibungsform f
ur Fuzzy�Systemewird an dieser Stelle nur das nicht�

lineare Verfahren zur Defuzzy�zierung untersucht� Die daraus gewonnenen Ergebnisse gel�
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ten dann auch f
ur die lineare Defuzzy�zierung	 da diese implizit in der nichtlinearen De�

fuzzy�zierung enthalten ist� Der Nachweis dieser Aussage ergibt sich aus der Betrachtung

des Z
ahlers f
ur die nichtlineare Defuzzy�zierung	 dieser entspricht der linearen Defuzzy��

zierung�


�� Herleitung einer analytischen Eingangs�Ausgangsgr�o	en�

beschreibungsform f�ur ein Fuzzy�System

Die beschriebene sequentielle Abarbeitung eines Fuzzy�Systems �Fuzzy�zierung	 Rege�

laggregation und Defuzzy�zierung wird im weiteren auf einen analytischen Ausdruck

zur
uckgef
uhrt� Die Auswertung der Regelbasis mit der Methode nach Mamdani �Lee ����

f
uhrt auf die folgende Minimumbildung bei der Auswertung der und�Verkn
upfungen im

Rahmen der Bewertung der Pr
amissen und der anschlie�enden Implikation f
ur die beiden

Regeln unter Ber
ucksichtigung der Gleichungen ���� und �����

	 Regel ��

�PU �k � minf�eP �k � ��eP �kg

� �� �


�
q
��eP �k� ��eP �k� � �eP �k � ��eP �k

�
�

��
� �����

	 Regel ��

�NU �k � minf�eN �k � ��eN �kg

� �� �


�
q
��eN �k� ��eN �k� � �eN �k � ��eN �k

�
�

��
� �����

Mit den Zugeh
origkeitsgraden f
ur die Fuzzy�Mengen PU �positiv und NU �negativ der

Ausgangsgr
o�e lassen sich nun die Teil�
achen f
ur die erweiterte Schwerpunktmethode

zur nichtlinearen Defuzzy�zierung und dar
uber die scharfe normierte Ausgangsgr
o�e un
berechnen�

	 Inferenzverfahren nach Mamdani und nichtlineare Defuzzy�zierung

FNU�k � ��NU �k ��� �NU �k �����

FPU �k � ��PU �k ��� �PU �k �����
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un�k �

�X
i��

siFi�k

�X
i��

Fi�k

�
�FNU�k � FPU �k
FNU�k � FPU�k

�
���NU �k ��� �NU�k � ��PU �k �� � �PU �k
��NU �k �� � �NU�k � ��PU �k ��� �PU �k

�
��NU�k �� � �NU�k � �PU �k �� � �PU �k
�NU �k �� � �NU �k � �PU �k �� � �PU �k

�����������������������������
����������������������������

�����

	 Inferenzverfahren nach Larsen und nichtlineare Defuzzy�zierung

FNU�k � ��NU �k �����

FPU �k � ��PU �k �����

un�k �
�FNU�k � FPU �k
FNU�k � FPU�k

�
���NU �k � ��PU �k
��NU �k � ��PU �k

�
��NU�k � �PU �k
�NU �k � �PU �k

�

����������������
���������������

�����

Die Berechnungen der Ausgangsgr
o�en nach Mamdani und Larsen zeigen	 da� eine o� line

Auswertung der Inferenzbildung und der Defuzzy�zierung im Sinne einer Vereinfachung

�die Anzahl der algebraischen Operationen wird kleiner durch mathematische Umfor�

mungen immer anzustreben ist� Hierdurch k
onnen unn
otige mathematische Operationen

w
ahrend der sequentiellen Regelabarbeitung vermieden und die notwendige Rechenzeit f
ur

den Algorithmus verkleinert werden� Die Vereinfachung des Algorithmus sollte jedoch an

letzter Stelle nach der Synthese des Fuzzy�Systems im Rahmen der Implementierung auf

einem Prozessor erfolgen	 da bei jeder erneuten 
Anderung im Bereich der Zugeh
origkeits�

funktionen und der Regelbasis im Rahmen der Entwicklung des Fuzzy�Systems die o� line

Optimierung des Algorithmus wiederholt werden mu�� Die Inferenzbildung nach Larsen

und die anschlie�ende nichtlineare Defuzzy�zierung mit Hilfe der erweiterten Fl
achen�

schwerpunktbildung liefert f
ur die normierte physikalische Stellgr
o�e un den einfachsten

analytischen Ausdruck� An dieser Stelle mu� angemerkt werden	 da� die sich ergebenden
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Schnitt�
achen bei der Teil�
achenschwerpunktbildung zur Berechnung des Gesamt�
achen�

schwerpunkts doppelt ber
ucksichtigt werden� Dies f
uhrt auf eine Auswertung mit gerin�

gerem numerischen Aufwand� Anhand der Funktion f
ur die Stellgr
o�enberechnung nach

Larsen wird im folgenden aufgezeigt	 wie durch weitere mathematische Umformungen ei�

ne Funktion	 die die physikalische Ausgangsgr
o�e in Abh
angigkeit von den physikalischen

und damit gemessenen Eingangsgr
o�en berechnet und die bis auf einige Singularit
aten f
ur

den gesamten De�ntionsbereich analytisch ist	 entwickelt werden kann� Die Bestimmung

der analytischen Funktion f
ur das Inferenzverfahren nach Mamdani kann in analoger Vor�

gehensweise durchgef
uhrt werden� Mit den Gleichungen ����� und ����� zur Berechnung

der Zugeh
origkeitsgrade �PU und �NU der Ausgangsgr
o�e und den Beziehungen f
ur die

Zugeh
origkeitsgrade nach den Gleichungen ���� und ���� bestimmt sich die unscharfe

Ausgangsgr
o�e wie folgt �das Argument der Zeit k �zeitdiskrete Betrachtung wird aus

Gr
unden der 
Ubersicht in den folgenden Gleichungen weggelassen�

un �
��NU � �PU
�NU � �PU

�����

�
��� ���

q
��eN � ��eN � � �eN � ��eN  � �� ���

q
��eP � ��eP � � �eP � ��eP 

�� ���
q
��eN � ��eN � � �eN � ��eN  � �� ���

q
��eP � ��eP � � �eP � ��eP 

�

q
��eN � ��eN � � �eN � ��eN �

q
��eP � ��eP � � �eP � ��eP

�
q
��eN � ��eN � � �eN � ��eN �

q
��eP � ��eP � � �eP � ��eP

�

q
��eN���eN � ��eN���eN�

q
�� ��eN � ����eN � ����eN�����eN

�
q
��eN���eN � ��eN���eN�

q
����eN� ����eN � ����eN�����eN

�
��eN � ��eN � �

�
q
��eN � ��eN � � �

� �����

In die Gleichung ����� k
onnen nun die Ausdr
ucke f
ur die Zugeh
origkeitsgrade in Abh
angig�

keit von den physikalischen Me�gr
o�en � Gleichungen ���� und ���� � eingesetzt wer�

den�

un�k �
����� � �en�k � �� � � ���� ���en�k � �� � � �

�
q
����� � �en�k � �� � � ���� ���en�k � �� �� � �

�
�en�k � ��en�k

� �
q
���en�k � ��en�k�

� q��en�k � ��en�k �

������������
�����������

�����
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Die 
Anderung der Regelabweichung und die normierten Eingangsgr
o�en berechnen sich

zum Zeitpunkt k wie folgt�

�e�k � e�k� e�k � � �����

�en�k � Ke e�k �����

��en�k � K�e �e�k � �����

F
ur den Fall	 da� die normierten Eingangsgr
o�en schon im Einheitsintervall ��� � � � lie�

gen	 also die normierten und beschr
ankten Eingangsgr
o�en gleich sind�

�en�k � en�k � Kee�k �����

��en�k � �en�k � K�e �e�k� e�k � � � �����

berechnet sich die scharfe Stellgr
o�e zum Zeitpunkt k wie folgt

un�k �
en�k � �en�k

� �
q
��en�k � �en�k�

�
Kee�k �K�e�e�k� e�k � �

� �
q
��Kee�k �K�e�e�k� e�k � ��

�
a�e�k � a�e�k � �

� �
q
�b�e�k � b�e�k � ��

� q��e�k � e�k � �

mit

a� � Ke �K�e �

a� � �K�e �

b� � �Ke �K�e und

b� � �K�e �

����������������������������������
���������������������������������

�����

Es ist anzumerken	 da� in der 
uberwiegenden Zahl von Anwendungen die normierten

Eingangsgr
o�en der Fuzzy�Systeme im o�enen Intervall � � � � � � liegen� F
ur den Fall	

da� die normierten Eingangsgr
o�en durch die Wertebereichsbegrenzung auf die Intervall�

grenzen abgebildet werden	 kann die Stellgr
o�engenerierung nicht unmittelbar durch die

Beziehung

un�k � q� �e�k � e�k � � �����

berechnet werden� Hierf
ur ist zus
atzlich die analytische Funktion ���� aus Abschnitt ���

f
ur die Eingangsgr
o�enbeschr
ankung anstelle der normierten und beschr
ankten Gr
o�en

�en und ��en zu verwenden�
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Daraus ergibt sich bis auf wenige Singularit
aten die analytische Funktion 
uber dem De��

nitionsbereich des Fuzzy�Reglers mit den beschr
ankten Eingangsgr
o�en Regelabweichung

�en und zeitliche 
Anderung der Regelabweichung ��en�
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Eine weitere Umformung der Funktion f
ur beschr
ankte Eingangsgr
o�en zur Berechnung

der funktionalen Eingangs�Ausgangsgr
o�enbeziehung soll an dieser Stelle nicht betrachtet

werden	 da zum einen durch dieWahl der Normierungsfaktoren sichergestellt werden kann	

da� die normierten Eingangsgr
o�en auf das Intervall � � � � � � abgebildet und damit die

wesentlich einfachere Funktion q� aus Gleichung ����� zur Ausgangsgr
o�enberechnung

verwendet werden kann� Zum anderen ist zu erkennen	 da� auch die Gleichung �����

eine analytische Darstellung zur Ausgangsgr
o�enberechnung f
ur die beschr
ankten Ein�

gangsgr
o�en darstellt� Mit Hilfe der Funktionen f
ur die Inferenzbildung nach Mamdani �

Minimum� und Maximumbildung f
ur die logischen Verkn
upfungen� kann somit ebenfalls

eine geschlossene Funktion f
ur das Fuzzy�System gefunden werden� Damit sind die Vor�

aussetzungen f
ur weitergehende Strukturuntersuchungen	 die auf analytische Methoden

zur
uckgreifen und ein Ansatz f
ur den 
Ubergang zu den Analytischen Systemen hergeleitet

worden��

�Dar�uber hinaus zeigt ein Vergleich der Rechenzeiten f�ur die Stellgr�o�enberechnung nach der bisherigen

sequentiellen Vorgehensweise bei der linguistischen Regelbasisauswertung � Zugeh�origkeitsgrade f�ur die

Eingangsgr�o�en berechnen� Regelauswertung �uber Minimum� und Maximumbildung und anschlie�ende

nichtlineare Defuzzy�zierung mittels errweiterter Fl�achenschwerpunktberechnung � mit der Berechnung

�uber die funktionale Beschreibungsform des Fuzzy�Systems eine Reduzierung der notwendigen Rechenzeit

um �� 	
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	 Zusammenfassung und Ausblick

Die Darstellung der Algorithmen f
ur Fuzzy�Systeme mit Hilfe von linguistischen Bedin�

gungs�Aktions�Regeln stellt eine leicht nachvollziehbare und 
ubersichtliche Beschreibung

der Wirkzusammenh
ange zwischen den Eingangs� und Ausgangsgr
o�en dar	 die sich aus

einer heuristischen Systembetrachtung ergeben� Diese Beschreibungsform entzieht sich

jedoch einer systematischen Analyse und Synthese	 die auf analytischen Verfahren der

Systemtheorie beruhen� Die Herleitung einer analytischen Darstellung aus einer linguisti�

schen Beschreibung des Fuzzy�Systems kann als Voraussetzung f
ur den 
Ubergang von den

Fuzzy�Systemen zu den Analytischen Systemen gesehen werden� Die analytische Funktion

zur Beschreibung des Eingangs�Ausgangsverhaltens beinhaltet die sequentiellen Schritte

� Fuzzy�zierung	 Inferenzbildung und Defuzzy�zierung � der linguistischen Regelbasis�

auswertung� Dazu sind f
ur die Minimum�	 die Maximumbildung und die Eingangsgr
o�en�

beschr
ankung ebenfalls bis auf wenige Singularit
aten analytische Funktionen 
uber dem

De�nitionsbereich der Eingangsgr
o�en hergeleitet worden�

Aus der analytischen Darstellung des Algorithmus f
ur das Fuzzy�System kann nicht mehr

auf die Regelbasis	 die Zugeh
origkeitsfunktionen und die verwendeten Operationen f
ur

die Inferenzbildung geschlossen werden� Eine Modi�kation und�oder Erweiterung der Be�

standteile des Fuzzy�Systems f
uhrt zwangsl
au�g zu einer neuen Berechnung der analyti�

schen Funktion� Diese kann jedoch o� line durchgef
uhrt werden und ist eindeutig nachvoll�

ziehbar� Anhand des Beispiels  Regelung des Abstandes von spurgef
uhrten Fahrzeugen 

ist die Vorgehensweise bei der Transformation eines linguistischen Fuzzy�Konzeptes �Fuz�

zy�zierung	 Inferenzbildung und Defuzzy�zierung in eine analytische Beschreibungsform

f
ur den De�nitionsbereich der Eingangsgr
o�en aufgezeigt worden� Im weiteren mu� noch

untersucht werden	 in wie weit sich diese Darstellung auch f
ur umfangreichere Regelbasen

eignet� Eine M
oglichkeit bietet die Aufteilung der Regelbasis in Untergruppen	 wobei f
ur

diese dann die analytischen Darstellungen aufgestellt und diese dann parallel und�oder

hierarchisch ausgewertet werden k
onnen �hierarchische Strukturen mit parallelen Subsy�

stemen�
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