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� Einleitende �Ubersicht

Echtzeitsimulationen werden als Ersatz f	ur reale Systeme immer dann eingesetzt� wenn

ihre Anwendung Vorteile in bezug auf Anwendungssicherheit� Platzbedarf und vor allem

Kosten hat� Eine Echtzeitsimulation steht immer in Verbindung mit einem realen System

�simulation�in�the�loop�� Dies kann zum einen der Mensch sein �z�B� Flugsimulator�� zum

anderen technische Teilsysteme �z�B� eine Kraftfahrzeugfeder mit simulierter Fahrzeugdy�

namik�� Die Simulation mu� die Reaktionen des zu simulierenden physikalischen Systems

auf eine Anregung in Echtzeit zur Verf	ugung stellen� Alle Operationen� wie z�B� das Ein�

und Auslesen von Daten sowie die numerische Integration� m	ussen in einer begrenzten

Zeit erfolgt sein� Diese Zeit ist abh	angig von dem dynamischen Verhalten des realen� in�

teraktiven Systems und von der kleinsten Zeitkonstante des zu simulierenden Systems�

Die Echtzeit mu� mit der Simulationszeit parallel laufen� Daher ist bei einer Echtzeitsi�

mulation eine konstante Schrittweite zu verwenden�

Um alle notwendigen Rechenoperationen innerhalb dieser Schrittweite auszuf	uhren� k	on�

nen zur Simulation gro�er Systeme Parallelrechner eingesetzt werden �Hwang u�a� �����

Thompson ���
 und Jelali ���
�� Die Kriterien f	ur eine Aufteilung des Systems gibt Cle�

mens ����
a�� F	ur eine hohe Beschleunigung der Simulation hat eine m	oglichst gleiche

Lastverteilung h	ochste Priorit	at �Grote ������ Desweiteren darf die Schrittweite nicht zu

klein werden� um die Echtzeitf	ahigkeit zu gew	ahrleisten� Probleme bei der numerischen

Integration bereiten Systeme mit sehr unterschiedlichen Zeitkonstanten T � Ein entspre�

chendes Di�erentialgleichungs �DGL��System wird als steif bezeichnet� Es ist durch die

Steifheit

St �
j�maxj

j�minj
�

�	Tmin

�	Tmax

�����

gekennzeichnet� � sind die Eigenwerte des Systems�

Mechatronische Systeme zeichnen sich durch die Kombination von mechanischen und

elektronischen Komponenten aus� deren Zeitkonstanten sehr unterschiedlich sein k	onnen

�Ebner ���
�� Um eine stabile Simulation zu erhalten� mu� entweder eine sehr kleine

Schrittweite gew	ahlt oder spezielle rechenaufwendigere Integrationsverfahren �Gear �����

verwendet werden� Diese Verfahren sind jedoch alle implizit und somit f	ur eine Echt�

zeitsimulation nicht geeignet �Gear ������ Zur Echtzeitsimulation k	onnen nur explizite

Integrationsverfahren benutzt werden� da sie zur Ermittlung eines neuen Zustandswer�

tes nur zur	uckliegende Werte ben	otigen �Clemens ���
b�� Explizite Mehrschrittverfahren

bieten gegen	uber Einschrittverfahren Rechenzeitvorteile� Sie k	onnen jedoch bei ver	ander�

lichen Eingangssignalen innerhalb des Integrationsintervalls instabil werden� Daher eignen

sie sich nur beschr	ankt zur Echtzeitsimulation�

Zur Beschleunigung der Simulation k	onnen unter bestimmten Voraussetzungen Paral�

lelrechner eingesetzt werden� Die m	ogliche Verk	urzung der Rechenzeit wird bei diesen
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Rechnern durch die Beschleunigung

� �
t���

t�p�
���
�

beschrieben� mit t���� als der Rechenzeit eines einzelnen Prozessors mit dem schnellsten

sequentiellen Algorithmus� sowie t�p�� als der Zeit f	ur p Prozessoren mit einem parallelen

Algorithmus� Mit dem Quotienten � durch p ergibt sich die E�zienz

� �
�

p
���� �����

des parallelen Algorithmus� Das Ziel der Parallelisierung ist eine hohe E�zienz� gleich�

bedeutend mit einer hohen Beschleunigung� damit ein gutes Kosten�Nutzen�Verh	altnis

erreicht wird� Bei Simulationen l	a�t sich dies vor allem durch den Einsatz eines parallelen

Multirate�Verfahrens erreichen �Clemens ���
a�� d�h� schnelle Teilsysteme werden mit ei�

ner kleineren Schrittweite integriert als langsamere� Die Gr	o�e der Schrittweite ist durch

die numerische Stabilit	at und die gew	unschte Genauigkeit bestimmt� Zum Erreichen des

gleichen Zeitschrittes mu� die Integration mit der kleineren Schrittweite mehrmals aus�

gef	uhrt werden� Das Gantt Chart �Quinn ����� in Bild ��� verdeutlicht den parallelen

Programmablauf f	ur ein Verh	altnis der Schrittweiten von � zu � f	ur zwei Prozessoren�

Da gleiche Rechenzeiten der Prozessoren meistens nicht genau erreicht werden� beinhaltet

Bild �	�� Gantt Chart der Integration mit einem Multirate�Verfahren�

das Gantt Chart die Stillstandszeit �schwarzer Bereich� eines Prozessors� Diese Zeit ist

abh	angig von dem zu simulierenden System und dessen Aufteilung in Teilsysteme�

In diesem Bericht wird ein neues Integrationsverfahren vorgestellt� Es vereinigt beide

Aspekte f	ur eine schnelle und damit echtzeitf	ahige Simulation� den Einsatz eines Paral�

lelrechners und die Wahl einer m	oglichst gro�en Schrittweite� In Abschnitt 
 werden das

neue Integrationsverfahren und die Implementierung auf einemParallelrechner dargestellt�

Es werden eine Stabilit	atsbetrachtung und eine Fehlerabsch	atzung f	ur das Integrations�

verfahren vorgenommen� Simulationsergebnisse und Rechenzeitvergleiche f	ur verschiedene

Systeme sind der Inhalt des �� Abschnitts� Diese zeigen die Anwendbarkeit des neuen Ver�

fahrens zur Echtzeitsimulation dynamisch schneller Systeme� Die Simulationen lassen sich

in ihrer Rechenzeit erheblich beschleunigen� Eine Zusammenfassung mit anschlie�endem

Ausblick beendet den Bericht�
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VonMetzger ����
� wird ein DRE �discrete response equivalent��Integrationsverfahren f	ur

spezielle Di�erentialgleichungen angegeben� Es beruht auf der linearen skalaren System�

beschreibung

�x�t� � �x�t� � cu�t� �
���

mit dem Eigenwert � 
 � des Systems und dem Eingang u� Mit Hilfe von Abtast�Halte�

Gliedern nullter und erster Ordnung sowie dem allgemeinen expliziten Mehrschrittverfah�

ren

xi�� �
mX
j��

ajxi�j � h
mX
j��

bj �xi�j �
�
�

wurden zwei Integrationsverfahren entwickelt� die bei Systemen der Form �
��� f	ur jede

Schrittweite h eine stabile Simulation liefern� Liegt jedoch ein System von gekoppelten

Di�erentialgleichungen vor� eventuell mit konjugiert komplexen Eigenwerten oder einer

nichtlinearen Systembeschreibung mit vom Arbeitspunkt abh	angigen Eigenwerten� ist das

Integrationsverfahren nicht anwendbar�

��� Erweiterung auf Systeme von Di�erentialgleichungen

Hier soll nun zun	achst die Erweiterung des DRE�Verfahrens auf Systeme mit gekoppelten

nichtlinearen Di�erentialgleichungen durchgef	uhrt werden� Die zu simulierenden Systeme

sind durch die gew	ohnlichen Di�erentialgleichungen der Form

�x�t� � f �x�u� t� �x�t�� � x� �
��a�

y�t� � g�x� t� �
��b�

mit x � Rn� u � Rl und y � Rr beschrieben� Der hier entwickelte Algorithmus basiert

auf der linearen Beschreibung der Systemdynamik

�x�t� � Ax�t� �Bu�t� � �
���

Das System sei stabil� d�h�A habe stabile Eigenwerte� Die Systemdynamik �
��a� kann f	ur

kleine Abweichungen von dem Arbeitspunkt x��u� durch Gl� �
��� approximiert werden�

Die Matrizen sind durch

A �
�f

�x

�����
x� �u�

und B �
�f

�u

�����
x� �u�

�
�
�

gegeben� Werden die Eingangssignale 	uber Abtast�Halte�Glieder nullter Ordnung einge�

lesen� l	a�t sich die zu �
��� 	aquivalente zeitdiskrete Systembeschreibung �Schwarz �����

durch

xi�� � �xi �A����� I�Bui � � � ehA �
���
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mit I� eine n�n Einheitsmatrix� ausdr	ucken� Benutzt man die expliziteMehrschrittformel

�
�
� zur Integration des Systems �
���� so ergibt sich f	ur m � �

xi�� � a�xi � hb� �xi �
���

und mit �
���

xi�� � �a� � hb�A�xi � hb�Bui � �
���

Durch einen Vergleich der Gln� �
��� und �
��� bestimmt man die Koe�zienten zu

hb�B � A���� � I�B � b� �
�

h
A����� I� und �
��a�

a� � hb�A � � � a� � I� �
��b�

Damit l	a�t sich das DRE��Verfahren� f	ur gekoppelte Di�erentialgleichungen angeben zu

xi�� � xi �AD �x�xi�ui� ti� �
����

mit der Verfahrensmatrix

AD � A����� I�

�
�X
j��

hj

j�
Aj�� � �
����

Die MatrixAD kann f	ur lineare Systeme o��line berechnet werden� Damit sind die L	osun�

gen des linearen Systems �
���� bei konstanten Eingangssignalen w	ahrend eines Integrati�

onsschrittes� zu den diskreten Zeitpunkten t � nh �n � �� 
� � � �� sehr genau approximier�

bar� Das System kann unabh	angig von den Zeitkonstanten und der gew	ahlten Schrittweite

stabil simuliert werden�

Wird das nichtlineare System �
��a� mit diesem Verfahren integriert� mu� die Matrix A

nach Gl� �
�
� und somit AD aus Gl� �
���� bestimmt werden� Dies ist bei gro�en Sy�

stemen sehr rechenaufwendig und kann auch numerisch ungenau sein �Svaricek ������

Eine spezielle Betrachtung erfordert daher die Kondition der Matrix A �Golub und Van

Loan ������ sowie Abschnitt 
���� Ein einfaches Beispiel soll den Aufwand verdeutlichen�

Die nichtlineare Systembeschreibung �
��a� habe die Dimension n � ��� d�h� zur Be�

stimmung der Systemmatrix A aus Gl� �
�
� m	ussen n� � ��� Gleichungen bestimmt

werden� Zus	atzlich erfordert die Verfahrensmatrix AD das Multiplizieren von Matrizen�

Jede Multiplikation hat die Komplexit	at O�n��� Rechenzeitvorteile wird die Simulation

eines nichtlinearen Systems hoher Ordnung mit dem DRE��Verfahren somit nicht liefern�

�Die Null steht f�ur ein Abtast�Halte�Glied nullter Ordnung�
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��� Parallelisierung

Bei der problemstrukturellen parallelen Simulation �Keller ����� eines komplexen dyna�

mischen Systems �
��a� werden die Di�erentialgleichungen auf p Prozessoren verteilt� Die

Beschleunigung der Simulation ist von der gleichm	a�igen Lastverteilung� dem notwendigen

Datenaustausch der Prozessoren und damit von dem verwendeten Integrationsverfahren

abh	angig �Clemens ���
b�� Nur einen Datenaustausch pro Integrationsintervall erfordern

die explizitenMehrschrittverfahren und das Euler�Verfahren� Das Euler�Verfahren besitzt

jedoch nur ein kleines Stabilit	atsgebiet� so da� die Schrittweite meist sehr klein gew	ahlt

werden mu�� Die Mehrschrittverfahren besitzen ein gr	o�eres Stabilit	atsgebiet� haben je�

doch f	ur ver	anderliche Eingangssignale im Integrationsintervall eine geringere Fehlerord�

nung� Dies liegt an der Interpolation 	uber mehrere St	utzstellen� Dagegen ben	otigt das

hier vorgestellte Verfahren ebenfalls nur einen Datenaustausch im Integrationsintervall

und erlaubt wesentlich gr	o�ere Schrittweiten als das Euler�Verfahren� Ungenauigkeiten�

hervorgerufen durch ver	anderliche diskrete Eingangssignale� treten nicht auf�

Komplexe Systeme zeichnen sich dadurch aus� da� sie aus vielen Teilsystemen beste�

hen� Diese sind untereinander aufgrund ihrer physikalischen Funktionen durch einzelne

Zust	ande miteinander gekoppelt� Die Systemmatrix A� welche nach Gl� �
�
� aus der

nichtlinearen Systembeschreibung �
��a� bestimmt wird� hat bei komplexen Systemen die

Struktur einer Bandmatrix� Engeln�M	ullges und Reutter ������ de�nieren dies als stark

diagonal dominant� d�h� die Matrix hat auf der Hauptdiagonalen Blockmatrizen� die die

Dynamik der Teilsysteme angeben� und einzelne Elemente am Rand� welche die Kopplun�

gen der Teilsysteme beschreiben� Im einfachsten Fall� es sind zwei Teilsysteme vorhanden�

ergibt sich die lineare Systembeschreibung zu

�x�t� � Ax�t� �Bu�t� �
��
a�

mit

A �

�
A� A��

A�� A�

�
� B �

�
B�

B�

�
� �
��
b�

x�t� �

�
x��t�

x��t�

�
� u�t� �

�
u��t�

u��t�

�
�
��
c�

und x� � Rn�� x� � Rn�� u� � Rl�� u� � Rl� sowie n � n� � n�� l � l� � l�� F	ur jedes

Teilsystem wird ein der Dynamik angepa�tes Integrationsverfahren entwickelt� Das zu

simulierende nichtlineare System �
��a� kann mit

x�t� � �x��t��x��t�� � � � �xp�t��
T und �
����

f �t� � �f��t��f��t�� � � � �fp�t��
T �
����

in p Teilsysteme zerlegt werden� Die p Integrationsverfahren �pDRE��� ergeben sich mit

Gl� �
�
� bis �
���� zu

xk i�� � xk i �ADk �xk�x�u� ti� �
��
a�

�parallele DRE��Verfahren
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� xk i �ADk fk�x�u� ti� �
��
b�

mit k � �� 
� � � � � p� Dabei berechnen sich die VerfahrensmatrizenADk nur aus den Block�

matrizenAk der einzelnen Teilsysteme�Die Kopplungen werden in der Teilsystembeschrei�

bung

�xk�t� � fk�x�u� t� �
����

ber	ucksichtigt� Das pDRE��Verfahren �
��
� kann auf p Prozessoren parallel ausgef	uhrt

werden� Nach jedem Integrationsschritt mu� ein Austausch der Kopplungen zwischen den

jeweiligen Teilsystemen erfolgen� Die Berechnung der Systemmatrizen

Ak �
�fk
�xk

�����
xe

k � �� � � � � p �
����

kann auf den p Prozessoren parallel ausgef	uhrt werden� Ist das Gesamtsystem mit n � ��

in f	unf Teilsysteme mit ni � 
 zerlegbar� hat jeder Prozessor nur � Gleichungen auszu�

werten� im Vergleich zu ��� bei dem DRE��Verfahren�

Da die Berechnung der Verfahrensmatrix die Komplexit	at O�n�� besitzt� kann durch die

Reduzierung der Systemordnung die Berechnung wesentlich beschleunigt werden� Die Ver�

ringerung des Rechenaufwandes l	a�t sich zu

O�n��

O�n�i �
�

n�

n�i
�
�
��




��
� �

 �
����

absch	atzen�

��� Stabilit�atsbetrachtung

Das DRE��Verfahren geh	ort zu der Klasse der Einschritt�Verfahren� Diese sind durch die

folgende De�nition bestimmt�

De
nition �	�

Ein Einschritt�Verfahren zur n	aherungsweisen Berechnung der L	osung von Di�erential�

gleichungen ist durch die Form

xi�� � xi � h��xi�ui� ti� h� �
����

mit der Verfahrensfunktion � beschrieben �Gear ������ �

Das einfachste Einschritt�Verfahren ist das von Euler

xi�� � xi � hf �xi�ui� ti� � �
�
��

Gen	ugt die Verfahrensfunktion � der Lipschitzbedingung

k��x�u� t� h�� ���x�u� t� h�k � L kx� �xk � �
�
��
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so ist das Einschritt�Verfahren �
���� f	ur � � h � h� stabil� Dies ist jedoch nur dann

der Fall� wenn die Funktion f ebenfalls die Lipschitzbedingung �
�
�� erf	ullt� Gilt f	ur das

DRE��Verfahren �
����

xi�� � xi �AD �x�xi�ui� ti� �
�

�

die Beschr	ankung

kADk � L � �
�
��

mit einer positiven endlichen Konstanten L� so ist das DRE��Verfahren stabil� F	ur sta�

bile Systeme� wie vorausgesetzt� und einer beschr	ankten Schrittweite ist die Ungleichung

erf	ullt�

��� Fehlerabsch�atzung

Die exakte L	osung der Di�erentialgleichung �
��a� bei bekanntem Zustand xn und beliebig

oft di�erenzierbarer Funktion f ist durch die Taylor�Reihe �die Argumente werden aus

Gr	unden der 	Ubersichtlichkeit weggelassen�

xi�� � xi �
�X
j��

hj

j�
x
	j

i �
�
�a�

� xi � hfi �
h�



�f �

h�

�
	fi � � � � �
�
�b�

gegeben� Eine Approximation mit dem DRE��Verfahren beruht auf Gl �
����

xi�� � xi �ADfi �
�

a�

� xi �
�X
i��

hi

i�
Ai��fi �
�

b�

� xi � hfi �
h�



Afi �

h�

�
A�fi � � � � � �
�

c�

F	ur ein lineares System �
��� mit diskreten Eingangssignalen ergeben die zeitlichen Ab�

leitungen von f

�f � A �x�B �u � Af � �u � � �
�
��

	f � A �f � A�f �
�
��
��� �
�
��

f 	j
 � Ajf � �
�
��

Diese stimmen mit den Koe�zienten von Gl� �
�
�� 	uberein� Eine Simulation mit dem

DRE��Verfahren ist daher f	ur jede Schrittweite h exakt�
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Die Ermittlung der unendlichen Reihe �
���� mu� aus praktischen Gr	unden nach einem

endlichen Term abgebrochen werden� F	ur eine zu erzielende Genauigkeit von � kann eine

Fehlerabsch	atzung bei dem Abbruch nach dem j�ten Summanden zu

hj��

�j � ���

���Aj
��� � � �
����

vorgenommen werden� Dabei ist k�k die Zeilensummennorm

kAk � max
nX

k��

jaikj � � � i � n �
����

einer quadratischen Matrix der Dimension Rn�n� Um diese Genauigkeit mit einem kleinen

Index j zu erf	ullen� mu� die Matrix hA normiert werden� Moler und Van Loan ������

zeigen� da� dies e�ektiv durch hA	� gew	ahrleistet wird� Die R	ucknahme der Normierung

geschieht� aufgrund der Identit	at

ehA �

�
BB�e

hA

�

	
CCA
�

� � � 
k k � N � �
��
�

mittels mehrmaligen Quadrierens von e
hA
� � Die Bestimmung der Anzahl von Termen kann

vor der Simulation erfolgen� Bei einer stark vomArbeitspunkt abh	angenden Systemmatrix

m	ussen mehrere Rechnungen durchgef	uhrt werden� Einen gro�en Ein u� auf die Genauig�

keit hat die Schrittweite h� Damit die Bedingung �
���� mit einem kleinem Index j erf	ullt

wird� sollte die Schrittweite klein sein� Hier mu� ein Vergleich mit der Echtzeitbedingung�

f	ur die ein gro�es h gefordert ist� durchgef	uhrt werden�

Bei dem pDRE��Verfahren ist die Genauigkeit zus	atzlich noch von der Aufteilung des Sy�

stems abh	angig� Je schw	acher die Teilsysteme miteinander gekoppelt sind� desto genauer

ist die Simulation und die Schrittweite kann gr	o�er gew	ahlt werden� An dem einfachen Sy�

stem �
��
a� wird dies deutlich� Die Zust	ande berechnen sich mit Gl� �
��
a� und �
��
b�

zu

x�n�� � x�n � hf�n �
h�



A�f�n � � � ��

hi

i�
Ai��

� f�n �
���a�

x�n�� � x�n � hf�n �
h�



A�f�n � � � ��

hi

i�
Ai��

� f�n � �
���b�

Verglichenmit der exakten L	osung �
�

a� ergibt sich eine Di�erenz ab dem quadratischen

Term� Dieser ist bei der exakten L	osung durch

Afn �

�
A�

� �A��A�� A�A�� �A��A�

A�A�� �A��A� A�
� �A��A��

�
x�

�
A�B� A��B�

A��B� A�B�

�
u �
����

und bei dem pDRE��Verfahren �
���a� durch�
A�f�n

A�f�n

�
�

�
A�

� A�A��

A�A�� A�
�

�
x�

�
A�B� �

� A�B�

�
u �
��
�
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gegeben� Damit der Fehler m	oglichst klein ist� sollten die Kopplungsterme gegen	uber der

Systemmatrix einen geringen Ein u� auf die L	osung haben� Dies wird zum einen durch

eine kleine Schrittweite erreicht� Zum anderen sollten die Koppelgr	o�en die BedingungPp
j�� kAijxjk

kAixik
� � � i � �� � � � � p � i 	� j �
����

erf	ullen� da die Echtzeitbedingung eine m	oglichst gro�e Schrittweite fordert� Damit l	a�t

sich die G	ute der Aufteilung des Systems in Teilsysteme quantitativ bewerten� Clemens

����
a� gibt als Kriterium gleiche physikalische Funktionen an� Durch diese Aufteilung

wird die Bandstruktur der Systemmatrix ber	ucksichtigt und die Bedingung �
���� nimmt

ein Minimum an�

Die Eingangssignale wirken sich� genauso wie bei einem expliziten Einschrittverfahren

erster Ordnung und allen expliziten Mehrschrittverfahren� erst nach einem Integrations�

schritt auf die anderen Teilsysteme aus� Aus dem Vergleich der exakten �
���� mit der

des pDRE��Verfahrens �
��
� wird dies deutlich� Eine Anregung des Systems durch u� i

beein u�t im ersten Integrationsschritt nur x� i�� und nicht x� i�� � da ab dem quadra�

tischen Term �
��
� die Kopplungsmatrizen der Eingangssignale null sind� Nach einem

Integrationsschritt wird x� dann durch die Kopplung der Systemmatrix angeregt� Um

die Abweichung von der exakten L	osung gering zu halten� sollte die Schrittweite kleiner

sein als die gr	o�te Zeitkonstante des Systems� Sie bestimmt haupts	achlich das 	Ubergangs�

verhalten des Systems und dadurch wird die Simulation der dominierenden Dynamik des

Systems gew	ahrleistet� Gleichzeitig d	urfen jedoch die Kopplungen nicht zu stark sein� d�h�

die Bedingung �
���� ist zu erf	ullen�



� Simulationsergebnisse ��

� Simulationsergebnisse

Die Anwendbarkeit des DRE�� und pDRE��Verfahrens wurde anhand von Testgleichun�

gen untersucht� Alle dargestellten Rechenzeiten wurden auf einem Transputer�System

�Inmos ����a� mit Prozessoren vom Typ T ����

 MHz ermittelt� Die Algorithmen sind

in der Programmiersprache OCCAM �Inmos ����b� geschrieben� Da zur einfacheren Pro�

grammierung Unterprogramme verwendet wurden� lassen sich die absoluten Rechenzei�

ten noch verringern� Im Vergleich zu dem Euler�Verfahren �EUL�� einem Runge�Kutta�

Verfahren dritter Ordnung �RK�� und dem Adam�Bashworth�Verfahren dritter Ordnung

�AB��� erlaubt das hier vorgestellte Verfahren eine wesentlich gr	o�ere Schrittweite� Spe�

ziell f	ur steife Systeme ergibt sich damit eine deutlich k	urzere Rechenzeit� Dies soll an

einem einfachen Beispiel erl	autert werden�

��� Steife Systeme

Betrachtet wird die Reihenschaltung von drei Drosseln innerhalb eines hydraulischen Sy�

stems �Bild �����

Bild �	�� Reihenschaltung von drei Drosseln

Die Dr	ucke in der Leitung lassen sich durch die Di�erentialgleichungen

�p� �
EOel

v�
�B� �p� � p���B� �p� � p��� �����

�p� �
EOel

v�
�B� �p� � p���B� p�� ���
�

mit den Eigenwerten und der Steifheit

�� � ��� � �� � �
���� � St � �

�

beschreiben �Zhang und Ulrich ������

Die Berechnung der VerfahrensmatrixAD kann ohne eine Normierung nicht durchgef	uhrt

werden� Mit dem Normierungsfaktor � kann die Abbruchbedingung beein u�t werden�

so da� zur Berechnung der Verfahrensmatrix AD nur sehr wenige Terme notwendig sind�

Dies soll an dem Beispiel der Reihenschaltung von drei Drosseln gezeigt werden� Die

Systemmatrix ergibt sich zu

A �

�
�� �
�

��� 
����

�
�����
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mit der Spaltennorm

kAk � 
���� � �����

F	ur eine Schrittweite von h � � ms und einer Genauigkeit von � � � � wird die Bedingung

�
���� in den ersten 
� Termen nicht erf	ullt� Mit einer Normierung von � � �� �Gl� �
��
��

kann die Berechnung der Verfahrensmatrix nach dem zweiten Term abgebrochen werden�

Die Normierung wird durch Potenzieren der Matrix AD zur	uckgenommen�

Damit die Abweichung des pDRE��Verfahrens bei dem zweiten Zustand p� nicht zu gro�

wird� sollte die Schrittweite nicht gr	o�er als h � � ms sein� Die Bedingung �
���� ist f	ur

diesen Zustand mit

kA��x�k

kA�x�k
�
kA��k

kA�k

kx�k

kx�k
�

��


����


�

�� ��
� � ���
�

nicht erf	ullt� Durch das Verh	altnis der gro�en Zeitkonstante zu der kleinen Schrittweite

von

Tmax

h
�

�

�minh
�

�

��

�

����
� 

 �����

liegt jedoch die Abweichung unter � �� Wird nur der erste Zustand innerhalb der Echt�

zeitsimulation ben	otigt� kann die Schrittweite nochmals erh	oht werden� Dies ist m	oglich�

da der zweite Zustand nur einen geringen Ein u� auf den ersten hat� Anhand von �
����

mit

kA��x�k

kA�x�k
�
kA��k

kA�k

kx�k

kx�k
�


�

��

�� ��


�
� ���� � � �����

wird dies deutlich�

Bild ��
 stellt den Druckverlauf p� dar� Aufgetragen ist f	ur einen Eingangsdruck von

p� � ��� bar ���t� der Zeitraum von ��� ms� Die L	osungen mit dem DRE��Verfahren

sind f	ur jede Schrittweite exakt und stabil� da das Verfahren von der Di�erenzengleichung

abgeleitet wurde� Um ver	anderliche Eingangssignale w	ahrend des Integrationsschrittes

besser ber	ucksichtigen zu k	onnen� kann das Abtast�Halte�Glied nullter Ordnung durch

ein Glied erster Ordnung ersetzt werden� Damit l	a�t sich ein DRE��Verfahren entwickeln�

Eine Simulation mit Schrittweitensteuerung �ODE 
� aus Matlab ������� zeigt ein stark

oszillierendes Verhalten und ist deshalb nur eingeschr	ankt verwendbar �Punkte in Bild

��
�� Mit dem pDRE��Verfahren� die Di�erentialgleichungen werden auf je einem Pro�

zessor integriert� ist das System ebenfalls mit sehr gro�en Schrittweiten noch stabil zu

simulieren� In Bild ��
 ist der Druckverlauf f	ur eine Schrittweite von h � �� ms aufge�

tragen� Die Verfahren Euler und Adam�Bashworth sind aufgrund ihrer Stabilit	atsgebiete

�Gear ����� f	ur eine Schrittweite von

h �



j�j
�





����
� � ����s �����
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Bild �	�� Druck p� nach der zweiten Drossel

instabil� Die leichte Abweichung des pDRE��Verfahrens von der exakten L	osung liegt an

der Vernachl	assigung der Kopplungen w	ahrend des Integrationsschrittes� Der Fehler ist

abh	angig von der Schrittweite und der St	arke der Kopplungen�

Rechenzeitvergleich

In Tabelle ��� sind die Rechenzeiten TR f	ur verschiedene Integrationsverfahren aufgetra�

gen� Au�allend ist die lange Simulationszeit von TR � ���� ms des ODE�Verfahrens�

Verfahren h!s" TR!ms" p �

ODE � ���� � �

EUL ���� ��� � �

DRE� ���� �� � ����

pDRE� ���� �
 
 ���


Tabelle �	�� Rechenzeiten f	ur das Drosselmodell

welche aus einer sehr kleinen Schrittweite resultiert� Mit dem EUL�Verfahren mu� ei�

ne maximale Schrittweite von ���� s eingehalten werden� Die Rechenzeit betr	agt damit

TR � ��� ms� Eine Echtzeitsimulation ist mit dem EUL�Verfahren somit nicht m	oglich�

Das AB��Verfahren ist bei dieser Schrittweite und dem Eingangssignal von p� � ��� ��t�

schon instabil und deshalb in der Tabelle ��� nicht enthalten� Durch die Verwendung

des DRE��Verfahrens kann die Simulation um den Faktor � � ���
 auf TR � �
 ms

beschleunigt werden� Eine Echtzeitsimulation des Drosselmodells wird damit m	oglich�
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��� Nichtlineare Systeme

Als Beispiel eines nichtlinearen Systems sollen die Ergebnisse der Simulation eines Turbo�

generators vorgestellt werden� Es handelt sich um ein nichtlineares System f	unfter Ord�

nung mit den zwei Teilsystemen� Turbine und Synchronmaschine �Clemens ������ Die

Systembeschreibung nach �
��a� lautet

�x� � x� ����a�

�x� � �c�x� � c�sin�x��x� � �� 
c�sin�
x�� �
�

M
x� ����b�

�x� � c�cos�x��� c�x� � c�u� ����c�

�x� � k�u� � k�x� � k�x� ����d�

�x� � k�x� � k�x� � ����e�

Die ersten � Zust	ande beschreiben die Synchronmaschine� die Zust	ande � und 
 die Tur�

bine� Simuliert wurde eine Last	anderung von ��� auf 
�� 	uber eine Zeit von � s� durch

Bild �	�� Geschwindigkeit des Rotorwinkels simuliert mit h � �� ms

ein Runge�Kutta�Verfahren �ODE� mit Schrittweitensteuerung und einer Genauigkeit

von ����� Dargestellt ist der zweite Zustand� die Geschwindigkeit des Rotorwinkels der

Synchronmaschine� Dies ist der Zustand mit den st	arksten Nichtlinearit	aten und die Dif�

ferentialgleichung enth	alt die Kopplung mit dem zweiten Teilsystem� der Turbine� In Bild

��� sind zus	atzlich die Simulationsergebnisse f	ur die verschiedenen Integrationsverfahren

mit einer konstanten Schrittweite von h � �� ms aufgetragen� F	ur diese Bild ��� zeigt
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die Referenzsimulation Schrittweite liefert das EUL�Verfahren noch akzeptable Werte�

Bild �	�� Geschwindigkeit des Rotorwinkels simuliert mit h � �� ms

Die Ergebnisse mit einer Schrittweite von h � �� ms sind in Bild ��� dargestellt� Das

EUL�Verfahren ist f	ur diese Schrittweite instabil� Bei einer 	Anderung des Eingangssignals

zeigt das Mehrschrittverfahren �AB�� eine deutliche Schwingneigung� Eine Simulation mit

ver	anderlichen diskreten Eingangssignalen w	are somit in der Genauigkeit stark reduziert�

Bild �	�� Geschwindigkeit des Rotorwinkels simuliert mit h � �� ms
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Die Verfahren DRE� und pDRE� liefern� imGegensatz zumAB��Verfahren� auch f	ur noch

gr	o�ere Schrittweiten eine stabile Simulation� Das DRE��Verfahren hat im Vergleich zum

pDRE� eine h	ohere Genauigkeit� da die 	Anderungen der Kopplungen im Integrations�

schritt mit ber	ucksichtigt werden �Bild ��
��

Rechenzeitvergleich

Die ermittelten Rechenzeiten f	ur das nichtlineare System Turbogenerator sind in der Ta�

belle ��
 enthalten� Au�allend ist die lange Rechenzeit des DRE��Verfahrens� Das Ver�

TR!s"

Verfahren h ��� ms h �
� ms h ��� ms p �

AB� �
 
� instabil � �

EUL �� instabil instabil � �

DRE� ��� ��
 �� � �

pDRE� �� 
� �� 
 ��


Tabelle �	�� Rechenzeiten f	ur das nichtlineare System Turbogenerator

fahren ben	otigt� im Vergleich zu dem EUL�Verfahren� etwa die �
 fache Zeit� um das

System f	unfter Ordnung zu simulieren� Die Berechnung der Verfahrensmatrix AD konnte

f	ur einen Fehler von � � �� mit der Bedingung �
���� nach dem �� Glied abgebrochen

werden� Das pDRE��Verfahren erzielt eine Beschleunigung von

� �
TR�DRE��

TR�pDRE��
�

���

��
� �� 
 ������

im Vergleich zu dem DRE��Verfahren� Dabei mu� ber	ucksichtigt werden� da� die Pro�

zessoren nicht gleichm	a�ig ausgelastet sind� So ist die Integration der Synchronmaschine�

welche s	amtliche Nichtlinearit	aten enth	alt und eine Systemordnung gr	o�er ist� rechenauf�

wendiger als die der Turbine� F	ur Systeme mit einer gleichm	a�igen Zerlegung l	a�t sich

der Beschleunigungswert noch steigern�

Auch mit diesen ung	unstigen Voraussetzungen und der Verwendung von nur zwei Prozes�

soren l	a�t sich die Simulation� verglichen mit dem EUL�Verfahren� um

� �
TR�EUL�

TR�pDRE��
�

��

��
� �� � ������

beschleunigen� bei vergleichbarer Genauigkeit� Gegen	uber dem AB��Verfahren ist sogar

eine Beschleunigung um

� �
TR�AB��

TR�pDRE��
�

�


��
� 
� 
 ����
�
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m	oglich� jedoch mit einer geringeren Genauigkeit�

Alle Verfahren sind echtzeitf	ahig� Je nach zus	atzlichenAnforderungen� wie z�B� Sicherungs�

� Steuer� und Regelungsalgorithmen� kann es jedoch notwendig sein� die Rechenzeit der

Simulation zu minimieren�

��� Komplexe Systeme mit schnellen Teilsystemen

Besonders geeignet ist das pDRE��Verfahren bei komplexen Systemen mit separierbaren

schnellen Teilsystemen� Unter der Bedingung �Clemens ���
b�

n� � dim z 
 dim v � n� ������

mit n�� als der Ordnung der schnellen Teilsystemzust	ande z� und n�� als der Ordnung der

langsamen Restsystemzust	ande v� verl	angern die notwendigen zus	atzlichen Rechenopera�

tionen des pDRE��Verfahrens nicht die Simulation� Als Beispiel eines komplexen Systems

mit einem schnellen Teilsystem wird hier die Simulation eines hydraulischen Mobilantrie�

bes �HMA� �Ebner ���
� vorgestellt� Es handelt sich um ein stark nichtlineares System

siebter Ordnung�

Bild �	�� Struktur des hydraulischen Mobilantriebes �HMA�

Die Struktur des HMA ist in Bild ��� dargestellt� Es besteht aus den Teilsystemen�


 Dieselmotor und Hydropumpe �DM�� ein System 
� Ordnung�


 Verstelleinrichtung der Hydropumpe �HPV�� ein System 
� Ordnung�


 Druckdynamik �DD�� ein System 
� Ordnung�


 Hydromotor� Schaltgetriebe und Last �MGL�� ein System �� Ordnung�

Das Bild ��� zeigt die Verl	aufe der Zust	ande Drehzahl des Dieselmotors �DM�� Di�erenz�

druck� Schwenkwinkel und Drehzahl des Hydromotors �HM� f	ur einen Drehzahlsollwertsprung

von ��� �� einem Schwenkwinkelsollwertsprung von 
� � und einem Lastmoment von
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Bild �	�� Verlauf der Zust	ande des hydraulischen Mobilantriebes

�� Nm� Die Verl	aufe wurden mit einem Einschrittverfahren f	unfter Ordnung und Schritt�

weitensteuerung bei einer Genauigkeit von 
 � ���� ermittelt� Sie dienen f	ur die folgenden

Simulationen als Referenz�

Um eine gleichm	a�ige Lastverteilung zu erreichen� wurden die Teilsysteme unabh	angig

Schrittweite h !ms"
Teilsystem

EUL RK� pDRE�

Dieselmotor und Hydropumpe �DM� � �� �

Verstelleinrichtung der Hydropumpe �HPV� ��� ��� ��

Druckdynamik �DD� � �� �

Hydromotor� Schaltgetriebe und Last �MGL� � �� �

Tabelle �	�� M	ogliche Schrittweiten der verschiedenen Verfahren

voneinander simuliert� Dies dient zur Ermittlung der maximal m	oglichen Schrittweite und

der ben	otigten Rechenzeit� Zur Integration wurden das EUL� und das RK��Verfahren

verwendet� Das EUL�Vefahren ben	otigt nur eine Bestimmung der Systemfunktion� im

Vergleich zu drei Auswertungen bei dem RK��Verfahren� Jedoch erm	oglicht letzteres die

Verwendung einer gr	o�eren Schrittweite� Beide Verfahren erf	ullen die Echtzeitbedingung

der Integration �Clemens ���
a�� d�h� zur Ermittlung eines neuen Zustandswertes wer�

den nur zur	uckliegende Werte ben	otigt� In der Tabelle ��� sind die maximal m	oglichen

Schrittweiten zur Integration der Teilsysteme f	ur einen Simulationsfehler von 
 
 � �

enthalten� Bei dieser Genauigkeit lassen sich ohne Ausschnittvergr	o�erungen keine Un�
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terschiede zu der Referenzsimulation in Bild ��� erkennen� Deshalb werden im folgenden

keine Zustandsverl	aufe dargestellt� Das schnellste Teilsystem� die Verstelleinrichtung der

Hydropumpe� l	a�t sich mit den beiden Verfahren EUL und RK� nur mit einer Schrittweite

von h � �� � ms integrieren� Die anderen Teilsysteme erlauben f	ur das EUL�Verfahren

h � � ms und f	ur das RK��Verfahren h � �� ms� Durch die Verwendung des pDRE��

Verfahrens kann die Schrittweite f	ur das Teilsystem HPV auf h � �� ms erh	oht werden�

Bei Matrizen mit sehr gro�en Normen wird die Abbruchbedingung �
���� erst f	ur einen

hohen Index j erf	ullt� F	ur die HPV ergab sich bei einer Schrittweite von h � �� ms

und einer Genauigkeit von � � � �� da� die Bedingung �
���� in den ersten 
� Termen

nicht erf	ullt wird� Mit einer Normierung von � � �� kann die Berechnung der Verfahrens�

matrix nach dem zweiten Term abgebrochen werden� Die notwendigen Rechenzeiten TR

Bild �	
� Rechenzeit der Teilsysteme f	ur eine Echtzeitsekunde

der Teilsysteme f	ur eine Simulationszeit von � s sind in Bild ��� aufgetragen� Es wurde

eine einheitliche Schrittweite von h � �� � ms verwendet� da nur f	ur diese Schrittweite

das Gesamtsystem �HMA� stabil zu simulieren ist� Eine Echtzeitsimulation ist mit diesen

Verfahren und nur einem Prozessor nicht m	oglich� Die ben	otigten Rechenzeiten betragen

TR�HMA�EUL� � 
� 

 s und TR�HMA�RK�� � �� �
 s� Die Aufteilung des Systems auf

vier Prozessoren w	urde die Simulation etwa auf die Rechenzeit TR�DD�EUL� � �� � s oder

TR�DD�RK�� � �� � s der Druckdynamik beschleunigen� jedoch sind die Stillstandszeiten

und die notwendige Kommunikation der Prozessoren sehr gro��

Eine e�zientere Systemaufteilung besteht in der Trennung von schnellen und langsa�

men Teilsystemen� Unter der Bezeichnung Motor�Druckdynamik�Motor �MDM� sind die

Teilsysteme DM� DD und MGL zusammengefa�t� Bild ��� zeigt die notwendigen Rechen�

zeiten� Der Vergleich der Rechenzeiten der TeilsystemeMDM und HPV f	ur das EUL� und

das RK��Verfahren zeigt� da� die Bedingung ������ erf	ullt ist� Somit kann ein Multirate�
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Bild �	�� Rechenzeit der Teilsysteme MDM und HPV f	ur eine Echtzeitsekunde

Verfahren �Clemens ���
b� zur Beschleunigung der Simulation verwendet werden� Dabei

wird das Teilsystem MDM mit einer gr	o�eren Schrittweite als die schnelle HPV simuliert�

welche� zum Erreichen des gleichen Zeitschrittes� mehrmals integriert wird� Beide Teilsy�

steme k	onnen auf je einem Prozessor implementiert werden� Das Gantt Chart in Bild ����

Bild �	��� Gantt Chart der Integration mit dem Multirate�Verfahren�

verdeutlicht den parallelen Programmablauf� Prozessor P� integriert das TeilsystemMDM

mit hMDM � �� � ms und Prozessor P� die HPV mit hHPV � �� � ms� Die Stillstandszeit

�schwarzer Bereich� ist sehr klein� Der Buchstabe K kennzeichnet die Kommunikation der

Prozessoren� In der Tabelle ��� sind die erzielten Rechenzeiten f	ur diese parallele Simula�

Verfahren TR !s" p � � !�"

RK� sequentiell ���
 � � �

EUL sequentiell 
�

 � � �

RK� parallel 
��
 
 ��� ���

EUL parallel ���� 
 ��� ���

Tabelle �	�� Rechenzeiten der parallelen Simulation mit dem Multirate�Verfahren

tion enthalten� Mit dem EUL�Multirate�Verfahren l	a�t sich die Simulation um � � �� �

auf eine Rechenzeit von TR � ��� ms beschleunigen� Der Vergleich mit der sequentiellen

Rechenzeit �hMDM � hHPV � �� � ms� ergibt eine E�zienz von � � ��� �� Eine Echt�

zeitsimulation ist mit dieser Anordnung m	oglich�



� Simulationsergebnisse 
�

Durch die Verwendung des pDRE��Verfahrens zur Integration der HPV kann die Rechen�

zeit nochmals erheblich reduziert werden� da sich dann beide Teilsysteme mit h � �� ms

simulieren lassen� F	ur das Motor�Druckdynamik�Motor �MDM��System mu� dabei aus

Gr	unden der Genauigkeit das RK��Verfahren benutzt werden� Ein Vergleich der Rechen�

zeiten in Bild ��� liefert nahezu gleiche Werte� Dies ist f	ur eine gleichm	a�ige Auslastung

der Prozesoren notwendig� um eine m	oglichst hohe Beschleunigung zu erzielen� Tabelle

��
 zeigt die ermittelten Rechenzeiten� Die Simulation einer Echtzeitsekunde erfordert

Verfahren TR !s" p � � !�"

RK� sequentiell ���
 � � �

MDM �RK��

HPV �pDRE��
����

 
 �
� �
��

Tabelle �	�� Rechenzeiten der parallelen Simulation mit dem pDRE��Verfahren

mit diesem Verfahren nur �
� 
 ms� was einer Beschleunigung von � � �
� gegen	uber dem

sequentiellen Algorithmus mit dem RK��Verfahren entspricht� Damit ist es m	oglich noch

weitere Funktionen� z�B� 	Uberwachungs�� Steuer� und Regelungsaufgaben� die on�line

ablaufen� zus	atzlich zur Echtzeitsimulation auf den Prozessoren zu implementieren�

Die Integration der HPVmit dem pDRE��Verfahren kann mit demTeilsystemMDM auch

sequentiell ausgef	uhrt werden� In der Tabelle ��� ist die Rechenzeit des sequentiellen mit

Verfahren TR !ms" p � � !�"

MDM �RK�� HPV �pDRE��

sequentiell
�
� � � �

MDM �RK�� HPV �pDRE��

parallel
�
�
 
 ���
 ��

Tabelle �	�� Rechenzeit der sequentiellen und parallelen Simulation mit dem pDRE��

Verfahren

der des parallelen Algorithmus verglichen� Die Beschleunigung reduziert sich bei diesem

Vergleich auf � � �� �
� F	ur gr	o�ere Systeme� welche die Bedingung ������ erf	ullen� lassen

sich durch Hinzunahme weiterer Prozessoren h	ohere Beschleunigungen erzielen�



� Zusammenfassung und Ausblick 
�

� Zusammenfassung und Ausblick

Die Realisierung von Echtzeitsimulationen erm	oglicht die Verbindung von realen und si�

mulierten Systemen �simulation�in�the�loop�� Bei der Modellbildung treten h	au�g stei�

fe Di�erentialgleichungen auf� welche die Einhaltung der Echtzeitbedingung erschweren�

Speziell bei mechatronischen Systemen� eine Verbindung von mechanischen und elektro�

nischen Komponenten� kann dies eine Echtzeitsimulation verhindern� In diesem Bericht

wurde ein neues Integrationsverfahren �DRE� � discrete response equivalent mit Abtast�

glied nullter Ordnung� vorgestellt� welches sich zur Echtzeitsimulation eignet� Die guten

Stabilit	atseigenschaften erlauben die Verwendung gro�er Schrittweiten� da das Integrati�

onsverfahren der jeweiligen Systemdynamik angepa�t wird� Dies erm	oglicht speziell bei

steifen Systemen eine sehr schnelle Simulation im Vergleich zu einfachen expliziten Inte�

grationsverfahren� wie sie zur Echtzeitsimulation eingesetzt werden�

Das Integrationsverfahren eignet sich zur Implementierung auf einem Parallelrechner� Da�

mit kann die Rechenzeit nocheinmal deutlich verringert werden� da jeder Prozessor nur ein

Teilsystem integrieren mu�� Eine weitere Beschleunigung kann durch die unterschiedliche

Behandlung von schnellen und langsamen Systemteilen erzielt werden� Sie lassen sich mit

unterschiedlichen Schrittweiten und verschiedenen Verfahren simulieren� Das neue paral�

lele DRE��Verfahren gestattet bei steifen Systemen eine einheitlich gro�e Schrittweite�

Dabei werden die schnellen Teilsysteme mit dem der Teilsystemdynamik angepa�ten par�

allelen DRE��Verfahren integriert und die langsamen Teilsysteme mit einem einfachen

expliziten Verfahren� Es werden eine Stabilit	atsbetrachtung und eine Fehlerabsch	atzung

f	ur das Integrationsverfahren vorgenommen� F	ur eine m	oglichst gleichm	a�ige Lastver�

teilung auf den Prozessoren und somit eine gute E�zienz m	ussen die Rechenzeiten der

Teilsysteme ermittelt werden� Anhand der Simulation eines hydraulischen Mobilantrie�

bes wird die Anwendung des pDRE��Verfahrens zur parallelen Simulation erl	autert� Die

Rechenzeit konnte dabei gegen	uber dem sequentiellen RK��Verfahren um den Faktor

� � �
� beschleunigt werden�

Bei einer simulation�in�the�loop ist die Echtzeitsimulation mit einem realen System 	uber

Ein� und Ausgangsgr	o�en gekoppelt� Die Zust	ande des realen Systems� welche als Ein�

gangsgr	o�en auf die Simulation einwirken� 	andern sich kontinuierlich� Um eine genauere

Simulation zu erzielen� kann das Abtast�Halte�Glied nullter Ordnung durch ein Glied

erster Ordnung ersetzt werden� Das resultierende Verfahren sowie die Anwendung bei

verschiedenen Systemen ist Gegenstand derzeitiger Untersuchungen�
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