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1 Einleitende Ubersicht

Bei vielen Regelungskonzepten, wie z. B. bei Zustandsregelungen, ist es erforderlich, al-
le Zustande des betrachteten Systems zu kennen. Sind aus technischen oder &konomi-
schen Griinden manche Zustande nicht mefibar, dann besteht eine Teilaufgabe der Re-
gelungstechnik darin, geeignete Algorithmen zur Rekonstruktion oder Schatzung dieser
Zustandgrofen aus verfiigharen Ein-/Ausgangssignalen zu finden. Sind Storgrofien und
MeBgerdusche so gering, daf} sie beim Entwurt keine wesentliche Rolle spielen, dann spricht
man von einer Beobachtungsaufgabe, deren eindeutige Lésung eine Voraussetzung fiir den
Entwurf von Zustandsbeobachtern ist.

Zustandsbeobachter bestehen aus einer Nachbildung des mathematischen Modells der Re-
gelstrecke und einem Korrekturterm zur Sicherstellung des Abklingens des Schéatzfehlers.
Fiir nichtlineare Systeme (NLS) werden tiblicherweise lineare Approximations-Modelle als
Néaherung 1. Ordnung angenommen, die nur in der Umgebung des Arbeitspunktes gelten.
So kann die Zustandsschdtzung mit dem Luenberger-Identitatsbeobachter gelést werden
(Schwarz 1971 und 1990). Fiir Bilineare Modelle als Ndherung 2. Ordnung wurden eben-
falls geeignete Beobachter ausgelegt und praktisch erprobt werden (Beater 1987, Guo
1991, Doriflen 1991 und Ingenbleek 1991).

Obwohl diese Bemithungen erfolgreich waren, kann bei weitergehend nichtlinearen Syste-
men eine Bilinearisierung durchaus nicht ausreichen. Deshalb miissen nichtlineare Appro-
ximationen mit komplexeren Strukturen aus der Klasse der analytisch linearen Systeme
(ALS) untersucht werden. Eine Unterklasse der ALS stellen die zustandsquadratischen
Systeme mit linearer Steuerung (QLS) dar, die folgende Zustandsdarstellung besitzen:

#(1) = Ava(t)+ Ase(t) © 2(t) + [bo + Bra(t) + Bya(t) © (t)]u(t) } (1.1)

y(t) = clz(t) ;w0 = x(to)

Der vorliegende Forschungsbericht gibt einen Uberblick zur Beobachtbarkeits- Analyse der
QLS als ersten Schritt zur Auslegung von Zustandsbeobachtern fiir diese Systeme. Ba-
sis der Untersuchungen bilden die Arbeiten von Isidori (1989), Schwarz (1991) und Birk
(1992). Im folgenden Abschnitt wird die Zustandsdarstellung der QLS angegeben. Im
Abschnitt 3 erfolgt zunachst eine Formulierung der Beobachtungsaufgabe fiir die QLS.
Dann werden verschiedene Formen der Beobachtbarkeit vorgestellt. Anschlielend werden
die Beobachtbarkeitskriterien zur Uberpriifung der jeweiligen Beobachtbarkeitsform dis-
kutiert. Abschnitt 4 enthélt eine Zusammenfassung der vorliegenden Arbeit sowie einen
Ausblick auf weiterfithrende Untersuchungen der hier behandelten Thematik.
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2 Zustandsdarstellung der QLS

Die zustandsquadratischen Systeme mit linearer Steuerung (QLS) stellen eine nichtlineare
Unterklasse der analytisch linearen Systeme (ALS) dar. Sie besitzen Zustandsmodelle der
allgemeinen Form (Eingroflensysteme) gemaf Gl. (1.1) mit dem ZustandsgroBlenvektor
x(t) € R", der Ausgangsgrofie y(t), der Eingangsgrofe u(t) und den konstanten Matrizen
A1, Ag, by, By, By, ¢ angepafiter Dimension (Tabelle 2.1). Die Struktur solcher Systeme
zeigt Bild 2.1.

Systemmatrix | Dimension
Ay, By nxn
Ay, B n x n?
bo n x1
e’ 1 xn

Tabelle 2.1: Dimensionen der Systemmatrizen

qlsOmm3mmBlockschaltbild eines QLS
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Zur Vereinfachung der Notation wird das Kronecker-Produkt ,2“ (Rugh 1981) verwendet,

das erklart ist zu: !

T 2
rTR@r = [xle,xQxT,...,xnxT e R"

T
2 . 2 . . 2
= [l’l, T1T2y ... 3 1Ty 2T, Loy e o, 2Ty o o ; T L1, T2, .. ,wn]

Fir den Spezialfall A, = 0 und By = 0 geht das QLS nach GI. (1.1) in ein bilineares
System (BLS) tiber. Ist zusdtzlich By = 0, dann erhdlt man ein lineares System (LS).

In der mathematischen Literatur (Frayman 1975, Bose; Cover und Reneke 1991) wer-

den die QLS auch folgendermafen dargestellt:

xi(t)le(t) J/’i(t)ﬁ’lw(t)
M) = A+ (t)?”(t) +[bo+ Brae(t)+ | (t)]:%ﬂ(t) Ju(t)
J}T(t)in'(t) J}T(t)Rnl'(t)

= Ajx(t) + Zi: eixT(t)Qix(t) + [bo + Bix(t) + Zi: eixT(t)Rix(t)]u(t) ,

wobei e; der Einheitsvektor in der i-ten Koordinatenrichtung ist und @); bzw. R; die

Dimension n xn haben. Diese Darstellung ist grundsétzlich mit der von Gl. (1.1) identisch.

Es werden nur die Zeilen ay; bzw. by; ; 2 =1,...,n der Matrizen A; bzw. B;
i = [ 241 G242 ... Qg4p2 ] ’
bri = | bair bua ... by |
in die quadratischen Matrizen (); bzw. R;
9,41 49,42 e Qogp
a2,i[n+1] a2,i[n+2] <o Q24[2n)
Qi = . . . . )
L @2,i[(n—1)n+1]  D2,i[(n—1)n+2] -+  U24n2
ba.i1 by iz v bon
ba,ifnt1] baifnta) -+ Daifen]
R, = . . .
| bailn—1ynd1] D2if(n—1yn42) --- Do
umgeschrieben.

e Beispiel 2.1 : Fiir n = 2 werden aus

A, — tg11 G212 d213 (214
2

(g.91 2,22 d223 (224

L Aus Griinden der besseren Lesbarkeit wird im weiteren das Zeitargument nicht stindig explizit
angegeben.
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die Matrizen

tg11 02,12 (2,91 2,22
Ql — [ ) ) ‘| und Q2 — [ ) ) ‘|

(213 02,14 (9,93 U224

Anmerkungen:

— Wiein der Praxis meist {iblich ist, wird die Ausgangsgleichung linear angesetzt.
Dies stellt keine Finschrankung der Allgemeinheit dar. Man kann zeigen, daf}
jedes QLS der Ordnung n mit nichtlinearer Mefigleichnung y(¢) = ¢(x) in ein
ALS der Ordnung n + 1 iberfithrbar ist, das dann eine lineare Ausgangsglei-
chung hat (vgl. Anhang A). Dies gilt allgemein auch fiir ALS (Schwarz 1990).

— Eine direkte Abhéngigkeit der AusgangsgroBe y(t) von der Steuerung u(t) wird
hier nicht beriicksichtigt, da sie bei realen technischen Systemen nicht vor-

kommt.

— Aus Grinden einer iibersichlichen Notation beschrankt sich diese Arbeit auf

Eingréflensysteme. Die Erweiterung aut Mehrgréfiensysteme ist prinzipiell moéglich.
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3 Beobachtbarkeits-Analyse der QLS

3.1 Formulierung der Beobachtungsaufgabe

Durch

i) = Awa(t) + Agx(t) @ () + [bo + Buz(t) + Boz(t) @ z(t)]u(t)
y(t) = (1) ;o = (o)

wird eine nichtlineare Beobachtungsaufgabe fiir die QLS definiert, deren Loésung
darin besteht, aus den verfiigharen Ausgangsmessungen und der Kenntnis des Ein-
gangssignals den aus physikalischen oder wirtschaftlichen Griinden nicht zu messen-

den Zustand zu ermitteln. Dazu miissen Zustandsbeobachter ausgelegt werden.

Der Entwurf eines nichtlinearen Beobachters kann analog zum linearen Luenberger-

Beobachter in folgenden Schritten vorgenommen werden:
1. Durchfithrung einer Beobachtbarkeits-Analyse zu Uberpriifung der Existenz
einer eindeutigen Losung der Beobachtungsaufgabe.
2. Festlegung der Struktur des Beobachters.
3. Dimensionierung des Beobachters.
4. Analyse der Beobachter-Figenschaften.
Im Folgenden wird der erste Schritt ausfiihrlich beschrieben. Es wird angenommen,

dafl die Regelstrecke ungestort und vor allem das Ausgangssignal ohne zusétzliche
Storsignale verfiighar ist (Schwarz 1981).

3.2 Formen der Beobachtbarkeit

Im Gegensatz zur linearen Systemtheorie gibt es bei nichtlinearen — und hier auch
speziell zustandsquadratischen — Systemen eine Vielzahl von Beobachtbarkeitsdefi-
nitionen (u.a. Hermann und Krener 1977, Isidori 1989, Schwarz 1991, Birk 1992).
Die wichtigsten sind:

— globale Beobachtbarkeit,

— lokale Beobachtbarkeit,

— lokale Unterscheidbarkeit und

Arbeitspunkt-Beobachtbarkeit.

Sie werden in dieser Reihenfolge durch folgende Definitionen erklért:
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Definition 3.1 : (Birk 1992)

Ein QLS nach Gl. (1.1) heifit global beobachtbar, wenn jeder Anfangszustand
xo aus der Kenntnis des Ausgangssignals y(¢) und des Eingangssignals u(t) im
gesamten Definitionsbereich Vxg € D, ; Yu € D, eindeutig bestimmt werden
kann.

O

Definition 3.2 : (Birk 1992)

i) Ein QLS nach Gl. (1.1) heifit lokal beobachtbar in einem Punkt x,, wenn jeder
Anfangszustand x¢ in einer Umgebung ||xg — 2,|| < p von x, aus der Kenntnis
des Ausgangssignals y(¢) und des Eingangssignals u(t) eindeutig rekonstruiert

werden kann.

ii) Das QLS heifit lokal beobachtbar, wenn die Eigenschaft i) im gesamten Defini-
tionsbereich Va, € D, ; Vu € D, erfiillt ist.
O

Definition 3.3 : (Hermann und Krener 1977, Schwarz 1990)

i) Zwei verschiedene Anfangszustinde x,(0) und x4(0) des QLS nach GI. (1.1)
heiflen nicht unterscheidbar, wenn fiir jedes Eingangssignal u(t) € U gilt:
Ya(t) = y(t) Vt € [0,T]. Hierbei sind y,(f) und y,(¢) die Systemantworten
fiir u(t) und 4(0) bzw. u(t) und 4(0). T sei eine beliebige, aber feste reelle
Zahl.

ii) Das QLS heift lokal unterscheidbar (weich beobachtbar), wenn der Anfangs-
zustand z( von allen Nachbarzustdnden einer Umgebung Uy unterscheidbar ist
fur alle zg € Uy.

O

Definition 3.4 : (Birk 1992)

Ein QLS nach Gl (1.1) heifit arbeitspunkt-beobachtbar (beobachtbar in ei-
nem Arbeitspunkt z,), wenn jeder Anfangszustand zo in einer Umgebung
(||lxo — @s]| < €4, ||u — us]| < £,) des stationdren Arbeitspunktes (x, us) mit
flzs,us) = 0 aus der Kenntnis des Ausgangssignals y(¢) und des Eingangssi-
gnals u(t) eindeutig ermittelt werden kann.

a

Die Eigenschaft der lokalen Unterscheidbarkeit wird in einigen Literaturstellen (Her-
mann und Krener 1977, Isidori 1989, Nijmeijer und Van der Schaft 1990, Schwarz
1991) auch als lokale Beobachtbarkeit bzw. schwach/weich lokale Beobachtbarkeit
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bezeichnet. Letztere ist zwar einfacher zu iiberpriifen als die lokale Beobachtbarkeit
nach Definition 3.2, da sie eine schwichere Systemeigenschaft darstellt. Sie ist aber
— wie unten noch gezeigt wird — keineswegs fiir die Losung der Beobachtungsaufgabe

ausreichend.

3.3 Beobachtbarkeitskriterien

Gegenstand dieses Abschnittes ist die Einfiihrung einiger fiir eine Beobachtbarkeits-
Analyse sehr wichtigen Begriffe der Beobachtbarkeits-Abbildung, der Beobachtbarkeits-
Matriz, der Unterscheidbarkeits-Matriz und der Arbeitspunkt-Beobachtbarkeitsmatriz
eingefiithrt. Basierend darauf werden algebraische Kriterien zur Uberpriifung der im
vorigen Abschnitt angegebenen Beobachtbarkeitsformen behandelt. Zur Vereinfa-
chung der Notation werden an entsprechenden Stellen folgende Abkiirzungen ver-

wendet:

a(x) = Ajx(t)+ Aqx(t) @ x(t)

b(z) = bo+ Bia(t)+ Bax(t) @ x(t)
a(x) + b(x)u(t)

~
~—~
=
<
pa—
I

und (Jelali 1993)

KS = z(t)@x(t) € R™

¢ = Pas e
a 2 2
IC% = a—xlCé@ =const. Vz € R" ; /Cé) € R X"

3.3.1 Globale Beobachtbarkeit
Beobachtbarkeits-Abbildung

Zur Untersuchung der globalen Beobachtbarkeit wird die Beobachtbarkeits-Abbildung
bendtigt, die den Systemzustand und das Eingangssignal auf das Ausgangssignal ab-
bildet. Diese erhilt man, indem z. B. ? das Ausgangssignal y(¢) unter Einbeziehung
der Gl. (1.1) (n — 1)-mal abgeleitet wird und die Ableitungen zu einem Vektor
zusammengefafit werden (Kou, Elliot und Tarn 1973):

y(t) Ci%‘(t)

y(t) (1)

y(n—l)(t) ch(n—l)(t)

2Verschiedene Methoden zur Konstruktion der Beobachtbarkeits-Abbildung findet man in Brandin,
Kostyukovskii und Razorenov (1976).
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alt) = [u(t), i(t),...,u= @) . (3.1)

Fithrt man den linearen Differentialoperator My

M) = O ey )
Mia(e) = M) mit M) = (e)

ein, dann kann die Beobachtbarkeits-Abbildung in kompakter Form geschrieben

werden:
My
M
gew)=| 0 | L) . (3.2)
n—1
Mf

Die Beobachtbarkeits-Abbildung liefert eine Aussage dariiber, inwieweit der Zu-
standsvektor aus dem Eingangssignal u(?), dem Ausgangssignal y(¢) und deren
zeitlichen Ableitungen rekonstruiert werden kann. Dies macht die Uberpriifung der

eindeutigen Invertierbarkeit des nichtlinearen Gleichungssystems (3.2) erforderlich

(Birk 1992).

Satz 3.1 : (Birk und Zeitz 1990, Birk 1992)

Ein QLS nach GI. (1.1) ist global beobachtbar, wenn die Beobachtbarkeits-
Abbildung ¢(x, u) nach Gl. (3.2) im gesamten Definitionsbereich Va € D, ; Yu €
D eindeutig nach o aufgelést werden kann.

a

Fir die QLS nach GIL. (1.1) gilt:

y(t) = (1)
y(t) = cT[Al:L'(t) + Ayx(t) @ (1) + cT[bo + Bya(t) + Bax(t) @ x(t)]u(t)
j(t) = c'[A + Byu(t)] x
X[Arz(t) + Asz(t) @ x(t) + (bo + Brx(t) + Bax(t) @ x(t))u(t)] +
—I—CT[A2 + Bau(t)] x
<[(Ave(t) + Age(t) © (1)
(1) © (Are(t) + Aye(t)
—I—CT[bo + Bya(t) + Bax(t)

+ (0o + Bre(t) + Byz(l) @ 2(1))u(l)) @ (l) +
@ x(l) + (bo + Brz(t) + Baa(l) @ x(1))u(l))] +
@ z(t)]a(t) -
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Es werden zur besseren Ubersicht nur die ersten 3 Komponenten der Beobachtbarkeits-

Abbildung betrachtet. Die Hinzunahme weiterer Komponenten liefert uniibersicht-

liche Ausdriicke.

Wihrend bei LS und BLS die Beobachtbarkeits-Abbildung linear beziiglich des Zu-
standes ist, treten bei QLS bereits ab der zweiten Zeile nichtlineare (mindestens
quadratische) Terme in x(#) auf. Dazu kommt die Abhéngigkeit vom Eingangssi-

gnal und dessen Zeitableitungen, deren Anzahl vom sog. Differenzengrad bestimmt

wird (vgl. Abschnitt 3.3.2).

—  Beispiel 3.1 : Betrachtet wird die bekannte Rauber-Beute-Beziehung
(Keller 1986), die ein QLS nach Gl. (1.1) darstellt. Die Systemmatrizen

lauten:

a 0 0 —b 0 0 0 0
! [O—d]’ ? [0 000]’ ! [0 —elB 1-1)

By, = 0; 0,=0; cT:[O 1]
Die Konstanten a, b, ¢, d und ¢ seien alle von Null verschieden. Der
Definitionsbereich sei durch =y > 0; 29 > 0; u > 0 festgelegt. Die
Beobachtbarkeits-Abbildung ergibt sich zu:
. y(t) 2(1)
1029 = [ 500 | = | Zione ety - st [P
Gl. (B3.1-2) 1483t sich eindeutig invertieren:

1[9()
l z1(t) ] | ] | (B3.1-3)
210 y(1)
Damit ist das betrachtete QLS fiir y(¢) # 0 im gesamten Definitionsbe-
reich global beobachtbar.

O

Da die mathemathischen Verfahren zur Uberpriifung der Invertierbarkeit des
Gleichungssystems (3.2) aufwendig und nur in Spezialfallen bekannt sind (Birk
und Zeitz 1990), ist es sinnvoll, vor Anwendung solcher Verfahren zu versuchen,
das zu untersuchende System in eine Normalform (NF) zu {iberfithren, bei der
die globale Beobachtbarkeit direkt gegeben ist. Eine solche NF ist die allge-
meine Beobachtbarkeits-Normalform (ABKNF) nach Gauthier und Bornard
(1981).

Allgemeine Beobachtbarkeits-Normalform

Von Gauthier und Bornard (1981) wird eine ABKNF angegeben, bei der die
globale Beobachtbarkeit direkt erkennbar ist. Die ABKNF besitzt die Zustands-
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darstellung
(t) = [(@)+g@ut)
T2 (t) g1(21)
T3(t) G2(Z1,22)
= |: + u(t) (3.4)
jin(t) gn—l(jjla sy jn—l)
I F(zq,...,2,) | I Gn(T1y ooy Ty, Tp) |
y(t) = z.(1)

Fiir Systeme, die direkt in dieser Normalform vorliegen oder in diese iiberfiihr-

bar sind, 1a8t sich die Beobachtbarkeits-Abbildung angeben zu

() |
To(t) + l}l(:f;l, u)

£3(t) + h?(‘%lv i’?v u, u)

- n—2
Tty Uy, ulT2)

j;n(t) + En—l(‘%lv s

(3.5)

Gl. (3.5) kann unabhéngig vom Eingangssignal und von den Nichtlinearititen

h; nach x (sukzessive von oben nach unten) aufgeldst werden. Dies liegt an der
Dreiecksabhéngigkeit der Beobachtbarkeits-Abbildung von den Zustéanden z;.

Damit ist die globale Beobachtbarkeit direkt gegeben.

Satz 3.2 :

QLS, diein der ABKNF nach GI. (3.4) vorliegen oder sich in diese {iberfithren

lassen, sind direkt global beobachtbar.

a

Die Uberfithrung des Systems in die ABKNF kann anhand der Transformation

Mo

mit

ox

Miy(z) = MJ(MF'y(z))  mit My(z) = y(x)

(3.6)

durchgefithrt werden. Dadurch ist die Dreiecksstruktur des Vektors g(z) jedoch

nicht garantiert.
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Differenzengrad d = n

Definition 3.5 : (Schwarz 1991)

Der Differenzengrad d eines QLS ist gleich der Anzahl der zeitlichen Ableitun-
gen y @ = dly(t)/dt?, bei der die Steuergrofe u(t) erstmalig explizit auftaucht.
O

Ein spezieller, aber sehr wichtiger Sonderfall ist der Differenzengrad d = n.
Er ist ndmlich bei vielen technischen Systemen der Normalfall und zwar im-
mer dann, wenn Speicher in Kaskaden angeordnet sind, die Stellgrofle nur auf
den ersten Speicher wirkt und keine Signalverbindungen zum Ausgang hin ge-
richtet sind. Beispiele dazu sind Gleichstrom-Motoren und elektrohydraulische
Antriebe (Schwarz 1992).

Fir QLS mit d = n fihrt die Transformation nach Gl. (3.6) auf die Isidori-

Normalform
[ )] ] 0]
z5(t) 0
B o= ||+ ult)
- 0 (3.7)
| F(z) | | G(2) ]
y(t) = @(1)
mit
F(e) = Nidc='(z) (3.8)
G(z) = MMIT'T="Y(z) . (3.9)

In diesem Fall ist die Dreiecksstruktur des Vektors g(#) und damit auch die
globale Beobachtbarkeit immer gewahrleistet. Fir QLS mit linearem Drift-
Term (As = 0) wird
F(z) = 'AlY(x) (3.10)
G(z) = AT By (@) @ 27N &) 4 Biz 7M7) + bo) (3.11)
aus den Gln. (3.8) und (3.9).

+  Beispiel 3.2 : Das QLS aus Beispiel 3.1 hat wegen
y(t) = (1)
y(t) = —dxg(t) + car(t)ax2(t) — exq(t)u(t)
den Differenzengrad d = 1. Die hierfiir notwendige Transformation

zur ABKNF lautet
z5(1)

w0 =20 = | 2 —det) | (B3.2-1)
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Das transformierte QLS ergibt sich zu

- (1) —ely

R [ﬁ3+w—mmmuxw+mxm]*l—mf%%M”

y(t) = z1(t) . (B3.2-3)
Die Beobachtbarkeits-Abbildung lautet in den transformierten Ko-
ordinaten

o y@) | ] ()

e = | 50 | = | 20— o (B2

und 148t sich eindeutig invertieren:
(1) ] [ y(t) ]
_ =" . B3.2-5
i S 32
Damit ist das betrachtete QLS im gesamten Definitionsbereich global

beobachtbar.
O

3.3.2 Lokale Beobachtbarkeit
Beobachtbarkeits-Matrix

Die Beobachtbarkeitsmatrix @ g(x, u) ist definiert als Jakobimatrix der Be-
obachtbarkeitsabbildung ¢(x,u) nach Gl. (3.2) (Brandin, Kostyukovskii
und Razorenov 1976):

dq(x,u)

Qp(z,u) = o (3.6)

Die Beobachtbarkeitsmatrix kann ebenfalls anhand des Differentialopera-

tors (Birk und Zeitz 1988)

Nt) = A28 )

Niy(w) = Ny(NfT'y(z))  mit Npy(e) = (2)

in der Form

Ny
N
Qplz,u) = _f o (3.7)
Nt

dargestellt werden.

Satz 3.3 : (Birk 1992)

Ein QLS nach Gl. (1.1) ist lokal beobachtbar, wenn die Beobachtbarkeits-
Matrix @Qp(x,u) nach Gl. (3.7) im gesamten Definitionsbereich Va &
D, ; Yu € D den vollen Rang

Rang Qp(z,u)=n ;Yo e D,; Yue D] (3.8)
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hat.
O

Aus Satz 3.3 geht lediglich hervor, daf die Rangbedingung gemaf} Gl. (3.6)
eine hinreichende Bedingung fiir die lokale Beobachtbarkeit eines QLS dar-
stellt. Ist diese Bedingung in einem Gebiet des Zustandsraumes bzw. des
Definitionsbereiches nicht erfiillt, kann durch Hinzunahme von héheren
Ableitungen von y(t) bzw. hoheren Potenzen Ny die lokale Beobachtbarkeit
im gesamten Zustandsraum nachgewiesen werden. Denn bei quadratischen
Systemen kann der Satz von Cayley-Hamilton nicht angewendet werden
und damit kénnen hohere Zeitableitungen y*)(¢) mit k& > n evtl. zusétzli-
che Informationen dariiber geben, ob das Gebiet der lokalen Beobachtbar-
keit groBer ist (vgl. Beispiel 3.4).

Die Beobachtbarkeitsmatrix Qp(z, @) = [qo(z, u), ¢1(x, %), . .., qu_1(z,u)]T
1aBt sich fiir die QLS zeilenweise angeben zu:

T

qgolz,u) = c
qlr,u) = cT[A1 + AQIC}@] + cT[Bl + BQICI] (1)
@(z,u) = [A+ Bru(b)][Ar + A KL + (B + BoKL u(t)] +
+ T[Ay + Byu(t)][(A; + A21C1 + (B + B21C1 Ju(t)) @ x(t) +
+ (A (t) + AKY 4 (bo + Biz(l) + BoKou(t)) @ 1,
+ 1, @ (Arx(t) + AKY + (bo + Bia(t) + BoK3)u(t))
+a(t) @ (A + Azlcé@ + (B + BQIC(IX)) ()] +
+ ' [By + BoKLJu(t)

Bereits an der 2. Zeile von Qp(x,u) ist zu erkennen, daf die Figenschaft

I~

_I_
_I_

lokale Beobachtbarkeit fiir QLS von Eingangssignal und Zustandsvektor
abhéngt. Diese Abhédngigkeit wird ab der 3. Zeile sehr kompliziert, so dafl
keine allgemeinen Aussagen iiber den Rang von Q)p(x,u) gemacht werden
kénnen. Mogliche Vereinfachungen ergeben sich durch Betrachtung des

Differenzengrades d.

Sonderfall A; =0, d = n:

Fir QLS mit linearem Drift-Term (A = 0) und d = n vereinfacht sich
die Untersuchung der lokalen Beobachtbarkeit erheblich. Dies folgt daraus,
daf} die Beobachtbarkeitsabbildung nur die ersten n — 1 Ableitungen der
Ausgangsgrofe y(f) enthdlt. Daher entféllt die Abhangigkeit der lokalen
Beobachtbarkeitsmatrix von Eingangssignal und Zustandsvektor, so daf}
sich @p(x,u) auf die Beobachtbarkeitsmatrix @y, des linearen Teilsystems
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reduziert:
T
CTAl
Qplr,u)=Qr = _ fir d=n . (3.9)
cTA7f_1

Beispiel 3.3 : Fiir das QLS nach Gl. (B3.1-1) errechnet sich die
Beobachtbarkeits-Matrix zu

0 1
Cple,u) = cxo(t) cx1(t) —d — eu(t) (B3.3-1)
Damit gilt:
Rang Qp(x,u) =2=n fir 22 #£0 . (B3.3-2)
Das System ist im gesamten Definitionsbereich lokal beobacht-
bar.
O
Beispiel 3.4 : Gegeben sei das QLS
(1) = w3(t) —u(l)
Ta(t) = x3(¢) (B3.4-1)
y(1) z1(t)
Wegen

l 38 ] B l 222 —u(t) ] ) (B3.4-2)
ist der Zustand z,(¢)

(1) = £/y(t) + u(t)

nicht eindeutig aus y(¢) und u(¢) bestimmbar. Nimmt man jedoch
die zweite Ableitung von y(t)

ji(t) = 2a3(t) — u(t)
hinzu, dann 148t sich der Zustandsvektor aus y(¢), §(¢) und u(?)
im gesamten Zustandsraum ermitteln. Das QLS ist damit global

beobachtbar.
O

Auch bei der Untersuchung der lokalen Beobachtbarkeit ist die durch
Gl. (3.4) definierte ABKNF von besonderem Interesse. Fiir ein QLS
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dieser Form gilt ndmlich wegen GI. (3.5)

1 0 ... 0 0
a0 0

Qulz,u)=| 22 =2 1 0 (3.3)
0

Die Beobachtbarkeitsmatrix nach Gl. (3.3) hat unabhingig vom Ein-
gangssignal und von den Nichtlinearititen h; den vollen Rang. Damit
ist auch die lokale Beobachtbarkeit direkt gegeben und Satz 3.2 kann
so erweitert werden:

Satz 3.4 :

QLS, die in der ABKNF nach Gl. (3.4) vorliegen oder sich in diese

iberfithren lassen, sind direkt global und lokal beobachtbar.
O

Das Konzept der ABKNF hat den Vorteil, dal es im Gegensatz zu
Satz 3.3 eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die lokale
Beobachtbarkeit des Systems liefert, da gilt:

Satz 3.5 : (Gauthier und Bornard 1981)

Ein QLS ist genau dann im gesamten Definitionsbereich lokal beob-
achtbar, wenn dort eine eindeutig umkehrbare Transformation exi-

stiert, die das System in die ABKNF nach Gl. (3.4) iiberfiihrt.
O

Anmerkungen:

- Wenn die Transformation zur ABKNF nur in einem bestimmten Gebiet

des Zustandsraumes existiert, dann ist das QLS in diesem Gebiet direkt

global und lokal beobachtbar.

- Die lokale Beobachtbarkeit im gesamten Definitionsbereich stellt bei
QLS keine hinreichende Bedingung fiir die globale Beobachtbarkeit
dar; es gibt also QLS, die in einem bestimmten Gebiet des Zustands-
raumes zwar lokal, dort aber nicht global beobachtbar sind (vgl. Bei-
spiel 3.5).

- Bei zustandsaffinen Systemen, zu denen die .S und BLS gehéren, sind
die Kriterien fiir die globale und lokale Beobachtbarkeit wegen der Li-
nearitat der Beobachtbarkeits-Abbildung beziiglich x(t) identisch (Birk
1992, Ingenbleek 1993).
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Beispiel 3.5 : Fiir das QLS

#(t) = wa(t)ra(t) — 5(t)u(l)

T2(t) = wa(t) 4+ 23 (t) 4 u(t) (B35-1)
y(t) = (1)
lautet die Beoabachtbarkeits-Abbildung
ey | Y| | () ]
o= [ 50 | = [0 st v | - @35

+/5(t) — y(t) — u(t) (B3.5-3)
t)

[ 28 ] R

folgt. Die Beoabachtbarkeits-Abbildung ist nicht eindeutig in-
vertierbar und das System damit nicht global beobachtbar. Die
Beobachtbarkeits-Matrix ergibt sich zu

Qp(v,a) = l Qx?(t) 1 ] . (B3.5-4)

Das System ist fiir y # 0 tiberall lokal beobachtbar.

3.3.3 Lokale Unterscheidbarkeit
Unterscheidbarkeits-Matrix

Die Unterscheidbarkeits-Matrix Qu () kann mit Hilfe der Vorschrift
(Isidori 1989)

Qo()
Oule) = % Q15(:1:) (3.5)
Qn-1()

mit
Qo(z) = cla(t)
Qi(r) =
gebildet werden.

Mb]Qz—l(x) ) Zzlvvn_l

Satz 3.6 : (Schwarz 1991)

Ein QLS nach Gl. (1.1) ist lokal unterscheidbar, wenn die Unterscheidbarkeits-
Matrix Qu(x) nach Gl. (3.5) im gesamten Definitionsbereich Va € D,
den Rang n

Rang Qu(z)=n ; Ve €D, (3.6)
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besitzt.
O
Fir QLS 3. Ordnung ergibt sich die Unterscheidbarkeits-Matrix zu
o
Ay + AKX
By + B:K},

Ou(z) = o | AKZ [Are(t) + AKY] + [A + Akl

| BoK2 [bo+ Bia(t) + BoKS| + [Bi + Bk

Qu(x) besitzt die Dimension (2" — 1) x n und héngt nicht vom Ein-
gangssignal ab. Dies hat den Nachteil, dafl dadurch Beobachtbarkeits-
Liicken, die durch bestimmte Eingangssignale hervorgerufen werden,
nicht erkannt werden koénnen (vgl. Beispiel 3.6). Daher ist die Unter-
suchung der lokalen Beobachtbarkeit unumgénglich. Die Eigenschaft
der lokalen Unterscheidbarkeit eignet sich somit nicht fiir die Losung
der Beobachtungsaufgabe. Dennoch ist sie fiir Aufgabenstellungen der

Minimalrealisierung und Systemidentifikation von grofler Bedeutung

(Dorilen 1990, Schwarz 1991).

Beispiel 3.6 : Fiir das QLS

Alz_l_l;AQZOOOO;B1:01
0 0 1 000

000 0 1
B: 'b: 'T:
2 [0100]’0“]’0{10}

1aB3t sich die Unterscheidbarkeits-Matrix zu

1 0
Qu = -1 -1 (B3.6-2)
0 1
berechnen. Da
Rang Qv = 2=n (B3.6-3)

gilt, ist das betrachtete QLS im gesamten Zustandsraum lokal

unterscheidbar. Dagegen kann man der Beobachtbarkeits-Matrix

Qp(r,u) = [_1 UL] (B3.6-4)

BoK2 | Avr(t) + AKS| + | By + BoKL| [Ar + AKL]
AK2 by + Bia(t) + BoKS| + [Ar + AKL] By + BoKL|
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entnehmen, dafl das System fiir das Fingangssignal « = 1 nicht

lokal beobachtbar ist.

Anmerkung:

Die Unterscheidbarkeit ist eine notwendige Bedingung fiir die lokale
Beobachtbarkeit (Birk 1992, Ingenbleek 1993). Ist also ein QLS nicht
lokal unterscheidbar, dann ertibrigt sich die Untersuchung der lokalen

Beobachtbarkeit.
3.3.4 Arbeitspunkt-Beobachtbarkeit

Arbeitspunkt-Beobachtbarkeitsmatrix

Zur Bildung der Arbeitspunkt-Beobachtbarkeitsmatrix Qs wird GI. (1.1)

um den stationdren Arbeitspunkt (s, us) linearisiert:

Of(x,u)

A= T, = [ A 4 (Bt B | (35)
0
b= % =B+ B (36)

Das linearisierte System lautet dann

#(t) = Ax(t)+ bu(t) }.(3.7)

y(t) = cla(t) ;w0 = z(lo)
Hierzu gehort die Arbeitspunkt-Beobachtbarkeitsmatrix
T
A
(s = : : (3.8)
e

Satz 3.7 : (Birk 1992)
Ein QLS nach Gl. (1.1) ist arbeitspunkt-beobachtbar in (x,us), wenn
die Beobachtbarkeits-Matrix (), in diesem Punkt den vollen Rang
Rang Qps =n (3.9)
besitzt.
O

Wenn die Beobachtbarkeitsmatrix @ p(x,u) zuvor berechnet wurde,

kann ()g, aus

Qps = Enlv, ), ,, (3.10)
bestimmt werden. Dies bedeutet, daf fiir ein im gesamten Definitions-
bereich lokal beobachtbares QLS auch die Arbeitspunkt-Beobachtbarkeit
gegeben ist.
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Beispiel 3.7 : Fiir das QLS nach Gl. (B3.1-1) folgt aus f(xs,us) =

0 und u; = 0 der stationdre Punkt z, = [ % i ] , wofiir das
zugehorige linearisierte System die Matrix
A= l ) _%] (B3.7-1)
<0
besitzt. Die Arbeitspunkt-Beobachtbarkeits-Matrix lautet:
Q :[CT]:[()l] (B3.7-2)
P T @ o] ‘

Das System ist also in z; arbeitspunkt-beobachtbar.
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4 Zusammenfassung und Ausblick

Die vorliegende Arbeit ? beschiftigt sich mit der Beobachtbarkeits-
Analyse zustandsquadratischer Systeme mit linearer Steuerung, die ei-
ne nichtlineare Unterklasse der analytisch linearen Systeme darstellen.
Diese Analyse stellt den ersten Schritt beim Entwurf von Zustandsbe-

obachtern dar.

Zur Losung der Beobachtungsaufgabe werden aus der Vielzahl der in
der Literatur angegebenen Beobachtbarkeitsformen fiir nichtlineare Sy-
steme die wichtigsten vier ausgewahlt und auf die QLS spezialisiert.
Diese sind die globale Beobachtbarkeit, die lokale Beobachtbarkeit,
die lokale Unterscheidbarkeit und die Arbeitspunkt-Beobachtbarkeit.
Grundlage der Uberpriifung dieser Beobachtbarkeitsformen bildet das
Konzept der Beobachtbarkeits-Abbildung, wobei diese fiir die QLS
in komplizierter Weise vom Eingangssignal und dem Systemzustand
abhdngt. Eine mogliche Vereinfachung kann sich in Abhéngigkeit des
Differenzengrades ergeben. Einen wichtigen Sonderfall stellen die QLS

mit vollem Differenzengrad d = n dar.

Zum Nachweis der globalen Beobachtbarkeit muf} die Beobachtbarkeits-
Abbildung invertiert werden. Fiir die Uberpriifung der iibrigen Beob-
achtbarkeitsformen ist eine Ranguntersuchung der jeweiligen charak-

teristischen Matrix erforderlich.

Es hat sich gezeigt, daf es sehr giinstig ist, die QLS in eine allgemeine
Beobachtbarkeits-Normalform zu iibertithren, bei der sowohl die glo-
bale als auch die lokale Beobachtbarkeit direkt gegeben ist. Dadurch
wird die Anwendung komplizierter und strenger mathematischer Uber-

priifungsverfahren vermieden.

Zukiinftige Arbeiten werden sich mit der rechnergestiitzten Beobachtbarkeits-
Analyse mit Hilfe der symbolverarbeitenden Programmiersprache MAC-
SYMA beschéftigen. Auf der Basis dieser Beobachtbarkeits-Analyse

kann dann die Beobachtersynthese erfolgen. Ein weiterer interessanter
Aufgabenpunkt besteht darin, Parameterschiatzvertahren zur Identifi-
kation zustandsquadratischer Approximationsmodelle vor allem in ka-
nonischen Formen (Allgemeine Beobachtbarkeits-Normalform, Nicht-

lineare Beobachter-Normalform) zu entwickeln.

3Die Arbeit entstand im Rahmen des von der Deutschen Forschungsgemeinschaft geférderten Projek-
tes ,Zustands- und Parameterschitzung bei analytischen Systemen mit linearer Steuerung®.
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A QLS mit nichtlinearer Ausgangsgleichung

Ein QLS mit nichtlinearer Ausgangsgleichung weist die Zustandsdar-

stellung
#(t) = Awx(t)+ Asa(t) @ x(t) 4 [bo + Brx(t) + Baa(t) @ x(t)]u(t) }A 5
y(t) = ela(t)) ;w0 = z(lo) '

auf. Erweitert man den Zustandsvektor x(¢) um die skalare Grofe y(1),

dann entsteht der neue Zustandsvektor

(1) = [‘;g” e R (A.2)
Aus Gl. (A.2) folgt:
10 0 0
vty = |00 Y = ) (A3)
0 . 0
0 0 1 0
y(t) = [0 ...0 1]z(t)=e"2(1) . (A.4)
n—mal
Mit GI. (A.1) und
i) = 240 = e (A5)

erhilt man

‘ B Ajz(t —I-Azl’( ) @ x(t)

it) = l o) [Ara(t) + Aza(t) @ a(t))] ] '
_I_

bo + B1x(l) + By (1) @ x(t)
e e gy e

= (o) + M) (A7)
Setzt man GI. (A.3) in Gl. (A.6) ein, dann ergibt sich

) = alz) +b)u(t)
y(t) = =) %:ZWOZ[;&] (A8)

was ein ALS mit linearer Ausgangsgleichung darstellt.



