
Zur Beobachtbarkeits�Analyse
zustandsquadratischer Systeme
mit linearer Steuerung �QLS�

M� Jelali

Forschungsbericht Nr� �����

�Ubersicht� Dieser Forschungsbericht gibt einen �Uberblick zur Analyse der Beobachtbar�

keit zustandsquadratischer Systememit linearer Steuerung �QLS	� Es werden verschiedene

Formen der Beobachtbarkeit mit den zugeh�origen �Uberpr�ufungskriterien vorgestellt�

Prof� Dr��Ing� H� Schwarz



Inhaltsverzeichnis I

Inhaltsverzeichnis

Nomenklatur II

� Einleitende �Ubersicht �

� Zustandsdarstellung der QLS �

� Beobachtbarkeits�Analyse der QLS �

��� Formulierung der Beobachtungsaufgabe � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 


��� Formen der Beobachtbarkeit � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 


��� Beobachtbarkeitskriterien � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

����� Globale Beobachtbarkeit � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

����� Lokale Beobachtbarkeit � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� Lokale Unterscheidbarkeit � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �


����� Arbeitspunkt�Beobachtbarkeit � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� Zusammenfassung und Ausblick �	

� Literaturverzeichnis �


Anhang ��

A QLS mit nichtlinearer Ausgangsgleichung ��



Nomenklatur II

Nomenklatur

Abk�urzungen

ABKNF Allgemeine Beobachtbarkeits�Normalform

ALS Analytisches System mit linearer Steuerung

BLS Bilineares System

LS Lineares System

NLS Nichtlineares System

QLS Zustandsquadratisches System mit linearer Steuerung

Formelzeichen

a�x�t		 Drift�Term eines ALS

A Systemmatrix

b� B Eingangsvektor� �matrix

b�x�t		 Eingangsvektor eines ALS

cT Ausgangsvektor

c�x�x		 analytische Ausgangsfunktion

d Di�erenzengrad

ei Einheitsvektor in der i�ten Koordinatenrichtung

f�x�t	� u�t		 analytische Systemfunktion

hi��x�t	� �u�t		 kanonische Nichtlinearit�at

i� j� k Lau�ndizes

In Einheitsmatrix

n Systemordnung

q�x�t	� �u�t		 Beobachtbarkeits�Abbildung

QB�x�t	� �u�t		 Beobachtbarkeits�Matrix

QU�x�t		 Unterscheidbarkeits�Matrix

t kontinuierliche Zeit

u�t	 kontinuierliche Eingangsgr�o�e

x�t	 Zustandsvektor eines kontinuierlichen Systems

�x�t	 transformierter Zustandsvektor ��x�t	 � z�x�t			

x� Anfangszustandsvektor

y�t	 kontinuierliche Ausgangsgr�o�e

z�x�t		 Transformation zur ABKNF

��x�t		 Vektorfunktion



Nomenklatur III

Operatoren und sonstige Zeichen

� Multiplikation

� Kronecker�Produkt

j�j Betragsbildung

jj�jj Normbildung

��	�� Inversion

��	T Transponieren eines Vektors bzw� einer Matrix
���	 transformierte Gr�o�e
���	 Di�erentiation nach der Zeit

��	jk Wert an der Stelle k
�

����
partielle Di�erentiation

Du� Dx De�nitionsbereich von u� x

Mf � fMf � Nf lineare Di�erentialoperatoren

Rn reeller Vektorraum der Dimension n

dim ��	 Dimension eines Vektors bzw� einer Matrix

Rang ��	 Rang einer Matrix



� Einleitende �Ubersicht �

� Einleitende �Ubersicht

Bei vielen Regelungskonzepten� wie z� B� bei Zustandsregelungen� ist es erforderlich� al�

le Zust�ande des betrachteten Systems zu kennen� Sind aus technischen oder �okonomi�

schen Gr�unden manche Zust�ande nicht me�bar� dann besteht eine Teilaufgabe der Re�

gelungstechnik darin� geeignete Algorithmen zur Rekonstruktion oder Sch�atzung dieser

Zustandgr�o�en aus verf�ugbaren Ein��Ausgangssignalen zu �nden� Sind St�orgr�o�en und

Me�ger�ausche so gering� da� sie beim Entwurf keine wesentliche Rolle spielen� dann spricht

man von einer Beobachtungsaufgabe� deren eindeutige L�osung eine Voraussetzung f�ur den

Entwurf von Zustandsbeobachtern ist�

Zustandsbeobachter bestehen aus einer Nachbildung des mathematischenModells der Re�

gelstrecke und einem Korrekturterm zur Sicherstellung des Abklingens des Sch�atzfehlers�

F�ur nichtlineare Systeme �NLS	 werden �ublicherweise lineare Approximations�Modelle als

N�aherung �� Ordnung angenommen� die nur in der Umgebung des Arbeitspunktes gelten�

So kann die Zustandssch�atzung mit dem Luenberger�Identit�atsbeobachter gel�ost werden

�Schwarz ���� und ����	� F�ur Bilineare Modelle als N�aherung �� Ordnung wurden eben�

falls geeignete Beobachter ausgelegt und praktisch erprobt werden �Beater ����� Guo

����� Dori�en ���� und Ingenbleek ����	�

Obwohl diese Bem�uhungen erfolgreich waren� kann bei weitergehend nichtlinearen Syste�

men eine Bilinearisierung durchaus nicht ausreichen� Deshalb m�ussen nichtlineare Appro�

ximationen mit komplexeren Strukturen aus der Klasse der analytisch linearen Systeme

�ALS	 untersucht werden� Eine Unterklasse der ALS stellen die zustandsquadratischen

Systeme mit linearer Steuerung �QLS	 dar� die folgende Zustandsdarstellung besitzen�

�x�t	 � A�x�t	 �A�x�t	� x�t	 � �b� �B�x�t	 �B�x�t	� x�t	�u�t	

y�t	 � cTx�t	 � x� � x�t�	

�
� ����	

Der vorliegende Forschungsbericht gibt einen �Uberblick zur Beobachtbarkeits�Analyse der

QLS als ersten Schritt zur Auslegung von Zustandsbeobachtern f�ur diese Systeme� Ba�

sis der Untersuchungen bilden die Arbeiten von Isidori �����	� Schwarz �����	 und Birk

�����	� Im folgenden Abschnitt wird die Zustandsdarstellung der QLS angegeben� Im

Abschnitt � erfolgt zun�achst eine Formulierung der Beobachtungsaufgabe f�ur die QLS�

Dann werden verschiedene Formen der Beobachtbarkeit vorgestellt� Anschlie�end werden

die Beobachtbarkeitskriterien zur �Uberpr�ufung der jeweiligen Beobachtbarkeitsform dis�

kutiert� Abschnitt � enth�alt eine Zusammenfassung der vorliegenden Arbeit sowie einen

Ausblick auf weiterf�uhrende Untersuchungen der hier behandelten Thematik�



� Zustandsdarstellung der QLS �

� Zustandsdarstellung der QLS

Die zustandsquadratischen Systeme mit linearer Steuerung �QLS	 stellen eine nichtlineare

Unterklasse der analytisch linearen Systeme �ALS	 dar� Sie besitzen Zustandsmodelle der

allgemeinen Form �Eingr�o�ensysteme	 gem�a� Gl� ����	 mit dem Zustandsgr�o�envektor

x�t	 � Rn� der Ausgangsgr�o�e y�t	� der Eingangsgr�o�e u�t	 und den konstanten Matrizen

A�� A�� b�� B�� B�� cT angepa�ter Dimension �Tabelle ���	� Die Struktur solcher Systeme

zeigt Bild ����

Systemmatrix Dimension

A�� B� n � n

A�� B� n� n�

b� n� �

cT �� n

Tabelle ���� Dimensionen der Systemmatrizen

qls�mm�mmBlockschaltbild eines QLS



� Zustandsdarstellung der QLS �

Zur Vereinfachung der Notation wird das Kronecker�Produkt
�
�� �Rugh ����	 verwendet�

das erkl�art ist zu� �

x� x �
h
x�x

T � x�x
T � � � � � xnx

T
iT
� Rn�

�
h
x�
�� x�x�� � � � � x�xn�x�x�� x

�
�� � � � � x�xn� � � � �xnx�� xnx�� � � � � x

�
n

iT
�

F�ur den Spezialfall A� � 
 und B� � 
 geht das QLS nach Gl� ����	 in ein bilineares

System �BLS	 �uber� Ist zus�atzlich B� � 
� dann erh�alt man ein lineares System �LS	�

In der mathematischen Literatur �Frayman ���
� Bose� Cover und Reneke ����	 wer�

den die QLS auch folgenderma�en dargestellt�

�x�t	 � A�x�t	 �

�������
xT �t	Q�x�t	

xT �t	Q�x�t	
���

xT �t	Qnx�t	

�������� �b� �B�x�t	 �

�������
xT �t	R�x�t	

xT �t	R�x�t	
���

xT �t	Rnx�t	

��������u�t	

� A�x�t	 �
nX
i��

eix
T �t	Qix�t	 � �b� �B�x�t	 �

nX
i��

eix
T �t	Rix�t	�u�t	 �

wobei ei der Einheitsvektor in der i�ten Koordinatenrichtung ist und Qi bzw� Ri die

Dimension n�n haben� Diese Darstellung ist grunds�atzlich mit der von Gl� ����	 identisch�

Es werden nur die Zeilen a��i bzw� b��i � i � �� � � � � n der Matrizen A� bzw� B�

a��i �
h
a��i� a��i� � � � a��in�

i
�

b��i �
h
b��i� b��i� � � � b��in�

i
in die quadratischen Matrizen Qi bzw� Ri

Qi �

�������
a��i� a��i� � � � a��in

a��i�n��	 a��i�n��	 � � � a��i��n	
���

���
���

���

a��i��n���n��	 a��i��n���n��	 � � � a��in�

������� �

Ri �

�������
b��i� b��i� � � � b��in

b��i�n��	 b��i�n��	 � � � b��i��n	
���

���
���

���

b��i��n���n��	 b��i��n���n��	 � � � b��in�

�������
umgeschrieben�

� Beispiel ��� � F�ur n � � werden aus

A� �

�
a���� a���� a���
 a����
a���� a���� a���
 a����

	
�Aus Gr�unden der besseren Lesbarkeit wird im weiteren das Zeitargument nicht st�andig explizit

angegeben�
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die Matrizen

Q� �

�
a���� a����
a���
 a����

	
und Q� �

�
a���� a����
a���
 a����

	
�

�

Anmerkungen�

� Wie in der Praxis meist �ublich ist� wird die Ausgangsgleichung linear angesetzt�

Dies stellt keine Einschr�ankung der Allgemeinheit dar� Man kann zeigen� da�

jedes QLS der Ordnung n mit nichtlinearer Me�gleichnung y�t	 � c�x	 in ein

ALS der Ordnung n � � �uberf�uhrbar ist� das dann eine lineare Ausgangsglei�

chung hat �vgl� Anhang A	� Dies gilt allgemein auch f�ur ALS �Schwarz ����	�

� Eine direkte Abh�angigkeit der Ausgangsgr�o�e y�t	 von der Steuerung u�t	 wird

hier nicht ber�ucksichtigt� da sie bei realen technischen Systemen nicht vor�

kommt�

� Aus Gr�unden einer �ubersichlichen Notation beschr�ankt sich diese Arbeit auf

Eingr�o�ensysteme� Die Erweiterung auf Mehrgr�o�ensysteme ist prinzipiellm�oglich�
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� Beobachtbarkeits�Analyse der QLS

��� Formulierung der Beobachtungsaufgabe

Durch

�x�t	 � A�x�t	 �A�x�t	� x�t	 � �b� �B�x�t	 �B�x�t	� x�t	�u�t	

y�t	 � cTx�t	 � x� � x�t�	

wird eine nichtlineare Beobachtungsaufgabe f�ur die QLS de�niert� deren L�osung

darin besteht� aus den verf�ugbaren Ausgangsmessungen und der Kenntnis des Ein�

gangssignals den aus physikalischen oder wirtschaftlichen Gr�unden nicht zu messen�

den Zustand zu ermitteln� Dazu m�ussen Zustandsbeobachter ausgelegt werden�

Der Entwurf eines nichtlinearen Beobachters kann analog zum linearen Luenberger�

Beobachter in folgenden Schritten vorgenommen werden�

�� Durchf�uhrung einer Beobachtbarkeits�Analyse zu �Uberpr�ufung der Existenz

einer eindeutigen L�osung der Beobachtungsaufgabe�

�� Festlegung der Struktur des Beobachters�

�� Dimensionierung des Beobachters�

�� Analyse der Beobachter�Eigenschaften�

Im Folgenden wird der erste Schritt ausf�uhrlich beschrieben� Es wird angenommen�

da� die Regelstrecke ungest�ort und vor allem das Ausgangssignal ohne zus�atzliche

St�orsignale verf�ugbar ist �Schwarz ����	�

��� Formen der Beobachtbarkeit

Im Gegensatz zur linearen Systemtheorie gibt es bei nichtlinearen � und hier auch

speziell zustandsquadratischen � Systemen eine Vielzahl von Beobachtbarkeitsde��

nitionen �u�a� Hermann und Krener ����� Isidori ����� Schwarz ����� Birk ����	�

Die wichtigsten sind�

� globale Beobachtbarkeit�

� lokale Beobachtbarkeit�

� lokale Unterscheidbarkeit und

� Arbeitspunkt�Beobachtbarkeit�

Sie werden in dieser Reihenfolge durch folgende De�nitionen erkl�art�
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De
nition ��� � �Birk ����	

Ein QLS nach Gl� ����	 hei�t global beobachtbar� wenn jeder Anfangszustand

x� aus der Kenntnis des Ausgangssignals y�t	 und des Eingangssignals u�t	 im

gesamten De�nitionsbereich �x� � Dx � �u � Du eindeutig bestimmt werden

kann�

�

De
nition ��� � �Birk ����	

i	 Ein QLS nach Gl� ����	 hei�t lokal beobachtbar in einem Punkt xp� wenn jeder

Anfangszustand x� in einer Umgebung jjx��xpjj � � von xp aus der Kenntnis

des Ausgangssignals y�t	 und des Eingangssignals u�t	 eindeutig rekonstruiert

werden kann�

ii	 Das QLS hei�t lokal beobachtbar� wenn die Eigenschaft i	 im gesamten De�ni�

tionsbereich �xp � Dx � �u � Du erf�ullt ist�

�

De
nition ��� � �Hermann und Krener ����� Schwarz ����	

i	 Zwei verschiedene Anfangszust�ande xa��	 und xb��	 des QLS nach Gl� ����	

hei�en nicht unterscheidbar� wenn f�ur jedes Eingangssignal u�t	 � U gilt�

ya�t	 � yb�t	 �t � ��� T �� Hierbei sind ya�t	 und yb�t	 die Systemantworten

f�ur u�t	 und xa��	 bzw� u�t	 und xb��	� T sei eine beliebige� aber feste reelle

Zahl�

ii	 Das QLS hei�t lokal unterscheidbar �weich beobachtbar	� wenn der Anfangs�

zustand x� von allen Nachbarzust�anden einer Umgebung U� unterscheidbar ist

f�ur alle x� � U��

�

De
nition ��� � �Birk ����	

Ein QLS nach Gl� ����	 hei�t arbeitspunkt�beobachtbar �beobachtbar in ei�

nem Arbeitspunkt xs	� wenn jeder Anfangszustand x� in einer Umgebung

�jjx� � xsjj � �x� jju � usjj � �u	 des station�aren Arbeitspunktes �xs� us	 mit

f�xs� us	 � � aus der Kenntnis des Ausgangssignals y�t	 und des Eingangssi�

gnals u�t	 eindeutig ermittelt werden kann�

�

Die Eigenschaft der lokalen Unterscheidbarkeit wird in einigen Literaturstellen �Her�

mann und Krener ����� Isidori ����� Nijmeijer und Van der Schaft ����� Schwarz

����	 auch als lokale Beobachtbarkeit bzw� schwach�weich lokale Beobachtbarkeit
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bezeichnet� Letztere ist zwar einfacher zu �uberpr�ufen als die lokale Beobachtbarkeit

nach De�nition ���� da sie eine schw�achere Systemeigenschaft darstellt� Sie ist aber

� wie unten noch gezeigt wird � keineswegs f�ur die L�osung der Beobachtungsaufgabe

ausreichend�

��� Beobachtbarkeitskriterien

Gegenstand dieses Abschnittes ist die Einf�uhrung einiger f�ur eine Beobachtbarkeits�

Analyse sehr wichtigen Begri�e derBeobachtbarkeits�Abbildung� derBeobachtbarkeits�

Matrix� der Unterscheidbarkeits�Matrix und derArbeitspunkt�Beobachtbarkeitsmatrix

eingef�uhrt� Basierend darauf werden algebraische Kriterien zur �Uberpr�ufung der im

vorigen Abschnitt angegebenen Beobachtbarkeitsformen behandelt� Zur Vereinfa�

chung der Notation werden an entsprechenden Stellen folgende Abk�urzungen ver�

wendet�

a�x	 � A�x�t	 �A�x�t	� x�t	

b�x	 � b� �B�x�t	 �B�x�t	� x�t	

f�x� u	 � a�x	 � b�x	u�t	

und �Jelali ����	

K�
� � x�t	� x�t	 � Rn�

K�
�
�

�

�x
K�
�
� Rn��n

K�
�
�

�

�x
K�
�
� const� � x � Rn � K�

�
� Rn��n� �

����� Globale Beobachtbarkeit

Beobachtbarkeits�Abbildung

Zur Untersuchung der globalen Beobachtbarkeit wird die Beobachtbarkeits�Abbildung

ben�otigt� die den Systemzustand und das Eingangssignal auf das Ausgangssignal ab�

bildet� Diese erh�alt man� indem z� B� � das Ausgangssignal y�t	 unter Einbeziehung

der Gl� ����	 �n � �	�mal abgeleitet wird und die Ableitungen zu einem Vektor

zusammengefa�t werden �Kou� Elliot und Tarn ����	�

q�x� �u	 �

�������
y�t	

�y�t	
���

y�n����t	

������� �
�������

cTx�t	

cT �x�t	
���

cTx�n����t	

�������
�Verschiedene Methoden zur Konstruktion der Beobachtbarkeits�Abbildung �ndet man in Brandin�

Kostyukovskii und Razorenov ���	
��
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�u�t	 � �u�t	� �u�t	� � � � � u�n����t	�T � ����	

F�uhrt man den linearen Di�erentialoperator Mf

Mf��x	 �
���x	

�x
f�x� u	 �

���x	

��u
��u�t	 �

Mk
f ��x	 � Mf�M

k��
f ��x		 mit M�

f ��x	 � ��x	

ein� dann kann die Beobachtbarkeits�Abbildung in kompakter Form geschrieben

werden�

q�x� �u	 �

�������
M�

f

Mf

���

Mn��
f

������� cTx�t	 � ����	

Die Beobachtbarkeits�Abbildung liefert eine Aussage dar�uber� inwieweit der Zu�

standsvektor aus dem Eingangssignal u�t	� dem Ausgangssignal y�t	 und deren

zeitlichen Ableitungen rekonstruiert werden kann� Dies macht die �Uberpr�ufung der

eindeutigen Invertierbarkeit des nichtlinearen Gleichungssystems ����	 erforderlich

�Birk ����	�

Satz ��� � �Birk und Zeitz ����� Birk ����	

Ein QLS nach Gl� ����	 ist global beobachtbar� wenn die Beobachtbarkeits�

Abbildung q�x� �u	 nach Gl� ����	 im gesamtenDe�nitionsbereich �x � Dx � ��u �

Dn
u eindeutig nach x aufgel�ost werden kann�

�

F�ur die QLS nach Gl� ����	 gilt�

y�t	 � cTx�t	

�y�t	 � cT �A�x�t	 �A�x�t	� x�t	� � cT �b� �B�x�t	 �B�x�t	� x�t	�u�t	

�y�t	 � cT �A� �B�u�t	��

��A�x�t	 �A�x�t	� x�t	 � �b� �B�x�t	 �B�x�t	� x�t		u�t	� �

�cT �A� �B�u�t	��

���A�x�t	 �A�x�t	� x�t	 � �b� �B�x�t	 �B�x�t	� x�t		u�t		� x�t	 �

�x�t	� �A�x�t	 �A�x�t	� x�t	 � �b� �B�x�t	 �B�x�t	� x�t		u�t		� �

�cT �b� �B�x�t	 �B�x�t	� x�t	� �u�t	 �
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Es werden zur besseren �Ubersicht nur die ersten � Komponenten der Beobachtbarkeits�

Abbildung betrachtet� Die Hinzunahme weiterer Komponenten liefert un�ubersicht�

liche Ausdr�ucke�

W�ahrend bei LS und BLS die Beobachtbarkeits�Abbildung linear bez�uglich des Zu�

standes ist� treten bei QLS bereits ab der zweiten Zeile nichtlineare �mindestens

quadratische	 Terme in x�t	 auf� Dazu kommt die Abh�angigkeit vom Eingangssi�

gnal und dessen Zeitableitungen� deren Anzahl vom sog� Di�erenzengrad bestimmt

wird �vgl� Abschnitt �����	�

� Beispiel ��� � Betrachtet wird die bekannte R�auber�Beute�Beziehung

�Keller ���
	� die ein QLS nach Gl� ����	 darstellt� Die Systemmatrizen

lauten�

A� �

�
a �

� �d

	
� A� �

�
� �b � �

� c � �

	
� B� �

�
� �

� �e

	
B� � 
 � b� � 
 � cT �

h
� �

i

�����
 ��B �����	

Die Konstanten a� b� c� d und e seien alle von Null verschieden� Der

De�nitionsbereich sei durch x� � �� x� � �� u � � festgelegt� Die

Beobachtbarkeits�Abbildung ergibt sich zu�

q�x� �u	 �

�
y�t	

�y�t	

	
�

�
x��t	

�dx��t	 � cx��t	x��t	� ex��t	u�t	

	
��B �����	

Gl� �B�����	 l�a�t sich eindeutig invertieren��
x��t	

x��t	

	
�

�� �
c

h
�y�t�
y�t� � d� eu�t	

i
y�t	

�� � �B �����	

Damit ist das betrachtete QLS f�ur y�t	 �� � im gesamten De�nitionsbe�

reich global beobachtbar�

�

Da die mathemathischen Verfahren zur �Uberpr�ufung der Invertierbarkeit des

Gleichungssystems ����	 aufwendig und nur in Spezialf�allen bekannt sind �Birk

und Zeitz ����	� ist es sinnvoll� vor Anwendung solcher Verfahren zu versuchen�

das zu untersuchende System in eine Normalform �NF	 zu �uberf�uhren� bei der

die globale Beobachtbarkeit direkt gegeben ist� Eine solche NF ist die allge�

meine Beobachtbarkeits�Normalform �ABKNF	 nach Gauthier und Bornard

�����	�

Allgemeine Beobachtbarkeits�Normalform

Von Gauthier und Bornard �����	 wird eine ABKNF angegeben� bei der die

globale Beobachtbarkeit direkt erkennbar ist� Die ABKNF besitzt die Zustands�
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darstellung

��x�t	 � �f��x	 � �g��x	u�t	

�

����������

�x��t	

�x
�t	
���

�xn�t	
�F ��x�� � � � � �xn	

����������
�

����������

�g���x�	

�g���x�� �x�	
���

�gn����x�� � � � � �xn��	

�gn��x�� � � � � �xn��� �xn	

����������
u�t	

y�t	 � �x��t	


���������������������������

�����	

F�ur Systeme� die direkt in dieser Normalform vorliegen oder in diese �uberf�uhr�

bar sind� l�a�t sich die Beobachtbarkeits�Abbildung angeben zu

�q��x� �u	 �

����������

�x��t	

�x��t	 � �h���x�� u	

�x
�t	 � �h���x�� �x�� u� �u	
���

�xn�t	 � �hn����x�� � � � � �xn��� u� � � � � u
�n���	

����������
� ���
	

Gl� ���
	 kann unabh�angig vom Eingangssignal und von den Nichtlinearit�aten
�hi nach x �sukzessive von oben nach unten	 aufgel�ost werden� Dies liegt an der

Dreiecksabh�angigkeit der Beobachtbarkeits�Abbildung von den Zust�anden xi�

Damit ist die globale Beobachtbarkeit direkt gegeben�

Satz ��� �

QLS� die in der ABKNFnach Gl� ����	 vorliegen oder sich in diese �uberf�uhren

lassen� sind direkt global beobachtbar�

�

Die �Uberf�uhrung des Systems in die ABKNF kann anhand der Transformation

�x�t	 � z�x	 �

�������
fM�

afMa

���fMn��
a

������� cTx�t	 ���
	

mit

fMa��x	 �
���x	

�x
a�x	 �

fMk
a��x	 �

fMa�fMk��
a ��x		 mit fM�

a��x	 � ��x	

durchgef�uhrt werden� Dadurch ist die Dreiecksstruktur des Vektors �g��x	 jedoch

nicht garantiert�
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Di�erenzengrad d � n

De
nition ��� � �Schwarz ����	

Der Di�erenzengrad d eines QLS ist gleich der Anzahl der zeitlichen Ableitun�

gen y�d� � ddy�t		dtd� bei der die Steuergr�o�e u�t	 erstmalig explizit auftaucht�

�

Ein spezieller� aber sehr wichtiger Sonderfall ist der Di�erenzengrad d � n�

Er ist n�amlich bei vielen technischen Systemen der Normalfall und zwar im�

mer dann� wenn Speicher in Kaskaden angeordnet sind� die Stellgr�o�e nur auf

den ersten Speicher wirkt und keine Signalverbindungen zum Ausgang hin ge�

richtet sind� Beispiele dazu sind Gleichstrom�Motoren und elektrohydraulische

Antriebe �Schwarz ����	�

F�ur QLS mit d � n f�uhrt die Transformation nach Gl� ���
	 auf die Isidori�

Normalform

��x�t	 �

����������

�x��t	

�x
�t	
���

�xn�t	
�F ��x	

����������
�

����������

�

�
���

�
�G��x	

����������
u�t	

y�t	 � �x��t	


���������������������

����	

mit

�F ��x	 � fMd
ac

T z����x	 ����	

�G��x	 � fMb
fMd��

a cTz����x	 � ����	

In diesem Fall ist die Dreiecksstruktur des Vektors �g��x	 und damit auch die

globale Beobachtbarkeit immer gew�ahrleistet� F�ur QLS mit linearem Drift�

Term �A� � 
	 wird

�F ��x	 � cTAd
�z
����x	 �����	

�G��x	 � cTAd��
� �B�z

����x	� z����x	 �B�z
����x	 � b�� �����	

aus den Gln� ����	 und ����	�

	 Beispiel ��� � Das QLS aus Beispiel ��� hat wegen

y�t	 � x��t	

�y�t	 � �dx��t	 � cx��t	x��t	� ex��t	u�t	

den Di�erenzengrad d � �� Die hierf�ur notwendige Transformation

zur ABKNF lautet

�x�t	 � z�x	 �

�
x��t	

cx��t	x��t	� dx��t	

	
� �B �����	
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Das transformierte QLS ergibt sich zu

��x�t	 �

�� �x��t	

x�
�
�t�


x��t�
� �a� b�x��t	���x��t	 � d�x��t	�

��� �
�e�x��t	

�e�x��t	

	
u�t	�B �����	

y�t	 � �x��t	 � �B �����	

Die Beobachtbarkeits�Abbildung lautet in den transformierten Ko�

ordinaten

�q��x� �u	 �

�
y�t	

�y�t	

	
�

�
�x��t	

�x��t	� e�x��t	u�t	

	
�B �����	

und l�a�t sich eindeutig invertieren��
�x��t	

�x��t	

	
�

�
y�t	

�y�t	 � ey�t	u�t	

	
� �B ����
	

Damit ist das betrachtete QLS im gesamten De�nitionsbereich global

beobachtbar�

�

����� Lokale Beobachtbarkeit

Beobachtbarkeits�Matrix

Die BeobachtbarkeitsmatrixQB�x� �u	 ist de�niert als Jakobimatrix der Be�

obachtbarkeitsabbildung q�x� �u	 nach Gl� ����	 �Brandin� Kostyukovskii

und Razorenov ���
	�

QB�x� �u	 �
�q�x� �u	

�x
� ���
	

Die Beobachtbarkeitsmatrix kann ebenfalls anhand des Di�erentialopera�

tors �Birk und Zeitz ����	

Nf��x	 � ��x	
�f�x� u	

�x
� fT �x� u	

��T�x	

�x
� ��u

T
�t	

�
��T �x	

��u

	T
�

Nk
f ��x	 � Nf �N

k��
f ��x		 mit N�

f ��x	 � ��x	

in der Form

QB�x� �u	 �

�������
N�

f

Nf

���

Nn��
f

������� cT � ����	

dargestellt werden�

Satz ��� � �Birk ����	

Ein QLS nach Gl� ����	 ist lokal beobachtbar� wenn die Beobachtbarkeits�

Matrix QB�x� �u	 nach Gl� ����	 im gesamten De�nitionsbereich �x �

Dx � ��u � Dn
u den vollen Rang

Rang QB�x� �u	 � n � �x � Dx � ��u � D
n
u ����	
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hat�

�

Aus Satz ��� geht lediglich hervor� da� die Rangbedingung gem�a� Gl� ���
	

eine hinreichende Bedingung f�ur die lokale Beobachtbarkeit eines QLS dar�

stellt� Ist diese Bedingung in einem Gebiet des Zustandsraumes bzw� des

De�nitionsbereiches nicht erf�ullt� kann durch Hinzunahme von h�oheren

Ableitungen von y�t	 bzw� h�oheren PotenzenNf die lokale Beobachtbarkeit

im gesamten Zustandsraum nachgewiesen werden� Denn bei quadratischen

Systemen kann der Satz von Cayley�Hamilton nicht angewendet werden

und damit k�onnen h�ohere Zeitableitungen y�k��t	 mit k � n evtl� zus�atzli�

che Informationen dar�uber geben� ob das Gebiet der lokalen Beobachtbar�

keit gr�o�er ist �vgl� Beispiel ���	�

Die Beobachtbarkeitsmatrix QB�x� �u	 � �q��x� �u	� q��x� �u	� � � � � qn���x� �u	�T

l�a�t sich f�ur die QLS zeilenweise angeben zu�

q��x� �u	 � cT

q��x� �u	 � cT �A� �A�K
�
�� � cT �B� �B�K

�
��u�t	

q��x� �u	 � cT �A� �B�u�t	��A��A�K
�
�
� �B� �B�K

�
�
	u�t	� �

� cT �A� �B�u�t	���A��A�K
�
�
� �B� �B�K

�
�
	u�t		� x�t	 �

� �A�x�t	 �A�K
�
� � �b� �B�x�t	 �B�K

�
�	u�t		� In �

� In � �A�x�t	 �A�K
�
�
� �b� �B�x�t	 �B�K

�
�
	u�t		 �

� x�t	� �A� �A�K
�
� � �B� �B�K

�
�	u�t		� �

� cT �B� �B�K
�
�� �u�t	 �

Bereits an der �� Zeile von QB�x� �u	 ist zu erkennen� da� die Eigenschaft

lokale Beobachtbarkeit f�ur QLS von Eingangssignal und Zustandsvektor

abh�angt� Diese Abh�angigkeit wird ab der �� Zeile sehr kompliziert� so da�

keine allgemeinen Aussagen �uber den Rang von QB�x� �u	 gemacht werden

k�onnen� M�ogliche Vereinfachungen ergeben sich durch Betrachtung des

Di�erenzengrades d�

Sonderfall A� � 
� d � n�

F�ur QLS mit linearem Drift�Term �A� � 
	 und d � n vereinfacht sich

die Untersuchung der lokalen Beobachtbarkeit erheblich� Dies folgt daraus�

da� die Beobachtbarkeitsabbildung nur die ersten n � � Ableitungen der

Ausgangsgr�o�e y�t	 enth�alt� Daher entf�allt die Abh�angigkeit der lokalen

Beobachtbarkeitsmatrix von Eingangssignal und Zustandsvektor� so da�

sich QB�x� �u	 auf die Beobachtbarkeitsmatrix QL des linearen Teilsystems
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reduziert�

QB�x� �u	 � QL �

�������
cT

cTA�

���

cTAn��
�

������� f�ur d � n � ����	


 Beispiel ��� � F�ur das QLS nach Gl� �B�����	 errechnet sich die

Beobachtbarkeits�Matrix zu

QB�x� �u	 �

�
� �

cx��t	 cx��t	� d � eu�t	

	
� �B �����	

Damit gilt�

Rang QB�x� �u	 � � � n f�ur x� �� � � �B �����	

Das System ist im gesamten De�nitionsbereich lokal beobacht�

bar�

�


 Beispiel ��� � Gegeben sei das QLS

�x��t	 � x�
��t	� u�t	

�x��t	 � x�
��t	

y�t	 � x��t	


�����
 ��B �����	

Wegen�
y�t	

�y�t	

	
�

�
x��t	

x�
��t	� u�t	

	
� �B �����	

ist der Zustand x��t	

x��t	 � �
q
�y�t	 � u�t	

nicht eindeutig aus �y�t	 und u�t	 bestimmbar� Nimmtman jedoch

die zweite Ableitung von y�t	

�y�t	 � �x

��t	� u�t	

hinzu� dann l�a�t sich der Zustandsvektor aus y�t	� �y�t	 und u�t	

im gesamten Zustandsraum ermitteln� Das QLS ist damit global

beobachtbar�

�

Auch bei der Untersuchung der lokalen Beobachtbarkeit ist die durch

Gl� ����	 de�nierte ABKNF von besonderem Interesse� F�ur ein QLS
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dieser Form gilt n�amlich wegen Gl� ���
	

�QB��x� �u	 �

����������������

� � � � � � �

�
h�
�
x�

� � � � � �

�
h�
�
x�

�
h�
�
x�

� �
���

���
���

� � � �

�
hn��
�
x�

� � � �
hn��
�
xn��

�

����������������
� ����	

Die Beobachtbarkeitsmatrix nach Gl� ����	 hat unabh�angig vom Ein�

gangssignal und von den Nichtlinearit�aten �hi den vollen Rang� Damit

ist auch die lokale Beobachtbarkeit direkt gegeben und Satz ��� kann

so erweitert werden�

Satz ��� �

QLS� die in der ABKNF nach Gl� ����	 vorliegen oder sich in diese

�uberf�uhren lassen� sind direkt global und lokal beobachtbar�

�

Das Konzept der ABKNF hat den Vorteil� da� es im Gegensatz zu

Satz ��� eine notwendige und hinreichende Bedingung f�ur die lokale

Beobachtbarkeit des Systems liefert� da gilt�

Satz ��� � �Gauthier und Bornard ����	

Ein QLS ist genau dann im gesamten De�nitionsbereich lokal beob�

achtbar� wenn dort eine eindeutig umkehrbare Transformation exi�

stiert� die das System in die ABKNF nach Gl� ����	 �uberf�uhrt�

�

Anmerkungen�


 Wenn die Transformation zur ABKNFnur in einem bestimmtenGebiet

des Zustandsraumes existiert� dann ist das QLS in diesemGebiet direkt

global und lokal beobachtbar�


 Die lokale Beobachtbarkeit im gesamten De�nitionsbereich stellt bei

QLS keine hinreichende Bedingung f�ur die globale Beobachtbarkeit

dar� es gibt also QLS� die in einem bestimmten Gebiet des Zustands�

raumes zwar lokal� dort aber nicht global beobachtbar sind �vgl� Bei�

spiel ��
	�


 Bei zustandsa nen Systemen� zu denen die LS und BLS geh�oren� sind

die Kriterien f�ur die globale und lokale Beobachtbarkeit wegen der Li�

nearit�at der Beobachtbarkeits�Abbildung bez�uglich x�t	 identisch �Birk

����� Ingenbleek ����	�
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 Beispiel ��� � F�ur das QLS

�x��t	 � x��t	x��t	� x�
��t	u�t	

�x��t	 � x��t	 � x�
��t	 � u�t	

y�t	 � x��t	


�����
�B ��
��	

lautet die Beoabachtbarkeits�Abbildung

q�x� �u	 �

�
y�t	

�y�t	

	
�

�
x��t	

x��t	 � x�
��t	 � u�t	

	
� �B ��
��	

woraus�
x��t	

x��t	

	
�

�� �
q
�y�t	� y�t	� u�t	

y�t	

�� �B ��
��	

folgt� Die Beoabachtbarkeits�Abbildung ist nicht eindeutig in�

vertierbar und das System damit nicht global beobachtbar� Die

Beobachtbarkeits�Matrix ergibt sich zu

QB�x� �u	 �

�
� �

�x��t	 �

	
� �B ��
��	

Das System ist f�ur x� �� � �uberall lokal beobachtbar�

�

����� Lokale Unterscheidbarkeit

Unterscheidbarkeits�Matrix

Die Unterscheidbarkeits�Matrix QU�x	 kann mit Hilfe der Vorschrift

�Isidori ����	

QU�x	 �
�

�x

�������
Q��x	

Q��x	
���

Qn���x	

������� ���
	

mit

Q��x	 � cTx�t	

Qi�x	 �

�
Ma

Mb

	
Qi���x	 � i � �� � � � � n� �

gebildet werden�

Satz ��� � �Schwarz ����	

Ein QLS nach Gl� ����	 ist lokal unterscheidbar� wenn die Unterscheidbarkeits�

Matrix QU �x	 nach Gl� ���
	 im gesamten De�nitionsbereich �x � Dx

den Rang n

Rang QU�x	 � n � �x � Dx ���
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besitzt�

�

F�ur QLS �� Ordnung ergibt sich die Unterscheidbarkeits�Matrix zu

QU�x	 � cT

����������������

In
A� �A�K

�
�

B� �B�K
�
�

A�K
�
�

h
A�x�t	 �A�K

�
�

i
�
h
A� �A�K

�
�

i�
B�K

�
�

h
A�x�t	 �A�K

�
�

i
�
h
B� �B�K

�
�

i h
A� �A�K

�
�

i
A�K

�
�

h
b� �B�x�t	 �B�K

�
�

i
�
h
A� �A�K

�
�

i h
B� �B�K

�
�

i
B�K

�
�

h
b� �B�x�t	 �B�K

�
�

i
�
h
B� �B�K

�
�

i�

����������������
QU�x	 besitzt die Dimension ��n � �	 � n und h�angt nicht vom Ein�

gangssignal ab� Dies hat den Nachteil� da� dadurch Beobachtbarkeits�

L�ucken� die durch bestimmte Eingangssignale hervorgerufen werden�

nicht erkannt werden k�onnen �vgl� Beispiel ��
	� Daher ist die Unter�

suchung der lokalen Beobachtbarkeit unumg�anglich� Die Eigenschaft

der lokalen Unterscheidbarkeit eignet sich somit nicht f�ur die L�osung

der Beobachtungsaufgabe� Dennoch ist sie f�ur Aufgabenstellungen der

Minimalrealisierung und Systemidenti�kation von gro�er Bedeutung

�Dori�en ����� Schwarz ����	�


 Beispiel ��� � F�ur das QLS

A� �

�
�� ��

� �

	
� A� �

�
� � � �

� � � �

	
� B� �

�
� �

� �

	

B� �

�
� � � �

� � � �

	
� b� �

�
�

�

	
� cT �

h
� �

i

���������
�B ��
��	

l�a�t sich die Unterscheidbarkeits�Matrix zu

QU �

����
� �

�� ��

� �

���� �B ��
��	

berechnen� Da

Rang QU � � � n �B ��
��	

gilt� ist das betrachtete QLS im gesamten Zustandsraum lokal

unterscheidbar� Dagegen kann man der Beobachtbarkeits�Matrix

QB�x� �u	 �

�
� �

�� u� �

	
�B ��
��	
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entnehmen� da� das System f�ur das Eingangssignal u � � nicht

lokal beobachtbar ist�

�

Anmerkung�

Die Unterscheidbarkeit ist eine notwendige Bedingung f�ur die lokale

Beobachtbarkeit �Birk ����� Ingenbleek ����	� Ist also ein QLS nicht

lokal unterscheidbar� dann er�ubrigt sich die Untersuchung der lokalen

Beobachtbarkeit�

����� Arbeitspunkt�Beobachtbarkeit

Arbeitspunkt�Beobachtbarkeitsmatrix

Zur Bildung der Arbeitspunkt�BeobachtbarkeitsmatrixQBs wird Gl� ����	

um den station�aren Arbeitspunkt �xs� us	 linearisiert�

A �
�f�x� u	

�x

���
xs�us

�
h
A� �A�K

�
� � �B� �B�K

�
�	u�t	

i ���
xs�us
���
	

b �
�f�x� u	

�u

���
xs�us

�
h
b� �B�x�t	 � B�K

�
�

i ���
xs�us

� ���
	

Das linearisierte System lautet dann

�x�t	 � Ax�t	 � bu�t	

y�t	 � cTx�t	 � x� � x�t�	

�
�����	

Hierzu geh�ort die Arbeitspunkt�Beobachtbarkeitsmatrix

QBs �

�������
cT

cTA
���

cTAn��

������� � ����	

Satz ��� � �Birk ����	

Ein QLS nach Gl� ����	 ist arbeitspunkt�beobachtbar in �xs� us	� wenn

die Beobachtbarkeits�Matrix QBs in diesem Punkt den vollen Rang

Rang QBs � n ����	

besitzt�

�

Wenn die Beobachtbarkeitsmatrix QB�x� �u	 zuvor berechnet wurde�

kann QBs aus

QBs � QB�x� �u	jxs�us �����	

bestimmt werden� Dies bedeutet� da� f�ur ein im gesamten De�nitions�

bereich lokal beobachtbares QLS auch die Arbeitspunkt�Beobachtbarkeit

gegeben ist�
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 Beispiel ��� � F�ur das QLS nach Gl� �B�����	 folgt aus f�xs� us	 �


 und us � � der station�are Punkt xs �
h

d

c

a

b

iT
� wof�ur das

zugeh�orige linearisierte System die Matrix

A �

�
� � bd

c
ca

b
�

	
�B �����	

besitzt� Die Arbeitspunkt�Beobachtbarkeits�Matrix lautet�

QBs �

�
cT

cTA

	
�

�
� �
ca

b
�

	
� �B �����	

Das System ist also in xs arbeitspunkt�beobachtbar�

�
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� Zusammenfassung und Ausblick

Die vorliegende Arbeit 
 besch�aftigt sich mit der Beobachtbarkeits�

Analyse zustandsquadratischer Systeme mit linearer Steuerung� die ei�

ne nichtlineare Unterklasse der analytisch linearen Systeme darstellen�

Diese Analyse stellt den ersten Schritt beim Entwurf von Zustandsbe�

obachtern dar�

Zur L�osung der Beobachtungsaufgabe werden aus der Vielzahl der in

der Literatur angegebenen Beobachtbarkeitsformen f�ur nichtlineare Sy�

steme die wichtigsten vier ausgew�ahlt und auf die QLS spezialisiert�

Diese sind die globale Beobachtbarkeit� die lokale Beobachtbarkeit�

die lokale Unterscheidbarkeit und die Arbeitspunkt�Beobachtbarkeit�

Grundlage der �Uberpr�ufung dieser Beobachtbarkeitsformen bildet das

Konzept der Beobachtbarkeits�Abbildung� wobei diese f�ur die QLS

in komplizierter Weise vom Eingangssignal und dem Systemzustand

abh�angt� Eine m�ogliche Vereinfachung kann sich in Abh�angigkeit des

Di�erenzengrades ergeben� Einen wichtigen Sonderfall stellen die QLS

mit vollem Di�erenzengrad d � n dar�

ZumNachweis der globalen Beobachtbarkeitmu� die Beobachtbarkeits�

Abbildung invertiert werden� F�ur die �Uberpr�ufung der �ubrigen Beob�

achtbarkeitsformen ist eine Ranguntersuchung der jeweiligen charak�

teristischen Matrix erforderlich�

Es hat sich gezeigt� da� es sehr g�unstig ist� die QLS in eine allgemeine

Beobachtbarkeits�Normalform zu �uberf�uhren� bei der sowohl die glo�

bale als auch die lokale Beobachtbarkeit direkt gegeben ist� Dadurch

wird die Anwendung komplizierter und strenger mathematischer �Uber�

pr�ufungsverfahren vermieden�

Zuk�unftige Arbeiten werden sich mit der rechnergest�utzten Beobachtbarkeits�

Analyse mit Hilfe der symbolverarbeitenden ProgrammierspracheMAC�

SYMA besch�aftigen� Auf der Basis dieser Beobachtbarkeits�Analyse

kann dann die Beobachtersynthese erfolgen� Ein weiterer interessanter

Aufgabenpunkt besteht darin� Parametersch�atzverfahren zur Identi��

kation zustandsquadratischer Approximationsmodelle vor allem in ka�

nonischen Formen �Allgemeine Beobachtbarkeits�Normalform� Nicht�

lineare Beobachter�Normalform	 zu entwickeln�

�Die Arbeit entstand im Rahmen des von der Deutschen Forschungsgemeinschaft gef�orderten Projek�

tes
�
Zustands� und Parametersch�atzung bei analytischen Systemen mit linearer Steuerung
�
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A QLS mit nichtlinearer Ausgangsgleichung

Ein QLS mit nichtlinearer Ausgangsgleichung weist die Zustandsdar�

stellung

�x�t	 � A�x�t	 �A�x�t	� x�t	 � �b� �B�x�t	 �B�x�t	� x�t	�u�t	

y�t	 � c�x�t		 � x� � x�t�	

�
�A��	

auf� Erweitert man den Zustandsvektor x�t	 um die skalare Gr�o�e y�t	�

dann entsteht der neue Zustandsvektor

z�t	 �

�
x�t	

y�t	

	
� Rn�� � �A��	

Aus Gl� �A��	 folgt�

x�t	 �

��������
� � � � � � �

� � �
��� �

��� 

� � � 


���

� � � � � � �

��������
� �z �

n�n��

z�t	 � In�n��z�t	 �A��	

y�t	 � � � � � � �� �z �
n�mal

� � z�t	 � "cT z�t	 � �A��	

Mit Gl� �A��	 und

�y�t	 �
�c�x	

�x
�x�t	 � cx�x	 �x�t	 �A�
	

erh�alt man

�z�t	 �

�
A�x�t	 �A�x�t	� x�t	

cx�x	�A�x�t	 �A�x�t	� x�t	�

	
�

�

�
b� �B�x�t	 �B�x�t	� x�t	

cx�x	�b� �B�x�t	 �B�x�t	� x�t	�

	
u�t	 �A�
	

� "a�x	 � "b�x	u�t	 � �A��	

Setzt man Gl� �A��	 in Gl� �A�
	 ein� dann ergibt sich

�z�t	 � "a�z	 � "b�z	u�t	

y�t	 � "cTz�t	 � z� � z�t�	 �

�
x�

y��	

	 
�����
 ��A��	

was ein ALS mit linearer Ausgangsgleichung darstellt�


