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1 Einfiihrung

In den letzten 10 Jahren wurde ausgehend von der Systemtheorie linearer Systeme auch fiir
spezielle Klassen nichtlinearer dynamischer Systeme eine recht allgemeine Systemtheorie
entwickelt. Hierbei ist von der allgemeinen Form gewhnlicher Vektor—Differentialgleichun-

gen

x(t) = f(=(t),u(t))
y(t) = c(z(t),u(l))

ausgehend, zunéchst die Klasse der analytischen Systeme mit linearer Steuerung zu nen-

(1.1)

nen (Isidori 1989, Schwarz 1991). Ich beschranke mich hier und im folgenden auf analyti-

sche Systeme mit linearer Steuerung (ALS) dieser Form:

2(t) = a(z))+bl@))ult) ; @o=x(l)
AZL:S y(t) = cl=(t) , z(t)e R™ | (12)

also den zeitinvarianten Eingrofen—ALS mit linearer Mefigleichung ohne direkten Durch-
griff der Steuerung u(t) auf die Mefigrofie y(t). Dies stellt fiir die praktische Anwendung
keinerlei Beschrankung der Allgemeinheit dar, denn bei technischen Systemen existiert al-
lein schon aus energetischen Griinden keine direkte Verbindung zwischen Stellsignal und
AusgangsgroBe. Auch die Linearitat der Mefigleichung in (1.2) ist durch Erhohung der

Systemordnung von n auf n + 1 immer erreichbar (Schwarz 1991).

Systemtheoretische Fragen, wie Erreichbarkeit, lokale und globale Beobachtbarkeit, Sta-
bilisierbarkeit und vieles mehr, sind fiir die Klasse der ALS in sehr allgemeingiiltiger Form
gelost worden, und zu ihrer Untersuchung bei vorgegebenen technischen Systemen in der
Anwendung wurden spezielle Untersuchungsverfahren und Rechnerprogramme entwickelt
(z. B. Birk 1992). Dabei zeigt es sich aber, daf es fiir die praktische Anwendung bei rege-
lungstechnischen Aufgaben zweckmafig ist, auf einfacher strukturierte Unterklassen der

ALS zuriickzugreifen, fiir die wesentlich explizitere Ergebnisse verfiigbar sind.

So wurde in der Gruppe des Autors die einfachste der Unterklasse der ALS, die bilinearen
Systeme (BLS):
3 x(t) = Ax(t)+[Na(t)+bu(t) ; x=x(0) (1.3)
prg vt = clz(1)
genauer untersucht. Ausgehend von der Arbeit von Beater (1987) wurden dann in einer
Reihe von Untersuchungen, die in Schwarz (1991) zusammenfassend beschrieben sind,
gezeigt, dal bei nichtlinearen Systemen aus dem Bereich der fluidischen Antriebe wesent-
lich bessere regelungstechnische FErgebnisse zu erzielen sind, wenn BLS-Modelle anstelle
von linearen Systemen als Approximation der tatsachlichen, starker nichtlinearen dyna-

mischen Systeme verwendet werden.
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Bei den BLS in (1.3) ist die "Eigendynamik” —durch die homogene Differentialgleichung
reprasentiert— linear, wahrend das nichtlinare Verhalten der BLS von der muliplikativen
Verkniipfung der Steuerung u(?) mit dem Zustandsvektor @(?), also von der Storfunktion
f(t) =[N «(t) + b] u(t) des inhomogenen Teils der Differentialgleichungen in (1.2) bzw.
(1.1) hertihrt (Bild 1.1).

XK— N &K—

A |

Bild 1.1: Blockschaltbildarstellung der BLS aus Gl. (1.3)

Geht man von der allgemeineren nichtlinearen Systembeschreibung der ALS nach Gl. (1.2)
aus, dann stellen die Terme A @(?) und N «(t) in (1.3) die linearen Glieder von Tay-
lorreihenentwicklungen von a(«(t)) bzw. b(«(t)) in (1.2) dar. Es ist deshalb naheliegend,

die Systemklasse der Polynomsysteme mit linearer Steuerung (PLS)

T y () : 2l u : ey = x(tg
s ¥ = Yaelw+ |3, <t>] t) (to) 14
PLS  y@) = T =(1) x € R

zur Approximation des nichtlinearen Systemverhaltens technischer Systeme heranzuzie-
hen. In (1.4) wurde zur iibersichtlichen Darstellung die Kronecker Potenz— bzw. Produkt—
Notation verwendet:

w(i)(t) =z()®...0x(t) . (1.5)
i—mal

Mit @(t) € R ist z. B.:

2 2 2 21T n?
2 = [x], T129, T1X3, . . . T Ty, ToX, T5y ... 2] ER ) (1.6)

So bestechend die allgemeine Form der PLS (1.4) zunéchst erscheint, so bldhen sich die
Terme schon ab n > 2 gewaltig auf. Schon Ay und B; sind in (1.4) rechteckige n x m

Matrizen mit m = n?2.

Innerhalb der Klasse der PLS sind nun neben den linearen Systemen und den BLS die
Systeme mit quadratischen Gliedern und linearer Steuerung (QLS) die néchst komple-

xere Systemklasse, die von Autor und Mitarbeiter betrachtet und deren Brauchbarkeit
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zur weitergehenden Approximation nichtlinearer Systeme untersucht werden soll. In die-
sem Bericht werden zunachst Unterklassen der QLS definiert fiir die dann im folgenden

explizite Systemeigenschaften bereits anzugeben sind.

2 Systemklassen der QLS

Ausgehend von den Polynomsystemen (PLS) in Gl. (1.4) werden nun die quadratischen
Systeme mit linearer Steuerung (QLS) definiert.

s @) = Aa(t)+ Awelt) © () + b+ Ba() + Bue(t) 0 2(t)u(t)

QLS y(t) = cTa(t) ; xz(t)eR" ; x=x(l) (2.1)

Zur Vereinfachung, insbesondere bei der Bezeichnung der Matritzenelemente, wurde die

Notation gegeniiber Gl. (1.4) leicht modifiziert und es soll im einzelnen gelten:

Ay =1 A=Jaj] ; 4,j=12,....n (2.2a)
Ay = [y ;3 i=1,2,....n ; j=12,....n (2.2h)
By = b=[b,....b,)" (2.2¢)
B, =: B =][bj] (entspricht Nin (1.3)) ; ¢,j=1,2,...,n (2.2d)
By, = Dbyl 5 i=1,2,...,n ; j=12,....n (2.2e)

In Bild 2.1 ist das System nach GI. (2.1) als Blockschaltbild dargestellt, wobei ein neu
eingefithrtes Symbol fiir die Kroneckermultiplikation verwendet wurde.

Abweichend von der allgemeinen Beschreibung mittels Kroneckerprodukten in (1.4) und

(2.1) konnen QLS auch mittels konventioneller Matrizennotation dargestellt werden:

! (1)Q,a(1) (1) Ryl
a(1) = Aw()+ ]| (t)?ﬁ(t) + b+ Ba(t)+ | (t){%Zw(t) Ju(t)
2T (HQ,=(1) 2l ()R, (1)
y(t) = cla(t) (2.3)

wobei in den skalaren quadratischen Formen die @, und R; quadratische n,n-Matrizen

sind.

Wird in (2.1) Ay = By = 0 gesetzt, erhilt man das BLS aus GI. (1.3). Innerhalb der QLS

lassen sich nun u. a. zwei wesentliche Klassen unterscheiden:

s #=Ae()+b+Ba(t)+ Bix(t) 0 2(0] ul)

QLS, y(t)=cTx(t) ; () € R" ; @, ==(t) (2.4)
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\:—BQ

Bild 2.1: Blockschaltbild der QLS nach GI. (2.1)

sowie

s E=A () + Ase(t) 0 (1) +bu(t)

QLS, y()y=cTe(t) ; x()eR" ; x=x(l) (2.5)

Das System QLS; hat wie die BLS eine "lineare Eigendynamik”, was zur Folge hat, daf
sich die Systemantworten relativ einfach mittels auch einfach berechenbarer Volterraker-
ne bestimmen lassen. Das System QLS, ist fiir n = 1 in der mathematischen Literatur
(Knobloch/Kappel 1974; Kamke 1977) als Riccatische Differentialgleichung bekannt und
wird hier und im folgenden als Vektor—Riccati System bezeichnet. Wahrend die skala-
re Riccati—Gleichung lange bekannt ist und ihre Losungen weitgehend z. B. in Kamke
(1977) untersucht sind, ist mir bisher keine allgemeine analytische Losung der ”Vektor—
Riccatigleichung” in (2.5) bekannt geworden. Dies ist auch deshalb bemerkenswert, da
andererseits die Matrix—Riccatigleichung vom Typ:

P(t) = ATP()+ P()A+ P(1)Q P(t) + S(t)

Py = P(t)) P =[p;] | (2:6)

o,y =1,...n
gut erforscht ist (Reid 1972) und sowohl bei der Optimalen—Regelung linearer Systeme

mit quadratischem Giiteindex (Linear—-Regulator) und dem Kalmanfilter eine wesentliche

Rolle bei der Problemlésung spielt (Schwarz 1991).



3 QLS mit inearer rigendynaimik )

3 QLS mit linearer Eigendynamik

Die vorstehend mit QLS; bezeichneten Systeme der Form (2.4) sind gegeniiber den BLS
zwar etwas komplexer aber systemtheoretisch beziiglich Beobachtbarkeit und Beobach-
terentwurf noch gut handhabbar (Jelali 1993a). Das Ubertragungsverhalten eines nichtli-

nearen Systems kann mittels Volterra’schen Reihen beschrieben werden (Schwarz 1991):

y(t) :go(t)+/0t/0ﬁ.../0”” Gt () uln)dry . dr (3.1)

Die Kerne g¢; in (3.1) —die als verallgemeinerte Gewichtsfunktion deutbar sind— lassen

sich unter gewissen Voraussetzungen explizit analytisch bestimmen: !

Satz 3.1 : (Isidori 1989)

Unter der Voraussetzung, daf3
i) a((t)) und b(x(?)) in Gl (1.2) analytische Vektorfelder sind und
i) max |u(7)] <1; 0 <7 <T mit T hinreichend klein,

hat das ALS nach GI. (1.2) eine Volterra-Reihendarstellung nach Gl. (3.1) mit den Volterra-

Kernen

g0(t) = iz, .
g(t,m) = Lp, c"oj()l,
92(t,m,m2) = Lp,Lp,c"®f(z)l, (3.2)
‘ T
gilt,m,..oym) = Lp, ... Lp, 'O, ; Lp, ()= [%;}] P (x)

P) = (00,) gowiia) = (02) g (@) : (). =2

Hierbei gilt folgende Definition:
Definition 3.1 : (Isidori 1989, Schwarz 1991)

a) Mit dem Fluff ®¢ (@) eines Vektorfeldes a(x) wird die glatte Funktion von ¢ und @
bezeichnet, welche die Eigenschaft hat, die gewéhnliche Differentialgleichung

¢(l) = a(z(l)) ; 2o =2z(l) (3.3)
zu erfiillen. Mit anderen Worten ist ®¢(a) eine glatte Funktion, fiir die gilt:

d a _ a . a —
5 2(®) = a(®i(x) ; Ple)== . (3.4)

Zeitargumente werden zur besseren Ubersichtlichkeit hiufig nicht angegeben
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b) Fiir hinreichend kleine Zeiten 1,1, gelten die zu der Fundamentalmatrix eines li-

nearen Zustandsmodells analogen Eigenschaften:
3 a -1 a
i) [0 (2)] " =0, (@)
11) q)?1-|-t2(w) = q)% (w)q)?Q(w) O

Im Falle der BLS und der QLS —also den Systemen mit "linearer Figendynamik”— ist ®
die bekannte Fundamentalmatrix linearer Systeme, so dafl die Auswertung der Beziehung

in (3.2) und (3.3) mit
oi(x) = et ; Pz)=eb (3.5)
fiir das lineare System liefert:

go(t) = CTeAtQEO
a1 (t, Tl) = ﬁp,rl CT(I)?(QE()) = CTGA(t_Tl)b (36)
gi(t,Tl,...,Ti) = ,CpTi...LpTlcT(I)?'(aZO):O 3 122 .

Fiir die BLS erhdlt man das bekannte Ergebnis (Schwarz 1991) {iber

oi(x) = et ; Px)=e M (Netz +b) (3.7)

Zu:
go(t) = c'etlay (3.8a)
gi(t,m) = LAt NeA g, 4 TeAl-p (3.8b)

g2(t, 71, 72) = LAl N A7) N AT g 4 T eAlt=T) N e Al—72) (3.8¢)

gz(t, Tiyeeny Ti) = cTeA(t_Tl)NeA(Tl—TQ)N o NeATin +
+ AT N A= N | NeAli-=T)p

i—1
— cTeA(t—Tl) [H NeA(T]—T]+1)] NeATin_I_

i=1

i—1
+ cTeAlt-m) [H NeA(TJ_TJ“)] b . (3.8d)

7=1
Auch fiir die QLS; in (2.4) 1aBt sich GI. 3.1 noch auswerten (Jelali 1993a). Mit
¢ (x) = ez ; Pix) = e (Bt @ M @@ + Betz +b) . (3.9)
und

(eMz) @ (M) = eM @ et 0w (3.10)
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erhilt man die ersten Kerne des Systems QLS; in (2.4) zu

go(t) = CTeAtQEO

gi(t,m) = cLeAlt=m) [B AT @ eATllCO | o T Bem e + b]
g2(t, 71, 72) = cleAlt-m) [B A @ eATllC1| o T BeATl] X
X e~ AT [BgeATQ ® eAT2IC%|wO + Betg, + b]
g3(t, 71,79, 73) = cleAlt-m) {BgeATl ® eATllCé ® [e_ABQeAT2eAT2IC%|
4 ByeAT o eATllC(I®|w0€_AT2B2€AT2 ? eAT2IC(§|wO
+ BQeAT1 ® eATllC(QX)In ® [e_ATQBeAT2a30] +

T BQ@ATl ® eATllC(lg)|w0€_AT2 BeATQ T
+ Byt @ AMKELL @ [e‘*“”b] 1

4 BeA(Tl—Tl)B2€A7'2 ® €A7—2IC(IX)|$0 4 BeA(Tl—TQ)BeATQ} >
x ¢4 [BgeATQ ® eAT2IC%|wO + BeA gy + b]

d
gi(t, T, . 1) = a—wgi_l(t,ﬁ,...,n_lﬂ PT’:

mit den Abkiirzungen:
K¢ = 2o € R™
a n2 n

Kz = ilCéz) = konstante Matrix V x(1) e R" ; KZ € R xn*

ox

(3.11a)

(3.11D)

(3.11c)

(3.11d)

(3.12)

(3.13)

Fiir die Anfangsbedingungen &y = 0, die durch geeignete Koordinatenfestlegung immer

erreichbar ist, vereinfacht sich die Beziehung (3.11a) bis (3.11d) erheblich zu:

wo(t) 0
wi(t,m) = cTeAl-T)p
wy(t, 11, 73) = cLeAlt=71) BeA(n-n)p
ws(t, 11,72, 73) = cleAlt=1) B, AT g eATllCéIn ® [e‘AT2b] e~ ATh4

_I_ cTeA(t—Tl)BeA(Tl—TQ)BeA(TQ—Tg)b

(3.14)

Die Berechnung der Volterra—Kerne héherer Ordnung kann schematisch anhand der Glei-
chung (2.5) beliebig fortgesetzt werden. Die Ausdriicke werden allerdings immer langer

und uniibersichtlicher. Da, wie im néchsten Abschnitt dargestellt, fiir diese Systeme QLS,

(2.5) mit "quadratischer Eigendynamik” der Fluf} des Systems nicht allgemein dargestellt

werden kann, kénnen fiir diese Systeme die Volterrakerne nicht allgemeingiiltig angegeben

werden.
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4 QLS mit quadratischer homogener Differential-
gleichung

Zu diesem Abschnitt werden einige (wenige) Ergebnisse zur Berechnung der Dynamik der
Unterklasse
3 x(t) = Ax(l)+ Aye(t) ® x(t) + bu(t)

= cla(t)

o - (4.1)

diskutiert. Wie oben bereits ausgefithrt konnte ich allgemeine Losungsansidtze zu dem
Dynamikteil in (4.1) —also den Vektor—Riccati Differentialgleichungen— in der mir be-
kannten mathematischen Literatur nicht finden. Es werden daher zunéchst die skalaren

Riccati-Differentialgleichungen dieser Form besprochen:
i(t) = ax(t) + ap® () + f(t) ;3 z(t)eER ; zo==2(0) . (4.2)
Dazu werden einige Fallunterscheidungen vorgenommen:

a) a=f(t)=0
Die quadratische Differentialgleichung

i(t) =ay 2°(t) ; o= 2(0) (4.3)

hat den Fluf:

¢?(x)=_—1 ;>0 (4.4)

Clgt

was durch Einsetzen von (4.4) in (4.3) leicht gepriift werden kann:

2(5) = «(z)
dt \ayt) = “\ayt
1 1

G2t2 G2t2

b) f(t) =0

Diese homogene Riccati-Differentialgleichung
(t) = ax(t) + G2$2(t) (4.5)

wird mit dem Ansatz

=B 20 (16)
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in eine (homogene) lineare Differentialgleichung iiberfiihrt:

also
NN O T SR l)
az{n(t) 7 () an(®) 2{a3n2<t>}
L) e
az n(t) az n(t)
und dann:
i(t) —an(t) =0 (4.7)

Die Losung dieser homogenen linearen Differentialgleichung lautet mit (A2 —aX)et =

Ound \y =0 XAy =a:
n(t) = a; + age® . (4.8)

Daraus 1afit sich nun die Losung von (4.5) durch Einsetzen von (4.8) in (4.6) be-

stimmen:

x(t) = _LM . (4.9)

az (oq + age®?)

Diese Losung ist der FluB ¢f(x) der Gleichung (4.5) was durch Einsetzen von (4.9)

in (4.5) nachzuweisen ist.

Der Ansatz (4.6) tiberfiihrt die allgemeine skalare Riccati-Differentialgleichung (4.2)

m

i(t) = an(t) —az n()f(t) (4.10)

Fiir diese Differentialgleichung 2. Ordnung 148t sich mit den Zustandsvariablen

() = ()
xo(t) = n(t) = 44(1) (4.11)
) = bu(t)

diese Zustandsgleichung angeben:

B R RIE AR L
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Das bedeutet, daf die allgemeine skalare Riccati-Differentalgleichung mit konstan-

ten Koeffizienten in eine bilineare Differentialgleichung der Form
e(t)=Az{)+ba)ull) mit x(t)cR? (4.13)
mit dem Fluf
of(x) = et

iberfithrt werden kann.

Wir betrachten nun noch das System QLS, in (4.1) fir ®(¢) € R:

(1) = ax(t)+ agx®(t) + bu(t)

y(t) = cz(t) ; c€eR (4.14)

Mit den Anséatzen (4.6) und (4.11) erhalten wir hierzu das aquivalente Systemmodell

: 0 1 0 0
x(t) = x(t)+ x(t)u(t
) lOG] ) l—azb 0] Eutt) (4.15)
_ —_1xz<t>> _ s
W) = o (FHEE) = i)
Dies ist ein System mit bilinearer Dynamik und nichtlinearer Mefigleichung:
z(t) = Ax(t)+ Na:(t)u(t) (4.16)

y(t) = cl=(t)) ; =x(t) € R

Wandelt man das System nun in eines mit linearer Mefigleichung (Schwarz 1991)

mit :
(3]
mit y(t) = c(x) = Y1) = é(@)e(t) = &A 2(t) + N a(D)u(l)]
= Z{ELlAx(t)+ N a(t)u(t)
_ ¢ {—i} (Aa(t) + Ne(tu(t)
folgt dann
_ A 0 N 0
) = lé(w)A O]Z(tH[é(«r)N O]U(t) (4.17)
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Dies ist ein ALS vom allgemeinen Typ der GI. (1.2).

Fiir Vektor-Riccatidifferentialgleichungen mit @(#) € R®, ¢ > 1 sind bisher keine
allgemeinen Losungen angebbar. Doch 148t sich diese spezielle Klasse definieren, bei

der der homogene Teil entkoppelt ist und die Verkopplung nur iiber die Steuerung

erfolgt:

_ 2

apg -+ 0 sa11 -+ 0 :1;%
. . . . . . X
z(t) = o e+ | o :2 +

L 0 T . a?’LTL 0 T . zann x‘i
b (4.18)
by

+ | L )
L bn

y(t) = cla(t)

Hier kann der Fluf} ¢¢(a) mit (4.9) angegeben werden zu

He)=| + . ; (4.19)
L g ag e

o) = — ———00 (4.20)

204 Oy Ol e

Fiir diese spezielle Systeme der Klasse QLS; lassen sich dann die Volterra—Kerne
mittels Gl. (3.1) bestimmen.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Bericht wurde die Klasse der QLS, eine Unterklasse der ALS, sowie zwei we-
sentliche Teilklassen definiert. Einige Ansdtze zur analytischen Berechnung der System-

dynamik wurden beschrieben.

Darauf aufbauend sind diese Teilprobleme zu untersuchen:

— Erreichbarkeit und Beobachtbarkeit der QLS und der Unterklassen QLS; und QLS,

— Wodurch unterscheiden sich Erreichbarkeit und Beobachtbarkeit eines skalaren Ric-

cati Systems und der zugehérige BLS mit «(¢) € R? ?

— Stabilitdtsuntersuchungen der QLS und dabei besonders der BLS mit linearer Zu-
standsriickfithrung (dies fithrt auf ein System QLS,)

— QLS mit linearer und nichtlinearer Zustandsriickfiihrung



6 Literaturverzeichnis

6 Literaturverzeichnis

Beater, P. 1987. Zur Regelung nichtlinearer Systeme mit Hilfe bilinearer Modelle. Diss.
Universitdt - GH - Duisburg, VDI Fortschrittsberichte Reihe 8, Nr. 143. Diisseldorf:
VDI-Verlag.

Birk, J. 1992. Rechnergestiitzte Analyse und Losung nichtlinearer Beobachtungsaufgaben.
Diss. Universitat Stuttgart. VDI Fortschrittsberichte Reihe 8, Nr. 294. Diisseldorf:
VDI-Verlag.

Isidori, A. 1989. Nonlinear Control Systems: An Introduction. Second Edition. Berlin

u.a.: Springer.

Jelali, M. 1993a. Beobachter und Filter fir im Zustand quadratische Systeme mit linea-
rer Steuerung. Dipl.-Arbeit. MSRT, Universitdt - GH - Duisburg.

Jelali, M. 1993b. Zur Beobachtbarkeits—Analyse zustandsquadratischer Systeme mit li-
nearer Steuerung. Forschungsbericht 11/93, MSRT, Universitat - GH - Duisburg.

Kamke, E. 1977. Differentialgleichungen—Losungsmethoden und Lésungen. Stuttgart: Teub-
ner.

Knobloch, H. W. und F. Kappel 1974. Gewéhnliche Differentialgleichungen. Stutt-

gart: Teubner.
Reid, W. T. 1972. Riccati Differential Fquations. New York/London: Academic Press.

Schwarz, H. 1991. Nichtlineare Regelungssysteme—Systemtheoretische Grundlagen.
Miinchen/Wien: Oldenburg.



