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� Einf�uhrung �

� Einf�uhrung

In den letzten � Jahren wurde ausgehend von der Systemtheorie linearer Systeme auch f
ur

spezielle Klassen nichtlinearer dynamischer Systeme eine recht allgemeine Systemtheorie

entwickelt�Hierbei ist von der allgemeinen Form gew
ohnlicher Vektor�Di�erentialgleichun�

gen

�x�t� � f �x�t�� u�t��

y�t� � c �x�t�� u�t��
�����

ausgehend	 zun
achst die Klasse der analytischen Systeme mit linearer Steuerung zu nen�

nen �Isidori ����	 Schwarz ������ Ich beschr
anke mich hier und im folgenden auf analyti�

sche Systeme mit linearer Steuerung �ALS� dieser Form�

X
ALS

�x�t� � a�x�t�� � b�x�t��u�t� � x� � x�t��

y�t� � cTx�t� � x�t� � Rn �
�����

also den zeitinvarianten Eingr
o�en�ALS mit linearer Me�gleichung ohne direkten Durch�

gri� der Steuerung u�t� auf die Me�gr
o�e y�t�� Dies stellt f
ur die praktische Anwendung

keinerlei Beschr
ankung der Allgemeinheit dar	 denn bei technischen Systemen existiert al�

lein schon aus energetischen Gr
unden keine direkte Verbindung zwischen Stellsignal und

Ausgangsgr
o�e� Auch die Linearit
at der Me�gleichung in ����� ist durch Erh
ohung der

Systemordnung von n auf n � � immer erreichbar �Schwarz ������

Systemtheoretische Fragen	 wie Erreichbarkeit	 lokale und globale Beobachtbarkeit	 Sta�

bilisierbarkeit und vieles mehr	 sind f
ur die Klasse der ALS in sehr allgemeing
ultiger Form

gel
ost worden	 und zu ihrer Untersuchung bei vorgegebenen technischen Systemen in der

Anwendung wurden spezielle Untersuchungsverfahren und Rechnerprogramme entwickelt

�z� B� Birk ������ Dabei zeigt es sich aber	 da� es f
ur die praktische Anwendung bei rege�

lungstechnischen Aufgaben zweckm
a�ig ist	 auf einfacher strukturierte Unterklassen der

ALS zur
uckzugreifen	 f
ur die wesentlich explizitere Ergebnisse verf
ugbar sind�

So wurde in der Gruppe des Autors die einfachste der Unterklasse der ALS	 die bilinearen

Systeme �BLS��

X
BLS

�x�t� � Ax�t� � �Nx�t� � b�u�t� � x� � x��

y�t� � cTx�t�
�����

genauer untersucht� Ausgehend von der Arbeit von Beater ������ wurden dann in einer

Reihe von Untersuchungen	 die in Schwarz ������ zusammenfassend beschrieben sind	

gezeigt	 da� bei nichtlinearen Systemen aus dem Bereich der �uidischen Antriebe wesent�

lich bessere regelungstechnische Ergebnisse zu erzielen sind	 wenn BLS�Modelle anstelle

von linearen Systemen als Approximation der tats
achlichen	 st
arker nichtlinearen dyna�

mischen Systeme verwendet werden�



� Einf�uhrung �

Bei den BLS in ����� ist die �Eigendynamik� �durch die homogene Di�erentialgleichung

repr
asentiert� linear	 w
ahrend das nichtlinare Verhalten der BLS von der muliplikativen

Verkn
upfung der Steuerung u�t� mit dem Zustandsvektor x�t�	 also von der St
orfunktion

f �t� � �N x�t� � b� u�t� des inhomogenen Teils der Di�erentialgleichungen in ����� bzw�

����� her
uhrt �Bild �����

N

�n
R

cTb j

A

��

�

y�t�x�t��x�t�u�t� qs

Bild ���� Blockschaltbildarstellung der BLS aus Gl� �����

Geht man von der allgemeineren nichtlinearen Systembeschreibung der ALS nach Gl� �����

aus	 dann stellen die Terme A x�t� und N x�t� in ����� die linearen Glieder von Tay�

lorreihenentwicklungen von a�x�t�� bzw� b�x�t�� in ����� dar� Es ist deshalb naheliegend	

die Systemklasse der Polynomsysteme mit linearer Steuerung �PLS�

X
PLS

�x�t� �
rX

i��

Aix
�i��t� �

�
� sX
j��

Bjx
�j��t�

�
� u�t� � x� � x�t��

y�t� � cT x�t� x � R
n

�����

zur Approximation des nichtlinearen Systemverhaltens technischer Systeme heranzuzie�

hen� In ����� wurde zur 
ubersichtlichen Darstellung die Kronecker Potenz� bzw� Produkt�

Notation verwendet�

x�i��t� � x�t�� � � �� x�t�� �z �
i�mal

� �����

Mit x�t� � Rn ist z� B��

x��� � �x��� x�x�� x�x�� � � � x�xn� x�x�� x
�
�� � � � � x

�
n�

T
� Rn� � �����

So bestechend die allgemeine Form der PLS ����� zun
achst erscheint	 so bl
ahen sich die

Terme schon ab n � � gewaltig auf� Schon A� und B� sind in ����� rechteckige n � m

Matrizen mit m � n��

Innerhalb der Klasse der PLS sind nun neben den linearen Systemen und den BLS die

Systeme mit quadratischen Gliedern und linearer Steuerung �QLS� die n
achst komple�

xere Systemklasse	 die von Autor und Mitarbeiter betrachtet und deren Brauchbarkeit
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zur weitergehenden Approximation nichtlinearer Systeme untersucht werden soll� In die�

sem Bericht werden zun
achst Unterklassen der QLS de�niert f
ur die dann im folgenden

explizite Systemeigenschaften bereits anzugeben sind�

� Systemklassen der QLS

Ausgehend von den Polynomsystemen �PLS� in Gl� ����� werden nun die quadratischen

Systeme mit linearer Steuerung �QLS� de�niert�

X
QLS

�x�t� � Ax�t� �A�x�t�� x�t� � �b�Bx�t� �B�x�t�� x�t��u�t�

y�t� � cTx�t� � x�t� � Rn � x� � x�t�� �
�����

Zur Vereinfachung	 insbesondere bei der Bezeichnung der Matritzenelemente	 wurde die

Notation gegen
uber Gl� ����� leicht modi�ziert und es soll im einzelnen gelten�

A� �� A � �aij� � i� j � �� �� � � � � n ����a�

A� � ��aij� � i � �� �� � � � � n � j � �� �� � � � � n� ����b�

B� �� b � �b�� � � � � bn�T ����c�

B� �� B � �bij� �entspricht N in ������ � i� j � �� �� � � � � n ����d�

B� � ��bij� � i � �� �� � � � � n � j � �� �� � � � � n� � ����e�

In Bild ��� ist das System nach Gl� ����� als Blockschaltbild dargestellt	 wobei ein neu

eingef
uhrtes Symbol f
ur die Kroneckermultiplikation verwendet wurde�

Abweichend von der allgemeinen Beschreibung mittels Kroneckerprodukten in ����� und

����� k
onnen QLS auch mittels konventioneller Matrizennotation dargestellt werden�

�x�t� � Ax�t� �

�
������
xT �t�Q�x�t�

xT �t�Q�x�t�
���

xT �t�Qnx�t�

�
					�� �b�Bx�t� �

�
������
xT �t�R�x�t�

xT �t�R�x�t�
���

xT �t�Rnx�t�

�
					��u�t�

y�t� � cT x�t� � �����

wobei in den skalaren quadratischen Formen die Qi und Ri quadratische n� n�Matrizen

sind�

Wird in ����� A� � B� � � gesetzt	 erh
alt man das BLS aus Gl� ������ Innerhalb der QLS

lassen sich nun u� a� zwei wesentliche Klassen unterscheiden�

X
QLS

�

�x�t��A x�t� � �b�B x�t� �B�x�t�� x�t�� u�t�

y�t� �cTx�t� � x�t� � R
n � x� � x�t��

�����
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� j
x�t��x�t�
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B�
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c
Tb

u�t� y�t�
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j
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�

Bild ���� Blockschaltbild der QLS nach Gl� �����

sowie

X
QLS

�

�x�t��A x�t� �A�x�t�� x�t� � bu�t�

y�t� �cTx�t� � x�t� � Rn � x� � x�t�� �
�����

Das System QLS� hat wie die BLS eine �lineare Eigendynamik�	 was zur Folge hat	 da�

sich die Systemantworten relativ einfach mittels auch einfach berechenbarer Volterraker�

ne bestimmen lassen� Das System QLS� ist f
ur n � � in der mathematischen Literatur

�Knobloch�Kappel ����� Kamke ����� als Riccatische Di�erentialgleichung bekannt und

wird hier und im folgenden als Vektor�Riccati System bezeichnet� W
ahrend die skala�

re Riccati�Gleichung lange bekannt ist und ihre L
osungen weitgehend z� B� in Kamke

������ untersucht sind	 ist mir bisher keine allgemeine analytische L
osung der �Vektor�

Riccatigleichung� in ����� bekannt geworden� Dies ist auch deshalb bemerkenswert	 da

andererseits die Matrix�Riccatigleichung vom Typ�

�P �t� � ATP �t� � P �t�A� P �t�Q P �t� � S�t� �

P � � P �t�� P � �pij� � i� j � �� � � � n
�����

gut erforscht ist �Reid ����� und sowohl bei der Optimalen�Regelung linearer Systeme

mit quadratischem G
uteindex �Linear�Regulator� und dem Kalman�lter eine wesentliche

Rolle bei der Probleml
osung spielt �Schwarz ������
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� QLS mit linearer Eigendynamik

Die vorstehend mit QLS� bezeichneten Systeme der Form ����� sind gegen
uber den BLS

zwar etwas komplexer aber systemtheoretisch bez
uglich Beobachtbarkeit und Beobach�

terentwurf noch gut handhabbar �Jelali ����a�� Das 
Ubertragungsverhalten eines nichtli�

nearen Systems kann mittels Volterra schen Reihen beschrieben werden �Schwarz ������

y�t� � g��t� �
Z t

�

Z ��

�
� � �

Z ����

�
g��t� ��� � � � � ���u���� � � � u����d�� � � � d�� � �����

Die Kerne gi in ����� �die als verallgemeinerte Gewichtsfunktion deutbar sind� lassen

sich unter gewissen Voraussetzungen explizit analytisch bestimmen� �

Satz ��� � �Isidori �����

Unter der Voraussetzung	 da�

i� a�x�t�� und b�x�t�� in Gl� ����� analytische Vektorfelder sind und

ii� max ju�� �j � � �  � � � T mit T hinreichend klein	

hat das ALS nach Gl� ����� eine Volterra�Reihendarstellung nach Gl� ����� mit den Volterra�

Kernen

g��t� � cT!a
t �x�j

x�
�

g��t� ��� � LP��
cT!a

t �x�jx�
g��t� ��� ��� � LP��

LP��
cT!a

t �x�jx�
���

gi�t� ��� � � � � �i� � LP�i
� � � LP��

cT!a
t �x�jx� � LP�i

��� �
h
����
�x

iT
P�i�x�


���������
��������

�����

mit

Pt�x� �
�
!a
�t

�
�
g � !a

t �x� �
�
!a
�t

�
�
g �!a

t �x�� � ���� �
����

�x
�

�

Hierbei gilt folgende De�nition�

Denition ��� � �Isidori ����	 Schwarz �����

a� Mit dem Flu� !a
t �x� eines Vektorfeldes a�x� wird die glatte Funktion von t und x

bezeichnet	 welche die Eigenschaft hat	 die gew
ohnliche Di�erentialgleichung

�x�t� � a�x�t�� � x� � x�t�� �����

zu erf
ullen� Mit anderen Worten ist !a
t �x� eine glatte Funktion	 f
ur die gilt�

d

dt
!a

t �x� � a�!a
t �x�� � !a

��x� � x � �����

�Zeitargumente werden zur besseren �Ubersichtlichkeit h�au�g nicht angegeben
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b� F
ur hinreichend kleine Zeiten t�� t� gelten die zu der Fundamentalmatrix eines li�

nearen Zustandsmodells analogen Eigenschaften�

i�
h
!a

t�
�x�

i��
� !a

�t�
�x�

ii� !a
t��t�

�x� � !a
t�

�x�!a
t�

�x� �

Im Falle der BLS und der QLS �also den Systemen mit �linearer Eigendynamik�� ist !

die bekannte Fundamentalmatrix linearer Systeme	 so da� die Auswertung der Beziehung

in ����� und ����� mit

!a
t �x� � eAtx � Pt�x� � e�Atb �����

f
ur das lineare System liefert�

g��t� � cTeAtx�

g��t� ��� � LP��
cT!a

t �x�� � cTeA�t����b

gi�t� ��� � � � � �i� � LP�i
� � � LP��

cT!a
t �x�� �  � i � � �


���
�� �����

F
ur die BLS erh
alt man das bekannte Ergebnis �Schwarz ����� 
uber

!a
t �x� � eAtx � Pt�x� � e�At�NeAtx� b� �����

zu�

g��t� � cT eAtx� ����a�

g��t� ��� � cT eA�t����NeA��x� � cTeA�t����b ����b�

g��t� ��� ��� � cT eA�t����NeA�������NeA��x� � cTeA�t����NeA�������b ����c�
���

gi�t� ��� � � � � �i� � cT eA�t����NeA�������N � � �NeA�ix� �

� cTeA�t����NeA�������N � � �NeA��i����i�b

� cT eA�t����

�
�i��Y
j��

NeA��j��j���

�
�NeA�ix� �

� cTeA�t����

�
�i��Y
j��

NeA��j��j���

�
� b � ����d�

Auch f
ur die QLS� in ����� l
a�t sich Gl� ��� noch auswerten �Jelali ����a�� Mit

!a
t �x� � eAtx � Pt�x� � e�At�B�e

At � eAtx� x�BeAtx� b� � �����

und

�eAtx�� �eAtx� � eAt � eAtx� x �����
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erh
alt man die ersten Kerne des Systems QLS� in ����� zu�

g��t� � cTeAtx� �����a�

g��t� ��� � cTeA�t����
h
B�e

A�� � eA��K�
�
j
x�

�BeA��x� � b
i

�����b�

g��t� ��� ��� � cTeA�t����
h
B�e

A�� � eA��K�
�
jx� �BeA��

i
�

� e�A��
h
B�e

A�� � eA��K�
�jx� �BeA��x� � b

i
�����c�

g��t� ��� ��� ��� � cTeA�t����
n
B�e

A�� � eA��K�
� �

h
e�AB�e

A��eA��K�
�jx�

i
�

�B�e
A�� � eA��K�

�jx�e
�A��B�e

A�� � eA��K�
�jx� �

�B�e
A�� � eA��K�

�In �
h
e�A��BeA��x�

i
�

�B�e
A�� � eA��K�

�
j
x�
e�A��BeA�� �

�B�e
A�� � eA��K�

�In �
h
e�A��b

i
�

� BeA�������B�e
A�� � eA��K�

�
j
x�

�BeA�������BeA��
o
�

� e�A��
h
B�e

A�� � eA��K�
�jx� �BeA��x� � b

i
�����d�

���

gi�t� ��� � � � � �i� �
�

�x
gi���t� ��� � � � � �i���jx�P

f
�i

������

mit den Abk
urzungen�

K�
� � x� x � Rn�

K�
�

� �
�x
K�
�
� Rn��n

K�
� � �

�x
K�
� � konstante Matrix � x�t� � Rn � K�

� � Rn��n� �


�����
����

������

F
ur die Anfangsbedingungen x� � �	 die durch geeignete Koordinatenfestlegung immer

erreichbar ist	 vereinfacht sich die Beziehung �����a� bis �����d� erheblich zu�

w��t� � 

w��t� ��� � cTeA�t����b

w��t� ��� ��� � cTeA�t����BeA�������b

w��t� ��� ��� ��� � cTeA�t����B�e
A�� � eA��K�

�In �
h
e�A��b

i
e�A��b�

� cTeA�t����BeA�������BeA�������b
���


������������
�����������

������

Die Berechnung der Volterra�Kerne h
oherer Ordnung kann schematisch anhand der Glei�

chung ����� beliebig fortgesetzt werden� Die Ausdr
ucke werden allerdings immer l
anger

und un
ubersichtlicher� Da	 wie im n
achsten Abschnitt dargestellt	 f
ur diese Systeme QLS�
����� mit �quadratischer Eigendynamik� der Flu� des Systems nicht allgemein dargestellt

werden kann	 k
onnen f
ur diese Systeme die Volterrakerne nicht allgemeing
ultig angegeben

werden�
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� QLS mit quadratischer homogener Di�erential	

gleichung

Zu diesem Abschnitt werden einige �wenige� Ergebnisse zur Berechnung der Dynamik der

Unterklasse

X
QLS

�

�x�t� � Ax�t� �A�x�t�� x�t� � bu�t�

y�t� � cTx�t�
�����

diskutiert� Wie oben bereits ausgef
uhrt konnte ich allgemeine L
osungsans
atze zu dem

Dynamikteil in ����� �also den Vektor�Riccati Di�erentialgleichungen� in der mir be�

kannten mathematischen Literatur nicht �nden� Es werden daher zun
achst die skalaren

Riccati�Di�erentialgleichungen dieser Form besprochen�

�x�t� � ax�t� � a�x
��t� � f�t� � x�t� � R � x� � x�� � �����

Dazu werden einige Fallunterscheidungen vorgenommen�

a� a � f�t� � 

Die quadratische Di�erentialgleichung

�x�t� � a� x
��t� � x� � x�� �����

hat den Flu��

�a
t �x� �

��

a�t
� t �  � �����

was durch Einsetzen von ����� in ����� leicht gepr
uft werden kann�

d

dt

�
��

a�t

�
� a�

�
��

a�t

��
�

a�t�
�

�

a�t�
�

b� f�t� � 

Diese homogene Riccati�Di�erentialgleichung

�x�t� � ax�t� � a�x
��t� �����

wird mit dem Ansatz

x�t� � �
�

a�

���t�

��t�
� ��t� 	�  �����



� QLS mit quadratischer homogener Di�erentialgleichung �

in eine �homogene� lineare Di�erentialgleichung 
uberf
uhrt�

�x�t� � �
�

a�

d

dt

�
���t�

��t�

�
� �

�

a�

�

��t�

��t�
�

����t�

���t�

�
�

also

�
�

a�

�

��t�

��t�
�

����t�

���t�

�
� �

a

a�

���t�

��t�
� a�

�
�

a��

����t�

���t�

�

�
�

a�


��t�

��t�
� �

a

a�

���t�

��t�

und dann�


��t�� a ���t� �  �����

Die L
osung dieser homogenen linearen Di�erentialgleichung lautet mit �	��a	�e�t �

 und 	� �  � 	� � a�

��t� � 
� � 
�e
at � �����

Daraus l
a�t sich nun die L
osung von ����� durch Einsetzen von ����� in ����� be�

stimmen�

x�t� � �
�

a�


� a eat

�
� � 
�eat�
� �����

Diese L
osung ist der Flu� �
q
t �x� der Gleichung ����� was durch Einsetzen von �����

in ����� nachzuweisen ist�

Der Ansatz ����� 
uberf
uhrt die allgemeine skalare Riccati�Di�erentialgleichung �����

in


��t� � a ���t�� a� ��t�f�t� � �����

F
ur diese Di�erentialgleichung �� Ordnung l
a�t sich mit den Zustandsvariablen

x��t� � ��t�

x��t� � ���t� � �x��t�

f�t� � b u�t�


���
�� ������

diese Zustandsgleichung angeben�

�
�x��t�

�x��t�

�
�

�
 �

 a
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� QLS mit quadratischer homogener Di�erentialgleichung �

Das bedeutet	 da� die allgemeine skalare Riccati�Di�erentalgleichung mit konstan�

ten Koe"zienten in eine bilineare Di�erentialgleichung der Form

�x�t� � A x�t� � b x�t�u�t� mit x�t� � R� ������

mit dem Flu�

�a
t �x� � eAt


uberf
uhrt werden kann�

Wir betrachten nun noch das System QLS� in ����� f
ur x�t� � R�

�x�t� � ax�t� � a�x
��t� � bu�t�

y�t� � c x�t� � c � R �
������

Mit den Ans
atzen ����� und ������ erhalten wir hierzu das 
aquivalente Systemmodell

�x�t� �

�
 �

 a

�
x�t� �

�
 

�a�b 
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�
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x��t�

�
� #c�x�t�� �

������

Dies ist ein System mit bilinearer Dynamik und nichtlinearer Me�gleichung�

�x�t� � Ax�t� �Nx�t�u�t�

y�t� � c�x�t�� � x�t� � R� �
������

Wandelt man das System nun in eines mit linearer Me�gleichung �Schwarz �����

mit �

z �

�
x

y

�

mit y�t� � c�x� 
 �y�t� � #cx�x� �x�t� � #cx�A x�t� �N x�t�u�t��

� �
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n
c
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o
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�
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�
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�
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folgt dann
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�
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� QLS mit quadratischer homogener Di�erentialgleichung ��

Dies ist ein ALS vom allgemeinen Typ der Gl� ������

F
ur Vektor�Riccatidi�erentialgleichungen mit x�t� � Ri 	 i � � sind bisher keine

allgemeinen L
osungen angebbar� Doch l
a�t sich diese spezielle Klasse de�nieren	 bei

der der homogene Teil entkoppelt ist und die Verkopplung nur 
uber die Steuerung

erfolgt�
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Hier kann der Flu� �a
t �x� mit ����� angegeben werden zu
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�
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F
ur diese spezielle Systeme der Klasse QLS� lassen sich dann die Volterra�Kerne

mittels Gl� ����� bestimmen�



� Zusammenfassung und Ausblick ��


 Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Bericht wurde die Klasse der QLS	 eine Unterklasse der ALS	 sowie zwei we�

sentliche Teilklassen de�niert� Einige Ans
atze zur analytischen Berechnung der System�

dynamik wurden beschrieben�

Darauf aufbauend sind diese Teilprobleme zu untersuchen�

� Erreichbarkeit und Beobachtbarkeit der QLS und der Unterklassen QLS� und QLS�

� Wodurch unterscheiden sich Erreichbarkeit und Beobachtbarkeit eines skalaren Ric�

cati Systems und der zugeh
orige BLS mit x�t� � R� $

� Stabilit
atsuntersuchungen der QLS und dabei besonders der BLS mit linearer Zu�

standsr
uckf
uhrung �dies f
uhrt auf ein System QLS��

� QLS mit linearer und nichtlinearer Zustandsr
uckf
uhrung
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