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� Einleitende �Ubersicht �

� Einleitende �Ubersicht

In den letzten Jahren entwickelte sich die Di	erentialalgebra� die von Ritt ����� ein�

gef
uhrt wurde� zu einem exzellentenWerkzeug zur Analyse nichtlinearer Systeme� Dies ist

haupts
achlich auf die zahlreichen Arbeiten von Fliess �u� a� ����� ����� zur
uckzuf
uhren�

Viele Eigenschaften nichtlinearer Systeme� wie z� B� Entkoppelbarkeit� Invertierbarkeit

und Beobachtbarkeit� k
onnen anhand der neuen di	erentialalgebraischen Ans
atze auf ele�

gante Art und Weise analysiert werden�

Der vorliegende Forschungsbericht behandelt zwei eng miteinander verkn
upfte Eigenschaf�

ten nichtlinearer Systeme �insbesondere Polynomsysteme�� n
amlich die Minimalrealisie�

rung und die Beobachtbarkeit� Die Analyse dieser Eigenschaften stellt eine Voraussetzung

f
ur die Auslegung von Regelungskonzepten dar� Beide Problemkreise werden auf der Basis

der Di	erentialalgebra vorgestellt und diskutiert�

Im einzelnen gliedert sich die Arbeit wie folgt� Abschnitt � f
uhrt einige grundlegende

Begri	e der Di	erentialalgebra ein� die zum Verst
andnis der weiteren Ausf
uhrungen un�

bedingt notwendig sind� Haupts
achlich wird auf die Algebraisierung nichtalgebraischer

Di	erentialgleichungen und die sog� di	erentiellen K
orper eingegangen�

Gegenstand des �� Abschnitts ist die Beschreibung nichtlinearer Systememittels der neuen

Werkzeuge der Di	erentialalgebra� Im Vordergrund stehen die Ein��Ausgangsbeziehung

und die Zustandsraumdarstellung eines Systems� Wichtige Begri	e� wie z� B� di	erentielle

K
orpererweiterung� Transzendenzgrad und Transzendenzbasis werden im Zusammenhang

mit der Realisierung eines nichtlinearen Systems erl
autert�

In Abschnitt � erfolgt die Behandlung des Konzepts der algebraischen Beobachtbarkeit

von Diop und Fliess ������ sowie deren Zusammenhang mit dem Begri	 der Minimal�

realisierung� Dieser Zusammenhang wird zus
atzlich anhand eines technischen Beispiels

erl
autert� Anschlie�end wird die Beziehung der algebraischen Beobachtbarkeit zu ande�

ren Beobachtbarkeitskonzepten� haupts
achlich zu denen von Hermann und Krener ������

angegeben�

Abschnitt  befa�t sich mit dem Einsatz der sog� Gr
obner Basen zur rechnergest
utzten

Analyse der algebraischen Beobachtbarkeit sowie zur Berechnung von Ein��Ausgangs�

Di	erentialgleichungen�

Der letzte Abschnitt enth
alt eine Zusammenfassung des vorliegenden Berichts und gibt

einen Ausblick auf m
ogliche weiterf
uhrende Untersuchungen im Bereich der hier behan�

delten Thematik�



� Grundlegende Begri�e der Di�erentialalgebra �

� Grundlegende Begri�e der Di�erentialalgebra

Die Di�erentialalgebra wurde von Ritt ����� mit der Intention eingef
uhrt� die aus der

klassischen Algebra bekannten Grunds
atze so aufzubereiten� da� sie auf Di	erentialglei�

chungen anwendbar sind� Voraussetzung hierf
ur ist� da� sich die Di	erentialgleichungen

algebraisch in ihren Variablen und deren Ableitungen verhalten� Sie d
urfen also keine

Funktionen wie sin� cos etc� enthalten� sondern m
ussen aus Polynomen bzw� rationalen

Funtkionen aufgebaut sein� Diese Forderung schr
ankt den Wirkungsbereich der Di	eren�

tialalgebra zun
achst deutlich ein� es l
a�t sich aber zeigen� da� eine Reihe von nichtal�

gebraischen Di	erentialgleichungen in algebraische umgewandelt werden k
onnen �Fliess

������

��� Nichtalgebraische Di�erentialgleichungen

Betrachtet man z� B� die Di	erentialgleichung eines Pendels


x� �� sinx � � � �����

so kann diese in der vorliegenden Form nicht mit Hilfe der Di	erentialalgebra analysiert

werden� Bedenkt man aber� da�

y � sin x �����

die L
osung der algebraischen Di	erentialgleichung

�x�y� � �y� � �x� �����

darstellt� so kann Gl� ����� alternativ auch als algebraische Di	erentialgleichung

�x����� � � �x
x�� � �� �x� �����

geschrieben werden��

Dieses Verfahren f
uhrt f
ur alle die Di	erentialgleichungen zum Erfolg� deren Koe�zien�

ten algebraischen Di	erentialgleichungen gen
ugen �Fliess ������ Modelle realer Systeme

erf
ullen im allgemeinen diese Voraussetzung� so da� sich mit Hilfe der Di	erentialalgebra

eine gro�e Anzahl von systemtheoretisch relevanten Fragestellungen bearbeiten l
a�t�

Im folgenden werden die grundlegenden Begri	e der Di	erentialalgebra diskutiert� die zur

Beschreibung von nichtlinearen Systemen ben
otigt werden� Weitergehende Informationen

sind z� B� in Fliess ������ sowie Wey und Svaricek ������ enthalten� Sie sind weitestgehend

an die in der kommutativen Algebra verwendeten Nomenklatur angelehnt �z� B� Shapiro

���� Meyberg ������

�Das Ergebnis aus Gl� ����� l�a�t sich leicht veri�zieren	 denn mit der Substitution y 
 sinx folgt aus

Gl� ����� sowohl �x 
 ���y als auch x��� 
 ��� �y� Stellt man dann Gl� ���� noch nach �x� um und setzt

die gefundenen Ergebnisse in Gl� ����� ein	 so folgt die Identit�at�



� Grundlegende Begri�e der Di�erentialalgebra �

��� Di�erentielle K�orper

Ein di�erentieller K�orper K ist eine Menge� in der neben den Verkn
upfungen Addition

und Multiplikation auch eine einfache Di�erentiation d�dt de�niert ist�� Diese entspricht

den bekannten Regeln

d

dt
�a� b� � �a� �b

d

dt
�ab� � �ab� a�b � a� b � K �

����

Ein Element c des di	erentiellen K
orpers K wird als Konstante bezeichnet� wenn �c � �

gilt� Die Menge aller Konstanten in K ist demzufolge eine Teilmenge von K� Typische

Beispiele f
ur solche trivialen Mengen sind Q� R und C �

F
ur die di	erentialalgebraische De�nition eines Systems ist der Begri	 der di�erentiellen

K�orpererweiterung von wesentlichem Interesse� Man betrachtet hierzu zwei di	erentielle

K
orper L und K� f
ur die K � L gilt� Die zugeh
orige K
orpererweiterung� die mit L�K

bezeichnet wird� kann grunds
atzlich einer von zwei Klassen zugeordnet werden�

a� Ein Element a � L ist di�erentiell algebraisch 
uber K� wenn eine Di	erentialglei�

chung P �a� �a� � � � � a���� � � existiert� wobei P einem Polynom beliebigen Grades mit

Koe�zienten in K entspricht�

Eine K
orpererweiterung L�K hei�t di	erentiell algebraisch� wenn alle Elemente von

L di	erentiell algebraisch 
uber K sind�

b� Ein Element a � L ist di�erentiell transzendent 
uber K� wenn es nicht di	erentiell

algebraisch ist� Existiert wenigstens ein Element von L� das di	erentiell transzen�

dent ist� so wird die K
orpererweiterung L�K ebenfalls als di	erentiell transzendent

bezeichnet�

Die maximale Anzahl von transzendenten und untereinander unabh
angigen Elemen�

ten in L ist eine wichtige Gr
o�e f
ur die Beschreibung von Systemen� Sie wird als

di�erentieller Transzendenzgrad von L�K bezeichnet und im weiteren durch

di	� Trg L�K �����

abgek
urzt�

Wird ein K
orper M so gew
ahlt� da� K � M � L gilt� dann l
a�t sich der di	erentielle

Transzendenzgrad von L�K in Analogie zur kommutativen Algebra indirekt bestimmen

�Fliess ������

di	� Trg �L�K� � di	� Trg �L�M� � di	� Trg �M�K� � �����

�Die hier gemachten Betrachtungen bleiben auf gew�ohnliche Di�erentialgleichungen beschr�ankt	 d�

h�	 da� die Aussagen nur f�ur gew�ohnliche di�erentielle K�orper mit einer einzelnen Di�erentiation d�dt

zutre�en	 nicht aber f�ur K�orper mit mehreren partiellen Di�erentiationen�



� Di�erentialalgebraische Beschreibung nichtlinearer Systeme �

� Di�erentialalgebraische Beschreibung nichtlinea�

rer Systeme

Im folgenden wird aufgezeigt� wie die bisher erl
auterten Begri	e der Di	erentialalgebra

gezielt auf die Problemstellungen� die sich bei der Analyse nichtlinearer Systeme ergeben�

angewendet werden k
onnen� Die Betrachtungen sind aus Gr
unden der Anschaulichkeit auf

analytisch lineare Systeme �ALS� mit dem Zustandsmodell�

X
ALS

�x�t� � a�x�t�� �B�x�t��u�t�

y�t� � Cx�t� x�t� � Rn� u�t� � Rm� y�t� � Rp
�����

beschr
ankt� Aber auch allgemeinere Systemklassen als diese lassen sich mit Hilfe der

Di	erentialalgebra beschreiben� Bevor n
aher auf Zustandsraumdarstellungen eingegangen

wird� soll zun
achst die di	erentialalgebraische Beschreibung von Ein��Ausgangssystemen

erl
autert werden�

��� Ein��Ausgangsbeschreibung nichtlinearer Systeme

In der Algebra ist es 
ublich� mit einer umfassenden Menge als Grundk
orper zu arbeiten

und die f
ur eine Probleml
osung ben
otigten Elemente als Teilmenge dieses Grundk
orpers

anzusehen� In der Di	erentialalgebra geht man analog vor� indem in einem ersten Schritt

� als di	erentieller Grundk
orper de�niert wird� D� h�� � gen
ugt den in Abschnitt � for�

mulierten Anforderungen an einen di	erentiellen K
orper und beinhaltet alle Elemente�

Mit k � � wird ein di	erentieller K
orper bezeichnet� der zumindest alle Koe�zienten der

zu betrachtenden System�Di	erentialgleichungen beinhaltet� Im allgemeinen reichen f
ur k

die Mengen der rationalen Zahlen Q oder reellen Zahlen R aus� Weil di	erentielle K
orper

Ableitungen f �a� � � � � a���g als Elemente enthalten k
onnen� bieten sich aus Gr
unden der

Ubersicht die folgenden Abk
urzungen an�

� kfxg steht f
ur alle Polynome in den Variablen fx� �x� 
x� � � �g mit Koe�zi�

enten aus k�

� k�x� steht f
ur alle rationalen Funktionen in den Variablen fx� �x� 
x� � � �g

mit Koe�zienten aus k�

F
ur nichtdi	erentielle K
orper werden dementsprechend die Symbole�

� k�x� steht f
ur alle Polynome in der Variablen x mit Koe�zienten aus k�

� k�x� steht f
ur alle rationalen Funktionen in der Variablen x mit Koe��

zienten aus k

�Die Annahme einer linearen Ausgangsgleichung y�t� 
 Cx�t� bedeutet keine Einschr�ankung der

Allgemeing�ultigkeit �Schwarz ������



� Di�erentialalgebraische Beschreibung nichtlinearer Systeme 

verwendet�

Der di	erentielleK
orper k�u� entspricht demnach der Menge aller rationalen Funktionen

in den Elementen u � fu�� � � � � umg sowie deren zeitlichen Ableitungen mit Koe�zienten

in k� Die Ein��Ausgangs�Di	erentialgleichungen� die ein Regelungssystem mit Eingangs�

vektor u�t� und Ausgangsvektor y�t� beschreiben� werden nun mittels der K
orpererwei�

terung k�u�y��k�u� modelliert� wobei der di	erentielle K
orper k�u�y� gegen
uber

k�u� zus
atzlich die p Ausgangsgr
o�en y�� � � � � yp sowie deren zeitliche Ableitungen bein�

haltet�

De�nition �� �Rudolph �����

Ein nichtlineares Ein��Ausgangssystem
P
mit dem Eingang u � fu�� � � � � umg und dem

Ausgang y � fy�� � � � � ypg ist eine di	erentielle K
orpererweiterung k�u�y��k�u�� die

di	erentiell algebraisch ist� Folglich gilt f
ur den di	erentiellen Transzendenzgrad der Zu�

sammenhang

di	� Trg k�u�y��k�u� � � � �����

�

Die Eingangsgr
o�en uj sind hierbei als voneinander unabh
angig angenommen� d�h�

di	� Trg k�u��k � di	� Trg k�u�� � � � � um��k � m � �����

De�nition ��� gibt wieder� da� f
ur ein System
P� die Komponenten von u und y durch

eine endliche Anzahl impliziter Di	erentialgleichungen verkn
upft sind�

g�u� �u� 
u� � � � �y� �y� 
y� � � �� � � � �����

Diese Aussage korrespondiert mit der in der Regelungstheorie 
ublichen De�nition eines

Systems �Isidori ����� Schwarz ����� F
ollinger ������ Im weiteren werden die Betrach�

tungen auf Systeme beschr
ankt� die durch algebraische Di	erentialgleichungen in u und

y beschrieben werden k
onnen� Andere Systeme k
onnen eventuell unter Zuhilfenahme der

in Abschnitt ��� vorgestellten Methode algebraisiert werden�

��� Zustandsraumdarstellung nichtlinearer Systeme

Anstatt ein System durch Di	erentialgleichungen h
oherer Ordnungen zu beschreiben� ist

es oftmals zweckm
a�iger� ein Zustandsmodell zu verwenden� Hierbei wird mittels einer

Zustandsvariablen x�t� � Rn ein System durch mehrere� im allgemeinen miteinander

gekoppelte� Di	erentialgleichungen erster Ordnung dargestellt� F
ur ein ALS erh
alt man

somit die Zustandsraumdarstellung ������

�Die Bezeichnung
P

steht in den folgenden Abschnitten f�ur die ein System beschreibende K�orperer�

weiterung k�u�y��k�u��



� Di�erentialalgebraische Beschreibung nichtlinearer Systeme �

Ein Zustand x � fx�� � � � � xng sollte hierbei als eine Menge mit n Elementen aus � ange�

sehen werden� so da� zum einen alle zeitlichen Ableitungen f �xkj k � �� � � � � ng und zum

anderen die Ausgangsgr
o�en fyij i � �� � � � � pg Funktionen in den Variablen x�u� �u� 
u� � � �

sind �Fliess ������

Neben dem in De�nition ��� eingef
uhrten di	erentiellen Transzendenzgrad eines Systems

k�u�y��k�u� ist der �nichtdi�erentielle� Transzendenzgrad dieser K
orpererweiterung

eine wesentliche Kenngr
o�e� Er entspricht� vollkommen analog zum di	erentiellen Trans�

zendenzgrad� der maximalenAnzahl von Elementen a in k�u�y�� die voneinander �nicht�

di	erentiell� unabh
angig sind und f
ur die kein �nichtdi	erentielles� Polynom P �a�� a� a�� � � ��

� � mit Koe�zienten in k�u� existiert� Er wird im folgenden mit nmin bezeichnet�

nmin � Trg k�u�y��k�u� � ����

Eine Menge von nmin transzendenten Elementen wird auch als Transzendenzbasis bezeich�

net�

W
ahlt man eine beliebige Transzendenzbasis zu k�u�y��k�u� aus und bezeichnet diese

mit x � fx�� � � � � xnming� so f
uhrt dies zu folgenden Abh
angigkeiten�

Pk� �xk�x�u� �u� � � � �u�pk�� � � � k � �� � � � � nmin

Qi�yi�x�u� �u� � � � �u�qi�� � � � i � �� � � � � p �
�����

Pk und Qi stehen hierbei f
ur Polynome mit Koe�zienten in k�

Die impliziten Di	erentialgleichungen ����� beschreiben die wohl allgemeinste Form einer

Realisierung �Diop ������ entsprechende explizite Zusammenh
ange sind unter Umst
anden

nur lokal g
ultig� Das Vorhandensein von zeitlichen Ableitungen der Eingangsgr
o�e auch in

den expliziten Di	erentialgleichungen wird durch eine Spezialisierung auf die Klasse der

ALS ausgeschlossen� Es ist jedoch m
oglich� durch Zustandstransformation die maximal

vorkommendeOrdnung von Eingangsableitungen in einem System zu verringern �Delaleau

������

Eine Transformation eines Zustandsvektors in einen anderen wird aus di	erentialalgebrai�

scher Sicht wiederum durch die Existenz von Polynomen charakterisiert� Nimmtman z� B�

zwei Zust
ande x und �x � f�x�� � � � � �xnming� so sind deren Elemente durch die Beziehungen

�Pk�xi� �x�u� �u� � � � �u��pi�� � � � i � �� � � � � nmin

�Qi��xi�x�u� �u� � � � �u��qi�� � �
�����

miteinander verkn
upft� wobei die Polynome �Pk und �Qi nur Koe�zienten in k aufweisen�

Obwohl die grunds
atzliche Beschreibung von Zustandsmodellen mit Hilfe der Di	erenti�

alalgebra keine Probleme bereitet� ist es verh
altnism
a�ig aufwendig� aus einer gegebenen



� Di�erentialalgebraische Beschreibung nichtlinearer Systeme �

Ein��Ausgangsbeziehung eine zugeh
orige Zustandsraumdarstellung abzuleiten� Denn ne�

ben der Tatsache� da� das Realisierungsproblem im allgemeinen nicht eindeutig l
osbar ist�

m
ussen eventuell Ungleichungen zu vorhandenen Ein��Ausgangsgleichungen hinzugef
ugt

werden� um eine Realisierung zu �nden �Diop ������ Ans
atze zur L
osung des Realisie�

rungsproblems sind z� B� in Forsman �����a� enthalten�



� Beobachtbarkeit nichtlinearer Systeme �

� Beobachtbarkeit nichtlinearer Systeme

Unter dem Begri	 der Beobachtbarkeit eines Systems
P
ist grunds
atzlich die Problematik

zu verstehen� aus Kenntnis der Ein� und Ausgangsgr
o�en die Zustandsgr
o�en zu ermitteln�

Das hei�t� da� dieser Begri	 in keiner Weise eine innere Systemeigenschaft wiedergibt�

sondern vielmehr abh
angt von der Existenz und Verf
ugbarkeit einer Zustandsraumdar�

stellung� Im weiteren wird die algebraische Natur des Konzeptes der Beobachtbarkeit von

ALS diskutiert und� darauf aufbauend� die Eignung der Di	erentialalgebra zur Untersu�

chung dieser Kenngr
o�e veri�ziert� Anschlie�end erfolgt die Behandlung der Beziehung

der algebraischen Beobachtbarkeit zu anderen Konzepten�

	�� Algebraische Beobachtbarkeit

Eng verkn
upft mit der Analyse der Beobachtbarkeit ist der Begri	 der Minimalrealisie�

rung� Denn es l
a�t sich der folgende direkte Zusammenhang angeben�

Satz �� �Diop �����

Wenn f
ur ein Ein��Ausgangssystem
P
eine Zustandsdarstellung gem
a� Gl� ����� existiert�

so sind die beiden folgenden Aussagen 
aquivalent�

�i� Die Zustandsdarstellung ����� von
P
ist eine Minimalrealisierung� d� h� die Anzahl

n der Zust
ande stimmt mit der Ordnung von
P

uberein�

�ii�
P
ist beobachtbar�

�

Die Ordnung eines Systems entspricht hierbei dem im vorherigen Abschnitt de�nierten

Transzendenzgrad nmin eines Systems�

nmin � Trg k�u�y��k�u� � �����

Anmerkung�

Der hier verwendete Begri	 der Minimalrealisierung steht in einem Widerspruch zu dem

von Kalman ������ gefundenen Ergebnis f
ur LS� da� ein minimal realisiertes System im�

mer steuerbar ist� Dies liegt daran� da� Kalmans Ansatz sich an der 
Ubertragungsmatrix

orientiert und dadurch die Anfangswerte unber
ucksichtigt bleiben k
onnen �Fliess und

Glad ������

Beispiel ��

Untersucht man das durch die Di	erentialgleichung �y � �u beschriebene LS� so

kommt der hier verwendete Ansatz in Gl� ����� zu dem Ergebnis� da� eine Mini�

malrealisierung die Ordnung nmin � � hat�

�x � �

y � x� u � x�t�� � x� �



� Beobachtbarkeit nichtlinearer Systeme �

Dieses System ist wegen Satz ��� beobachtbar� Allerdings ist es o	ensichtlich nicht

steuerbar�

Demgegen
uber ist die 
Ubertragungsfunktion f
ur �y � �u durch F �s� � � gegeben� da�

mit hat eine minimale Realisierung nach Kalman die Ordnung � und ist vollst
andig

steuer� und beobachtbar� Allerdings vernachl
assigt dieser Ansatz die Anfangsbedin�

gung x��

Anschaulich bedeutet Satz ���� da� eine Systemrealisierung dann minimal �und damit beo�

bachtbar� ist� wenn die Zustandsvariablen gerade eine Transzendenzbasis der K
orperer�

weiterung k�u�y��k�u� bilden� Voraussetzung hierf
ur ist allerdings� da�
P
durch alge�

braische Ein��Ausgangs�Di	erentialgleichungen beschrieben werden kann� Wird von einem

nichtalgebraischen System ausgegangen und das in Abschnitt ��� besprochene Verfahren

zur Algebraisierung verwendet� so ist die Aussage von Satz ��� f
ur das algebraisierte Sy�

stem richtig� F
ur das Originalsystemmu� Satz ��� aber nicht gelten� da die Algebraisierung

zu einer 
Anderung der Ordnung f
uhren kann �vgl� Fliess ������

Ber
ucksichtigt man Gl� ������ die sowohl f
ur den nichtdi	erentiellen als auch den di	e�

rentiellen Transzendenzgrad G
ultigkeit hat� so f
uhrt dies zu einer weiteren M
oglichkeit

zur algebraischen Charakterisierung der Beobachtbarkeit� Denn wenn x eine Transzen�

denzbasis zu
P
mit nmin Elementen bildet� k
onnen nach Gl� ����� alle Ausgangsgr
o�en yj

durch Di	erentialgleichungen in den Variablen x und u� �u� 
u� � � � beschrieben werden� Es

gilt deshalb

Trg k�u�y��x��k�u� � nmin � Trg k�u�y��k�u� � �����

so da� nach Gl� ����� der Zusammenhang

Trg k�u�y��x��k�u�y� � Trg k�u�y��x��k�u�	 Trg k�u�y��k�u�

� nmin 	 nmin � �
�����

folgende De�nition erm
oglicht�

De�nition �� �Diop und Fliess ����� Forsman ����a�

Ein System
P
wird als algebraisch beobachtbar bezeichnet� wenn gilt�

Trg k�u�y��x��k�u�y� � � � �����

�

Ein System ist demzufolge algebraisch beobachtbar� wenn alle seine Zustandsgr
o�en xi
algebraisch 
uber k�u�y� sind�



� Beobachtbarkeit nichtlinearer Systeme ��

Beispiel �� Ein frei rotierender Starrk
orper� wie z� B� ein Satellit� kann durch die

nichtlinearen Di	erentialgleichungen

I� ����t� � �I� 	 I�����t����t� � u�

I� ����t� � �I� 	 I�����t����t� � u�

I� ����t� � �I� 	 I�����t����t� � u�

beschrieben werden �Frayman ������ Die Eingangsgr
o�en ui entsprechen den angrei�

fenden Drehmomenten in Richtung der orthonormalen Achsen fe��e��e�g� Ii den

Haupttr
agheitsmomenten und �i den Winkelgeschwindigkeiten� Als Ausgangsgr
o�e

wird �� verwendet� Die Analyse eines solchen Systems ist z� B� f
ur die H
ohenregelung

von Raumfahrzeugen von Interesse �Kang und Krener ������

Mit den Abk
urzungen

�� �
I� 	 I�
I�

� �� �
�

I�
� 	� �

I� 	 I�
I�

� 	� �
�

I�
� 
� �

I� 	 I�
I�

� 
� �
�

I�

erh
alt man das System als Zustandsmodell eines ALS�

X
bsp�

�x �

�
���
��x�x�
	�x�x�

�x�x�

�
����

�
���
�� � �

� 	� �

� � 
�

�
���u

y �
h
� � �

i
x �

Die Fragestellung� ob aus der Kenntnis einer Winkelgeschwindigkeit sowie der wir�

kenden Drehmomente die gesamte K
orperbewegung bestimmtwerden kann� l
a�t sich

durch eine Analyse der Beobachtbarkeit kl
aren�

In di	erentialalgebraischer Schreibweise ist das Beispielsystem als K
orpererweite�

rung R�u�� u�� u�� y��R�u�� u�� u�� beschreibbar� Gem
a� Gl� ����� ist f
ur die Ele�

mente der Menge fy� �y� 
y� � � �g zu pr
ufen� ob diese algebraisch oder transzendent 
uber

der Menge R�u�� u�� u�� sind� F
ur die zeitlichen Ableitungen gilt

y � x�

�y � ��x�x� � ��u�


y � �� �x�x� � ��x� �x� � �� �u�
� ��	�x�x

�
� � ��	�x�u� � ��
�x�x

�
� � ��
�x�u� � �� �u� �

Zun
achst wird eine generische Betrachtung vorgenommen� so da� die Zahlenwerte

von x� u und y sowie der Parameter �i� 	i� 
i unber
ucksichtigt bleiben� Dann ist



� Beobachtbarkeit nichtlinearer Systeme ��

y nicht als rationale Funktion in u darstellbar� ebenso kann �y nicht ausschlie�lich

durch u beschrieben werden� L
ost man die beiden ersten Gleichungen nach x� und

x� auf

x� � y

x� �
�y 	 ��u�
��x�

und setzt das Ergebnis in die Gleichung f
ur 
y ein� so f
uhrt dies zu einer Funktion


y � f�u� x��� Also ist auch 
y transzendent 
uber k�u�� eine Minimalrealisierung

mu� demzufolge mindestens die Ordnung � aufweisen� Das System
P

bsp� ist bereits

minimal und damit algebraisch beobachtbar�

Eventuell auftretende Singularit
aten k
onnen ebenfalls analysiert werden� Gilt z� B�

�� � �� so sind sowohl �y � ��u�� 
y � �� �u� als auch alle weiteren Ableitungen von y

algebraisch 
uber k�u�� Eine Minimalrealisierung h
atte folglich die Ordnung �� so

da�
P

bsp� nicht beobachtbar w
are�

Dieses Verfahren zur Analyse der Beobachtbarkeit kann relativ einfach als Algorithmus in

einer symbolverarbeitenden Sprache realisiert werden� Hierauf wird im Abschnitt  n
aher

eingegangen�

	�� Beziehung zu anderen Beobachtbarkeitsformen

In Diop und Fliess ������ erfolgte bereits die Herleitung des Zusammenhangs zwischen

der algebraischen Beobachtbarkeit und der lokal weichen Beobachtbarkeit nach Hermann

und Krener ������ mit Hilfe der sog� K
ahler�Di	erentiale� Auf diesen Zusammenhang wird

im folgenden eingegangen�

Betrachtet werden hier Eingr
o�en�Polynomsysteme �PLS� der Form

�x�t� �
rP

i	�
Aix

�i�
� �t� �

sP
j	�

Bjx
�j�
� �t�u�t� �� f �x� u�

y�t� � cTx�t� �� c�x� � x�t� � Rn �
����

die eine Unterklasse der ALS bilden� Zur 
ubersichtlichen Darstellung wird die Kronecker�

Potenznotation

x
�i�
� �t� � x�t�
 � � �
 x�t�� �z 	

i�mal

�����

verwendet� Zun
achst sei folgende De�nition angegeben�

De�nition �� �Hermann und Krener ����� Schwarz �����



� Beobachtbarkeit nichtlinearer Systeme ��

i� Zwei verschiedene Anfangszust
ande xa��� und xb��� des PLS nach Gl� ���� hei�en

nicht unterscheidbar� wenn f
ur jedes Eingangssignal u�t� � U gilt� ya�t� � yb�t� �t �

��� T �� Hierbei sind ya�t� und yb�t� die Systemantworten f
ur u�t� und xa��� bzw� u�t�

und xb���� T sei eine beliebige� aber feste reelle Zahl�

ii� Ein PLS nach Gl� ���� hei�t lokal weich beobachtbar in x�� wenn eine o	ene Um�

gebung U� von x� so existiert� da� f
ur jede o	ene Umgebung V � U� die Menge der

nicht unterscheidbaren Punkte x� selbst ist�

iii� Das PLS hei�t lokal weich beobachtbar� wenn die Eigenschaft ii� f
ur alle x � Rn

gilt�

�

Es gibt ein mathematischesKriteriumzur 
Uberpr
ufung der lokal weichen Beobachtbarkeit�

Satz ��

Das PLS nach nach Gl� ���� ist lokal weich beobachtbar� wenn die Beobachtbarkeitsmatrix

QB�x� �u� im gesamten Zustandsraum �x � Rn den vollen Rang

Rang QB�x� �u� � n �����

besitzt�

�

Die Beobachtbarkeitsmatrix QB�x� �u� kann anhand des Di	erentialoperators

Nfc�x� � c�x�
�f �x� u�

�x
� fT �x� u�

�c�x�

�x
� ��u

T
�t�



�

� �u

�T
�

Nk
f c�x� � Nf�N

k��
f c�x�� mit N�

fc�x� � c�x� � �u �
h
u� �u� � � � � un��

i
durch

QB�x� �u� �

�
������

N�
f

Nf

���

Nn��
f

�
������
�c�x�

�x
�����

gebildet werden� Sie ist die Jacobi�Matrix der Beobachtbarkeitsabbildung q�x� �u�� die

den Systemzustand und das Eingangssignal auf das Ausgangssignal abbildet� Sie kann

mit dem Di	erentialoperator

Mfc�x� �
�c�x�

�x
f �x� u� �

�c�x�

� �u
��u�t� �

Mk
f c�x� � Mf �M

k��
f c�x�� mit M�

fc�x� � c�x�



� Beobachtbarkeit nichtlinearer Systeme ��

in der kompakten Form

q�x� �u� �

�
������

M�
f

Mf

���

Mn��
f

�
������ c�x� �����

dargestellt werden� Mit der Beobachtbarkeitsabbildung bzw� der Beobachtbarkeitsmatrix

gilt�

Satz �� �Forsman ����a�

Ein PLS nach Gl� ���� ist dann und nur dann algebraisch beobachtbar� wenn die zugeh
orige

Beobachtbarkeitsabbildung dominant ist� d� h� wenn alle Komponenten dieser Abbildung

algebraisch unabh
angig sind� Dies ist genau dann der Fall� wenn die Beobachtbarkeitsma�

trix die Rangbedingung

Ranggen QB�x� �u� � n ������

erf
ullt�

�

Es gibt also einige wesentliche Unterschiede zwischen dem oben vorgestellten Konzept

der algebraischen Beobachtbarkeit und dem der lokal weichen Beobachtbarkeit von Her�

mann und Krener ������ gem
a� De�nition ���� Einerseits stellt die Rangbedingung f
ur

die algebraische Beobachtbarkeit eine notwendige und hinreichende� f
ur die lokale weiche

Beobachbarkeit aber nur eine hinreichende Bedingung dar� Andererseits mu� die Rang�

bedingung bei der letzteren Eigenschaft generell �
uberall� gelten� w
ahrend sie bei der

anderen nur strukturell �generisch� erf
ullt sein mu�� Damit werden die Probleme auf�

grund evtl� auftretender Singularit
aten umgangen� Die 
Uberpr
ufung der algebraischen

Beobachtbarkeit ist daher wesentlich einfacher als die der lokal weichen Beobachtbarkeit�



� Gr�obner Basen und Rechnereinsatz ��

	 Gr�obner Basen und Rechnereinsatz

Nun besteht die Aufgabe darin� die bereits in Abschnitt ��� angesprochene K
orpererwei�

terung k�u�y��k�u�� die ein in Ein��Ausgangsform gegebenes System beschreibt� zu

bestimmen� Weil dies bereits f
ur Systeme niedriger Ordnung umfangreiche analytische

Berechnungen erfordert� ist eine Rechnerunterst
utzung praktisch unentbehrlich� Dazu

werden in den letzten Jahren in verst
arktem Ma�e symbolverarbeitende Programmier�

sprachen� wie z� B� Maple oder Macsyma� eingesetzt�

Gl� ���� lautet in Komponenten�Schreibweise�

�x��t� � a��x� u� � b��x� u�u�t� � f��x� u�

�x��t� � a��x� u� � b��x� u�u�t� � f��x� u�
���

�xn�t� � an�x� u� � bn�x� u�u�t� � fn�x� u�

y�t� � c�x� �

Gesucht wird ein Di	erentialpolynom nur in u und y f
ur das Ideal

I � � �x��t�	 f��x� u�� �x��t�	 f��x� u�� � � � � �xn�t�	 fn�x� u�� y	 c�x�� ����

in kfx� u� yg� Um die Anzahl der Variablen in I zu reduzieren� betrachtet man das equi�

valente Ideal �Forsman �����

On �
�
y�t�	M�

fc�x�� �y�t�	Mf c�x�� � � � � y
�n��t�	Mn

f c�x�


� ����

Demzufolge m
ussen in On die Variablen xi eliminiert werden� um die gesuchte Ein�

�Ausgangs�Di	erentialgleichung zu erhalten� Dies kann anhand der sog� Gr
obner Basen

verwirklicht werden� Denn es gilt�

Satz 	� �Forsman ����a�

Ein Gr
obner Basis f
urOn mit einer Rangfolge vomTyp x � fu� �u� � � � � u�n���� y� �y� � � � � y�n�g

enth
alt eine Ein��Ausgangsbeziehung f
ur das PLS nach Gl� �����

�

Die Rangfolge gibt an� welche Variablen zuerst eliminiert werden sollen�

De�nition 	� �Forsman ����a�

Eine Rangfolge der Variablen x�� x�� � � � � xn ist eine Permutation dieser Symbole� Zur

Kennzeichnung dieser Rangfolge eignet sich die Relation � bzw� �mit den Eigenschaften�

xi � xj� xj hat eine h
ohere Rangordnung als xi�

x � y� alle Komponenten des Vektors y besitzen eine h
ohere Rangordnung

als die von x�

�



� Gr�obner Basen und Rechnereinsatz �

Der Zusammenhang zur algebraischen Beobachtbarkeit kann auch folgenderma�en formu�

liert werden�

Satz 	� �Forsman ����a�

Ein PLS nach Gl� ���� ist algebraisch beobachtbar� wenn es keine Ein��Ausgangs�Di	eren�

tialgleichung der Ordnung kleiner als n in y�t� existiert�

�

Die Gr
obner Basen sind ein n
utzliches mathematisches Werkzeug der kommutativen Al�

gebra und entsprechen den konstruktiven Methoden der Di	erentialalgebra� den sog� Ritt�

schen charakteristischen Mengen � Sie k
onnen auch als Verallgemeinerung der Gau�schen

Elimination angesehen werden� Ein Vorteil der Verwendung der Gr
obner Basen zur Eli�

minierung von Variablen liegt in der Tatsache� da� diese in vielen symbolverarbeitenden

Programmiersprachen� wie z� B� Maple �Char u� a� ����� und Macsyma �Symbolics ������

implementiert sind� In dieser Arbeit wird auf die GB�Grundfunktionen in Maple sowie die

in Polycon
 zu �ndenden Routinen zur
uckgegegri	en�

Es existieren � Methoden zur Berechnung der Ein��Ausgangsbeziehung von PLS anhand

der Gr
obner Basen�

�� Bestimmung einer sog� Kontraktion des Ideals On auf k�u� y��y�n�� mit Hilfe der

Maple�Funktion �nduni�

�� Berechnung der Gr
obner Basen des Ideals On mit der Rangfolge fx�� � � � � xng �

fu� �u� � � � � u�n�g � y�n� � � � � � �y mit Hilfe der Maple�Funktion gbasis�

�� Berechnung der Gr
obner Basen des Ideals On mit der Rangfolge fx�� � � � � xng � y�n�

und mit u� �u� � � � � u�n��� und y� �y� � � � � y�n��� als Parameter�

Diese Methoden werden in Form von Maple�Prozeduren iorel� iorel� und iorel� bei Fors�

man �����a� beschrieben� Au�erdem existieren in Polycon u� a� zum einen eine weitere

Routine ss�ioc zur Berechnung des Ein��Ausgangsverhaltens und zum anderen obsvc�

welche die Analyse der algebraischen Beobachtbarkeit f
ur PLS erm
oglicht� Sie liefert die

Zusammenh
ange der einzelnen Zust
ande xi�t� mit dem Eingangssignal u�t�� dem Aus�

gangssignal y�t� sowie deren Zeitableitungen� Dazu gen
ugt es i� allg�� den Eliminationsal�

gorithmus der Gr
obner Basen f
ur das Ideal

On�� �
�
y�t�	M�

fc�x�� �y�t�	Mfc�x�� � � � � y
�n����t�	Mn��

f c�x�


����

unter Beachtung einer bestimmten Rangfolge auszuwerten� Die Verwendung der beiden

Routinen verdeutlicht Beispiel ���

�Polycon ist ein Maple�Programmsystem	 das an der Universit�at Link�oping in Schweden von Forsman

����� und ���� entwickelt und in der Share�Bibliothek von Maple implementiert wurde�



� Gr�obner Basen und Rechnereinsatz ��

Beispiel 	� Die bekannte R
auber�Beute�Beziehung stellt ein PLS mit der Zu�

standsdarstellung

X
bsp�

�x �



ax� 	 bx�x�
	dx� � cx�x�

�
�



�

	ex�

�
u

y �
h
� �

i
x

dar� Die Maple�Programmierbefehle zur Analyse der algebraischen Beobachtbarkeit

und zur Berechnung der Ein��Ausgangsbeziehung lauten��

� f��vector��a�x��b�x��x�	 �d�x�
c�x��x��e�x��u���

� h��x��

� x���obsvc�f	 h	 x��

x� �� 	
	y�	 y� d	 y� e u�

y� c
� x���obsvc�f	 h	 x��

x� �� y�

� ss�ioc�f	 h�

y� y�	 y��� b y� y��	 a y� y�� e u� b y��� d b y��	

	d a y�� 	 e u� a y�� � u� e y��

Das betrachtete System
P

bsp� ist damit algebraisch beobachtbar� da beide Zust
ande

x� �
�y � dy � euy

cy
x� � y

algebraisch 
uber k�u� y� sind� womit
P

bsp� der Bedingung nach Gl� ��� gen
ugt�

Dar
uber hinaus kann
P

bsp� durch die Ein��Ausgangs�Di	erentialgleichung


yy 	 �y� � b �yy� 	 a �yy � ebuy�� dby� 	 day� 	 eauy�� �uy� � �

beschrieben werden� �

Viele Autoren befa�ten sich mit der Aufgabe der Bestimmung von Ein��Ausgangs�Di	eren�

tialgleichungen nichtlinearer Systeme� In van der Schaft ������ wird ein di	erentialgeo�

metrischer sukzessiver Algorithmus hergeleitet� der allerdings nur lokal um einen Arbeits�

punkt �xA� �uA� �yA� und unter gewissen Rangbedingungen G
ultigkeit hat� Der gleiche

Algorithmus �ndet sich in Nijmeijer und van der Schaft ������� Diop ������ schl
agt

einen di	erentialalgebraischen Eliminations�Algorithmus vor� der zus
atzlich ein System

von Ungleichungen bez
uglich �y � �y� �y� � � � � yn��� und �u liefert� bei dessen Erf
ullung die

Ein��Ausgangsbeziehung G
ultigkeit hat�

�F�ur x�� x� werden die Symbole x�� x� verwendet� u�� u� und y�� y�� y� bezeichnen u� �u und y� �y� �y�



� Zusammenfassung und Ausblick ��


 Zusammenfassung und Ausblick

Der vorliegende Bericht� hat die Beobachtbarkeitsanalyse nichtlinearer Systeme mit Hilfe

eines algebraischen Ansatzes zum Thema� Diese wird insbesondere f
ur Polynomsysteme

diskutiert�

Die Basis f
ur die hier vorgestellte Analyse bildet die Verwendung der Di	erentialalgebra�

Zun
achst werden in einem ersten Schritt die wichtigsten Begri	e dieser Theorie� insoweit

sie f
ur die genannte Problematik von Interesse sind� kurz erl
autert� Die anschlie�ende

Anwendung auf nichtlineare Systeme zeigt� da� das Konzept der Di	erentialalgebra sich

nicht nur zur Beschreibung von Ein��Ausgangssystemen sondern auch von Systemen in

Zustandsraumdarstellung gut eignet� Damit ist eine algebraische De�nition der Beobacht�

barkeit eines Systems m
oglich�

Der Begri	 des Transzendenzgrades� der einen direkten Zusammenhang zwischen einer

Realisierung und der korrespondierenden Ein��Ausgangsdarstellung herstellt� erweist sich

als wichtiges Kriterium zur Beobachtbarkeitsanalyse� Mit seiner Hilfe kann die 
Aquivalenz

der Begri	e algebraische Beobachtbarkeit und Minimalrealisierung nachgewiesen werden�

Aufbauend auf dieser Verkn
upfung l
a�t sich ein 
uberschaubares Verfahren zur Analyse

der Beobachtbarkeit angegeben� welches anhand eines Beispiels veri�ziert wird� Au�er�

dem kann ein Bezug zu den Beobachtbarkeitskonzepten von Hermann und Krener ������

aufgezeigt werden�

F
ur die Analyse komplexer nichtlinearer Systeme ist die Verwendung rechnergest
utz�

ter Verfahren praktisch unentbehrlich� Die Grundlage f
ur die algebraische Analyse der

Beobachtbarkeit bildet der 
Ubergang von einer Zustandsdarstellung zu einer Ein��Aus�

gangsdarstellung� Hierf
ur existieren bereits e�ziente Algorithmen� die mit demBegri	 der

Gr
obner Basen �Forsman ����b� in engem Zusammenhang stehen� Anhand eines Beispiels

wird die Anwendung dieser Methode in der symbolverarbeitenden Programmiersprache

Maple dargestellt�

Zwischen der Beobachtbarkeit einer nichtlinearen Zustandsdarstellung und der Beobach�

barkeit des korrespondierenden linearisierten Zustandsmodells besteht ein unmittelbarer

Zusammenhang �Diop und Fliess ������ In weiteren Arbeiten ist daher zu kl
aren� in

welchem Verh
altnis die algebraische Beobachtbarkeit zu den Ergebnissen steht� die sich

anhand des Tangentialsystems ergeben� Im Laufe dieser Untersuchungen k
onnte eventuell

ein noch e�zienterer Algorithmus zur rechnergest
utzten Systemanalyse gefunden wer�

den� Dar
uber hinaus sollte gekl
art werden� ob aus der Theorie linearer Systeme bekannte

Ans
atze� wie z� B� eine strukturelle Beobachtbarkeitsanalyse �Reinschke ������ auch auf

nichtlineare Systeme 
ubertragbar sind�
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