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1 Einfithrende Ubersicht

Die zunehmende Komplexitit moderner Automatisierungssysteme und weiter wachsende
Anspriiche an die Qualitit einer Regelung fiihrten dazu, dafl das Interesse an nichtlinearen
Regelungskonzepten in den vergangenen Jahren stark zugenommen hat. So beschiftigt
sich beispielsweise auch der VDI/VDE-GMA—-Ausschufl 1.4 Neuere Theoretische Ver-
fahren der Regelungstechnik “ seit 1990 schwerpunktmiflig mit dem Thema ,,Nichtlineare
Systeme®“. Der aktuelle Stand der Forschung auf diesem Gebiet und insbesondere die
Anwendung der verfiigbaren Methoden wurde erst kiirzlich im Rahmen eines Aussprache-
tages (VDI 1993) dargestellt.

Um den Anwendern den Ubergang von der linearen zur nichtlinearen Betrachtungsweise
zu erleichtern, ist man bestrebt, die von den linearen Systemen her bekannten und ver-
trauten Konzepte auf nichtlineare Systeme zu iibertragen. In den zur Zeit verfiigharen
Lehrbiichern (z.B. Isidori 1989, Nijmeijer und van der Schaft 1990, Schwarz 1991, Vidya-
sagar 1993) wird hierzu auf die Differentialgeometrie zuriickgegriffen. Mit Hilfe dieses ma-
thematischen Werkzeuges lassen sich nicht nur strukturelle Eigenschaften (z.B. die Steuer—
und Beobachtbarkeit) untersuchen, sondern auch Losungen fiir regelungstechnische Pro-
blemstellungen wie z.B. der Ein—/Ausgangsentkopplung, der Storungsentkopplung oder
der exakten Linearisierung angeben. Die Verwendung der Differentialgeometrie im Be-
reich der Regelungstheorie geht dabei bis auf den Anfang der siebziger Jahre (Sussmann
und Jurdjevic 1972) zuriick.

Im Gegensatz dazu ist ein weiterer — alternativer — Weg fiir die Analyse und Synthe-
se nichtlinearer Regelungssysteme wesentlich neueren Datums und eng mit dem Namen
Fliess verbunden, der Mitte der achtziger Jahre feststellte, daf} sich die durch den Mathe-
matiker Ritt (1950) begriindete Differentialalgebra hervorragend fiir die Untersuchung der
Invertierbarkeit nichtlinearer Systeme eignet. Diese Eigenschaft spielt immer dann eine
besondere Rolle, wenn das dynamische Verhalten eines nichtlinearen Prozesses mit Hilfe
von dynamischen Reglern verbessert werden soll. Betrachtet man lineare Systeme, so kann
die Frage nach der Invertierbarkeit sofort anhand des Ranges der Ubertragungsmatrix
beantwortet werden. Bedingt durch die Tatsache, dafl die Laplace-Transformation fiir
nichtlineare Systeme im allgemeinen nicht existiert, ist eine Ubertragung des Begriffes
Rang eines Systems auf nichtlineare Systeme nicht ohne weiteres mdglich. Erst mit Hilfe
der Differentialalgebra konnte Fliess (1986b) erstmals eine klare und prizise Definition
fiir den Rang eines nichtlinearen Systems angeben.

Angeregt durch diese Arbeiten hat sich in den vergangenen Jahren eine vollig neue Rich-
tung im Bereich der nichtlinearen Regelungstheorie herausgebildet, die nicht mit differen-
tialgeometrischen sondern mit algebraischen bzw. mit differentialalgebraischen Methoden
arbeitet. Die rege Teilnahme an einem von Fliess und Glad (1993) auf der letzten Euro-
pean Control Conference in Groningen im Mai 1993 veranstalteten Einfiihrungskurs mit
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dem Titel ,An Algebraic Approach to Linear and Nonlinear Control“ machte das zuneh-
mende Interesse der Regelungstechniker an diesem neuen Zugang deutlich. Inzwischen
sind in der Literatur (z.B. Sira—Ramirez und Lischinsky—Arenas 1991, Fliess u.a. 1991b,
Rouchon u.a. 1993) auch eine Reihe von praktischen Anwendungen bekannt geworden.

Einer weiteren Verbreitung dieses algebraischen Ansatzes steht in erster Linie entgegen,
daf} die Differentialalgebra und deren Anwendung nicht nur den Ingenieuren, sondern
meistens auch den Mathematikern nicht ausreichend bekannt ist. An dieser Stelle m6chte
dieser Bericht ansetzen, und den Leser an diesen neuen algebraischen Zugang zur Analy-
se und Synthese nichtlinearer Systeme heranfiihren. Dariiber hinaus soll er in die Lage
versetzt werden, die auf diesem Gebiet in den néchsten Jahren zu erwartenden interna-
tionalen Forschungsbemiihungen weiterzuverfolgen.

Ein weiterer Vorteil des differentialalgebraischen Ansatzes ist, dafl dieses Konzept nicht
nur auf zeitinvariante Systeme mit konzentrierten Speichern, sondern auch auf zeitvariable
Systeme (Fliess u.a. 1991a, Fliess u.a. 1993) und auf Systeme mit verteilten Parametern
(Fliess 1989) angewendet werden kann. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit beschriinkt
sich dieser Bericht allerdings auf nichtlineare Systeme, die durch gewo6hnliche Differenti-
algleichungen 1. Ordnung in dieser Form beschreibbar sind:
x(t) = a(x(t)) + B(x(t))u(t) x(t) € R"; u(t) e R™
Yars (1.1)
y(t) = c(x(?)) y(t) € R
Hierbei sollen a(x), die Spalten von B(x) und die Zeilen von c(x) analytische Funk-
tionen in ihren Argumenten sein. Die hierbei getroffene Annahme einer linear einwir-
kenden Steuerung stellt fiir viele regelungstechnische Anwendungen keine besondere Ein-
schrankung dar, und hat demgegeniiber den Vorteil, daf} fiir diese Klasse der analytischen
Systeme mit linearer Steuerung (ALS) bereits auf eine recht vollstéindige Systemtheorie
(Isidori 1989, Schwarz 1991) zuriickgegriffen werden kann.

Nach dieser einfithrenden Ubersicht wird zuniichst ein Beispiel aus dem Katalog der
nichtlinearen Benchmarkprobleme des VDI/VDE-GMA-Ausschuf 1.4 vorgestellt, auf das
in den folgenden Abschnitten Bezug genommen wird. Bevor sich der dritte Abschnitt
mit der Begriffswelt der Differentialalgebra auseinandersetzt, werden im folgenden Ab-
schnitt noch einmal fiir das weitere Verstédndnis wichtige algebraische Grundlagen zusam-
mengestellt. Von besonderer Bedeutung wird hierbei der Begrift der Kérpererweiterung
sein. In welcher Form die Differentialalgebra zur Analyse nichtlinearer Regelungssyste-
me eingesetzt werden kann, wird der vierte Abschnitt aufzeigen. Dabei geht es um so
grundlegende Eigenschaften und Strukturmerkmale wie differentieller Rang eines nicht-
linearen Systems, Invertierbarkeit, Beobachtbarkeit und Struktur im Unendlichen. Ab-
schnitt 5 behandelt dann eine rein algebraische Analysemethode fiir nichtlineare Systeme,
die im Rahmen der Beschéftigung mit der Frage einer effizienten numerischen Berech-
nung des differentiellen Rangs eines Systems entwickelt wurde. Rein algebraisch be-
deutet hier, da hier keine differentiellen, sondern lediglich gewthnliche Vektorrdume
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betrachtet werden. Mit Hilfe dieser Methode lassen sich einfache Losungsbedingungen
fiir das Problem der Ein—/Ausgangsentkopplung und —linearisierung angeben. Im letz-
ten Abschnitt werden die zuvor behandelten Methoden auf das eingefiihrte Benchmark-
problem eines , Riihrkesselreaktors“ angewendet. In einem Prozefl, der aus mehreren
einfachen und iiberschaubaren Teilschritten besteht, wird fiir dieses Testbeispiel eine Re-
gelung entworfen, deren Giite sich mit aus der Literatur bekannten Ergebnissen verglei-
chen 148t. Die instabile Nulldynamik und die fehlende Entkoppelbarkeitseigenschaft des
Riihrkesselreaktors stellen dabei besondere Anforderungen an das Reglerentwurfsverfah-
ren.

Die Inhalte der Abschnitte 1, 5 und 6 stellen im wesentlichen eine Erweiterung zu den
Ausfiihrungen in (Svaricek 1993) dar. Die Abschnitte 2, 3 sowie 4 basieren auf Wey
(1992).

1.1 Nichtlineares Benchmarkproblem ,,Riihrkesselreaktor

Die vorgestellten differentialalgebraischen Methoden sollen im folgenden nicht nur auf aka-
demische Beispiele, sondern auch auf eine praxisbezogenere Aufgabenstellung angewendet
werden. Hierzu wurde aus dem Katalog nichtlinearer Benchmarkprobleme des VDI/VDE~
GMA-Ausschufl 1.4 das Modell eines kontinuierlich betriebenen Riihrkesselreaktors aus-
gewihlt (vergleiche Klatt und Engell 1993).

V, Cip s 190

Vkr

>
S J,

19K V? G, U

Bild 1.1: Schematische Darstellung des Riihrkesselreaktors

Hierbei handelt es sich um ein nichtlineares Modell eines chemisch-technischen Prozes-
ses, bei dem unerwiinschte Parallel- und Folgereaktionen die Hauptreaktion iiberlagern.
In der Regel wird die Bildung von Neben— und Folgeprodukten durch die Zugabe von



1 Einfiihrende Ubersicht 4

Katalysator/Inhibitor-Systemen unterdriickt und die geforderte Produktspezifikation erst
durch eine nachgeschaltete und oft sehr aufwendige Aufarbeitungsstufe erreicht. Unter
Umstinden behindert dies den kontinuierlichen Betrieb der Gesamtanlage erheblich oder
macht ihn sogar unmoglich. Daraus ergibt sich die interessante regelungstechnische Auf-
gabenstellung, die gewiinschten Produktspezifikationen alleine durch eine entsprechend
ausgelegte Prozefiregelung sicherzustellen, so dafl auf nachgeschaltete Aufarbeitungsstu-
fen verzichtet werden kann.

Der in Bild 1.1 schematisch dargestellte Riihrkesselreaktor soll Teil einer kontinuierlich
betriebenen Anlage sein, wobei das in diesem Reaktor aus Cyclopentadien hergestellte
Cyclopentenol als Einsatzstoff fiir einen nachgeschalteten Anlagenteil dient. Das Reak-
torgefif§ ist von einem Kiihlmantel umgeben und hat ein Volumen von 10 Litern. Der
zugefiihrte Volumenstrom enthélt nur das Edukt Cyclopentadien (Stoff A) in verdiinnter
Losung, woraus Cyclopentenol (Stoff B) durch siurekatalysierte elektrophile Wasseraddi-
tion hergestellt werden soll. Zur Vermeidung von spontanen Reaktionen mit dem Luft-
sauerstoff findet die Umsetzung bei 15 bar in einer Stickstoff-Atmosphére statt.

Bedingt durch die starke Reaktionsfihigkeit sowohl von Cyclopentadien als auch von Cy-
clopentenol entstehen als Folgeprodukt Cyclopentandiol (Stoff C) bzw. Dicyclopentadien
(Stoff D) als Nebenprodukt. Dieser Mechanismus ld8t sich vereinfacht wie folgt darstellen:

ALty By o

24 F25 D,

1.2 Mathematische Modellierung

Der in den Reaktor eintretende Volumenstrom V enthilt lediglich den Stoff A in der
Anfangskonzentration c4,. Unter der Annahme einer volumenkonstanten Gesamtreaktion
und einer idealen Vermischung im Reaktor ergeben sich fiir die Konzentrationen c4 und
cp die folgenden differentiellen Bilanzgleichungen:

V

Cqp = V(CAO —CA) —kl(ﬁ)CA—kg(ﬁ)Ci (12)
R
_ 1
cg = —VCB + k1(19)CA - k2(19)CB, (1'3)
R

wobei stets c4, cg > 0 gilt.

Fiir die Reaktorinnentemperatur ¢ erhdlt man mit Hilfe einer Energiebilanz

: v 1
0 = —Wy—1) — —(k (9)caAH ky(0)cp AH
VR( o— 1) pCp( 1(0)eaAHp,, + k2 (9)cpAHpy, +
kew A
+hs(0)AAHR,, ) + —A— (0 — V), (1.4)

pCpVr
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wobei die Reaktionsenthalpien AHp, fiir freiwerdende Energien negativ angesetzt werden
und ¥y die Temperatur des einstromenden Mediums darstellt. Dem Kiihlmittel wird in
einem externen Wirmetauscher der Wirmestrom Qg entzogen, so daf} sich fiir dessen
Temperatur v die folgende Bilanzgleichung ergibt:

) 1 )
19[( - mKOPK (QK + k‘WAR('& - 19[()) . (]_5)

Die auf das Edukt der jeweiligen Teilreaktion bezogenen Reaktionsgeschwindigkeiten in
den Gleichungen (1.2) - (1.4) sind temperaturabhéingig und mit einer gewissen Modell-
unsicherheit behaftet:

ki(9) = (1,287 +0,04)- 10" - exp (%) h~!
k2(9) = ki(0) (1.6)
ks(¥) = (9,043 +0,27)-10° - exp <ﬁ;§§g?15> mollA o

Die Reaktionsenthalpien der einzelnen Teilreaktionen nehmen innerhalb des Temperatur—
Arbeitsbereiches folgende Werte an:

AHp,, = (4,2+2 36)—K

mol A
AHp,, = —(11,0+1,92) K] (1.7)
Ap 7 ol B
kJ
AHp,, = —(41,85+1,41)—K
Ras (185141 TR

Fiir die Dichte p und die Warmekapazitiat C'p konnen in einer verdiinnten Lésung mittlere
Werte angenommen werden:

kg kJ

= (0,9342+4,0-10"") ==, Cp = (3,01£0,04) — . 1.8
Y ( ’ ) ) K P ( ) ) )kgK ( )
Der Wiarmedurchgangskoeffizient ky, die Kiithlmantelfliche Ar und das Reaktorvolumen
betragen:
by = (4032+£120)—p—, Ap = 0,215m% Vi = 0,0l m® . (1.9)
hm“K

Fiir die Masse des Kiihlmittels myx und dessen Wérmekapazitit Cp, werden folgende
Werte angesetzt:

mix = 50kg,  Cp. = (2,0+£0,05) kl;—‘;{ . (1.10)
Fiihrt man folgende Zustandsvariablen ein

z1(t) = Konzentration cy des Stoffes A,

xo(t) Konzentration cp des Stoffes B,

z3(t) := Temperatur ¥ des Reaktorinhalts,

z4(t) = Temperatur Jx des Kithlmediums
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so 1aBt sich die Herstellung von Cyclopentenol aus Cyclopentadien mit Hilfe dieser Be-
zeichnungen und den Konstanten

QG = L7 Qg = kwAR )
PG PCoVr (1.11)
_ 1 _ _kyAg '
a3 = y Oy =
mKCPK mKCpK
durch vier verkoppelte nichtlineare Zustandsgleichungen der Form
i‘l = —kl(]}g)l’l — kg(l'g)l'% + (CAO — IL'1)’LL1
j72 = kl (lUg)afl — k2 (ZU?,)ZUZ — ToUy
jj3 = —alAHRABkl(xg,)xl — OzlAHRBCkQ(l'g)a?Q— (112)

—OqAHRADk'g(IL'g)JI% + (190 - IL‘3)’LL1 + &2(1‘4 — IL‘3)
i‘4 = Q3Us + &4(1‘3 — IL‘4)

beschreiben. Hierbei stehen der auf das Reaktorvolumen bezogene Volumenstrom V /Vj
(Raumgeschwindigkeit) und die Kiihlleistung Qg als Stellgrofen w;(t), i = 1,2 zur
Verfiigung. Die Konzentration cg und die Temperatur ¥ des Reaktors werden gemes-
sen. Die Ausgangsgroen y;(t), ¢ = 1,2 sind also

y1(t) = xz9(t) := Konzentration cgp, (1.13)
yo(t) = z3(t) := Temperatur 9. '
Wie weiter oben bereits angedeutet, sind die in diesen Gleichungen auftretenden Mo-
dellparameter mit gewissen Unsicherheiten behaftet. Fiir weitere Einzelheiten iiber die
Ermittlung der Parameter und ihrer Wertebereiche sowie zum physikalisch—chemischen
Hintergrund wird auf Klatt und Engell (1993) verwiesen.

Die folgenden Werte beschreiben den Hauptarbeitspunkt des Reaktors:

Cas = 5,1mT‘-”1 9¢ = 134,14°C 9 = 130°C
cay = l2ssmol o — ko= (50,6+1,5h" X = 18,83h7"
1 Vi
— (,9mol ks = (6,74+0,2) —1 k. = —4495 7k
CBg ) 1 3 (7 ) )molh QKS ) h

Dieses nichtlineare Testbeispiel verfiigt iiber eine Reihe von Eigenschaften, die einen Reg-
lerentwurf erschweren. Dazu sind die fehlende statische Entkoppelbarkeit zu zdhlen und
daf} die Nulldynamik im betrachteten Arbeitspunkt instabil ist, d.h. da} eine Nullstelle
des linearisierten Modells in der rechten s—Halbebene liegt.
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2 Grundlagen der Algebra

Zur Einfiihrung der grundlegenden Begriffe der Differentialalgebra ist es sinnvoll, zuvor
die korrespondierenden Bereiche in der ,klassischen“ Algebra zu erldutern. Diese bilden,
aufgrund der zahlreichen Analogien zwischen beiden Theorien, eine geeignete Basis fiir
die anschlieBende Beschreibung der wichtigsten Elemente der Differentialalgebra.

2.1 Korpertheorie

Eine zentrale Thematik der Algebra ist die Kdrpertheorie, die in der zweiten Halfte des
vorherigen Jahrhunderts mit dem Ziel entwickelt wurde, umstidndliche Manipulationen
von algebraischen Gleichungen zu vermeiden. Die mit ihr erarbeiteten Ergebnisse werden
in vielen Bereichen der Mathematik verwendet, hauptséchlich in weiteren Teilen der Al-
gebra, in der algebraischen Zahlentheorie, der Geometrie und der Kombinatorik. Zu ihrer
Einfiihrung ist eine Anzahl von Begriffsdefinitionen notwendig.

Ein Kérper E ist eine Menge von mindestens zwei Elementen zusammen mit zwei binéren
Verkniipfungen, die man Addition und Multiplikation nennt und fiir welche die folgenden
Bedingungen gelten (Rosenbrock und Storey 1971, Béhme 1990):

1. Fiir jedes Paar von Elementen a,b € E gibt es eine eindeutige Summe
a+b € FE
und ein eindeutiges Produkt

a-b € FE.

2. Fiir drei beliebige Elemente a, b, c € E gilt sowohl das Assoziativgesetz

a+(b+c) = (a+b)+ec
a-(b-¢c) = (a-b)-c,

das Kommutativgesetz

a+b = b+a
ab = b-a

als auch das Distributivgesetz:

a-(b+c¢) = a-b+a-c
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3. Jeder Korper besitzt ein Nullelement 0 (neutrales Element der Addition)
a+0 = 0+a = a
und ein Einselement 1 (neutrales Element der Multiplikation)

la = al = a.

4. Weiterhin existieren inverse Elemente —a € E und a ! € E derart, daf
a+(—a) = 0 firallea€FE
und
a-a' = 1 firalleac E\ {0}

gilt.

Die Menge der reellen Zahlen R stellt beispielsweise einen Kérper dar, der im Bereich der
Ingenieurwissenschaften vielen mathematischen Untersuchungen (z.B. lineare Abhéngigkeit
von Vektoren) unbewuf}t zugrunde gelegt wird.

Beispiel 2.1

Demnach sind z.B. in einem Korper F mit den Elementen 1 und 3 notwendiger-
weise auch die Elemente enthalten, die sich durch wiederholte Anwendung der oben
genannten Operationen ergeben:

1
L3 € B = 051234 € E

1.1
= 0,1,2-,3-,...,5,6,7,8,... €¢ E
373

Bereits der durch die Zahlen 1 und 3 generierte Kérper E beinhaltet also unendlich
viele Elemente.

Eine der wichtigsten Operationen in der Korpertheorie ist die Bildung einer sogenannten
Korpererweiterung. Eine Teilmenge von E heift ein Teilkdrper (auch Unterkérper) von E,
falls sie einen Korper beziiglich der Addition und Multiplikation in F darstellt. Wenn mit
F ein derartiger Unterkorper des Kérpers E (F C E) bezeichnet ist, so nennt man E eine
Korpererweiterung iiber F'. Diese Operation 148t sich abgekiirzt durch die Schreibweise
E/F wiedergegeben. Im weiteren ist eine Aufteilung der Korpererweiterungen in zwei
Klassen von Interesse (Fliess 1990):



2 Grundlagen der Algebra 9

a) Ein Element a € E wird als algebraisch iiber F' bezeichnet, wenn ein Polynom P
mit beliebigen Koeffizienten aus F' den Zusammenhang P(a) = 0 erfiillt.

Beispiel 2.2

Man betrachte die Korpererweiterung R/Q. Die Zahl v/2 aus der Menge der
reellen Zahlen R ist algebraisch iiber der Menge der rationalen Zahlen Q, weil
V2 eine Losung des Polynoms 22 — 2 = 0 ist, welches nur Koeffizienten in Q
aufweist.

Eine Korpererweiterung E/F ist nur dann algebraisch, wenn alle Elemente von E
algebraisch {iber F' sind.

b) Ein Element a € F heifit dann und nur dann transzendent iiber F, wenn es nicht
algebraisch iiber F'ist. Anschaulich bedeutet diese Aussage, dafl kein Polynom P
iiber F' existiert, fir das P(a) = 0 gilt. Transzendente Zahlen konnen demnach
nicht mit algebraischen Gleichungen iiber F' beschrieben werden.

Eine Korpererweiterung E/F ist transzendent, wenn mindestens ein Element von
E transzendent iiber F'ist.

Beispiel 2.3
Die Korpererweiterung R/Q ist transzendent, weil u.a. fiir die Eulersche Zahl
e € R und m € R keine endlichen Polynome P mit rationalen Koeffizienten

existieren, die den Zusammenhang P(e, 7) = 0 erfiillen (vgl. Venn-Diagramm
in Bild 2.1).

R= Rtrans.U Ralg.

Bild 2.1: Venn-Diagramm der Korpererweiterung R/Q mit maximalem, transzendentem

(Rirans.) und algebraischem (Ralg.) Anteil
Mit Hilfe des Konzeptes einer transzendenten Erweiterung lassen sich nun nichtlineare
Analogien fiir die Dimension und die Basis eines Vektorraumes angeben. Hierzu werden
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zwei Korper mit der Eigenschaft ' C E vorausgesetzt. Betrachtet man die Elemente

{&li = 1,...,u}, welche eine Teilmenge S von E darstellen, so werden diese als F'-
algebraisch abhdingig bezeichnet, wenn ein Polynom P(zy,...,x,) iiber F' derart existiert,
dafl

P(&l,,fzy):() s 2]21,,/L, l/:2,,/j, (21)

erfiillt wird. Ist eine Teilmenge S C FE nicht algebraisch abhingig, so wird sie F'-
algebraisch unabhdngig genannt. Mit anderen Worten, eine Menge ist F'-algebraisch
unabhéngig, wenn keines ihrer Elemente durch ein Polynom in den iibrigen Elementen
ausgedriickt werden kann. Bezeichnet man mit S,,,, eine beziiglich der Elementenanzahl
mazimale, F-algebraisch unabhingige Teilmenge von FE, so nennt man diese auch eine
Transzendenzbasis der Korpererweiterung F/F'. Es gilt die wichtige Eigenschaft, daf} jede
transzendente Korpererweiterung E/F sich immer aus einer maximalen, transzendenten
Erweiterung S,,,, und einer algebraischen Erweiterung zusammensetzt (Bild 2.1).

Beliebige Transzendenzbasen S,,,, einer Korpererweiterung besitzen immer die gleiche
Machtigkeit, d. h. sie haben die gleiche Anzahl von Elementen. Diese fiir eine Korpererweiterung
charakteristische Anzahl wird auch als Transzendenzgrad bezeichnet:

n fiir Smae hat n Elemente

trg (E/F) = |Spmaz| = { - (2.2)

fiir Smae 1st unendlich
Beispiel 2.4 (Fliess 1990, Meyberg 1976)

a) Die Korpererweiterung E/F ist dann und nur dann algebraisch, wenn Trg
(E/F) =0 gilt.

b) Fiir einen gegebenen Korper F' sei E = F(sy, ..., s,) der Korper der rationalen
Funktionen in den n unabhéngigen Variablen sy, ..., s, mit Koeffizienten aus
dem Korper F'. Wenn der Korper F' beispielsweise gleich der Menge der ganzen
Zahlen und n gleich 2 ist, gehort zwar s3 + 2s; + 1 zur Kérpererweiterung
F(s1,s3)/F; nicht aber s2 +2,1s, + 1. Da sy, ..., s, F-algebraisch unabhiingig
sind, bilden sie eine Transzendenzbasis der Korpererweiterung F'(sy, ..., s,,)/F.
Fiir den Transzendenzgrad dieser Koérpererweiterung gilt dann:

Trg (F(s1,...,50)/F) = n.
Eine solche Erweiterung stellt eine rein transzendale Erweiterung dar.

¢) Der Korper Q' werde durch die rationalen Zahlen @Q und die beiden Ele-
mente {e,v/2} generiert. Dies wird im allgemeinen durch die Schreibweise
Q' = Q(e,v/2) abgekiirzt. Q' ist wegen der Eulerschen Zahl e transzen-
dent iiber Q. Die maximal algebraisch unabhéngige Teilmenge ergibt sich zu
Smaz = {€}, so dal der Transzendenzgrad der Korpererweiterung Q’/Q genau

3

1 betrdgt. Die durch e generierten Elemente in Q' wie z. B. €2, ¢3, ... kénnen
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immer durch Polynome in e ausgedriickt werden. Sie sind demzufolge nicht
algebraisch unabhéingig von e und tragen deshalb nicht zu einer Erhéhung des
Transzendenzgrades bei.

d) Sind 7 und 7, Unbestimmte iiber @, dann ist die Korpererweiterung E/Q
mit £ = Q(7y, 72, /71, V2,+v/5) transzendent. Die maximalen, algebraisch un-
abhingigen Teilmengen von E sind entweder S,,., = {7, 7} oder Sy =
{\/71, 72}, der Transzendenzgrad ergibt sich damit zu 2. Eine algebraisch un-
abhéngige Teilmenge S,,,, mit 3 Elementen existiert nicht, da fiir beliebige 7
ein Polynom mit Koeffizienten in Q existiert, so dai P(r,/7) = 0 gilt.

Ein wesentlicher Zusammenhang im Bereich der Kérpertheorie basiert auf der Gradformel.
Und zwar 148t sich bei 3 gegebenen Korpern E, F und G, fiir die F' C G C FE gilt, aus den
Transzendenzgraden von E/G und G/ F ein Transzendenzgrad fiir E£/F ableiten (Meyberg
1976):

trg (E/F) = trg (E/G) + trg (G/F) : (2.3)

2.2 Vektorraum

Bei der algebraischen Analyse nichtlinearer Systeme spielen abstrakte und differentielle
Vektorrdume eine besondere Rolle. Aus diesem Grund werden hier zunéchst noch einmal
wichtige Grundlagen iiber (lineare) Vektorriume zusammengestellt.

Ein linearer (reeller) Vektorraum V entspricht einer nichtleeren Menge V', fiir deren Ele-

mente, die Vektoren genannt werden, eine Addition '+’ und eine Multiplikation ’-’ mit

reellen Zahlen derart erklirt ist, daf folgende Axiome gelten (Bronstein und Semendjajew
1987):

Gesetze der Addition

1. Ausfihrbarkeit und Eindeutigkeit: Zu je zwei Elementen vi, vy € V gibt es genau
ein Element v; 4+ vy € V', die Summe von v; und vs.

2. Assoziativitat:  Fiir alle vy, vy, vz € V gilt: vi + (vo + v3) = (Vi + va) + V3.

3. Kommutativitdt: Fiir alle vy, vy, € V gilt: v + vy = vy + vy,

4. Umkehrbarkeit: Fiir alle vy, vy, € V gibt es ein vy € V', so dal v 4+ v3 = vy ist.
Gesetze der Multiplikation mit (reellen) Zahlen

5. Ausfiihrbarkeit und Eindeutigkeit: Zu jedem Element v € V' und jeder reellen Zahl
a gibt es genau ein Element av € V| das a—fache von v.

6. Assoziativitat: Fiir alle v.€ V und alle reellen Zahlen «, § gilt: (af)v = a(fv).
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7. Fiir alle v e V gilt: 1v =v.
Distributivgesetze

8. Fiir alle v, vy € V und alle reellen Zahlen «, 8 gilt:

a(vi +vy) = avy+ave und (a+ f)vy = avy + fv.

Bei der Definition der Multiplikation kann man statt des Koérpers der reellen Zahlen auch
andere Korper F', wie zum Beispiel den Korper der rationalen Funktionen in einer unbe-
stimmten Variablen s mit Koeffizienten aus dem Ko6rper der reellen Zahlen, zugrundelegen.
Man spricht dann auch von einem abstrakten Vektorraum V(F') diber dem Kérper F.

Mehrere Eigenschaften eines Vektorraums sind erwidhnenswert. Zum einen ist es nicht
notwendig, dal Elemente von V miteinander multipliziert werden kénnen. Zum anderen
stellt die Multiplikation ’-” eine Funktion F' -V — V dar, wobei Elemente von F' im
allgemeinen als Skalare und Elemente von V' als Vektoren bezeichnet sind. Hiufig werden
als Korper F' die Mengen der reellen oder komplexen Zahlen verwendet, man spricht dann
auch von einem reellen Vektorraum bzw. einem komplexen Vektorraum.

Beispiel 2.5
Sei V = R? die Menge aller Paare [r{, r5]7 mit r;,r, € R. Dann ist V(R) ein reeller
Vektorraum, in dem '+’ und ’-" wie folgt definiert sind (Shapiro 1975):

™ r3 r + T3
—+ =
T2 | T4 | | 72 + 1y
&t rry
r- =
T2 rreo

Fiir das Verstdndnis der in den folgenden Abschnitten dargestellten algebraischen Me-
thodik zur Analyse und Synthese nichtlinearer Regelungssysteme sind neben dem Begriff
Vektorraum auch die Begriffe lineare Abhdngigkeit und Basis von grundlegender Bedeu-
tung.

Eine Menge von Vektoren vy, vo, ..., v, heif3t linear abhdngig, falls eine Menge von Skalaren
a; angegeben werden kann, die nicht alle Null sind und fiir die

avy + asve + -+ + a,v, = 0

gilt. Ob diese Gleichung fiir von Null verschiedene «; erfiillt werden kann, hingt dabei
nicht nur von Vektoren v;, sondern auch davon ab, aus welchem Korper die Skalare o;
stammen. Betrachtet man beispielsweise die beiden folgenden Vektoren aus dem R?

v = L0 | vo — e
1 — 0,0; 2 — 0,0 )
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so sind diese sicherlich linear abhéingig, wenn die Skalare o;; dem Kérper der reellen Zahlen
R angehoren diirfen. Wird diesen Skalaren aber der Koérper N der natiirlichen Zahlen
zugrundegelegt, so sind diese beiden Vektoren linear unabhdngig.

Eine Teilmenge U von Vektoren in V' heifit dann linear unabhdngig, wenn sich kein Ele-
ment u € U durch eine Linearkombination der iibrigen Elemente u; € U;V u; # u
erzeugen laft. In Bild 2.2 sind sowohl eine linear unabhingige Teilmenge (U) als auch
eine linear abhingige Teilmenge (U) des R? dargestellt.

e

3 e
R 3

Bild 2.2: Linear unabhingige (U = {u;, uy, u3}) und linear abhingige Teilmengen (U =
{ﬁl, 1_127 1_13}) des R3

Eine mazximale, linear unabhéngige Menge U, eines Vektorraumes V wird auch als Basis
von V bezeichnet. Alle Basen eines Vektorraums )V haben immer die gleiche Anzahl von
Elementen. Diese Anzahl entspricht gerade der Dimension von ¥V und wird auch mit dim
(V) bezeichnet.

Driickt man einen Vektor von V als Linearkombination einer Basis von ) aus, so bezeichnet
man die Koeffizienten in der Linearkombination als die Koordinaten des Vektors beziiglich
der Basis.

Eine im weiteren ebenfalls verwendete Darstellung fiir einen Vektorraum ist
V = spang {vi,Vva,..,v,}, (2.4)

wobei span dafiir steht, dafl die Menge aller Linearkombinationen der Vektoren v; mit
Koeffizienten aus F' den Vektorraum V aufspannen. Sind die n Vektoren linear unabhéngig
iiber dem betrachteten Korper F', so stellen sie eine Basis dar und es gilt:

dim VYV = dim (spanp {vi,va,...,v,}) = n. (2.5)
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Beispiel 2.6

Eine Basis des reellen Vektorraum R?® kann durch die drei Einheitsvektoren e; =
[1,0,0]%, e; = [0,1,0]T und e3 = [0,0,1]7 beschrieben werden. Neben dieser exi-
stieren unendlich viele andere Basen, die aber alle eine Dimension von 3 gemeinsam
haben (z.B. {u;, uy, u3} in Bild 2.2).

3 Grundlegende Begriffe der Differentialalgebra

Die Differentialalgebra wurde mit der Intention eingefiihrt, die aus der herkémmlichen
Algebra bekannten Grundsitze so aufzubereiten, dafl sie auf Differentialgleichungen an-
wendbar sind. Voraussetzung hierfiir ist folglich, daf} sich die Differentialgleichungen
algebraisch in ihren Variablen und deren Ableitungen verhalten. Sie diirfen also keine
Funktionen wie sin, cos etc. enthalten, sondern miissen aus Polynomen aufgebaut sein.
Diese Forderung schrinkt den Einsatzbereich der Differentialalgebra zunéchst deutlich
ein. Es a8t sich aber zeigen, daf} eine Reihe von nichtalgebraischen Differentialgleichun-
gen in algebraische umgewandelt werden konnen (Sira—Ramirez und Lischinsky—Arenas
1991, Fliess 1990).

3.1 Nichtalgebraische Differentialgleichungen

Betrachtet man z.B. die im ersten Abschnitt angegebenen Differentialgleichungen des
Riihrkesselreaktors, so konnen diese aufgrund der Arrheniusterme

k.
ki(9) = ki, - S 3.1
(9) P ( 19+273,15> (3:-1)

nicht sofort mit Hilfe der Differentialalgebra analysiert werden. Bedenkt man aber, dafl

die Losung der algebraischen Differentialgleichung
kio kil

3.3
(0 +273,15)% (3.3)

i’5:

darstellt, so kann beispielsweise die erste Gleichung des Zustandsmodells (12) alternativ
auch als algebraische Differentialgleichung

j)l = —T5X1 — JZ'GLU% + (CAO — .ZUI)UI (34)
geschrieben werden, wobei die neuen von ¥ = x3 abhdngigen Zustandsvariablen x5 und
xg den algebraischen Differentialgleichungen

k1K1,

s = o 3.5
i (z3 + 273,152 ° (3:5)
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und

. ks, ks, .
T = Ted 3.6
‘ (25 +273,15)2 " (3.6)

gentiigen.

Dieses Verfahren fiihrt fiir alle die Differentialgleichungen zum Erfolg, deren Koeffizien-
ten algebraischen Differentialgleichungen geniigen (Fliess 1990). Modelle realer Systeme
erfiillen hiufig diese Voraussetzung, so dafl sich mit Hilfe der Differentialalgebra eine grofie
Anzahl von regelungstechnischen Fragestellungen bearbeiten 1&8t.

3.2 Differentielle Korper

In den vorherigen Abschnitten wurden die Grundlagen der herkdmmlichen Algebra und
hier im speziellen der Korpertheorie dargestellt. In Analogie zu den dort definierten
Begriffen wird jetzt eine differentielle Korpertheorie eingefiihrt.

Ein differentieller Kérper K ist wiederum eine Menge, in der neben den schon genann-
ten Verkniipfungen Addition und Multiplikation auch eine einfache Differentiation d/dt
definiert ist. Diese entspricht den bekannten Regeln

d .o
%(a+b) = a+b

%(ab) = ab+ab VabeK

Erfiillt ein Element ¢ eines differentiellen Kérpers K die Gleichung
¢c = 0, (3.7)

so heifit dieses Element Konstante. Die Menge der Konstanten eines Korpers K formen
einen Teilkorper, der auch als Kérper der Konstanten bezeichnet wird. Bekannte Korper
von Konstanten sind die Menge der reellen Zahlen R und die Menge der komplexen Zahlen

C.

Das Ergebnis einer Differentiation in K muf}, im Gegensatz zu Addition und Multiplika-
tion, nicht notwendigerweise wieder in K enthalten sein. Eine Teilmenge I von K, fiir
deren Elemente solch ein Zusammenhang a € I = a € [ erfiillt ist, heifit ein differentiel-
les Ideal. Eine Differentiation der Elemente von [ ist demzufolge immer eine Abbildung
I — I (Kaplansky 1976). Dieser Sachverhalt ist in Bild 3.1 graphisch dargestellt.
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Bild 3.1: Differentielles Ideal I eines Korpers K

Beispiel 3.1

a) Die Menge S aller rationalen Ubertragungsfunktionen in einer Variablen s, die
nicht notwendigerweise echt gebrochen rational sein miissen, stellt einen dif-
ferentiellen Korper dar, in dem eine Differentiation d/ds definiert ist. Alle
Ergebnisse, die sich durch Anwendung des Differentiationsoperators auf Ele-
mente von S ergeben, sind wiederum Ubertragungsfunktionen in s, also im
Korper S enthalten, wie z.B.:

L) € o
ds \1+s/)  (1+s)2

Folglich ist S ein differentielles Ideal.

b) Unter der Notation Q[z(t)] wird die Menge aller Polynome in einer zeitabhéingigen
Variablen z(t) mit Koeffizienten in Q verstanden. Nun soll Q[z(t)] als differen-
tieller Kérper mit einer einzelnen Differentiation d/dt angesehen werden. Nicht
alle zeitlichen Ableitungen der Elemente von Q[z(¢)] sind wiederum in diesem
Korper enthalten, was sich anhand von

d

%(x2(t)+x(t)+1):2x(t):'c(t)+:t(t) ¢ Qu(t)]

einfach veranschaulichen 148t. Demzufolge ist der Korper Q[z(t)] kein differen-
tielles Ideal.

Im weiteren werden zur klaren Unterscheidung der verschiedenen Korper folgende No-
tationen verwendet:
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A(x) : Menge aller Polynome in z mit Koeffizienten in A.
Alx] :  Menge aller rationalen Funktion in z mit Koeffizienten in A.
A{z} : Menge aller differentiellen Polynome in z mit Koeffizienten in A,

d.h. der Menge aller Polynome in den Variablen {z, i, %,...}
mit Koeffizienten in A.
A<z> : Menge aller differentiell rationalen Funktion in z mit Koeffizienten in A.

Gegeniiber A(x) sind in A<z> beispielsweise zusétzlich Terme wie z.B.
. (3.8)

T, BT, T o
T

Y

SHESE

enthalten.

Beispiel 3.2
Ein einfaches Beispiel fiir solch eine differentiell rationale Funktion in einer Variablen
u mit Koeffizienten in QQ, also einem Element des Korpers Q<u>, ist

i —u—1
u+1

Fiir eine differentielle Korpererweiterung L/K gilt nun, dquivalent zur klassischen Korper-
theorie, K C L. Auch differentielle Erweiterungen L/K kann man grundsitzlich in zwei
Klassen einteilen:

a) Ein Element a € L ist differentiell algebraisch iiber K, wenn eine Differentialglei-
chung P(a, a,...,al®) = 0 existiert, wobei P einem Polynom beliebigen Grades mit
Koeffizienten in K entspricht.

Eine Korpererweiterung L/ K heifit differentiell algebraisch, wenn alle Elemente von
L differentiell algebraisch iiber K sind.

Beispiel 3.3

Sei L der Korper aller Funktionen in der Variablen s mit Koeffizienten in (Q und
K die Menge der rationalen Zahlen. Dann ist die Funktion % € L differentiell
algebraisch iiber K, weil mit

P(z,4) = 2* + &

ein differentielles Polynom mit Koeffizienten aus K existiert, fiir das P(z =
1) =0 gilt.
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b) Ein Element a € L ist differentiell transzendent iiber K, wenn es nicht differentiell
algebraisch ist. Existiert wenigstens ein Element von L, das differentiell transzen-
dent ist, so wird die Korpererweiterung L/K ebenfalls als differentiell transzendent
bezeichnet.

Beispiel 3.4
Seien L und K definiert wie in Beispiel 3.3. Die Funktion In(s) € L ist diffe-
rentiell transzendent {iber K, weil aufler einer trivialen Losung offensichtlich
kein endliches Polynom

2

P(In(s), C%i(ln(s)), %(ln(s)), ..)=0

existiert. Aus diesem Grunde ist die Kérpererweiterung L/ K differentiell tran-
szendent.

Eine Teilmenge 7" mit den Elementen {&]i = 1,...,u} und T C L heifit differen-
tiell K-algebraisch abhdngig, wenn Elemente der Menge aller beliebigen Ableitungen
{52-('”)2' =1,...,p, v, = 0,1,2,...} ein Polynom p(&l(’/i)) = 0 mit Koeffizienten in
K erfiillen. Anders formuliert sind die & € T nur dann differentiell K-algebraisch
abhéngig, wenn sie einer algebraischen Differentialgleichung geniigen. FEine Teilmenge
T von L, die nicht differentiell K-algebraisch abhéngig ist, wird dementsprechend diffe-
rentiell K-algebraisch unabhdngig genannt. Hat eine mit T},,, bezeichnete, differentiell

K-algebraisch unabhingige Teilmenge eine maximale Anzahl von Elementen, so ist diese
Menge eine differentielle Transzendenzbasis zu der Erweiterung L/K.

Auch fiir differentielle Transzendenzbasen gilt ebenso wie in der klassischen Algebra, dafl
alle Transzendenzbasen einer differentiellen Korpererweiterung L/K die gleiche Méchtig-
keit haben, diese wird mit differentieller Transzendenzgrad von L/K bezeichnet. Wird
die Menge M so gewahlt, dafl K C M C L gilt, dann 148t sich der differentielle Transzen-
denzgrad von L/K in Analogie zu Gl. (16) indirekt bestimmen (Fliess 1990):

diff. trg (L/K) = diff. trg (L/M) + diff. trg (M/K) . (3.9)
Beispiel 3.5 (Fliess 1990, Meyberg 1976)

a) Die Korpererweiterung L/K ist dann und nur dann differentiell algebraisch,
wenn fiir den differentiellen Transzendenzgrad gilt:

diff. Trg L/K = 0.

b) Sei L = K<uy,...,u,;,> die Menge aller differentiell rationalen Funktionen
in wuy,...,uy, und deren Ableitungen mit Koeffizienten aus dem Korper K.
Die u;, ©« = 1,...,m bilden dann eine differentielle Transzendenzbasis von
K<uq,...,up,>/K mit

diff. Trg K<uy,....,u,>/K = m.
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Eine solche Erweiterung wird als eine rein differentiell transzendale Erweite-
rung bezeichnet.

c) Seiu={u;|li=1,...,u} eine differentielle Transzendenzbasis der Erweiterung
L/K. Mit K <u> wird der differentielle Kérper bezeichnet, der aus differentiell
rationalen Funktionen in u,1,... mit Koeffizienten in K besteht. Die Erwei-
terung L/K <u> ist immer differentiell algebraisch, obwohl im allgemeinen die
Korper L und K <u> nicht iibereinstimmen. Dies 1483t sich leicht erkléren,
wenn die zuvor diskutierten Zusammenhénge beriicksichtigt werden. Denn die
Transzendenzbasis u enthilt die maximale Anzahl von transzendenten Elemen-
ten in L. Wenn diese nun in K <u> enthalten sind, so erfiillen auch alle iiber
K transzendenten Elemente innerhalb von L Polynome mit Koeffizienten in
K<u>, was gleichbedeutend ist mit

diff. Trg L/ K<u> =0
Es existieren z. B. keine Koeffizienten o, 8 € K, fiir die das Polynom
P(uy,us) = auq + fug =0

gilt, weil u; und us per Definition eine Transzendenzbasis darstellen und somit
unabhéngig voneinander sind. In K <u> dagegen ist durch die triviale Koeffi-
zientenwahl o = uy und # = —u; eine Losung fir P(uy, ug) = 0 zu finden.

Zwischen den Eigenschaften einer differentiellen Korpererweiterung und ihrem (nichtdif-
ferentiellen) Transzendenzgrad besteht eine sehr niitzliche Beziehung:

Satz 3.1 (Fliess 1990)

Eine endlich generierte, differentielle Korpererweiterung ist dann und nur dann differen-
tiell algebraisch, wenn ihr (nichtdifferentieller) Transzendenzgrad einen endlichen Wert
annimmt. a

Anschaulich bedeutet der Satz, da§ der (nichtdifferentielle) Transzendenzgrad einer Kor-
pererweiterung gerade der Anzahl an Startwerten entspricht, die zur Bestimmung einer
Losung der korrespondierenden, algebraischen Differentialgleichungen bendétigt wird. Die-
ser Zusammenhang wird im folgenden Abschnitt ndher erldutert.

3.3 Differentielle Vektorraume

Im zweiten Abschnitt wurde der Begriff abstrakter Vektorraum erlautert. Darauf auf-
bauend kann ein differentieller K -Vektorraum eingefithrt werden, in dem neben den dort
genannten GesetzmiBigkeiten zusitzlich eine einzelne Differentiation d/dt definiert ist.
Unter der Voraussetzung, dal K ein differentieller Korper ist, gilt in dem Vektorraum V
iiber K der folgende Zusammenhang fiir diese Differentiation: Fiir alle vi,vy, € V und
alle aq,as € K ist

—(a1v1 + GQVQ) = d1v1 + al\.fl + dng + GQVQ . (310)

dt
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In Anlehnung an die Korpertheorie sind auch zur Charakterisierung von Vektorrdumen
eine Reihe von Bezeichnungen vorhanden. So ist eine Menge {v;|i = 1,..., u} von Ele-
menten in V genau dann differentiell K -linear abhdngig, wenn die Menge der Ableitungen
{v,(”i) i=1,...,p, v; =0,1,2,...} K-linear abhéngig ist. Eine Menge, die nicht diffe-
rentiell K-linear abhingig ist, wird differentiell K-linear unabhdngig genannt. Innerhalb

eines Vektorraums existieren immer solche unabhéngigen Mengen mit einer maximalen
Anzahl von Elementen, diese werden als differentielle Basen zu V bezeichnet. Alle diffe-
rentiellen Basen haben die gleiche Méchtigkeit, die auch die differentielle Dimension von
V genannt wird.

Beispiel 3.6 (Fliess 1990)
Unter R[¢] ist die Menge aller reellen Polynome in der Variablen ¢ zu verstehen:

R[t] = {Zaitbi} g €R b €Z
=0

Diese 1483t sich als differentieller R-Vektorraum ¥ mit der unendlich dimensionalen
Basis {t°, ¢, ¢, ...} interpretieren. Die einzelnen Polynome P(#) sind als Vektoren in
V zu verstehen, in Bild 3.2 ist dieser Sachverhalt fiir einen Untervektorraum V' von
V veranschaulicht. Differenziert man ein beliebiges Polynom P(¢) € R[t] hinreichend

t
t2

P(t)= 3
(t) T P(t)=|6|=3t+6t°+5t’

/ 7 5

) va
3F— Vs
b/ JtB
)

Bild 3.2: Interpretation des Polynoms P(¢) als Vektor im Vektorraum V' = {¢,* ¢*}
(Beispiel 3.6)

oft nach ¢, so ergibt sich, unabhéngig vom betrachteten Polynom, der Wert Null.
Fiir alle Polynome P;(¢) in R[¢] gilt deshalb

) |
3 p,(Vz)(t) =0 fiir ; hinreichend grof3 ,

was gleichbedeutend ist mit der Aussage, dafl alle Polynome differentiell K-linear
abhingig sind. Folglich ist die differentielle Dimension von R[t] gleich Null. Dem-
gegeniiber ist die (nichtdifferentielle) Dimension von R[¢] unendlich grof, weil eine
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unendliche Anzahl von reellen Polynomen in ¢ existiert, die im Vektorraum V von-
einander linear unabhéngig sind.

3.4 Differentialalgebraische Systembeschreibung

In diesem Abschnitt wird aufgezeigt, wie sich mit Hilfe der Differentialalgebra das Ein—
/Ausgangsverhalten eines nichtlinearen Systems beschreiben 1a8t. Hierzu wird, wie in der
Algebra iiblich, mit einer umfassenden Menge als Grundkorper gearbeitet und die fiir eine
Problemlésung benétigten Elemente als Teilmenge dieses Grundkorpers angesehen.

Ein solcher differentieller Grundkérper €2 kann als eine Verallgemeinerung des Koérpers
der rationalen Zahlen angesehen werden. Mit £k C 2 wird nun ein differentieller Kérper
bezeichnet, der mindestens alle Koeffizienten der zu betrachtenden System-Differential-
gleichungen enthélt. Im allgemeinen reichen fiir £ die Mengen der rationalen oder reellen
Zahlen aus. Der differentielle Kérper £<u> ist dann die Menge aller rationalen Funk-
tionen in den Elementen von u = {uq, ..., u,} sowie deren zeitlichen Ableitungen mit
Koeffizienten in k. Die Ein-/Ausgangs-Differentialgleichungen, die ein Regelungssystem
mit Eingangsvektor u(¢) und Ausgangsvektor y(¢) beschreiben, werden nun mittels der
endlich generierten Korpererweiterung k<u,y>/k<u> modelliert, wobei der differenti-
elle Korper k<u,y> gegeniiber k<u> zusétzlich die p Ausgangsgrofien y,...,y, sowie
deren zeitliche Ableitungen beinhaltet.

Die m Eingénge uq, . .., u,, eines Systems werden im weiteren als voneinander unabhéngig
vorausgesetzt, d.h. der Eingangsvektor u(t¢) stellt eine differentielle Transzendenzbasis
der Korpererweiterung k<u>/k dar. Vergleicht man die Aussage mit der Definition
in Abschnitt 3.2, so sind die Eingénge nur dann voneinander unabhingig, wenn keine
Polynome

P(u;, gy ...) =0 i C{1,...,m} (3.11)

existieren. Dieser Zusammenhang ist einsichtig, denn wenn zwei oder mehr System-
eingénge iiber eine Differentialgleichung und im korrespondierenden, realen System so-
mit auch physikalisch miteinander verkniipft sind, so sind sie zwangsldufig voneinander
abhéngig.

Aus differentialalgebraischer Sicht spricht man dann von einem Eingangs—/Ausgangs—
System, wenn die Korpererweiterung k<u,y>/k<u> differentiell algebraisch ist, d.h. die
Komponenten des Ausgangsvektors y differentiell algebraisch iiber k<u> sind. Diese
Definition besagt ganz allgemein, dafl die Komponenten von u und y durch eine oder
mehrere implizite Differentialgleichungen hoherer Ordnungen in den Variablen y;; ¢ =
1,....,pund u; k=1,...,m miteinander verkniipft sind:

g(y,y,-.,u,0,...)=0 . (3.12)
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4 Differentialalgebraische Systemanalyse

Mit Hilfe der Differentialalgebra lassen sich zahlreiche aus der linearen Systemtheorie
bekannte Konzepte und Kenngrofien auf nichtlineare Systeme iibertragen. Ein Teil der
Kenngroflen fiir nichtlineare Systeme resultiert direkt aus den oben definierten Korpererweiterungen
k<u,y>/k bzw. k<u,y>/k<u>. Fiir die weiteren Bertrachtungen ist es sinnvoll, zusétzlich

den differentiellen Kérper k<y> einzufiihren, der der angewendeten Nomenklatur zufolge

aus rationalen Funktionen der Variablen y* mit Koeffizienten in & besteht.

4.1 Differentieller Rang

Eine fiir die Analyse und Synthese von Regelungssystemen wichtige Kenngrofle ist der
Rang eines Systems. Fiir lineare Systeme entspricht diese Grofle gerade dem Rang der
Ubertragungsmatrix F(s) und ist fiir eine Reihe von Systemeigenschaften wie z.B. die
Invertierbarkeit und die Entkoppelbarkeit von fundamentalem Interesse. Die dem Begriff
Rang eines Systems zugrundeliegende Beschreibungsform der Ubertragungsmatrix ist al-
lerdings auf die Klasse der linearen Systeme beschrénkt, so dafl der Rang-Begriff nicht
unmittelbar auf nichtlineare Systeme iibertragbar ist.

Dieses Problem wurde zunéchst dadurch umgangen, daff man die von den linearen Sy-
stemen her bekannten Inversions- und Entkopplungsalgorithmen auf nichtlineare Systeme
erweiterte. Ausgehend von den Arbeiten von Hirschhorn (1979) entwickelte beispielswei-
se Singh (1981) einen Algorithmus zur Berechnung der Linksinversen eines nichtlinearen
Systems, der als eine Verallgemeinerung des bekannten Silverman-Inversionsalgorithmus
(Silverman 1969) angesehen werden kann.

Eine klare und prézise Definition des Ranges eines nichtlinearen Systems konnte dann erst
Mitte der achtziger Jahre mit Hilfe der Differentialalgebra von Fliess (1986b) angegeben
werden. Fliess fiihrte hierzu den Begrift differentieller Rang p* eines nichtlinearen Systems
ein, der durch

pt = diff. trg k<y>/k (4.1)

definiert ist. Dieser differentielle Rang eines Systems entspricht also der maximalen An-
zahl der differentiell k-algebraisch unabhéngigen Elemente von k<y> bzw. der Anzahl der
voneinander unabhéngigen Ausgangsvariablen y;, ¢« = 1,...,p. Mit anderen Worten ist
der differentielle Rang mit dem differentiellen Transzendenzgrad des durch die Ausgéinge
generierten differentiellen Korpers identisch. Fiir p* gilt, wie im linearen Fall fiir den
Rang der Ubertragungsmatrix, der Zusammenhang

p* < min(m,p) : (4.2)

Insbesondere kann bei Anwendung der Differentialalgebra auf lineare Systeme bewie-
sen werden, daf der differentielle Rang p* mit dem Rang der Ubertragungsmatrix F(s)
iibereinstimmt (Fliess 1986a).
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Beispiel 4.1
a) Es wird ein einfaches bilineares System mit dem Zustandsmodell

0 1

x(t) = | z1(t) 0 |u(t)
_l’g(t) 0

0 = |0 g o |0

betrachtet. Als differentieller Kérper k£ der Koeffizienten der Differentialgleichun-
gen wird die Menge der rationalen Zahlen Q verwendet. Die Erweiterung Q<y>
wird durch die rationalen Zahlen und die beiden Ausgangsgréfien y; und y, gene-
riert. Fiir die Bestimmung des differentiellen Systemrangs ist nun der differentielle
Transzendenzgrad von Q<y>/Q zu bilden. Er entspricht gerade der Anzahl von
Ausgangsgrofien in Q<y>, die keine algebraische Differentialgleichung mit Koeffi-
zienten in Q erfiillen. Zwar existiert mit

Yo = Ty = Wy = Wy
eine differentielle Beziehungen zwischen y; und y,, allerdings mit nicht in Q, dem

Korper der rationalen Zahlen, enthaltenen Koeffizienten wie z.B. uq, us,.... Weil
keine Polynome

P(ylay%ylay% .. ) =0

mit ausschlieflich rationalen Koeffizienten existieren, bilden die beiden Ausgangs-
groflen eine Transzendenzbasis. Der differentielle Rang nimmt folglich den Wert

p" = diff. trg Q<y>/Q =2

aln.

b) Gegeben ist ein ALS mit den Systemmatrizen

ax)=|a23| ; BXE=|0| ; C:[(l)(l)gl

Das System hat einen Eingang v und zwei Ausgéinge y; und y,, der Rang des Systems
kann demzufolge wegen Gl. (4.2) nicht grofer als 1 sein. Es muf} also ein Polynom
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P(y®) = 0 existieren, welches die beiden Ausgangsgrofien miteinander verkniipft.
Bildet man die zeitlichen Ableitungen von y(t), so erhélt man

o= T =u

yg = IL'QZ.'L'% = gg = 2x3x'3:2x3u

Die Elimination von u fiihrt dann zu der gesuchten Differentialbeziehung zwischen
Y1 und yo:

b2 o _ 05

Y1 =u= T3 = Yo = Yy =
3 ' 1

21’3 ’

¢) Es soll der differentielle Rang p* = diff. trgR<y>/R des im ersten Abschnitt dis-
kutierten Riithrkesselreaktors ermittelt werden. Fiir das nichtlineare Zustandsmodell
erhilt man in verkiirzter Schreibweise

T = —k1($3)$1 - k3(333)33? + (CAO - 5U1)U1; Y1 = T2
Ty = kl(x?))xl - k2($3)$2 — Taly, Y2 = T3
j’,‘g = ];71(1‘3)1'1 + Z?Q(l‘g)l’g + l;?g(l‘g)l'% + Z?4(1‘3)U1 + OZQ(]I4 — 1‘3)

j’,‘4 = Q3Us + &4(1‘3 — IL‘4)
Damit berechnet sich die zeitliche Ableitung von y; zu

Y =Ty = k1($3)$1 - k2($3)$2 — TaU1

= k1(y2)$1 - kz(y2)y1 — i

Werden die anderen Zustandsgleichungen analysiert, so ist zu erkennen, dafl der
Term yyuy nicht eliminiert werden kann. Die beiden Ausgangsgrofien kénnen also
nicht durch eine Differentialgleichung mit rein rationalen Koeffizienten verkniipft
werden, so dafl der Riihrkesselreaktor den vollen Rang p* = 2 hat.

4.2 Invertierbarkeit

Bei linearen Systemen 1483t sich in Abhéngigkeit vom Rang entscheiden, ob ein System
links- bzw. rechtsinvertierbar ist. Das sind wesentliche Systemeigenschaften, die u. a.
anzeigen, ob sich aus Kenntnis der Ausgangsgrofie y(¢) eines Systems die Eingangsgrofie
u(t) berechnen lafit. Vollsténdig analog zu den linearen Systemen wird ein nichtlineares
System nun als differentiell linksinvertierbar bezeichnet, wenn

pr=m (4.3)
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gilt und als differentiell rechtsinvertierbar, wenn der Zusammenhang

pr=p (4.4)

erfiillt ist. Es kann nun mit Hilfe der Differentialalgebra relativ einfach und elegant
bewiesen werden, dafl auch bei nichtlinearen Systemen die Eingangsgrofie u(¢) genau nur
dann aus der Ausgangsgrofe y(t) berechnet werden kann, wenn das System differentiell
linksinvertierbar ist. Denn aus den Gln. (4.1) und (4.3) folgt fiir linksinvertierbare Systeme
sofort

diff. trg k<y>/k =m . (4.5)

Wie bereits weit oben dargestellt, wird die Menge {u;,...,u,,} der Eingangsgrofien als
voneinander unabh#ngig vorausgesetzt. Diese Menge ist somit eine differentielle Tran-
szendenzbasis der Korpererweiterung k<u>/k. Man hat also m unabhingige Eingéinge,
so daf der differentielle Transzendenzgrad von k<u>/k sich folglich zu (vgl. Abschnitt
3.2)

diff. trg k<u>/k =m (4.6)
ergibt.

Betrachtet man nun die Erweiterung k<u,y>/k, so kann deren differentieller Transzen-
denzgrad nicht gréer als m sein, da die Ein— und Ausgénge eines Systems iiber Differen-
tialgleichungen miteinander verkniipft sind. Es gilt also auch

diff. trg k<u,y>/k=m . (4.7)

Die Anwendung der differentiellen Gradformel geméf Gl. (27) fiihrt bei Beriicksichtigung
von (4.5) und (4.6) zu

diff. trg k<u,y>/k = diff. trg k<u,y>/k<y> + diff. trg k<y>/k

& m = diff. trg k<u,y>/k<y>+m
(4.8)
=
diff. trg k<u,y>/k<y> =0

Die Menge {u1, ..., u,} ist demzufolge differentiell algebraisch iiber k<y>, so daf} alle u;
durch algebraische Differentialgleichungen mit Koeffizienten in k£ und {y,y,...} beschrie-
ben werden kénnen. Fiir differentiell linksinvertierbare Systeme kann daher allein aus der
Kenntnis der Ausgangsgrofie y(¢) die Eingangsgrofie u(t) ermittelt werden.
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Beispiel 4.2
Es wird nochmals das bilineare System aus Beispiel 4.1 betrachtet. Eine zweimalige
Differentation der Ausgangsgrofien liefert zunéchst

y = 22 = U1y,
Yy = T3 = U1x2,
Y1 = wWT+urTy = wx + Ui, .

Aus der ersten Ableitung der zweiten Ausgangsgrofle ergibt sich sofort eine Berech-
nungsgleichung fiir die erste Eingangsgrofe:

U2 Y2
U = — = —.
T2 Y1

Aus der zweiten Ableitung der ersten Ausgangsgrofie folgt fiir us(t) zunéchst

Uy = Ui(?jl—lhxl)-
1

Mit Hilfe von

R % i = i(%) . Yoyt — Y211 I ﬂ _ Y141
1 — yla 1 — dt " - y2 ) 1 — w - .
1 1 Y2

ergibt sich folgende differentielle Gleichung fiir die zweite Eingangsgrofle:

Y191 Y1 /..

Uy = Z - y—%(yﬂh - ?J2Z)1) .

Ist die Anzahl m der Eingangsgrofien eines Systems grofier als die Anzahl p der Ausgangs-
groflen, so folgt aus (4.2) unmittelbar, dafi der differentielle Transzendenzgrad niemals
grofler als p sein kann und daf} solche Systeme immer nicht linksinvertierbar sind. Wenn
der differentielle Transzendenzgrad p* gleich der Anzahl p der Ausgangsgrofien ist, so ist
damit sichergestellt (Fliess 1987), daf3 fiir diese rechtsinvertierbaren Systeme immer ei-
ne dynamische Riickfithrung existiert, die eine Entkopplung des Ein—/Ausgangsverhalten
bewirkt (Schwarz 1991, Svaricek 1993).

4.3 Beobachtbarkeit

Neben der Steuerbarkeit stellt die Beobachtbarkeit eines der Schliisselkonzepte der von
Kalman (1960) eingefiihrten Zustandsraummethoden dar. Seit diesem Zeitpunkt ha-
ben sich viele Autoren mit diesem Begriff auseinandergesetzt, wobei erste Ansitze zur
Ubertragung auf nichtlineare Systeme auf Mitte der siebziger Jahre zuriickgehen (Her-
mann und Krener 1977, Williamson 1977, Sontag 1979). Eine aktuelle Ubersicht iiber
die verschiedenen differentialgeometrischen Definitionsmoglichkeiten der Beobachtbarkeit
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nichtlinearer Systeme kann den Biichern von Isidori (1989) bzw. Nijmeijer und van der
Schaft (1990) entnommen werden.

Erst kiirzlich wurde von Diop und Fliess (1991) erstmals eine rein algebraische Charakte-
risierung der Beobachtbarkeit eines nichtlinearen Systems vorgestellt. Diese algebraische
Definition geht dabei von folgenden heuristischen Uberlegungen aus: Eine Zustandsvaria-
ble z; wird iiblicherweise dann beobachtbar genannt, wenn sie sich aus den als bekannt
vorausgesetzten Ein— und Ausgangsgréflen berechnen l&8t. Hierzu sind im allgemeinen
Differentialgleichungen zu l6sen und es stellt sich die Frage, ob zur Berechnung der Zu-
standsgrofie x; der Anfangszustand x(t) unbedingt gegeben sein mufl. Diese Frage kann
dann mit Nein beantwortet werden, wenn die Zustandsgrofle x; eine nichttriviale, rein
algebraische Gleichung mit Koeffizienten in u und y erfiillt. Mit anderen Worten, die
Zustandsgrofle x; muf algebraisch iiber dem Korper k<u,y> sein. Ein System
x(t) = a(x(t)) + B(x(t))u(t) x(t) e R*; wu(t) e R™
YALS (4.9)
y(t) = c(x(t) y(t) € R
ist in diesem Sinne dann vollstdndig beobachtbar, wenn alle z;, + = 1,2, ..., n {iber dem
differentiellen Korper k<u,y> algebraisch sind, d.h. fiir jedes x; ein Polynom der Form

P(z;,y,u,y,0,....) =0 (4.10)
existiert.

Aus dieser Definition folgt unmittelbar, daf} ein System (4.9) dann und nur dann vollstéin-
dig beobachtbar ist, wenn fiir den (nichtdifferentiellen) Transzendenzgrad der Erweiterung
k<u,y>(x)/k<u,y> gilt:

Trg k<u,y>(x)/k<u,y> = 0 : (4.11)

Anders als bei linearen Systemen kann die Beobachtbarkeit bei nichtlinearen Systemen
auch von den Eingangsvariablen abhéngig sein. Wie das folgende Beispiel zeigt, kann
diese Abhéngigkeit bereits bei einfachen nichtlinearen Systemen auftreten.

Beispiel 4.3
Es wird ein bilineares System mit den Zustandsgleichungen

y(t) = ai(t) + 2(t)
betrachtet. Aus der ersten Ableitung der Ausgangsgrofie

y = a.'}1+£t'2 = ToUp + Uy + U2
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ergibt sich sofort eine Berechnungsgleichung fiir die zweite Zustandsgrofie:

Ty = ui(g)—ul—ug).
2

Ersetzt man in der Ausgangsgleichung o durch diesen Ausdruck, so ergibt sich fiir
T (t)

L/,
rn = Yy—I2 = ?J——(?J—U1—U2) .
Ug
Diese beiden Bestimmungsgleichungen lassen sich allerdings nur dann 16sen, wenn
uy(t) von Null verschieden ist. Andernfalls ist das System nicht mehr vollsténdig be-
obachtbar, da zumindest eine der beiden Anfangswerte des Zustandsvektors bekannt
sein muf}; um die Differentialgleichung

Yy = o1+ @y
zu integrieren.

4.4 Struktur im Unendlichen nichtlinearer Systeme

Weitere wesentliche Kenngrofien nichtlinearer Systeme lassen sich anhand der sogenann-
ten Nullstellenstruktur im Unendlichen definieren. Dieser Begriff, der bei linearen Syste-
men direkt mit den Differenzgraden gewisser Unterdeterminanten der Ubertragungsmatrix
F(s) verkniipft ist (Svaricek 1994), hat fiir nichtlineare Systeme keine derart anschauliche
Grundlage. Dennoch kann die Struktur im Unendlichen als eine aussagekriftige Grofle
fiir die Analyse nichtlinearer Systeme angesehen werden.

Als einer der ersten, der die Differentialalgebra im Bereich der nichtlinearen Regelungs-
theorie verwendete, fithrte Fliess (1986a) eine algebraische Definition fiir die Struktur
im Unendlichen von nichtlinearen Systemen ein. Diese wird anhand von differentiellen
k-Vektorrdumen erstellt, welche aus den Differentialen der Ein- und Ausgangsgréfien re-
sultieren. Im Gegensatz zur differentialgeometrisch definierten Struktur im Unendlichen
(Isidori 1983, Nijmeijer und Schumacher 1985) verfiigt die algebraische Darstellung iiber
eine Reihe von Vorteilen, z.B. ist sie global iiber dem Zustandsraum eines Systems giiltig
und in ihren Eigenschaften konsistent mit den bekannten Eigenschaften der unendlichen
Nullstellen linearer Systeme.

Geht man von einem ALS-Zustandsmodell der Form (4.9) aus, so lassen sich zunéichst die
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zeitlichen Ableitungen der Ausgangsgrofle durch den Zusammenhang

. ) oy
y(t) = y(xu) = 5. [aXx) +Bx)y]
o oy ay .
ay(k) kilay(k) .
(k+1) _ o (k+1) )y _ (i+1)

beschreiben. Hierbei sind die y®(¢) nicht nur Funktionen der Eingangsgrofe u(t) und
deren zeitlichen Ableitungen, sondern auch vom Zustand x(¢). Will man auf die Betrach-
tung einer reinen Ein-/Ausgangsdarstellung verzichten und die zeitlichen Ableitungen der
Ausgangsgrofien in der Form (4.12) differentialalgebraisch beschreiben, so reicht der oben
definierte Korper k<u> hierfiir nicht aus. Denn in ihm sind keine Funktionen in x(t) ent-
halten, die aber als Koeffizienten der Differentialgleichungen benétigt werden. Deshalb
wird nun der differentielle Kérper K eingefiihrt, der neben k<u> auch alle rationalen
Funktionen in x(¢) als Elemente enthalten soll. K besteht also aus rationalen Funktionen
in (u,...,u™Y) mit meromorphen' Koeffizienten in der Variablen x(¢) (Di Benedetto
u.a. 1989).

Der Korper K enthilt im Gegensatz zum Korper k<u,y> keine zeitlichen Ableitungen
von x(t). Dies ist aus mathematischer Sicht sinnvoll, denn durch sukzessives Einsetzen
der Zustandsgleichungen (vgl. (4.12)) tritt in den Differentialgleichungen kein Koeffizient
mit zeitlichen Ableitungen von x(¢) auf.

Uber dem differentiellen Kérper K wird nun ein differentieller Vektorraum ¢ definiert. Er
wird aufgespannt durch die Basis {du,...,du™ 1}, wobei der Operator ’d’ die Bildung
eines Differentials entsprechend der Gleichung

dn(v) = iag—fz)dvi (4.13)

i=1
bedeutet.

Beispiel 4.4

Die Elemente der Vektorraum-Basis von U sind in der vorliegenden Schreibweise in

sogenannten lokalen Koordinaten notiert. Aus dieser Darstellung resultiert unmit-

telbar die bekanntere, aber schreibaufwendigere Vektorschreibweise, z. B. fiir n = 2
und m =2 :

0

. 0

span {duy, dusy, diy, diis} = span )

b

0
0
0
1

o O = O

1
0
BE
0 0

'Eine Funktion heifit meromorph, innerhalb eines offenen Gebiets I, wenn sie in I' bis auf Pole
analytisch ist (Engell 1988).
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Anhand der Gleichung ist sofort zu erkennen, daf die Differentiale du®® keine Va-
riablen darstellen, die Zahlenwerte annehmen. Vielmehr miissen sie in Bezug auf
den Korper K gesehen werden und konnen als die aufspannenden Vektoren des
K-Vektorraums U interpretiert werden.

Die Projektionen der Ausgangsgrofen-Differentiale dy®; 0 < i < n auf I spannen nun
differentielle K-Vektorrdume auf, deren differentielle Dimensionen mit o; bezeichnet wer-
den. Aus diesen o; mit 0 = 09 < 0y < --- < 0, < --- < min(m,p) 148t sich direkt die
Nullstellenstruktur im Unendlichen eines Systems definieren (Fliess 1986a): Die Differenz
0,41 — 0, gibt die Anzahl der Nullstellen im Unendlichen der Ordnung v + 1 an. Das
Maximum der ganzzahligen Groflen o; ist gleich der (Gesamt)-Anzahl der Nullstellen im
Unendlichen und entspricht dem differentiellen Rang des Systems.

5 Algebraische Systemanalyse

Zur Berechnung des differentiellen Ranges nichtlinearer Systeme 148t sich ein leicht zu
realisierender Algorithmus nicht unmittelbar angeben. Die Bearbeitung dieser Frage-
stellung lieferte nicht nur die gesuchten Algorithmen, sondern deckte auch interessante
Zusammenhinge (Di Benedetto u.a. 1989) zwischen den verschiedenen in der Literatur be-
kannten Invertierbarkeitsaussagen (Singh 1981, Nijmeijer 1986, Descusse und Moog 1987),
dem differentiellen Rang von Fliess und einer neuen rein algebraischen Analysemethode
auf. Es zeigte sich, dafl ein System beispielsweise genau dann im Sinne von Nijmeijer
(1986) rechtsinvertierbar ist, wenn der differentielle Rang p* gleich der Anzahl der Aus-
gangsgroflen ist, d.h. auch im Sinne von Fliess rechtsinvertierbar ist. Ein entsprechender
Zusammenhang konnte auch zwischen der Linksinvertierbarkeit nach Singh (1981) und
Fliess (1986b) angegeben werden.

Die in diesem Kontext entwickelte algebraische Methode hat dariiber hinaus den entschei-
denden Vorteil, dafl nur noch gewdhnliche Vektorrdume bestehend aus Differentialen von
Funktionen, die mittels der Ausgangsgréfien des nichtlinearen Systems gebildet werden,
zu betrachten sind. Weder zur Ableitung noch zur Anwendung der im folgenden dar-
gestellten Ergebnisse sind also besondere mathematische Kenntnisse aus den Bereichen
Differentialalgebra bzw. Differentialgeometrie erforderlich.

Betrachtet werden nichtlineare Systeme der Form

x(t) = a(x(t)) + B(x(t))u(t)

y(t) = cx(), (5.2)
wobei x(t) € R",u(t) € R™,y(t) € R’ und a(-), die Spalten von B(:) sowie die Zeilen von

c(-) meromorphe Funktionen (Engell 1988) von x(¢) sind. Die Eingangsfunktionen w;(t)
sollen dariiber hinaus n—mal stetig differenzierbar sein.
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Wichtig ist nun, da mit u(® := u(t), u®*" := d/dt u®(t) die GroBen x,u,...,u™ " als
unabhéngige Variablen betrachtet werden. Des weiteren wird ein Kérper /C bendtigt, der
aus der Menge der rationalen Funktionen von (u,...,u® ") mit meromorphen Koeffizi-
enten in x besteht. Fiir einen solchen Kérper mit den unabhéngigen Variablen (v, ..., v;)
gilt fiir die partielle Differentation 0/0v; einer meromorphen Funktion n(v) = p(v)/q(v),
wobei p(-) und ¢(-) analytisch sind, die bekannte Quotientenregel:

d p(v)  q(v)5mp(v) = p(v)z-q(v)
9 _ ; (5.3)
Ov; q(v) 7*(v)
Das vollstindige Differential von n(v) bestimmt sich mit (5.3) dann zu:
I an(v
dn(v) = > 6(-)dvi . (5.4)
i—1 Ui
Betrachtet man die zeitlichen Ableitungen der Ausgangsgréfien y(¢)
) ) dy
y(t) = y(xu) = 55 [2() +B(x)u]
50 = yeomw) = 2V fa(x) + Biu] + S -
By ®) gy
(k+1) (k+1) (k) — B (it
y Y D) = B (a0 + B+ 3 oY)

so sind diese meromorphe Funktionen von x, u, ..., ul®.

Ein abstrakter Vektorraum & iiber dem Koérper K werde jetzt durch die Komponen-
ten von dx,du,...,du™ V) aufgespannt. Dieser Vektorraum setzt sich dabei aus allen
moglichen Linearkombinationen von dz; und dugj) mit Koeffizienten aus K zusammen
und ist ein gewohnlicher Vektorraum, d.h. kein differentieller Vektorraum. Eine Kette

von Unterrdumen &, C --- C &, sei nun durch

& = spanyg {dx} = spany {dzri,...,dz,}
& = spang {dx,dy} = spang {dz,...,dz,,dy,...,dy,}
f (5.6)
E, = spang {dx,dy,...,dy™}
= spang {dzy,...,dz,, di, ..., dyp, ..., dy%n), e dyl(,")}
definiert. Die Liste py < --- < p,, der zugehorigen Dimensionen ist dann durch
Pk = dim gk (57)

gegeben, wobei fiir die Dimension von & = spang {dzy, ..., dz,, dyi, ..., dy,} immer py =
dim & = dim (spany {dzy,...,dz,}) gilt, da der Ausgang y(¢) nur von x(¢) abhéngt.
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Die Differentiale dy,dy,...,dy"™ sind aufgrund der GIn. (5.4) und (5.5) Funktionen in
den Elementen der Basis {dx,du, d1,...,du™ Y} von €. Sie kénnen somit als Vektoren
in £ aufgefalt werden, die ihrerseits wieder Vektorrdume aufspannen. Es gilt daher der
Zusammenhang & C --- C &£, C £. Die Vektorrdume & bis & dieser Kette sind in Bild 5.1

du

dx dx dx

du du

Co O Co
Bild 5.1: Kette von Vektorrdumen & C £ C &,

schematisch wiedergegeben, wobei die mit dx, du und du gekennzeichneten Vektoren als
Stellvertreter fiir mehrdimensionale Rdume zu verstehen sind.

Beispiel 5.1
Gegeben sei ein ALS mit x(t) € R?, u(t) € R?, y(¢) € R* und

010
a(x) = | z; ; B(x)=1]0 mx ; C:[O 0 1]

Zunichst berechnet man die erste zeitliche Ableitung der Ausgangsgréfien und dar-
aus die zugehorigen Differentiale:

Y1 = T9 = X1+ TaUg

Y2 = T3 = T+ u

= dy1 = dx; + xadus + usdzs
d?)g = dxl + dU,g

Die Basis fiir den Vektorraum €& ist
{dl‘l,dl'g,dl‘g,dul,dUQ,d’L.Ll,d’L'Lg,dl.ll,dﬁg} 5

so daf sich fiir die ersten beiden Untervektorrdume folgende Ergebnisse errechnen
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lassen:

& = span{dry,dzy, drs} = span

(e i e Bl an B e B e BN =
T

C OO O = O

C OO = O O

51 = Span {d!L’l, d!L’Q, dl‘g, dyl, dyg}
= span {dz,dxs, drs, dr; + usdry + rodus, dzy + dus}

1 0 (0 (1' 1])
0 1 0 Us 0
_ pan 0 0 1 0 0
ol’lol’]lo]’| o]0
0 0 0 s 1
llo] [o] o] |o] [0])

Beispiel 5.2

Besonders einfach 148t sich die Dimension eines Vektorraums durch eine Rangbe-
stimmung der Matrix errechnen, deren Spalten den aufspannenden Vektoren ent-
sprechen. In Beispiel 5.1 ergibt sich z. B. fiir die Dimension von &

1 00
1
po = dim & = rang 0 (1) =3
0
Die definierten Vektorrdume &, ..., &, und deren Dimensionen enthalten eine Reihe von

strukturellen Informationen iiber das zugehorige System. So gilt beispielsweise fiir den
differentiellen Rang (Di Benedetto u.a. 1989):

P =0n = Pn— Pn-1- (5.8)

Dariiber hinaus kann mit ihnen auch sofort eine nichtdifferentielle Definition fiir die Struk-
tur im Unendlichen abgeleitet werden:

Definition 5.1 (Moog 1988, Di Benedetto u.a. 1989)
Die Anzahl o) der Nullstellen im Unendlichen der Ordnung kleiner oder gleich k,
k> 1,ist o =dim & —dim &,_;. Setzt man oy := 0, so ergibt sich die Anzahl der
Nullstellen im Unendlichen der Ordnung k aus o, — op_1.
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Diese Charakterisierung der Nullstellenstruktur im Unendlichen eines nichtlinearen Sy-
stems stimmt fiir die Klasse der linearen Systeme mit den bekannten Definitionen (Sva-
ricek 1994) fiir lineare Systeme iiberein. Dariiber hinaus verfiigen diese algebraischen
Nullstellen im Unendlichen iiber viele der von den linearen Systemen her vertrauten Ei-
genschaften. So ist beispielsweise die Summe der Ordnungen i, o, ..., ftg, , der nichtli-
nearen Nullstellen im Unendlichen stets kleiner oder gleich der Anzahl n der Zusténde.
Diese charakteristische Nullstelleneigenschaft besitzen die von Nijmeijer und Schumacher
(1985) mittels der Differentialgeometrie definierten nichtlinearen Nullstellen im Unendli-
chen nicht (Nijmeijer und van der Schaft 1990).

Fiir die Ermittlung der Struktur im Unendlichen ist die Begrenzung (Di Benedetto u.a.
1989)

o = dim&, —dim&_; < min(m,p) (5.9)

der Zunahme o}, der Dimensionen der Vektorrdume & von Interesse. Sobald ein oy, in (5.9)
erstmalig gleich dem Minimum der Anzahl der Ein— und Ausgénge ist, kann die Bildung
und Untersuchung dieser Vektorrdume beendet werden, da entsprechend der Definition 5.1
Nullstellen mit einer Ordnung grofler als £ dann nicht mehr auftreten kénnen. Insbeson-
dere bei Mehrgroienystemen hoherer Ordnung kann der Einsatz des Abbruchkriteriums
(5.9) eine erhebliche Reduzierung des erforderlichen Rechenaufwandes bewirken.

Die Bestimmung dieser algebraisch definierten Struktur im Unendlichen soll an einem

iiberschaubaren Beispiel erldutert werden.

Beispiel 5.3
Gegeben sei das bilineare System aus dem Beispiel 4.1 mit dem Zustandsmodell:
iy (t) = ualt), n(t) = wa(t),
To(t) = w@)zi(t), 10) = xs(0),

Aus der Anzahl n der Zustandsgrofien ergibt sich py = dim & = n = 3. Zur
Bestimmung der Dimension p; ist eine Berechnung der vollstdndigen Differentiale
dy, und dy, erforderlich:

Y1 =Ty =wx => dy = v1duy + urday,

yg = T3 = ULy => dy2 = xoduy + urdxs.
Die Dimension p; des Unterraumes

& = span {dx,dy} = span {dxy,dxs, dxs, dij, dijs}
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ist dann gleich 4, da dy, von dx und dy; linear abhéingig ist. Das heifit, fiir dy, gilt
d?JQ = Oéldyl + OéQdiUg + Oégdafl
mit

) )
ap=—; apy=u; und az3=——u;.
4o 4o

Die vollstdndigen Differentiale von §(¢) berechnen sich zu:
?jl = WT) + UL = Wx + Ujuy => dyl = l‘ld’itl + ilel'l + UIdUQ + uzdul,

?jg = U1 Xy + ULy = ULy + U%"L'l => dy2 = Todty + uydxy + U%dl‘l + 2uyzduy.

Diese beiden Differentiale sind, bedingt durch die Terme duy und du;, von den
vorhergehenden Differentialen linear unabhéngig, so dafl

pr = dim & = dim (SPaNgy, dr, des,din dis,dii di» 1)}
= dim (Spand:vl, dx2, drs, xiduy, uiduz, r2di {)}
= 6

gilt. Die Dimension ps des Vektorraumes &, ist gegeniiber der Dimension p; von &;
um 2 grofler geworden. Dieser Zuwachs entspricht offensichtlich der Anzahl m der
Ein— und Ausginge. Das Abbruchkriterium (5.9) ist also erfiillt und man kann daher
auf eine Bestimmung des Raumes &, = &3 verzichten. Die Indizes o; (vgl. Definition
5.1) berechnen sich damit zu

o = p1—po=1,
oy = p2—p1=2

o3 = 03 =2,

so daf3 sich 2 Nullstellen im Unendlichen der Ordnung 1 und 2 ergeben. Die Struktur
im Unendlichen dieses Systems wird dann durch die Liste

{m1, w2y = {1, 2}

dieser Ordnungen festgelegt. Grundsétzlich erfolgt die Bestimmung der Vektorraum-—
Dimensionen p nur in bezug auf die in K enthaltenen Variablen. Die von diesen
Variablen angenommenen Zahlenwerte bleiben demgegeniiber unberiicksichtigt. Da-
her ist fiir das vorliegende Beispiel die genannte Struktur im Unendlichen {1, 2} auch
fiir den Fall uy, z; oder zo = 0 eindeutig definiert [27].

Offensichtlich entspricht die Anzahl der unendlichen Nullstellen der Anzahl der Ein—
und Ausgidnge. Damit ist wie bei den linearen Systemen eine notwendige und hin-

reichende Bedingung fiir die Invertierbarkeit des betrachteten nichtlinearen Systems
(Fliess 1986b) erfiillt.
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Mit Hilfe dieser algebraischen Charakterisierung der Struktur im Unendlichen lassen sich
nun weitere wesentliche Systemeigenschaften wie z.B. die Ein—/Ausgangsentkoppelbarkeit
ndher untersuchen.

5.1 Ein—/Ausgangsentkopplungsproblem

Beim Entwurf einer nichtlinearen Regelung fiir Systeme mit einer gleichen Anzahl von
Ein— und Ausgangsgrofien hat sich folgende Zweischritt—Philosophie bewahrt: Mit Hil-
fe einer nichtlinearen Riickfiihrung wird das Problem zunéchst in der Form vereinfacht,
daB das riickgefiihrte System beispielsweise ein—/ausgangsentkoppelt und linear ist. An-
schliefend kann dann das dynamische Verhalten der unabhéngigen Eingréflen-Regelkreise
durch weitere lineare Regler gezielt beeinfluflt werden. Das im ersten Schritt zu 16sende
FEin—/Ausgangsentkopplungsproblem 148t sich dabei wie folgt formulieren (Schwarz 1991):
Gegeben sei ein nichtlineares System mit m Ein- und Ausgingen:

x(t) = a(x)+i§bi(x)ui(t) . x = x(0) ‘
ylﬁt) = a(x) . (5.10)
Inlt) = nlx) J

Gesucht ist eine regulére Zustandsriickfiihrung:

ui(t) = ri(x)—i-gvij(x)wj(t) o i=1,2,....m
=1 . (5.11)

u(t) = r(x)+V)w(t) )
die — definiert fiir alle x in einer Umgebung des Arbeitspunktes x, — bewirkt, da3 bei dem
riickgekoppelten System:

= b+ 3 bi0nto + 8 bl (w0
1= J=11=
= a(x) + B(x)r(x) + B(x)V(x)w(t) (5.12)
y(t) = c(x)
jeder Ausgang y;(t) nur von einem zugeordneten Eingang w;(t) mit i = 1,2,...,m, aber

nicht von w;(t) fiir j # ¢ beeinflufft wird. Mit Hilfe der zuvor definierten Nullstellen im
Unendlichen erhélt man folgende einfache Bedingung fiir die Existenz einer entkoppelnden
Riickfiihrung: Seien

i, = 1,2, ..., m (5.13)
die Ordnungen der unendlichen Nullstellen der Teilsysteme

X = ax)+ 3 bi(x)ut) (5.14)

yi = ci(x), 1=1,2,....m
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und

[y [y ey fhm (5.15)

die Ordnungen der Nullstellen im Unendlichen des Gesamtsystems (5.10), so ist das Ent-
kopplungsproblem dann und nur dann l6sbar (Moog 1988), wenn

(i, fiz, -y fimy = {p1, fioy ooy i} (5.16)

gilt. Die Ordnungen der Nullstellen im Unendlichen des Gesamtsystems (5.10) miissen
also mit den Ordnungen der unendlichen Nullstellen? der verschiedenen Teilsysteme (5.14)

iibereinstimmen.

Ist diese Bedingung erfiillt, so lassen sich die gesuchten r(x) und V(x) in dem Regelgesetz
(5.11) direkt zu

r(x) = -D'(x)f(x), V(x) = D7'(x) (5.17)
mit
i aygﬂl) aygﬁl) aygﬂl) ]
ouy Ous Oy,
ayéﬂz) ayélh) o ayéﬂz)
D(x) = Ouy Ous Oy, (5.18)
dygsm) Oy Oy
L Ouy Ousy oy, |
und
i ygﬁl) 1 i y%ﬂl) 1
yélb) yéﬂz)
f(x) = = — D(x)u (5.19)
yr(r;llm) yT(T;;tm)
L du=0 L |

angeben. Die sonst iibliche Darstellungsweise (Isidori 1989, Schwarz 1991) der Entkopp-
lungsmatriz D(x) und des Vektors f(x) mit Hilfe von Lie-Operatoren kann leicht in die
hier verwendete Form iiberfiihrt werden, wenn man von der von Schwarz (1991:362) ab-
geleiteten Darstellung der f;—ten Ableitung der AusgangsgroBe y;(t) Gebrauch macht.

2Die Ordnungen der Nullstellen im Unendlichen der Teilsysteme geben an, wie oft das jeweilige Aus-
gangssignal zu differenzieren ist, bis in der Ableitung erstmals die Steuergréfe u(t) explizit auftaucht.
Isidori (1989) und Schwarz (1991) nennen diese Ordnungen daher auch relative degrees bzw. Differenzen-
grade des Systems.
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_______________________________________________

wy () = yy 5 u | ui (1)
i f f o o o —> f i
Wi (t) = yglem)r / Ym (1)
L : L f [ ] [ ] L] [ ] [ ] .% f :
N Nichtbeobachtbarer Systemteil
Bild 5.2: Struktur des entkoppelten Systems
Das entkoppelte System mit den Zustandsgleichungen
x(t) = a(x)— B(x)D }(x)f(x) + B(x)D !(x)w(t) (5.20)
y(t) = c(x) (5.21)
besteht dann fiir n, = Tznj jt; < n aus zwei Teilen:
i=1
hbt

i) Einem entkoppelten Teilsystem der Ordnung n,, dessen Ein-/Ausgangsverhalten
linear ist. Die interne Dynamik wird dabei in der Regel weiterhin nichtlinear sein.

ii) Einem nicht beobachtbaren Teilsystem der Ordnung n — n,.

Der entkoppelte Teil des geregelten Systems besteht dann, wie in Bild 5.2 dargestellt,
aus m Ketten von jeweils fi; Integratoren. Betrachtet man die hinter den Integratoren
auftretenden Ableitungen der AusgangsgroBen und wihlt diese als Zustdnde z;(t), i =
1,2, ..., n, mit z(t) = [y, ..., T T VI yWm=D]T eines transformierten Systems,
so ist das entkoppelte Teilsystem in diesen neuen Koordinaten nicht nur linear, sondern

es verfiigt dann auch iiber eine besonders einfach strukturierte Ubertragungsmatrix:

F(s) = ) . (5.22)

5.2 Dynamische Entkopplung

Erfiillt ein System die Entkopplungsbedingungen (5.16) nicht, so kann es mit Hilfe ei-
ner statischen Zustandsriickfithrung (5.11) nicht linearisiert und entkoppelt werden. Zur
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Losung dieses Problems soll im weiteren eine allgemeinere, dynamische Zustandsriick-
fiihrung der Form

x.(t) = q(x,x.) + P(x,x.)w(t),

(5.23)
u(t) = r(x,x.) + V(x,x.)w(t)

eingesetzt werden. Sei n. die Anzahl der zusétzlichen Zusténde ., zc,, ..., Te,_, SO nennt
man ein Riickfiihrgesetz dieser Art fiir n, > 0 einen dynamischen Kompensator. Ist der
Einsatz eines derartigen Kompensators erforderlich, so wird man bestrebt sein, dessen
Ordnung n, so klein wie méglich zu halten. Fiir den Fall n, = 0 geht (5.23) in die bereits
behandelte statische Zustandsriickfiihrung (5.11) iiber.

Die Antwort auf die Frage, ob ein dynamischer Kompensator (5.23) zur Losung des Ent-
kopplungsproblem existiert, ist eng mit der Invertierbarkeit des Systems (5.1,5.2) ver-
kniipft. Eine derartige dynamische Zustandsriickfiihrung kann dann und nur dann gefun-
den werden (Descusse und Moog 1987), wenn das nichtlineare System (5.1,5.2) rechtsin-
vertierbar ist. Mit anderen Worten, wenn die Anzahl ¢ der Nullstellen im Unendlichen
gleich der Anzahl der Ausgangsvariablen p ist. Aus dieser Bedingung folgt unmittelbar,
daB sich das Ein-/Ausgangsentkopplungsproblem nur l6sen ldfit, wenn die Anzahl der
Ausgangsgrofien kleiner oder gleich der Anzahl der Eingangsgréfien ist.

Erfiillt ein System diese Bedingung, so stellt sich die Frage, welche Ordnung und welchen
Aufbau ein derartiger Kompensator hat. Die folgende einfache Vorgehensweise liefert
einen Kompensator, dessen Ordnung nicht unbedingt minimal sein mufi:

i) Den Eingéngen der zu entkoppelnden Regelstrecke wird zunéichst eine geeignete Zahl
von Integratoren vorgeschaltet, so dafl das erweiterte System die Bedingungen der
statischen Entkoppelbarkeit erfiillt.

ii) Mit Hilfe von (5.17) — (5.19) wird dann fiir das erweiterte System eine statische
Riickfiihrung berechnet, die die gewiinschte Entkopplung bewirkt.

Durch das Vorschalten der Integratoren verdndern sich die Differenzengrade (Ordnun-
gen der unendlichen Nullstellen der Teilsysteme) und unter Umsténden auch die gesamte
Systemstruktur im Unendlichen. Fiir die praktische Realisierung der entkoppelnden Re-
gelung sollte allerdings die Anzahl der eingesetzten Integratoren, d.h. die Ordnung des
dynamischen Kompensators, minimal sein.

Fiir den linearen Fall konnte Cremer (1971) bereits Anfang der siebziger Jahre eine Losung
angeben. Das dabei eingefiihrte Konzept der rangbestimmenden (rank-essential) Vekto-
ren ist auch fiir den nichtlinearen Fall von Bedeutung. Einen Zeilen— bzw. Spaltenvektor
einer Matrix nennt man rangbestimmend, wenn er von allen anderen Zeilen— bzw. Spal-
tenvektoren linear unabhéngig ist. Dieses Konzept kommt dann zum Tragen, wenn eine
Matrix nicht regulér ist, also z.B. mehr Zeilen als Spalten besitzt. Entfernt man aus dieser
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Matrix eine rangbestimmende Zeile, die im weiteren auch essentielle Zeile genannt wird,
so verringert sich sofort der Rang der Matrix. Im Gegensatz dazu dndert sich der Rang
nicht, wenn man eine nicht essentielle Zeile streicht.

Ausgehend von diesem Konzept priagten Commault u.a. (1986) dann im Zusammenhang
mit dem linearen Entkopplungsproblem den Begriff der essentiellen Ordnungen (essen-
tial orders). Dieser Begriff 18t sich auch auf die betrachteten nichtlinearen Systeme
iibertragen.

Definition 5.2 (Glumineau und Moog 1989)
Fiir i = 1,2, ..., p ist die unbedingt erforderliche Ordnung (essentielle Ordnung) .,
des Ausgangs y; durch

e, = min {k > 1| dyl(k) ¢ span {dx, dy, ..., dy*=, dyj(-l;)i, dy* D dy™1Y  (5.24)

gegeben.

Das Differential dyfk) in (5.24) ist dann essentiell fiir die Dimension des Vektorraumes
span {dx, dy, ...,dy™}. Wenn kein k existiert, das der rechten Seite von (5.24) geniigt, so
wird g, = oo gesetzt. Die essentiellen Ordnungen fi.,, fie,, ..., fte, beschreiben die minima-
le Struktur im Unendlichen eines Systems, die mit einer statischen Zustandsriickfiihrung
entkoppelbar ist.

Liegen die Listen der soeben definierten essentiellen Ordnung {p.} und die Ordnungen
der unendlichen Nullstellen {i} des Gesamtsystems vor, so wird durch diese Ordnungen
auch die minimale Ordnung n,_, des Kompensators (5.23), d.h. die minimale Anzahl der
notwendigen Integratoren, festgesetzt (Huijberts u.a. 1992):

Mo = D _Mei — D_ M (5.25)
=1 =1

Im folgenden Abschnitt wird die hier dargestellte algebraische Methode zur Analyse und
Synthese auf das nichtlineare Benchmarkproblem des ”Riihrkesselreaktors” angewendet
und die damit erzielbaren Ergebnisse diskutiert.

6 Nichtlinearer Reglerentwurf fiir das Benchmark-
problem ” Riihrkesselreaktor”

6.1 Bestimmung der Struktur im Unendlichen

Fiir die Berechnung der Struktur im Unendlichen des nichtlinearen Modells des Riihrkesselreaktors
miissen zundchst die Dimensionen der Vektorrdume

&, = span {dx, dy, dy, ..., dy®} (6.1)
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bestimmt werden. Betrachtet man die Ausgangsgleichungen (1.13), so lassen sich die
vollstdndigen Differentiale der Ausgangsgrofien sofort angeben:

yi(t) = x(t) . dyy = dxg | (6.2
yo(t) = x3(t) dy, = dx3
Die Dimension
po = dim & = dim (span {dx, dy})
= dim (span {dz;, dxs, dxs, dxy, dy;, dys})
= dim (span {dx,, dzs, dxs, dry, dxs, dr3}) (6.3)
= dim (span {dz;, dxs, dxs, dxs})
= 4
des Raumes & entspricht der Ordnung des Modells, da alle vier Zustandsgrofien vonein-
ander unabhéngig sind. Fiir die Berechnung der Dimension

p1 = dim & = dim (span {dx,dy,dy}) = dim (span {dx,dy}) (6.4)
ist eine ndhere Betrachtung der Differentiale von

1 = Ty = k1($3)$1 - k2($3)$2 — TaUy

Yo = Tz = —041AHRABIC1(5U3)$1 - 041AHR30]€2($3)5U2— (6-5)

—a1AHp,  ks(x3)x? + (9o — z3)u1 + an(ry — 13)

erforderlich:

diyn, = —xoduy + ---

(6.6)
dyy = (Vg —x3)duy + ---

Da die Dimension des Vektorraums & nur durch Terme, die Differentiale der Eingangs-
grofen enthalten, anwachsen kann, werden der Ubersichtlichkeit halber in (6.6) lediglich
diese Ausdriicke explizit angegeben. Betrachtet man den sich daraus ergebenden Vektor-
raum

51 = Span {dl’l,dl'g,dl‘g,dl’4,dyl,dy2}
= span {dx, —zaduy, (Vg — x3)du,} (6.7)
= span {dx, —xsdu,},

so erkennt man, dafl dessen Dimension unabhingig von x und u immer

pr = dim & = dim (span {dx,dy}) = 5 (6.8)
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ist, da der Vektorraum iiber dem Kérper K gebildet wrid. Lediglich in einem Arbeitspunkt
mit xo = 0 und x3 = ¢y wiirde die Dimension p; des zugehdrigen linearisierten Systems
um eins kleiner sein. Die Differenz oy der Dimensionen p; und pg

oy = dim (span &) — dim (span &) (6.9)

= pp—p =5—-4=1 .

entspricht also nicht der Anzahl der Ein— und Ausgénge. Die Abbruchbedingung (5.9)
ist demnach nicht erfiillt, und eine Bildung des nichsten Vektorraumes & ist somit er-
forderlich. Die hierzu notwendigen zweiten Ableitungen der Ausgangsgrofien nach der
Zeit sind bereits relativ komplex, so dafl folgende Voriiberlegung hilfreich ist: Zu einer
Vergrofierung der Dimension des Vektorraumes & konnen lediglich die Terme von ()
beitragen, die erste zeitliche Ableitungen der Eingangsgrofien oder die bisher noch nicht
aufgetauchte zweite Eingangsgrofle enthalten. Das bedeutet, in den zweiten Ableitungen
der Ausgangsgrofien sind nur folgende Ausdriicke von Bedeutung:

i = —Toly + - (6.10)
o = (vo—x3)ly + apagus + ---
Der Vektorraum
Ey = span {dxy,dxs, drs, dxy, dyy, dys, dij, dijs }, (6.11)
der sich aus (6.10) zu
&y = span {dx, —zoduy, (Vg — x3)duy, —xodiy, (Jg — x3)di; + asaszdus}, (6.12)
= span {dx, —mzoduy, —xodiy, asazdus}
ergibt, hat die Dimension p, = 7. Die Differenz
Oy = pp—p1 = 7—5 =2 (6.13)

der Dimensionen von & und &; stimmt jetzt mit der Anzahl der Ein— und Ausginge
iiberein, so daf} sich die Untersuchung der Vektorrdume £ und &, eriibrigt. Aus o; und
09 und der Definition der Nullstellen im Unendlichen im letzten Abschnitt ergibt sich die
gesuchte Struktur im Unendlichen zu

{p, 2} = {1, 2}. (6.14)

Die durchgefiihrte Analyse fiihrt auf das Ergebnis, dafl das nichtlineare Modell des Riihrkesselreaktors
invertierbar ist, da die Anzahl der unendlichen Nullstellen mit der Anzahl m der Ein—

und Ausginge iibereinstimmt. Daher existiert zumindest eine dynamische Loésung fiir

das Ein—/Ausgangsentkopplungsproblem (Descusse und Moog 1988). Die Frage, ob die-

ses Problem mit Hilfe einer statischen Riickfiihrung der Form (5.10) losbar ist, kann erst

nach Ermittlung der Ordnungen der unendlichen Nullstellen der Teilsysteme (5.14) be-

antwortet werden.
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6.2 Uberpriifung der statischen Entkoppelbarkeit

Fiir die Uberpriifung der Entkoppelbarkeit sind die m Teilsysteme von Interesse, die sich
ergeben, wenn jeweils alle Ausgénge bis auf den i—ten gestrichen werden. Die Ordnungen
fi, © = 1,2,...,m der unendlichen Nullstellen dieser m Teilsysteme sind dann mit der
niedrigsten Ableitung der Ausgangsgrofle y; identisch, die erstmalig eine der Eingangs-
groflen enthilt und daher auch Differenzengrade genannt werden. Wie ein Blick auf die
ersten Ableitungen (6.5) der Ausgangsgroflen zeigt, ist sowohl g (¢) als auch ¢»(¢) bereits
von der Eingangsgrofe ui(¢) abhéingig. Die Liste {1} der Ordnungen der unendlichen
Nullstellen der beiden Teilsysteme 148t sich also direkt zu

{a} = {m, g2} = {1, 1} (6.15)

angeben. Offensichtlich stimmen die Listen der Nullstellen im Unendlichen des Gesamt-
systems (6.14) und der Teilsysteme (6.15) nicht iiberein, d.h.

{u} # {n}. (6.16)

Ein statisches Regelgesetz der Form (5.11), das das Ein—/Ausgangsverhalten des Riihrkesselreaktor
entkoppelt, existiert demnach nicht. Im n#chsten Abschnitt wird daher der Frage nach-
gegangen, wie das Entkopplungsproblem mit Hilfe eines moglichst einfachen dynamischen

Reglers gelost werden kann.

6.3 Lo6sung des dynamischen Entkopplungsproblems

Im letzten Abschnitt wurde dargestellt, wie nach Vorschalten von Integratoren das Ein—
/Ausgangsverhalten eines statisch nicht entkoppelbaren System dennoch entkoppelt wer-
den kann. Hierbei ist die Anordnung der Integratoren so zu wéhlen, dafl das erweiterte
System die Bedingungen der statischen Entkoppelbarkeit erfiillt. Von besonderem Interes-
se ist dabei eine Anordnung, die eine moglichst geringe Anzahl von Integratoren aufweist.
Eine Antwort auf die Frage nach der minimal notwendigen Anzahl von Integratoren ist
mit Hilfe des zuvor bereits erlduterten Konzeptes der essentiellen Ordnungen moglich, die
die minimale entkoppelbare Struktur im Unendlichen eines Systems angeben.

Zur Bestimmung dieser essentiellen Ordnungen wird zunéchst noch einmal der Vektor-
raum
51 — Spaln {dl‘l, d!L’Q, dl‘g, dl‘4, dyl, dyg}

(6.17)
= span {dx, —zaduy, (99 — x3)du,}

betrachtet. Offensichtlich ist weder dy; noch dys fiir die Dimension dieses Vektorraumes
essentiell, d.h. unbedingt erforderlich, da sich diese nicht &ndert, wenn dy; oder dj, ent-

fernt wird. Aus (5.24) folgt dann, daf fiir die essentiellen Ordnungen p, und g, des
Riihrkesselreaktors die Abschiatzungen g, > 1 und g, > 1 gelten miissen.
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Wie eine Untersuchung des Vektorraumes
&y = span {dxy, dxy, dxs, dxy, dyy, dis, dij1, dijs }
= span {dx, —zoduy, (Vo — x3)duy, —x2dty, (g — x3)dty + asazdus} (6.18)
= span {dx, —mzoduy, —xodiy, asazdus}
zeigt, sind die Verhéltnisse bei den Differentialen dij; und dij, vo6llig anders. Streicht
man in (6.18) dij; oder dijs, so reduziert dies sofort die Dimension dieses Vektorraums.

Mit andern Worten ist sowohl dg; als auch dy, essentiell. Das nichtlineare Modell des
Riihrkesselreaktors hat somit (vgl. (5.24)) die essentiellen Ordnungen

foy = Hey = 2. (6.19)
Aus (5.25), den Ordnungen der unendlichen Nullstellen (6.14) und den essentiellen Ord-
nungen (6.19) bestimmt sich die minimale Anzahl der vorzuschaltenden Integratoren zu

Nein = Moy + Hey — 1 — H2 = 2+2—-1-2 = 1. (6.20)

Nach der Ermittlung der Anzahl der erforderlichen Integratoren stellt sich nur noch die
Frage, vor welchem der beiden Eingénge der Integrator anzuordnen ist. Zu einer Antwort
gelangt man mit Hilfe der folgenden Uberlegungen: Die essentiellen Ordnungen s, und
tte, geben die Struktur im Unendlichen des erweiterten Gesamtsystems vor. Damit dieses
System entkoppelbar ist, mufy der Integrator so plaziert werden, daf die Differenzengrade
fi1, flo des erweiterten Systems mit den essentiellen Ordnungen iibereinstimmen. Mit
anderen Worten, die beiden Differenzgrade — die zuvor beide gleich 1 waren — miissen
durch Vorschalten des Integrators auf 2 angehoben werden. Der Integrator ist also dem
Eingang vorzuschalten, der die Differenzengrade des urspriinglichen Systems festlegte.
Ein kurzer Blick auf die ersten Ableitungen (6.5) der Ausgangsgrofien zeigt, dafl dies der
Eingang u;(t) war, so da8 der Integrator dem ersten Eingang vorzuschalten ist. Dem
Modell des Riihrkesselreaktors wird also eine weitere Zustandsgrofie

ze(t) = uq(t) (6.21)
mit der einfachen Zustandsgleichung
Te(t) = v(t) (6.22)

hinzugefiigt, wobei v(t) den neuen ersten Eingang reprisentiert. Das erweiterte Modell
der Ordnung 5 des Riihrkesselreaktors hat dann folgendes Aussehen

1 = —ki(w3)zy — k3(x3)2? + (cay — 71) 75

To = ky(x3)x1 — ko(x3)19 — o5

3 = —a1AHpg,  ki(z3)xy — on AHp, ko(xs)ro— (6.23)
—a1AHpg,  k3(x3)x? + (9o — 23) w5 + az(rs — 73)

i‘4 = QglUo + Ol4(IL'3 — 1‘4)

jl'5:'U,
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wenn man zur Vereinfachung der Notation
z5(t) = we(t) (6.24)

setzt.

6.4 Entwurf der entkoppelnden Zustandsriickfiihrung

Fiir dieses um einen Integrator erweiterte Modell sollte nun eine statische Zustandsriick-
fithrung existieren, die eine Entkopplung und Linearisierung des Ein—/Ausgangsverhaltens
bewirkt. Zur Uberpriifung dieser Aussage wird zuniichst die Struktur im Unendlichen des
erweiterten Modells berechnet. Zur Bestimmung der hierzu notwendigen ersten Ableitun-
gen der Ausgangsgrofien des erweiterten Systems (6.23) muf} in (6.5) lediglich w, (¢) durch
x5(t) ersetzt werden:

= do = ki(xs)r1 — ko(23)T2 — 205,
UYp = Tz = —C¥1AHRAB]€1(«T3)5U1 —OélAHRBCk2(5U3)5U2— (6-25)
—alAHRADkg(l'g)x% + (190 — £U3)375 + 042(374 — ZL‘3).

Wie beabsichtigt sind diese Ableitung von uy(¢) und dem neuen Eingang v(¢) unabhéngig,
so daf fiir die Dimension des Vektorraums &, des erweiterten Systems (6.23) gilt:

p1 = dim & = dim & = n = 5. (6.26)

Erst in den zweiten Ableitungen der Ausgangsgréfien kommen nun die Eingangsgrofien
erstmalig explizit vor. Die fiir die Berechnung der Dimension des Vektorraumes &, rele-
vanten Anteile dieser Ableitungen ergeben sich, indem man in (6.10) @; durch v ersetzt

o= —mv A -
. (6.27)
Jo = (vo — x3)v + oazuy + ---
Der gesuchte Vektorraum
&y = span {dl"l,deZ,d$3,d$4,d$5,d91,d92;d?)17d?)z}a (6 28)
= Sspan {dl‘l,dl'g,dl‘g,dl‘4,d$5,d:&1,d?j2}, ‘
der sich aus (6.27) zu
&y = span {dx, —xodv, (Vg — x3)dv + aasdus}, (6.20)

= span {dx, —zodv, asazdus}

bestimmt, hat die Dimension p, = 7. Wie bei dem Originalmodell ist sowohl djj; als auch
dij, fiir die Dimension dieses Raumes essentiell. Aus der Differenz

ngpg—p1:7—5:2 (630)
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und der Definition 5.1 folgt dann, dafl die Ordnungen

{p, 2} = {2, 2} (6.31)

der Nullstellen im Unendlichen des erweiterten Modells des Riihrkesselreaktors tatsichlich
mit den essentiellen Ordnungen und den Differenzgraden iibereinstimmen. Dieses Modell
kann daher mit einer statischen Zustandsriickfiihrung der Form

0] = 0+ vew 632

us(t)
mit
r(x) = -D'(x)f(x), V(x) = D!(x) (6.33)
entkoppelt werden.

Der in (6.27) angegebene Teil der zweiten Ableitungen der Ausgangsgréflen reicht vollig
aus, um die fiir die Realisierung des Regelgesetzes (6.32) bendtigte Entkopplungsmatrix
D(x) (siehe GL (5.18)) aufzustellen:

r aygﬁl) ayyﬂ) % %
D(x) = dv  Oup | Ov Ouy (6.34)
8y§’1 2) Gyéﬂ 2) 942 0a
L Ov 8u2 v 8U2
I 0
- ’ . (6.35)
L (190 - 5U3) GQiarg

So wie die Dimension des Vektorraums & ist auch der Rang dieser Entkopplungsmatrix
nur von dem Zustand xo abhiingig. Mit anderen Worten ist (6.35) nur fiir zo(¢) = 0, d.h.
beim Start des Reaktionsprozesses nicht invertierbar. Mit Hilfe der Inversen

1
-1 _ —T2
ToOla(X3 [65)8 %]
und yg‘“) )
fx) = | = l‘?fl ] (6.37)
yém) S— Y2 1,0 .us=0

158t sich nun das — eine Entkopplung des erweiterten Modells bewirkende — Riickfiihrgesetz
(6.32) explizit angeben:

u(t) = L?ju v=0 Lw1(t),
Ty Jup=0 o) (6 38)
Vo — . . Py — '
’LLQ(t) = —7( 0 x3)y1| v=0 1 yg\ =0 + ( 0 x3)w1 + wy.
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Die entkoppelnde Wirkung dieses Regelgesetzes dokumentieren die Bilder 6.1 bis 6.4. In
diesen Bildern sind die simulierten Verldufe der Zustandsgrofien fiir den Fall dargestellt,
daf sich der Riihrkesselreaktor im Hauptarbeitspunkt befindet (vgl. Abschnitt 1) und eine
sprungférmige Fiihrungsgrofie nach 30 Minuten nur auf den ersten (Bild 6.1 und 6.2) bzw.
nur auf den zweiten Eingang (Bild 6.3 und 6.4) einwirkt.

136
X 134
35 -7
, 130 ¥ =x@3)
3t |
s | 130
2 i [ e e |
=25 i =108
S | g
£ | g
S 2f I £126r
4 I 124
150
,,,,,,,,,,,,,,,,, 122+ !
A Y1) =x@) | \ .
120- \ x@- -~
05 . . . . . 111 . . . . .
0 10 20 30 40 50 60 ‘0 10 20 30 40 50 60
Zeit [min] Zeit [min]

Bild 6.1: Fiihrungsverhalten fiir w,(t) # 0 Bild 6.2: Fiihrungsverhalten fiir w;(t) # 0
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Bild 6.3: Fiihrungsverhalten fiir wy(t) # 0 Bild 6.4: Fiihrungsverhalten fiir wy(t) # 0

Neben der Entkopplung des Ein—/Ausgangsverhaltens ist in diesen Bildern deutlich das
doppelt—integrale Verhalten der sprungférmig erregten Ausgangsgréfien zu erkennen.

Durch die Anwendung des Regelgesetzes (6.32) auf das System des Riihrkesselreaktors
entsteht allerdings ein nicht beobachtbarer Raum der Dimension 1 (vgl. Bild 5.2), da die
Summe der Ordnungen der Nullstellen im Unendlichen um eins kleiner ist als die Syste-
mordnung. Die Dynamik dieses Unterraumes, die sogenannte Nulldynamik des Systems?
(Schwarz 1991:309), ist im Gegensatz zur restlichen Dynamik durch eine weitere Aus-
gangsriickfiihrung nicht mehr beeinflulbar. Ein stabiles Verhalten des geschlossenen Re-
gelkreises 148t sich daher nur dann erzielen, wenn die Nulldynamik des Riihrkesselreaktors
asymptotisch stabil ist.

3Im linearen Fall wird diese durch die Lage der endlichen Nullstellen charakterisiert.
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Betrachtet man den Verlauf der Zustandsgroflen 1 (¢) und x4(¢) in den Bilder 6.1 bis 6.4,
so erkennt man eine fast sprungformige Anderung dieser Zusténde in dem Augenblick, wo
eine von Null verschiedene Fiihrungsgrofle auf das System einwirkt. Der Riihrkesselreaktor
besitzt also im betrachteten Hauptarbeitspunkt eine Nulldynamik, die nicht asymptotisch
stabil ist. Diese Aussage wird bestétigt, wenn man die endlichen Nullstellen des um den

Hauptarbeitspunkt
T
xa4 = | 1,235 0,9 134,14 128,96 18,83 (6.39)
linearisierten Zustandsmodells
[ —86,0975 0 —4,2078 0 3,865 | [0 0 |
50,6159 —69,4459 0,9975 0 -0,9 0 0
A = 172,18 197,92 —-34,23 30,82 —4,14 0 0
0 0 86,688 —86,688 0 00,1 (6.40)
i 0 0 0 0 0 | 1 0
C 01000
100100

berechnet.

Die endlichen Nullstellen dieses linearen Mehrgrofiensystems ergeben sich aus (vgl. Sva-
ricek 1994)

(6.41)

det lsI—A —B] _ 0

C 0

und lassen sich mit Hilfe der in RASP (Griibel 1983) oder der in der MATLAB Control
Toolbox enthaltenen Programme leicht berechnen. Eine Durchfiihrung dieser Berechnung
liefert, daf das lineare Modell (6.40) — wie erwartet — eine endliche Nullstelle bei s = 131, 3,
d.h. in der rechten s—Halbebene besitzt.

Die Nulldynamik des Riihrkesselreaktors ist allerdings (siehe Bild 6.3) nicht {iber dem
gesamten Arbeitsbereich instabil, da z(¢) und z4(t) offenbar nach dem Aufschalten der
Fiithrungsgrofle in einen neuen Arbeitspunkt bei z; & 3,3 und x4 ~ 120 gelangen, an dem
sie das erwartet stabile bzw. integrale Verhalten zeigen. Zum Erreichen dieser Ruhelage
sind aber, wie in den Bildern 6.5 und 6.6 dargestellt, Stellgréflen erforderlich, die auflerhalb
des zulédssigen Bereichs

5h™" < w(t) < 35h7" (6.42)
und
kJ kJ
—8500 — < wuy(t) < 0— (6.43)
h h
liegen.

Aufgrund der instabilen Nulldynamik und der vorliegenden Stellgroflenbeschriankungen
kann daher eine exakte Entkopplung und Linearisierung des Ein—/Ausgangsverhalten in
der Praxis nicht realisiert werden.
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Bild 6.7: Blockschaltbild

6.5 Entwurf einer Regelung zur niherungsweisen Entkopplung

Ist eine exakte — stabile — Entkopplung aufgrund einer instabilen Nulldynamik nicht zu
realisieren, so konnen die Eigenschaften dieser Nulldynamik durch Parallelschaltung ei-
nes weiteren dynamischen Gliedes gezielt verdndert werden. Das Ausgangssignal dieses
Korrekturgliedes wird den urspriinglichen Ausgangssignalen iiberlagert und hebt damit
teilweise die Entkopplung dieser Ausgangsgrofie von den anderen Eingangsgrofien auf.

Bei dem Modell des Riihrkesselreaktors bietet es sich an, zwischen dem ersten Eingang
(Raumgeschwindigkeit) und dem ersten Ausgang (Konzentration des Stoffes B) einen

weiteren Integrator, der hier allerdings riickgefithrt werden soll, einzufiigen (vergleiche
Bild 6.7).

Dieser riickgefiihrte Integrator, der ein Pp,—Glied darstellt, 148t sich durch eine weitere
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lineare Differentialgleichung der Form

is(t) = %xg,(t) _ %xﬁ(t) (6.44)

beschreiben, wobei K die Verstirkung und 7" die Zeitkonstante des Pp,—Systems ist. Fiir
die fiktive Ausgangsgrofle 7;(¢) des neuen Gesamtsystems gilt dann:

Gi(t) = x2(t) + w6(2). (6.45)

Die Nulldynamik, deren Ordnung sich durch diese Erweiterung um Eins erhéht, kann nun
durch Wahl der Parameter K und 7' gezielt beeinflult werden. Untersucht man das Null-
stellenpolynom des linearisierten, erweiterten Modells, so konnen folgende notwendigen
Bedingungen fiir die Stabilitit der Nulldynamik am Arbeitspunkt gefunden werden:

K
— > x9(t), und T >

1
. 6.46
T ) (6:46)
Setzt man fiir z5(¢) und k;(J) die Werte am Arbeitspunkt ein, so ergibt sich:
K 1
2509 ud T > — 0,0197 h. (6.47)

T 50,6

Durch dieses parallelgeschaltete Py, —Glied verdndern sich die Differenzengrade nicht. Da-
mit ist auch das erweiterte System 6-ter Ordnung statisch entkoppelbar und die zu-
gehorige Riickfithrung (6.48) unterscheidet sich nicht wesentlich von dem zuvor bereits
berechneten Riickfiithrgesetz (6.38).

1 < 1
) = ——a—— 1
,U() K/T—nyl!uvzzzoo + K/T—x2w1( ), (648)
(9 —x3) = 1 . (Yo — 3) '
t) = — — .
Uz( ) (K/T — IL'Q)O[QO[:), y1|‘uv2==00 (6518 y2\|uv2=:00 (K/T — IL'Q)O[QO[:), i + Qo3 2

Wihlt man das Verhéltnis K/T entsprechend Gl. (6.46), so hat das nicht nur giinstige
Auswirkungen auf die Nulldynamik, sondern es ist damit auch sichergestellt, daf} die durch
Gl. (6.48) generierten Stellgrofien im gesamten Arbeitsbereich endliche Werte annehmen.
Dies ist offensichtlich bei der urspriinglichen Riickfithrung (6.38) nicht der Fall, da hier
sowohl u;(t) als auch wuy(t) fiir z5(t) = 0 unendlich grofl werden.

Die Bilder 6.8 und 6.9 zeigen wiederum die simulierten Verldufe der vier Zustandsgréfien
des Riihrkesselreaktors fiir den Fall, daf} auf den am Hauptarbeitspunkt befindlichen Reak-
tor nach 30 Minuten eine sprungférmige Erregung auf den ersten Eingang des erweiterten
Systems einwirkt, wobei die Parameter des Py, ~Gliedes zu 7= 0,5 h und K = 1 gewihlt
wurden.

Der Einflu} des parallelgeschalteten P, —Gliedes auf die Nulldynamik ist in diesen Bildern
deutlich zu erkennen. Anders als in den Bildern 6.1 und 6.2 treten nach dem Aufschalten
der FiithrungsgroBe keine sprunghaften Anderungen im Verlauf der Zustandsgréfen auf.
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Das gewiinschte entkoppelte Verhalten der zweiten Ausgangsgrofie in Bild 6.9 ist dabei
erhalten geblieben.

Wenn nach 30 Minuten nur auf den 2. Eingang ein Sprung aufgeschaltet wird, hat dies
auch Auswirkungen auf die Ausgangsgrofle y;(t) = x2(t) in Bild 6.10, da die mit Hilfe des
erweiterten Systems entworfene Riickfithrung nur dafiir sorgt, dafl die fiktive Ausgangs-
groBe 7, (t) = xo(t) + z6(t) durch die Fiihrungsgrofie wo(t) nicht gestort wird. Allerdings
ist der Einfluf von wsy(t) auf den Ausgang () nicht besonders grofi. Dies ist darauf
zuriickzufiihren, dafi die Stellgroie v(t) lediglich iiber dem vorgeschalteten Integrator auf
das P7,—Glied und somit auf den Ausgang y;(t) einwirken kann.

6.6 Fiihrungs— und Storverhalten

Abschlieflend werden einige Ergebnisse fiir den Fall vorgestellt, daf} die beiden ndherungsweise
entkoppelten Eingréfensysteme jeweils iiber einen PD-Regler mit der Ubertragungsfunktion

FR(S) = KR[l + TvS] (649)
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Bild 6.12: Struktur der vollstindigen Riihrkesselreaktor-Regelung

geschlossen werden (Bild 6.12). Diese PD-Regler werden nach der Vorgabe von Ty so
eingestellt, daf} sich fiir eine Stecke mit doppelt-integralen Verhalten der aperiodische
Grenzfall mit einer Ddmpfung D = 1 ergibt.

Die Bilder 6.13 und 6.14 zeigen das Fiihrungsverhalten des geschlossenen Regelkreises.
Dabei wurde die Fiihrungsgrofle w; zum Zeitpunkt ¢ = 9 Minuten auf den minimalen Wert

(Wmin = 0, 7) und zum Zeitpunkt ¢ = 21 Minuten auf den maximalen Wert (wpax = 0,95)
des Arbeitsbereiches gesetzt.
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Bild 6.13: Fiihrungsverhalten xy, x5 Bild 6.14: Fiihrungsverhalten x3, x4

Die Parameter des parallelgeschalteten Py, —Systems, die zu T'=1 h und K = 2 gewihlt
wurden, haben auf das dynamischen Verhalten des Regelkreises keinen starken Einfluf}.
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Durch eine entsprechende Wahl der Zeitkonstanten der beiden PD-Regler zu Ty, = 0,022
h und 7y, = 0,03 h wird der erste Regelkreis etwas schneller eingestellt als der zweite.
Die zugehorigen Verstdrkungen Kp,, ¢ = 1,2 ergeben sich fiir den aperiodischen Grenzfall
aus der Gleichung

4
KRZ' — T—sz

(6.50)

Die Ausgangsgrofie y;(¢) in Bild 6.13 zeigt ein typisches Allpaverhalten. Dabei ist der
gesamte Verlauf dieser Ausgangsgrofie fast identisch mit dem Ergebnis, das von Che und
Ko6hne (1993) vorgestellt wurde. Im Gegensatz zu Che und Kohne mufite hierzu allerdings
nicht der gesamte untere Stellgrofenbereich ausgenutzt werden (vgl. Bild 6.15).
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Den positiven Einflufl der entkoppelnden Zustandsriickfiihrung auf das Verhalten der zwei-
ten Ausgangsgrofle kann man in Bild 6.14 deutlich erkennen. Aufgrund der vollstindigen
Entkopplung, die mit Hilfe der Zustandsregelung von Che und K6hne nicht erreicht wer-
den konnte, liegt der maximale Betrag der in Bild 6.16 dargestellten Stellgrofie uq(t) etwas
iiber dem entsprechenden Wert von Che und Kéhne.

Die Bilder 6.17 und 6.18 zeigen das Storverhalten des Regelkreises fiir sprungférmige
Anderungen der Zulaufkonzentration C4,, die im Arbeitspunkt 5,1 mol/l betrdgt. Nach
9 Minuten wird diese auf den unteren zuldssigen Wert von 4,5 mol/l und zum Zeitpunkt
t = 21 Minuten auf den oberen Wert von 5,7 mol/l gesetzt. Abgesehen von einer kleinen
bleibenden Regelabweichung nach dem ersten Stérsprung im Bild 6.17 zeigt der Regel-
kreis ein gutes Storverhalten. Interessant ist, dal auch hier die zweite Ausgangsgrofie
in Bild 6.18 einen vollstindig ungestorten Verlauf zeigt. Wie die Bilder 6.19 und 6.20
dokumentieren, bewegen sich beide Stellgréflen im zuléssigen Bereich.

In diesem Abschnitt wurde auf das Beispiel des Riihrkesselreaktors ein nichtlineares Reg-
lerentwurfsverfahren angewendet, das auch fiir viele weitere praktische Problemstellun-
gen geeignet erscheint (Isidori 1989, Schwarz 1991, Allgéwer und Gilles 1993, Wolfmiiller
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1993, Benvenuti u.a. 1993). Es zeichnet sich dadurch aus, daf§ der Entwurf dabei in
mehrerere iiberschaubare Teilprobleme zerlegt wird. In Abhéngigkeit von den Eigen-
schaften (Entkoppelbarkeit, Nulldynamik) der zu regelnden Strecke kann die Anzahl der
Teilprobleme variieren. Mit seiner instabilen Nulldynamik stellt das Benchmarkproblem
,Riihrkesselreaktor“ allerdings schon den ungiinstigsten Fall dar.

Wie bei allen Verfahren, die eine Zustandsriickfiihrung einsetzen, miissen fiir die Realisie-
rung der Regelung alle Zustandsgréfien bekannt sein. In dem Fall des Riihrkesselreaktors
werden von den vier Zustandsgrofien lediglich zwei gemessen, so dafl die restlichen beiden
mit Hilfe eines Beobachters, wie z.B. von Kéhne und Che (1993) oder Schlacher und Kugi
(1993) angegeben, zu ermitteln sind.

Anmerkung:

Die Forschungsarbeit wurde von der Deutschen Forschungsgemeinschaft im Rahmen des
Projektes Schw 120/49 | Qualitative Analyse nichtlinearer Systeme mittels Digraphen
unterstiitzt. Dariiber hinaus danken die Autoren Herrn Prof. Dr.-Ing. H. Schwarz fiir die
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Anregungen zur Behandlung der instabilen Nulldynamik nichtlinearer Systeme.
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