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Abk�urzungen

ALS Analytisches System mit linearer Steuerung

LS Lineares System

NU Nullstellen im Unendlichen

Formelzeichen�

A� a�x� Systemmatrix bzw� �vektor

ak reelle Koe�zienten

B� B�x� Eingangsmatrix

bi�x� i�te Spalte der Eingangsmatrix

C Ausgangsmatrix

cTi i�te Zeile der Ausgangsmatrix

D�x�u� Jacobi�Matrix � �x��x

du�k� Di�erential von u�k�

dx Di�erential von x

dy�k� Di�erential von y�k�

Ek Vektorr	aume der Di�erentiale von x und �y� � � � �y�k�

El Adjazenzmatrix der gerichteten Pfade der L	ange l

ei Kante in einem gerichteten Graphen G

elij Elemente der Matrix El

F �s� 	Ubertragungsmatrix eines linearen Systems

fk��� analytische Funktion

G gerichteter Graph eines Systems

gk��� analytische Funktion

Jk Jacobi�Matrix

k�y� di�erentieller K	orper aller rationalen Funktionen in den

Variablen y�k� mit Koe�zienten in k

K K	orper der rationalen Funktionen in fu� � � � �u�n���g

mit meromorphen Koe�zienten in x

L Summe aller Pfadl	angen

lk L	ange eines gerichteten Pfades

m Dimension des Eingangsvektors u�t�

n Dimension des Zustandsvektors x�t�

P ��� Polynom in den Argumenten

p Dimension des Ausgangsvektors y�t�

Q Menge der rationalen Zahlen

�Im weiteren Verlauf der Ausarbeitung wird die Zeitabh�angigkeit der Gr�o�en x�t�� u�t� und y�t� zum

Zweck der �Ubersichtlichkeit nicht st�andig explizit angegeben�
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R Menge der reellen Zahlen

Rk Rang der Matrix Jk
TEk Vektorr	aume aus Di�erentialen des Tangentialsystems

U� Umgebung um �x��u��

u�t� Eingangsvektor

�u Eingangsvektor und dessen zeitliche Ableitungen

fu� �u� 	u� � � �g

uj j�te Komponente von u�t�

u�k� k�te zeitliche Ableitung des Eingangsvektors u�t�

x�t� Zustandsvektor

x� Anfangszustand

xk k�te Komponente von x�t�

y�t� Ausgangsvektor

�y Ausgangsvektor und dessen zeitliche Ableitungen

fy� �y� 	y� � � �g

yi i�te Komponente von y�t�

y�k� k�te zeitliche Ableitung des Ausgangsvektors y�t�

�� di�erentieller Rang

��T Rang des TangentialsystemsP
SystemP

e entkoppeltes SystemP
T Tangentialsystem

Sonstige Zeichen

� f	ur alle

� Element von

� K	orpererweiterung

���T Transponieren einer Matrix

j� alle Elemente ungleich Null durch Platzhalter �k ersetzen

fx�x� Jacobi�Matrix zu f �x�

A�x� K	orper der rationalen Funktionen in x� �x� 	x� � � � mit

Koe�zienten in A

di�� trg di�erentieller Transzendenzgrad einer K	orpererweiterung

dim E Dimension des Vektorraums E

min das minimale Element in einer Menge

max das maximale Element in einer Menge

min
i

das minimale i� f	ur das eine Bedingung erf	ullt ist

Rang P �s� Rang der Matrix P �s�

span ff��x�� � � � �fd�x�g der durch die angegebenen Vektoren aufgespannte

Vektorraum
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� Einleitende �Ubersicht

Der vorliegende Forschungsbericht befa�t sich mit der Ein��Ausgangsentkopplung nichtli�

nearer Mehrgr	o�ensysteme� Hierbei handelt es sich um die Problematik� ein Mehrgr	o�en�

system derart mit einer dynamischen Zustandsr	uckf	uhrung zu versehen� da� jeder Sy�

stemeingang genau nur auf einen Ausgang wirkt� Das entkoppelte System entspricht dann

einer Parallelschaltung mehrerer Eingr	o�ensysteme� Die Betrachtungen beschr	anken sich

auf die Klasse der analytischen Systememit linearer Steuerung �ALS� und gleicher Anzahl

von Ein� und Ausg	angen�

Diese Fragestellung ist in der Literatur mittlerweile umfangreich diskutiert worden �z� B�

Singh ����� Commault u� a� ����� Descusse und Moog ���� Glumineau und Moog �����

Schwarz ����� Cao und Zheng ���
� Huijberts u� a� ���
�� Dabei zeigt sich� da� nur f	ur

die Klasse der invertierbaren Systeme 	uberhaupt eine Entkopplung m	oglich ist� Zum Auf�

�nden einer geeigneten R	uckf	uhrung werden in der Regel Erweiterungs� oder Struktural�

gorithmen verwendet� Sie f	uhren zu L	osungen� die sich in der Regel aus der Vorschaltung

von einem oder mehreren Integratoren vor die Eing	ange des Systems und anschlie�ender

statischer Zustandsr	uckf	uhrung zusammensetzen�

Auf diese Weise bestimmte R	uckf	uhrsignale k	onnen unter Umst	anden� zumindest f	ur aus�

gew	ahlte Punkte im Zustandsraum� einen unendlich gro�en Wert annehmen� Um diese

Singularit	aten von vornherein auszuschlie�en� beinhalten manche der Algorithmen des�

halb sogenannte Regularit	atsbedingungen� Sie sind allerdings derma�en restriktiv� da�

solcherart erg	anzte Algorithmen nicht f	ur alle invertierbaren Systeme zu einem Ergebnis

f	uhren �Respondek ������

Um nun diese Restriktionen zu umgehen� wird im folgenden ein g	anzlich anderer An�

satz zur Gew	ahrleistung der Regularit	at einer Entkopplung gew	ahlt� Er orientiert sich

im wesentlichen an der Struktur im Unendlichen des Systems und bietet den Vorteil von

wesentlich schw	acheren Anforderungen an ein System als bei entsprechenden Erweite�

rungsalgorithmen� Zudem besteht die M	oglichkeit� die Regularit	atsanalyse mit Hilfe gra�

phentheoretischer Methoden durchzuf	uhren� Denn aufbauend auf bisherige Forschungs�

ergebnisse �Wey ����� kann die Struktur im Unendlichen anhand eines einem System

zugeordneten Graphen beschrieben werden� Dar	uber hinaus ist auch die Synthese von

entkoppelnden Zustandsr	uckf	uhrungen mit Hilfe des Graphen m	oglich�

Im einzelnen gliedert sich der Bericht wie folgt�

In Abschnitt 
 werden die wesentlichen Grundlagen� die zum Verst	andnis der Entkopp�

lungsproblematik von Interesse sind� kurz angesprochen� Vor allem die Di�erenzierung

zwischen statischer und dynamischer Entkopplung wird diskutiert� Au�erdem ist die Ei�

genschaft der Invertierbarkeit von nichtlinearen Systemen ein Thema� Anschlie�end geht

Abschnitt � gezielt auf die Entkopplung mit dynamischer R	uckf	uhrung ein� Hierzu wird

die Struktur im Unendlichen und das Kriterium der essentiellen Ordnungen eingef	uhrt�
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Abschnitt � zeigt dann M	oglichkeiten auf� mit denen Singularit	aten bei der Auslegung

einer entkoppelnden R	uckf	uhrung vermieden werden k	onnen� Ein wichtiges Hilfsmittel

hierf	ur stellt die Analyse des linearisierten Zustandsmodells eines ALS� im weiteren auch

als Tangentialsystem bezeichnet� dar� Die zuvor diskutierten Konzepte werden dann in

Abschnitt � derart aufbereitet� da� sie mit Hilfe graphentheoretischer Verfahren nachvoll�

ziehbar sind� Neben der Formulierung notwendiger graphentheoretischer Kriterien f	ur eine

Entkoppelbarkeit kann insbesondere ein neues am Systemgraphen orientiertes Synthese�

verfahren zur Auslegung einer regul	aren entkoppelnden R	uckf	uhrung entwickelt werden�

Hierbei best	atigt sich die bessere 	Ubersichtlichkeit dieser Vorgehensweise im Vergleich

zu klassischen algebraischen Verfahren� Zusammenfassung und Ausblick auf weitere For�

schungsm	oglichkeiten in diesem Bereich schlie�en den Bericht ab�
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� Entkoppelbarkeit nichtlinearer Systeme

Ein nichtlineares Mehrgr	o�ensystem wird als entkoppelt bezeichnet� wenn� eventuell nach

einer Umnumerierung der Ausg	ange� jeder Ausgang yi�t� nur durch den korrespondieren�

den Eingang ui�t� beein�u�t wird� In diesem Fall gilt

�yi � f�ui� und �yi �� f�uj� � �i �� j� �yi � fyi� �yi� 	yi� � � � � g � �
���

Die Problemstellung der Ein��Ausgangsentkopplung besteht darin� f	ur ein gegebenes nicht

entkoppeltes System eine statische Zustandsr	uckf	uhrung

u � r�x� �W �x�v �
�
�

bzw� eine dynamische Zustandsr	uckf	uhrung

�z � m�x�z� �N �x�z�v

u � f �x�z� �G�x�z�v
�
���

zu �nden� so da� der geschlossene Regelkreis mit der neuen Eingangsgr	o�e v entkoppelt

ist� Inwieweit ein System 	uberhaupt entkoppelbar ist� kann mittels verschiedener Verfah�

ren 	uberpr	uft werden� In der weiteren Ausarbeitung wird ausschlie�lich auf die Entkop�

pelbarkeit von ALS in skalare Teilsysteme eingegangen� Folglich ist eine Einschr	ankung

auf quadratische Systeme� d� h� auf Systeme mit gleicher Anzahl von Ein� und Ausgangs�

gr	o�en� notwendig�

X
ALS

�x � a�x� �B�x�u � x� � x�t��

y � Cx � x�t� � Rn � u�t� � Rm � y�t� � Rm �
�
���

F	ur diese Klasse von Systemen bieten sich verschiedene Kriterien zur 	Uberpr	ufung der

Entkoppelbarkeit an� die im folgenden einander gegen	ubergestellt werden sollen�

��� Entkopplungsmatrix

Die Entkopplungsmatrix eines ALS wird mit Hilfe von mathematischen Werkzeugen aus

dem Bereich der Di�erentialgeometrie� den Lie�Operatoren� de�niert� Eng verkn	upft mit

der De�nition dieser Matrix ist der Begri� des Di�erenzengrades�

De�nition ��� �Schwarz �����

Ein Mehrgr	o�en�ALS der Form �
��� hat den �Vektor�� Di�erenzengrad d f	ur alle x in

einer Umgebung von x��

d � fd�� d�� � � � � dmg �
���

mit�

di � minfrjLBL
r��
a
cTi x �� 
g � i � �� 
� � � � �m � �
���

�

�cT
i
in Gl� ����� bezeichnet die i	te Zeile der Matrix C�
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Anschaulich bedeutet �
���� da� di gerade der Anzahl der zeitlichen Di�erentiationen von

yi entspricht� bis mindestens eine Eingangsgr	o�e uj explizit darin enthalten ist�

y
�k�
i �t� �

�kyi�t�

�tk
�� f�u�t�� � k � �� � � � � di � �

y
�di�
i �t� �

�diyi�t�

�tdi
� f�u�t�� �

�
��

Fa�t man die Zeilendi�erenzengrade di nun zusammen und verwendet die Spalten bj der

MatrixB�x�� so ergibt sich die EntkopplungsmatrixD�x� zu �Isidori ����� Schwarz �����

D�x� �

�
������

Lb�L
d���
a

cT�x Lb�L
d���
a

cT�x � � � LbmL
d���
a

cT�x

Lb�L
d���
a

cT�x Lb�L
d���
a

cT�x � � � LbmL
d���
a

cT�x
���

���
� � �

���

Lb�L
dm��
a

cTmx Lb�L
dm��
a

cTmx � � � LbmL
dm��
a

cTmx

�
������ � �
���

Diese Matrix ist f	ur die Entkoppelbarkeit eines ALS von ausschlaggebender Bedeutung�

Satz ��� �Schwarz �����

Das Ein��Ausgangsentkopplungsproblem f	ur quadratische ALS in einer Umgebung U� um

einen Arbeitspunkt x� kann dann� und nur dann� mit Hilfe einer regul	aren statischen

Zustandsr	uckf	uhrung �
�
� gel	ost werden� wenn die Matrix D�x�� nichtsingul�ar ist und

das System damit einen Vektordi�erenzengrad d � fd�� � � � � dmg mit di �� � f	ur den

betrachteten Arbeitspunkt x� hat� �

Wenn diese Bedingung erf	ullt ist� so lassen sich die Koe�zienten der gesuchten Zu�

standsr	uckf	uhrung sehr einfach direkt mit der Entkopplungsmatrix bestimmen zu

r�x� � �D���x�

�
������

Ld�
a
cT� x

Ld�
a
cT� x
���

Ldm
a
cTmx

�
������

W �x� � D���x� �

�
���

Das resultierende System mit der neuen Eingangsgr	o�e v�t� gen	ugt dann den in Gl� �
���

genannten Bedingungen f	ur entkoppelte Systeme�

��� Rechtsinvertierbarkeit

Eine weitere M	oglichkeit zur Charakterisierung der Entkoppelbarkeit nichtlinearer Syste�

me ist die Verwendung des Konzepts der Invertierbarkeit � F	ur lineare Systeme �LS� l	a�t

sich dieser Begri� anschaulich erkl	aren�

Ein System mit der �p�m��	Ubertragungsmatrix F �s� wird als linksinvertierbar bezeich�

net� wenn eine rationale �m� p��Matrix L�s� derart existiert� da�

L�s�F �s� � Im �

�
��
� 

� � �


 �

�
�� �
����
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gilt� Von Rechtsinvertierbarkeit spricht man demgegen	uber� wenn es eine rationale �m�p��

Matrix R�s� gibt� die die Gleichung

F �s�R�s� � Ip �
����

erf	ullt�

Um das Konzept der Invertierbarkeit auf nichtlineare Systeme zu erweitern� ist die Anwen�

dung spezieller mathematischer Verfahren notwendig� Zu nennen sind in diesem Zusam�

menhang dieDi�erentialgeometrie �Isidori ����� Schwarz ����� und dieDi�erentialalgebra

�Fliess ����a� Wey ���
� Fliess und Glad ������

Die Di�erentialalgebra erweist sich als besonders geeignet� da mit ihr die De�nition der

Invertierbarkeit nichtlinearer Systeme einfach und elegant m	oglich ist und au�erdem ei�

ne weitgehende Konsistenz zur Theorie linearer Regelungssysteme erhalten bleibt� Denn

der Rang eines ALS kann� in Analogie zum Rang der Transfermatrix F �s� f	ur LS� als

Kriterium f	ur die Invertierbarkeit herangezogen werden�

De�nition ��� �Fliess �����

Ein System ist dann� und nur dann� �di�erentiell� linksinvertierbar �bzw� rechtsinvertier�

bar�� wenn sein di�erentieller Rang �� mit�

�� � di�� trg k�y��k �
��
�

gleich der Anzahl von Eing	angen �bzw� Ausg	angen� ist� �

Die Linksinvertierbarkeit ist Voraussetzung daf	ur� da� die Eingangsgr	o�e u�t� eines Sy�

stems aus der Ausgangsgr	o�e y�t� berechnet werden kann� Die Rechtsinvertierbarkeit kann

dagegen direkt mit dem Begri� der Entkoppelbarkeit verkn	upft werden� Es gilt�

De�nition ��� �Fliess ����

Ein System kann dann� und nur dann� durch Zustandsr	uckf	uhrung entkoppelt werden�

wenn es rechtsinvertierbar ist� �

Anmerkung�

Satz 
�� und De�nition 
�� unterscheiden sich in wesentlichen Punkten� Zun	achst ist die

di�erentialalgebraische Aussage zur Entkoppelbarkeit global g	ultig� Im Gegensatz hierzu

kann die Nichtsingularit	at der Entkopplungsmatrix im allgemeinen als vom betrachte�

ten Arbeitspunkt abh	angig angesehen werden� Au�erdem handelt es sich bei der Aus�

sage in De�nition 
�� um eine umfassendere Form des Entkopplungsproblems� Denn ein

�di�� Trg bezeichnet den di
erentiellen Transzendenzgrad einer K�orpererweiterung� Im vorliegenden

Fall entspricht �� der Anzahl von Elementen der Menge fy� �y� � � � � g� die kein Polynom P ��� �  mit

Koe�zienten in k erf�ullen �vgl� Fliess und Glad ����� Wey ������
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di�erentiell rechtsinvertierbares System mu� nicht unbedingt durch eine statische Zu�

standsr	uckf	uhrung entkoppelbar sein� vielmehr ist auch der Einsatz einer dynamischen

Zustandsr	uckf	uhrung der Form

�z � ��x�z�v�

u � ��x�z�v� � z � Rq� v � Rm
�
����

zul	assig�
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Aufgrund der bisherigen Ergebnisse l	a�t sich zusammenfassend sagen� da� das Entkopp�

lungsproblem f	ur rechtsinvertierbare Systeme grunds	atzlich l	osbar ist� Allerdings ist die

Synthese einer geeigneten R	uckf	uhrung zumindest f	ur den dynamischen Fall nicht tri�

vial� Bisher wurden zahlreiche Verfahren zur konkreten Bestimmung einer solchen ent�

koppelnden Zustandsr	uckf	uhrung entwickelt �z� B� Singh ����� Descusse und Moog ����

Glumineau und Moog ����� Di Benedetto u� a� ����� Cao und Zheng ���
�� Diesen im

allgemeinen mit Erweiterungs�Algorithmen oder Struktur�Algorithmen bezeichneten Ver�

fahren ist gemein� da� zun	achst Integratoren vor den Systemeing	angen angef	ugt werden�

damit anschlie�end eine statische Zustandsr	uckf	uhrung die Entkopplung bewirken kann�

Allerdings f	uhren die Berechnungsvorschriften nicht f	ur alle rechtsinvertierbaren ALS zu

einem Ergebnis �Respondek ����� Martin ������

Umunabh	angig von Erweiterungs�Algorithmendie Anzahl sowie geeignete Position zus	atz�

licher Integratoren zu ermitteln� bietet sich die Analyse der essentiellen Ordnungen eines

ALS an� Bei diesem Konzept wird von der Struktur eines Systems direkt auf die zur Ent�

kopplung notwendige dynamische Erweiterung geschlossen� Zun	achst mu� die Struktur im

Unendlichen eines nichtlinearen Systems erl	autert werden�

��� Struktur im Unendlichen

F	ur ALS der Form �
��� wird im weiteren angenommen� da� deren Eingangsgr	o�en n�mal

stetig di�erenzierbar sind� Dann gilt die folgende Taylorreihenentwicklung

uj�t� �
n��X
k��

u
�k�
j

�t� t��k

k�
�Rn���t� t�� � u

���
j � uj�t�� � �����

so da� die Elemente der Menge fu� �u� 	u� � � � �u�n���g voneinander unabh	angige Variablen

darstellen�

Die zeitlichen Ableitungen der Ausgangsgr	o�e eines Systems ergeben sich zu

�y�t� � �y�x�u� �
�y

�x
�a�x� �B�x�u�

	y�t� � 	y�x�u� �u� �
� �y

�x
�a�x� �B�x�u� �

� �y

�u
�u

���

y�k��� � y�k����x�u� � � � �u�k�� �
�y�k�

�x
�a�x� �B�x�u� �

k��X
i��

�y�k�

�u�i�
u�i��� �

���
�
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Im Falle von LS ist die Struktur imUnendlichen eng mit demBegri� der Toeplitz�Matrizen

verkn	upft �Pugh u� a� ����� Svaricek ������ Das nichtlineare 	Aquivalent der Toeplitz�

Matrix ist die aus den zeitlichen Ableitungen von u�t� und y�t� aufgebaute Jacobi�Matrix

Jk�x�u� � � � �u�k���� �
�� �y� � � � �y�k��

��u� � � � �u�k����
� k � �� � � � � n � J� � 


�

�
������������

� �y

�u
� � � � � � � �

� 	y

�u

� 	y

� �u
� � � � �

���

�y�k�

�u

�y�k�

� �u
� � � � � �

�y�k�

�u�k���

�
������������

�

�����

Jk kann direkt zur Bestimmung der nichtlinearen Struktur im Unendlichen verwendet

werden� Der Zusammenhang wird deutlich� wenn man die algebraische De�nition der

Nullstellen im Unendlichen �NU� betrachtet�

Es wird ein K	orper K de�niert� der aus rationalen Funktionen in fu� � � � �u�n���g mit me�

romorphen Koe�zienten in x besteht �vgl� Di Benedetto u� a� ����� Wey ������ Mit E be�

zeichnet man einen Vektorraum 	uber K� der von den Di�erentialen fdx� du� � � � � du�n���g

aufgespannt wird� Die Di�erentiale dy
�k�
i der Ausgangsgr	o�e yi�t�� die allgemein durch

d��v� �
X
j

���v�

�vj
dvj �����

berechnet werden� entsprechen dann gerade der multiplikativen Verkn	upfung von den

Elementen der Matrix Jk mit den Basisvektoren von E�

dy
�k�
i �

�
�y�k�

�u
� � �

�y�k�

�u�n���

����
du
���

du�n���

�
��� �y�k�

�x
dx � �����

Der Di�erenzengrad eines ALS� der in Gl� �
��� auf di�erentialgeometrischeWeise de�niert

wurde� kann mit der hier verwendeten Nomenklatur di�erentialalgebraisch wiedergegeben

werden�

di � minfk � �jdy
�k�
i �� span fdxg g � i � �� � � � �m � �����

In einem n	achsten Schritt f	uhrt man eine sukzessive Kette von Vektorr	aumen

E� �� spanKfdxg

E� �� spanKfdx� d �yg
���

En �� spanKfdx� d �y� � � � � dy
�n�g

����
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ein� Diese stellen Unterr	aume von E dar�

E� � E� � � � � � En � E � spanKfdx� d�ug� �u �� fu� �u� 	u� � � �g � �����

Die Zeilen von Jk charakterisieren bis auf die dx die aufspannenden Vektoren von Ek�

Aus diesem Grund stimmt der Rang von Jk bis auf eine additive Komponente mit der

Dimension von Ek 	uberein �Di Benedetto u� a� ������

rangJk � dimEk � dimE� � dimEk � n � �����

Ein grundlegendes Resultat bez	uglich der Dimensionen dieser Vektorr	aume sind die Zu�

sammenh	ange

�k 	 � � dimEk�� � dimEk 	 dimEk � dimEk��

�k 	 n � dimEk�� � dimEk � dimEn � dimEn�� �
������

Darauf aufbauend erh	alt man die De�nition der Struktur im Unendlichen�

De�nition ��� �Martin �����

	k �� dimEk � dimEk�� 	 � ist die Anzahl der Nullstellen im Unendlichen der Ord�

nungen kleiner oder gleich k� Die Gesamtanzahl der Nullstellen im Unendlichen ist 	n�

Die Struktur im Unendlichen entspricht der Menge fn��� � � � � n
�
�n
g von Indizes k� f	ur die

	k�	k�� �� � ist� jeder Index wird 	k�	k�� mal wiederholt� Die Struktur im Unendlichen

gibt folglich die Ordnungen der Nullstellen im Unendlichen wieder� �

Diese De�nition ist konsistent mit der urspr	unglich von Moog ������ genannten� Erw	ah�

nenswert ist die Tatsache� da� es sich bei den Vektorr	aumen Ek um gew	ohnliche� nicht�

di�erentielle Vektorr	aume handelt�

Mit den in Gl� ���� festgelegten Vektorr	aumen kann die di�erentialalgebraische De�ni�

tion 
�
 der Invertierbarkeit f	ur die hier betrachteten ALS in eine mit klassischen ma�

thematischen Hilfsmitteln beschreibbare De�nition 	uberf	uhrt werden� Weil es sich bei

den Di�erentialen dy�k� um K�ahler�Di�erentiale �Johnson ����� handelt� entspricht die

Anzahl 	n der NU genau der Anzahl von unabh	angigen Ausgangsgr	o�en� Aus diesem

Grund stimmt auch die Gesamtanzahl der NU gerade mit dem di�erentiellen Rang gem	a�

De�nition 
�
 	uberein�

	n � �� � ������

Daher gilt�

De�nition ��� �Di Benedetto u� a� �����

Ein System ist dann und nur dann �di�erentiell� rechtsinvertierbar� wenn die Gesamtan�

zahl

	n � dimEn � dimEn�� � rang Jn � rangJn�� ����
�

der Nullstellen im Unendlichen gleich der Anzahl m von Ausg	angen ist� �
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��� Essentielle Ordnungen

Cremer ����� hat bereits Anfang der siebziger Jahre erkannt� da� f	ur die Theorie linearer

Regelungssysteme der Begri� der rangbestimmenden Vektoren einer Matrix von Bedeu�

tung ist� Dieses Kriterium kommt dann zum Tragen� wenn singul	are Matrizen� z� B� mit

mehr Zeilen als Spalten� betrachtet werden� Ein rangbestimmender Spalten� oder Zeilen�

vektor einer solchen Matrix hat die Eigenschaft� da� er von allen anderen Spalten� bzw�

Zeilenvektoren linear unabh	angig ist� Folglich verringert sich der Rang der Matrix� sobald

eine rangbestimmende Zeile� im folgenden auch als essentielle Zeile bezeichnet� gestrichen

wird� Im Gegensatz dazu tritt keine 	Anderung des Ranges auf� wenn eine nicht essentielle

Zeile entfernt wird�

Die Zeilen in Jk entsprechen� wie schon erw	ahnt� den aufspannenden Vektoren der R	aume

Ek� Das Konzept der essentiellen Ordnungen sucht nun nach den Matrizenzeilen� die f	ur

den Rang von Jk und damit f	ur die Dimensionen der Ek bestimmend sind�

De�nition ��� �Glumineau und Moog �����

Die essentielle Ordnung nie einer Ausgangsgr	o�e yi des Systems
P
ist de�niert als

nie � minfk 	 �jdy
�k�
i �� spanKfdx� d �y� � � � � dy

�k���� dy
�k�
j ��i� � � � � dy

�n�gg � ������

Wenn dieses k nicht existiert� so gilt nie �
� �

nie entspricht nach dieser De�nition dem kleinsten k� f	ur das eine Matrizenzeile

yki �

�
�y

�k�
i

�x

�y
�k�
i

�u
� � �

�y
�k�
i

�u�n���

�
������

relevant f	ur den Rang der Matrix Jn ist�

Mit Hilfe der essentiellen Ordnungen l	a�t sich eine einfach zu 	uberpr	ufende Bedingung

f	ur die Entkoppelbarkeit eines ALS angeben�

Satz ��� �Glumineau und Moog �����

Wenn eine statische oder dynamische Zustandsr	uckf	uhrung exisitiert� die ein System
P

nach Gl� �
��� entkoppelt� so gilt

di�
P

e� 	 nie�
P
� � i � �� � � � �m � ������

Hierbei bezeichnet
P

e das entkoppelte System�

Au�erdem existiert im Falle einer dynamischen Zustandsr	uckf	uhrung ein erweitertes ent�

koppeltes System
P�

e� so da� die Gleichung

di�
P�

e� � nie�
P
� � i � �� � � � �m ������

G	ultigkeit hat� �



� Entkopplung mit dynamischer R�uckf�uhrung ��

F	ur ein entkoppeltes System stimmen die durch den Di�erenzengrad festgelegten Ord�

nungen di mit den Ordnungen n�i der NU 	uberein� Satz ��
 liefert daher die Aussage�

da� bei Verwendung einer dynamischen R	uckf	uhrung ein rechtsinvertierbares System im�

mer so entkoppelt werden kann� da�
P

e eine Struktur im Unendlichen aufweist� deren

Ordnungen mit den essentiellen Ordnungen 	ubereinstimmt�

Ein weiteres f	ur die Auslegung von entkoppelnden dynamischen R	uckf	uhrungen wichtiges

Kriterium l	a�t sich aus diesem Satz ableiten�

Satz ��� �Glumineau und Moog �����

Die drei Mengen fdig� fnieg und fn�ig sind dann und nur dann gleich� wenn das zugeh	orige

System
P
mit einer regul	aren statischen Zustandsr	uckf	uhrung entkoppelt werden kann�

�

Zur Synthese einer dynamischen Zustandsr	uckf	uhrung� die ein ALS gem	a� Satz ��
 ent�

koppelt� l	a�t sich daher dessen Struktur� gekennzeichnet durch die Nullstellen im Unend�

lichen� verwenden� Und zwar kann durch Vergleich der Mengen fnieg und fn�ig festgestellt

werden� welche Ordnung

nmin �
mX
i��

nie �
mX
k��

n�k �����

die R	uckf	uhrung aufweisen mu� �Huijberts u� a� ���
�� Stimmen die Ordnungen der Struk�

tur im Unendlichen und die essentiellen Ordnungen dann aufgrund der dynamischen Er�

weiterung 	uberein� kann anschlie�end eine statische R	uckf	uhrung die Entkopplung bewir�

ken�

Im Gegensatz zu den hier betrachteten quadratischen ALS ist f	ur allgemeine nichtlinea�

re Mehrgr	o�ensysteme Satz ��
 nicht ohne weiteres g	ultig� Denn es existieren durchaus

rechteckige Systeme� d� h� Systeme mit einer ungleichen Anzahl von Ein� und Ausg	angen�

die trotz nicht 	ubereinstimmender Mengen fnieg und fn�ig durch eine rein statische

R	uckf	uhrung entkoppelbar sind �vgl� Herrera und Lafay ������
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� Regul�are Entkoppelbarkeit

Bei der Auslegung von dynamischen Entkopplungen f	ur ALS wurde die Regularit�at einer

Zustandsr	uckf	uhrung bisher nicht angesprochen� Aufgrund der bisherigen globalen Be�

trachtungsweise ist das Auftreten von Singularit	aten nicht auszuschliessen �Di Benedetto

und Grizzle ����� Martin ����� Respondek ������ auch die Verwendung von essentiel�

len Ordnungen zur Analyse und Synthese des Entkopplungsproblems f	uhrt lediglich im

statischen Fall zu regul	aren Zutandsr	uckf	uhrungen� Um auch f	ur eine dynamische Ent�

kopplung die Regularit	at der L	osung gew	ahrleisten zu k	onnen� sind zus	atzliche 	Uberlegun�

gen notwendig� Diese f	uhren� wie im Falle einer di�erentialgeometrischen Systemanalyse�

zu Betrachtungen� die nur innerhalb der Umgebung um einen Arbeitspunkt g	ultig sein

k	onnen�

Zun	achst wird das um einen Arbeitspunkt �x��u�� linearisierte Zustandsmodell eines ALS

eingef	uhrt� Im weiteren wird dieses auch als das lineare Tangentialsystem
P

T zu einem

ALS
P
bezeichnet �Fliess ����b��

X
T

 �x �
� �x

�x

				
x��u�

 x�
� �x

�u

				
x��u�

 u � Fx x� Fu u

 y � C x �

�����

Die zugeh	origen Vektorr	aume TEk des Tangentialsystems werden nach Gl� ���� bestimmt�

Da es sich um ein lineares System handelt� k	onnen die TEk sowohl 	uber dem K	orper K als

auch 	uber R generiert werden� Denn die aufspannenden Vektoren sind f	ur LS konstant�

Die Dimensionen der im letzten Abschnitt eingef	uhrten Vektorr	aume Ek beinhalten ge�

nerische Informationen� Diese bilden eine obere Absch	atzung zu den Dimensionen an

station	aren Arbeitspunkten	 �Martin �����

dimEk�x�� �u�� � dimEk � �k � ���
�

Von wesentlichem Interesse ist die Tatsache� da� sich die Dimension eines Vektorraums

Ek an einem Arbeitspunkt anhand des korrespondierenden Tangentialsystems zu

dimTEk � dimEk�x�� �u�� �����

ermitteln l	a�t� Mit Hilfe dieses Zusammenhangs kann die Singularit	at bzw� Regularit	at

eines ALS und damit auch sofort die regul	are Entkoppelbarkeit charakterisiert werden�

De�nition ��� �Martin �����

Ein System
P
wird dann als regul�ar in einer Umgebung U� um einen Arbeitspunkt �x��u��

bezeichnet� wenn ab einem k� f	ur die Vektorraumdimensionen des Tangentialsystems
P

T

dimTEk � dimEk � �k 	 k� �����

�F�ur die Menge �u � �u� �u� � � �� gilt an einem Arbeitspunkt �u� � �u�� � � � � � ��
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gilt� Regul�ar invertierbar wird ein System dann genannt� wenn es sowohl regul	ar als auch

invertierbar ist�

Jedes regul	ar invertierbare System ist regul�ar entkoppelbar � �

Anschaulich steht hinter dieser De�nition� da� ein ALS dann an einem Arbeitspunkt

�x��u�� regul	ar entkoppelt werden kann� wenn dimEk�x� �u� in einer Umgebung U� um

diesen Punkt konstant bleibt� Aus Sicht einer rechnergest	utzten Analyse dieses Kriteriums

ist der folgende Satz von Interesse� der sich unmittelbar aus Gl� ������ ableiten l	a�t�

Satz ��� �Martin �����

Ein System
P
ist dann und nur dann regul	ar in U�� wenn gilt

dimTEn � dimEn � �����

Damit ist sichergestellt� da� nach maximal n Berechnungssschritten festgestellt werden

kann� ob ein System regul	ar ist oder nicht�

Eine weitere Charakterisierung eines regul	aren Systems l	a�t sich in Abh	angigkeit der NU

formulieren�

Satz ��� �Martin �����

Ein System
P
ist dann und nur dann regul	ar in U�� wenn es die gleiche Gesamtanzahl von

NU und denselben Defekt wie das zugeh	orige Tangentialsystem
P

T aufweist� Der Defekt


 � n �
�nX
j��

n�j � �����

geht direkt aus den Ordnungen der NU hervor� �

Dieser Zusammenhang bietet eine geeignete Basis f	ur eine qualitative Untersuchung des

Entkopplungsproblems� Durch solch einen Ansatz� der z� B� unter Zuhilfenahme der Gra�

phentheorie erfolgen kann� sind bestimmte Systemstrukturen au�ndbar� die unabh	angig

von Systemparametern immer regul	ar entkoppelt werden k	onnen� Hierauf wird in Ab�

schnitt � n	aher eingegangen�
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� Graphentheoretischer Ansatz

Die im vorherigen Abschnitt diskutierten Kriterien zur Beurteilung der Entkoppelbarkeit

eines ALS und die daraus resultierenden M	oglichkeiten zur Synthese von entkoppelnden

Zustandsr	uckf	uhrungen k	onnen mit Hilfe graphentheoretischer Verfahren gut analysiert

werden� Hierzu wird einem ALS zun	achst ein Graph G zugeordnet�

��� Graphentheoretische Beschreibung nichtlinearer Systeme

Mit Hilfe eines graphentheoretischen Ansatzes kann die Struktur eines nichtlinearen Sy�

stems sehr 	ubersichtlich wiedergegeben werden� Dazu ist einemALS ein gerichteter Graph

G zuzuordnen� der nach den folgenden Gesichtspunkten konstruiert wird�

Der gerichtete Graph G eines ALS gem	a� Gl� �
��� mit x�t� � Rn� u�t� � Rm� y�t� �

Rp besteht aus m Eingangsknoten u�� � � � � um� aus n Zustandsknoten �� � � � � n und aus p

Ausgangsknoten y�� � � � � yp� Die einzelnen Knoten werden nach den folgenden Regeln mit

gerichteten Verbindungslinien bzw� Kanten versehen �Svaricek ���
��

�� Es existiert eine gerichtete Kante vom Eingangsknoten j zum Zustandsknoten i�

wenn die partielle Ableitung der i�ten Zeile der Zustandsdi�erentialgleichung nach

der j�ten Eingangsvariable ungleich Null ist� d� h� wenn gilt

� �xi
�uj

�
��ai�x� � bi��x�u� � � � �� bim�x�um�

�uj
� bij�x� �� � �

i � �� � � � � n

j � �� � � � �m
� �����


� Es existiert eine gerichtete Kante vom Zustandsknoten j zum Zustandsknoten i�

wenn die partielle Ableitung der i�ten Zeile der Zustandsdi�erentialgleichung nach

der j�ten Zustandsvariable ungleich Null ist� d� h� wenn gilt

� �xi
�xj

�
��ai�x� � bi��x�u� � � � �� bim�x�um�

�xj
�� � �

i � �� � � � � n

j � �� � � � � n
� ���
�

�� Es existiert eine gerichtete Kante vom Zustandsknoten j zum Ausgangsknoten i�

wenn die partielle Ableitung der i�ten Zeile der Ausgangsgleichung des Zustands�

modells nach der j�ten Zustandsvariable ungleich Null ist� d� h� wenn gilt

�yi
�xj

�
��ci�x� � � � �� cinxn�

�xj
� cij �� � �

i � �� � � � � p

j � �� � � � � n
� �����

Die genannten mathematischen Ausdr	ucke in den Gln� ����� bis ������ die f	ur die Existenz

einer Kante verantwortlich sind� werden auch als deren Gewichtung oder Bewertung be�

zeichnet� Die hier verwendete Beschreibung des Graphen nichtlinearer Systeme stimmt im

wesentlichenmit bereits bekannten De�nitionen �vgl� Kasinski und Levine ����� D!Andrea

und Levine ����� 	uberein�
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Zur Anwendung graphentheoretischer Verfahren bei der Analyse von ALS wird zudem der

Begri� des gerichteten Pfades ben	otigt�

De�nition ��� �Svaricek ���
�

Ein gerichteter Pfad in einem Graphen ist die Aneinanderreihung mehrerer Kanten

fei� ej� � � �g� wobei der Anfangsknoten einer weiterf	uhrenden Kante der Endknoten der

vorhergehenden Kante ist� Dabei m	ussen die einzelnen Kanten nicht notwendigerweise

verschieden voneinander sein� Die Anzahl der Kanten fei� ej� � � �g in einem gerichteten

Pfad wird als dessen L�ange bezeichnet� die Pfadbewertung entspricht der multiplikativen

Verkn	upfung der zugeh	origen Kantenbewertungen� �

Beispiel ��� �Perdon u�a� �����

Zur Verdeutlichung� wie der bewertete gerichtete Graph eines ALS erstellt wird� soll
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Bild ���� Bewerteter gerichteter Graph G des Systems aus Beispiel ���

hier ein Beispielsystem mit den Matrizen

a�x� �

�
�����

�

x	�t�

�

�

�
����� � B�x� �

�
�����
� �

� �

� �

� x��t�

�
����� � C �

�
� � � �

� � �� �

�
�B ������

verwendet werden� Der zugeh	orige Graph G ist in Bild ��� dargestellt� die Kanten

und deren Bewertungen ergeben sich hierbei aus der Anwendung der Regeln �����

bis ������

Eine kompakte Darstellungsweise f	ur die in einem Graphen enthaltenen gerichteten Pfade

zwischen Eing	angen und Ausg	angen ist mit sogenannten Adjazenzmatrizen El m	oglich

�Reinschke ������ Die Bewertungen aller Ein��Ausgangspfade der L	ange l zwischen uj
und yi sind in den Elementen elij der Matrizen

El � CD
l���x�u�B�x� � D�x�u� �

� �x

�x
�����

enthalten�
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��� Regul�are Entkoppelbarkeit

Das in Abschnitt � behandelte Verfahren zur Analyse der regul	aren Entkoppelbarkeit

bietet sich als Grundlage f	ur eine graphentheoretische Bearbeitung des Entkopplungspro�

blems an� Wesentliches Ziel eines solchen Ansatzes ist es� eine m	oglichst 	ubersichtliche

und f	ur eine rechnergest	utzte Analyse geeignete Methode zu entwickeln�

Die Analyse der regul	aren Entkoppelbarkeit eines ALS in einer Umgebung U� um einen Ar�

beitspunkt �x��u�� basiert im wesentlichen auf der Pr	ufung der Invertierbarkeit sowie der

Verwendung der Struktur im Unendlichen des zugeh	origen Tangentialsystems� Vergleicht

man die De�nition des Tangentialsystems in Gl� ����� mit der von G� so beschreiben beide�

bis auf die explizite Ber	ucksichtigung eines Arbeitspunktes �x��u��� identische Systeme�

Zwischen den einen Graph beschreibenden Adjazenzmatrizen El und den zur Regula�

rit	atsuntersuchung ben	otigten Dimensionen der durch das Tangentialsystem de�nierten

Vektorr	aume TEk l	a�t sich folgender Zusammenhang �nden �Commault u� a� ����� Pugh

u� a� ������

dimTEk � rang �x��u��

�
������

E� � 


E� E� �
���

� � � � � � �

Ek�� � � � E� E�

�
������� n � �����

Neben dieser algebraischen Verkn	upfung� die auf der Anwendung von Toeplitz�Matrizen

basiert� kann auch ein direkter Zusammenhang zwischen dem Graphen und der regul	aren

Entkoppelbarkeit aufgezeigt werden�

In einem ersten Schritt ist zu pr	ufen� ob ein System 	uberhaupt entkoppelt werden kann� In

Analogie zur Theorie linearer Regelungssysteme kann dies mit Hilfe von knotendisjunkten

Pfaden geschehen� Das sind diejenigen Pfade zwischen Ein� und Ausg	angen� die keine

gemeinsamen Knoten und damit auch keine gemeinsamen Kanten besitzen� Es gilt die

notwendige Bedingung�

Satz ���

Ein ALS ist nur dann entkoppelbar mit einer statischen oder dynamischen Zustandsr	uck�

f	uhrung� wenn die maximale Anzahl der knotendisjunkten Ein��Ausgangspfade mit der

Anzahl m von Ein� bzw� Ausg	angen 	ubereinstimmt� �

Besonders geeignet ist die Anwendung der Graphentheorie dann� wenn qualitative System�

modelle betrachtet werden� F	ur diese sind die Kantenbewertungen als voneinander un�

abh	angige Gr	o�en angenommen� so da� eine gegenseitige Ausl	oschung von Ein��Ausgangs�

pfadbewertungen� wie dies z� B� in Bild ��� �Pfade u� � 
� y� und u� � �� y�� ge�

schieht� nicht auftreten kann� Lediglich die Struktur� d� h� die Existenz bzw� Nichtexistenz

von Kanten� wird ber	ucksichtigt� Deshalb spricht man in diesem Fall auch von einer struk�

turellen Systemanalyse� Mit dieser Art der Analyse ist es m	oglich� Systemkenngr	o�en f	ur



� Graphentheoretischer Ansatz �

ganze Klassen von strukturell identischen ALS zu bestimmen� Wenn z� B� ein System

voneinander unabh	angige Kantenbewertungen hat und damit die gleichen Eigenschaften

wie das zugeh	orige Strukturmodell aufweist� dann ist Satz ��� sowohl notwendig als auch

hinreichend�

Beispiel ��� �Wey u� a� �����

Der in Bild ��
 dargestellte Graph korrespondiert mit dem durch die Matrizen

a�x� �

�
���
�

x��
�

�
��� � B�x� �

�
���
� �

x� �

� �

�
��� � C �

�
� � �

� � �

�
�B ��
���

beschriebenen System� Es kann sehr einfach festgestellt werden� da� zwei knotendis�

Bild ���� Graph G des Systems �B ��
���

junkte Ein��Ausgangspfade� die im Graphen durch breitere Kanten gekennzeichnet

sind� existieren und damit die notwendige Bedingung f	ur die Entkoppelbarkeit erf	ullt

ist� Dar	uber hinaus tritt keine gegenseitige Elimination der Bewertungen von Ein�

�Ausgangspfaden auf� so da� Satz ��� auch hinreichend ist� Durch Anwendung von

De�nition ��
 kann� wenn auch in deutlich aufwendigerer Form� ebenfalls festgestellt

werden� da� das System rechtsinvertierbar und damit entkoppelbar ist�

�y �

�
�x�
�x�

�
�

�
u�

x�� � x�u�

�
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� � �

�B ��
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�

Die Di�erenz 	� � 	� erreicht noch nicht den gr	o�tm	oglichen Rang� deshalb sind
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weitere Di�erentiationen notwendig�
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Wegen Gl� ������ kann 	� nicht kleiner als 	� werden� so da� f	ur den Rang �� �

	� � 	� � 
 gilt� Folglich ist das System entkoppelbar�

Um im weiteren Aussagen zur regul	aren Entkoppelbarkeit eines Systems an verschie�

denen Arbeitspunkten machen zu k	onnen� wird Satz ��
 ausgenutzt� Dieser fordert als

notwendige Bedingung eine gleiche Anzahl von NU f	ur das zu entkoppelnde und das Tan�

gentialsystem� Da es sich bei dem Tangentialsystem um ein lineares System handelt� hat

der folgende Satz G	ultigkeit�

Satz ��� �van der Woude �����

Die maximale Anzahl von knotendisjunkten Ein��Ausgangspfaden im Systemgraphen ei�

nes LS ist gleich dem generischen Rang von F �s� � C�sI �A���B� �

Au�erdem kann f	ur fast alle LS� die ein technisches System beschreiben� von einer 	Uber�

einstimmung des generisch und des numerisch bestimmbaren Rangs ausgegangen wer�

den �Svaricek ���� Reinschke ������ Daraus folgt unmittelbar� da� die maximale An�

zahl der knotendisjunkten Pfade im Graphen GT des Tangentialsystems dessem Rang

��T � dimTEn � dimTEn�� entspricht�

Mit den in Abschnitt � und � genannten Zusammenh	angen l	a�t sich nachweisen� da� der

Rang eines ALS durch ��T nach unten hin begrenzt wird �vgl� Anhang A�� F	ur nichtgene�

rische ALS besteht somit die M	oglichkeit� den Systemrang allein mit Hilfe des Graphen

nach oben und unten hin abzusch	atzen�

Satz ���

Der di�erentielle Rang �� eines ALS ist nach oben hin durch die Anzahl der knoten�

disjunkten Ein��Ausgangspfade im zugeh	origen Systemgraph G beschr	ankt� Eine untere

Schranke f	ur den Rang stellt die maximal m	ogliche Anzahl von knotendisjunkten Pfaden

im Graphen GT des Tangentialsystems dar� �

Neben dieser Aussage gilt wegen Satz ��
 der folgende Zusammenhang zwischen System�

graphen und regul	arer Entkoppelbarkeit�
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Satz ���

Eine notwendige Bedingung f	ur die regul	are Entkoppelbarkeit eines generischen ALS in

einem Arbeitspunkt �x��u�� ist� da� der Graph GT des Tangentialsystems an diesem

Punkt die gleiche Anzahl von knotendisjunkten Ein��Ausgangspfaden aufweist wie der

Graph G des ALS� �

Um eine hinreichende Bedingung f	ur die regul	are Entkoppelbarkeit formulieren zu k	onnen�

mu� der Defekt 
 von ALS und Tangentialsystem verglichen werden� Inwieweit das mit

Hilfe eines Graphen m	oglich ist� ist zur Zeit noch nicht gekl	art�

Beispiel ��� �Delaleau und Fliess ���
�

Man betrachte ein ALS dritter Ordnung mit den Systemmatrizen

a�x� �

�
���
�

�

�

�
��� � B�x� �

�
���
� �

x� �

� �

�
��� � C �

�
� � �

� � �

�
� �B ������

Der zugeh	orige Graph ist in Bild ��� dargestellt� Er erf	ullt o�ensichtlich die An�

forderungen f	ur eine qualitative Systemanalyse� da die einzelnen Pfadbewertungen

voneinander unabh	angig sind� Die knotendisjunkten Ein��Ausgangspfade sind durch

Bild ���� Graph G des Systems �B �������

breitere Kanten kenntlich gemacht�

F	ur einen station	aren Arbeitspunkt mu� �x � 
 gelten� Aus Gl� �B ������ folgt� da�

f	ur alle Arbeitspunkte u�� � � und u�� � � gelten mu�� an den Anfangszustand

x�� sind dagegen keine besonderen Bedingungen gekn	upft� Ber	ucksichtigt man diese

Randbedingungen im Graphen G� so f	uhrt das zu dem in Bild ��� wiedergegebenen

Graphen GT des Tangentialsystems�

In GT sind nicht mehr zwei knotendisjunkte Pfade wie in G enthalten� deshalb kann

nach Satz ��� das System in keinem station	aren Arbeitspunkt regul	ar entkoppelbar
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Bild ���� Graph G des Tangentialsystems zu �B �������

sein� In Delaleau und Fliess ����
� wird die folgende entkoppelnde R	uckf	uhrung f	ur

�B ������ angegeben�

u� � v�

u� �
v� � x� �v�

v�
�

�B ����
�

Weil an allen station	aren Arbeitspunkten u�� � � und somit auch v�� � � gelten

mu�� ist sofort einsichtig� da� diese R	uckf	uhrung dort nicht regul	ar sein kann�

��� Synthese von entkoppelnden R�uckf�uhrungen

Neben der reinen Analyse ist auch die Synthese einer entkoppelnden R	uckf	uhrung mit

Hilfe der Graphentheorie durchaus m	oglich� Dies kann an einem Beispiel von Respondek

������ nachgewiesen werden� f	ur das eine entkoppelnde regul	are Zustandsr	uckf	uhrung

nicht mit den 	ublichen Erweiterungs� oder Struktur�Algorithmen gefunden werden kann�

Die von Respondek angegebene L	osung des Problems wurde heuristisch ermittelt�

Beispiel ��� �Respondek �����

Das durch die Di�erentialgleichungen

�x� � x� � x�x	u� � x��u� � y� � x� �

�x� � x� � x�	u� � x�x	u� � y� � x� �

�x� � a�x� �

�x	 � b�x� �

�x� � u� �

�x� � u�

�B ������

beschriebene System soll in der Umgebung um einen Arbeitspunkt �x��u�� durch

eine regul	are Zustandsr	uckf	uhrung entkoppelt werden� Der Arbeitspunkt wird als

station	ar angenommen� so da� �x � 
 gilt�



� Graphentheoretischer Ansatz 
�

Bild ���� Graph G des Systems �B �������

Im zugeh	origen gewichteten Systemgraphen G in Bild ��� sind Pfade zu den Zu�

st	anden x� und x	 aus Gr	unden der 	Ubersichtlichtkeit nicht enthalten� weil sie nicht

relevant f	ur die hier diskutierte Problemstellung sind �Respondek ������

In einem ersten Schritt ist nun zu 	uberlegen� welcheOrdnung eine dynamische Erwei�

terung des Systems haben mu�� damit anschlie�end eine statische Zustandsr	uckf	uh�

rung die Entkopplung bewirken kann� Hierzu wird das Konzept der essentiellen Ord�

nungen �Abschnitt ��
� angewendet� welches auf der Analyse der Jacobi�Matrizen

Jk beruht� Im vorliegenden Beispiel erh	alt man f	ur die zeitlichen Ableitungen der

Ausgangsgr	o�en

�y� � x� � x�x	u� � x��u��

�y� � x� � x�	u� � x�x	u��

	y� � u� � a�x�x	u� � x�b�x�u� � x�x	 �u� � 
x�a�x�u� � x��u�
	y� � u� � 
x	b�x�u� � x�	 �u� � x�b�x�u� � a�x�x	u� � x�x	 �u�

��� �

�B ����
�

so da� sich J� zu �vgl� Gl� ������

J� �

�
�����������

x�x	 �x�� � � � �

x�	 �x�x	 � � � �

� � c �
ax� x�x	 �x�� � �


bx	 � � c x�	 �x�x	 � �


ab �
a� � � 
c ��ax� x�x	 �x��

b� �
ab �bx	 �� 
c x�	 �x�x	

�
�����������

mit a � a�x� � b � b�x� � c � ax	 � x�b

�B ������
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berechnet� Die zwei Nullstellen im Unendlichen besitzen gem	a� De�nition ��� die

Ordnungen f�� �g� Weil das Streichen einer der ersten � Zeilen in J� keine Rang	ande�

rung bewirkt� nehmen die essentiellenOrdnungen demgegen	uber die Werte f�� �g an�

Ber	ucksichtigtman� da� die NU des entkoppelten Systems im g	unstigsten Fall �mini�

male dynamische Erweiterung� gerade mit der essentiellen Struktur 	ubereinstimmen

�vgl� Satz ����� so sind zwei zus	atzliche Zust	ande als dynamische Erweiterung vor�

zusehen� Das korrespondiert auch mit der Aussage von Gl� ������

Wie diese beiden Zust	ande z� und z� nun in das vorhandene System zu integrieren

sind� l	a�t sich mit Hilfe des Graphen ermitteln�

Wenn die angestrebten beiden Ordnungen der NU gleich � sind� darf kein gerich�

teter Pfad zwischen einem Eingang und einem Ausgang existieren� dessen L	ange

Bild ��	� Modi�zierter Graph G� des Systems �B �������

kleiner als � ist� Damit 	uberhaupt Ein��Ausgangspfade dieser L	ange realisiert wer�

den k	onnen� mu� vor jedem der beiden Eing	ange einer der Zust	ande z��� angeordnet

werden� Diese Vorgehensweise ist auch deshalb naheliegend� weil am Graphen die

Symmetrie des Problems sofort ersichtlich ist� Folglich ergibt sich der neue Graph wie

in Bild ��� dargestellt� Die bisherigen Eing	ange u��� sind durch die neuen Zust	ande

ersetzt und zwei neue Eingangsgr	o�en v��� hinzugef	ugt worden� Aus physikalischer

Sicht entspricht das dem Vorschalten von Integratoren vor den beiden Eing	angen�
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Trotz dieser Ma�nahme bestehen immer noch Ein��Ausgangspfade� die k	urzer als �

sind�

v�
�
�� z�

x�x��� �
�
�� y��

v�
�
�� z�

x�
��� 


�
�� y��

v�
�
�� z�

�x�
��� �

�
�� y��

v�
�
�� z�

�x�x��� 

�
�� y� �

�B ������

Daraus ergibt sich direkt die Adjazenzmatrix E�
� zu

E�
� �

�
x�x	 �x��
x�	 �x�x	

�
� �B ������

Zur Elimination der Pfade �B ������ sollen nun weitere Verbindungen im Graphen

hinzugef	ugt werden� so da� alle Elemente von E�
�� welche durch Summation von

Pfadgewichten gebildet werden� den Wert Null annehmen� Allerdings k	onnen die

inneren Systemstrukturen nicht abge	andert werden� Demnach sind zus	atzliche Ver�

bindungskanten nur zwischen v��� und den von den bisherigen Eingangsgr	o�en u���
beein�u�baren Systemzust	anden� im vorliegenden Fall x�� x�� x� und x�� zul	assig�

Zur Elimination des ersten Ein��Ausgangspfad in �B ������ ben	otigt man einen Pfad

der L	ange � von v� zu y� mit der Gewichtung�x�x	� Das kann durch eine zus	atzliche

Kante zwischen v� und x� realisiert werden�

v�
�x�x��� �

�
�� �

�
�� y� � �B ������

Analoges Vorgehen f	ur die anderen Pfade in �B ������ f	uhrt dann zu dem Graph G��

in Bild ��� Die Bestimmung der zugeh	origen Adjazenzmatrix E��
� liefert

E��
� � E

�
� �

�
�x�x	 x��
�x�	 x�x	

�
� 
 � �B �����

Mittels R	uckrechnen vom Graphen erh	alt man nun unmittelbar eine dynamische

Erweiterung

�z� � v�
�z� � v�

u� � z� � x�x	v� � x��v�
u� � z� � x�	v� � x�x	v� �

�B ������
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Bild ���� Modi�zierter Graph G�� des Systems �B �������

durch die das resultierende System mit einer rein statischen Zustandsr	uckf	uhrung

entkoppelbar wird� Die gefundene L	osung stimmt mit dem von Respondek ������

gefundenen Resultat 	uberein� Setzt man die R	uckf	uhrung in die Systemgleichung

ein� so ergibt sich im Bereich eines station	aren Arbeitspunktes das entkoppelte Ein�

�Ausgangsverhalten

y
���
� � v�

y
���
� � v� �

�B ������

D� h�� es ist keine zus	atzliche statische R	uckf	uhrung zur Entkopplung notwendig�

Inwieweit das dargestellte graphentheoretische Vorgehen allgemein anwendbar ist� ist bis

jetzt noch nicht 	uberpr	uft worden� F	ur eine rechnergest	utzte Anwendung eignet es sich

jedoch deshalb gut� weil zum einen die angewandten Berechnungsschritte vollkommen

systematisch sind und zum anderen zahlreiche e�ziente Algorithmen zur Graphenanalyse

verf	ugbar sind �Gibbons ���� Rote ���� u� a���



� Zusammenfassung und Ausblick 
�

� Zusammenfassung und Ausblick

Der vorliegende Forschungsbericht� behandelt das Ein��Ausgangsentkopplungsproblem

f	ur nichtlineare Mehrgr	o�ensysteme� Neben einer grundlegenden Einf	uhrung in die The�

matik wird insbesondere die regul	are Entkoppelbarkeit von ALS anhand eines neuen An�

satzes nach Martin ������ behandelt� Es zeigt sich� da� dieser Ansatz� der sich an der

Struktur im Unendlichen orientiert� wesentlich allgemeinere L	osungen zul	a�t als es mit

klassischen Erweiterungs� oder Strukturalgorithmen m	oglich ist�

Durch die Verwendung der Struktur im Unendlichen konnte hier zudem� aufbauend auf

bisherigen Arbeiten �Svaricek und Schwarz ����� Wey ����� die Graphentheorie zur

Analyse der Entkoppelbarkeit eingesetzt werden� Es wird nachgewiesen� da� die Bedin�

gungen an die ein System beschreibenden Di�erentialgleichungen� unter denen die Ein�

�Ausgangsentkopplung m	oglich ist� mit den in einem Systemgraphen enthaltenen Infor�

mationen verkn	upft sind� Der Begri� der knotendisjunkten Ein��Ausgangspfade erweist

sich als hierbei besonders geeignet� um notwendige Bedingungen f	ur die regul	are Entkop�

pelbarkeit zu formulieren�

Der 	Ubergang zu einer qualitativen Systemanalyse� bei der nur die Existenz von Abh	angig�

keiten zwischen Eingangs�� Zustands� und Ausgangsgr	o�en� nicht aber die expliziten Sy�

stemparameter ber	ucksichtigt werden� erlaubt den graphentheoretisch basierten Analy�

semethoden auch die Formulierung von hinreichenden Bedingungen f	ur die Entkoppel�

barkeit� Damit ist die Graphentheorie von den M	oglichkeiten her vergleichbar mit alge�

braischen Analyseverfahren� ihr wesentlicher Vorteil liegt jedoch in einer gr	o�eren 	Uber�

sichtlichkeit� Das zeigt sich besonders im letzten Teil der Ausarbeitung� der sich mit

der graphentheoretisch basierten Synthese von entkoppelnden R	uckf	uhrungen besch	aftigt�

Anhand eines Beispiels von Respondek ������ wird ein Syntheseverfahren vorgestellt� das

f	ur Systeme� bei denen Erweiterungsalgorithmen zu keinem Ergebnis f	uhren� eine L	osung

des regul	aren Entkopplungsproblems erm	oglicht� Dieses basiert im wesentlichen auf ei�

ner systematischen Erweiterung des Systemgraphen� so da� die knotendisjunkten Ein�

�Ausgangspfade die durch die essentiellen Ordnungen vorgegebenen L	angen annehmen�

Anschlie�end wird aus der graphischen Erweiterung ein explizites Regelgesetz abgeleitet�

F	ur zuk	unftige Untersuchungen sind eine Reihe von o�enen Fragestellungen von Interes�

se� Sie betre�en im wesentlichen die Verkn	upfung der Synthese von entkoppelnden Zu�

standsr	uckf	uhrungen mit der Anwendung der Graphentheorie� Zum einen ist zu kl	aren�

ob die hier an einem Beispiel aufgezeigte Auslegungsmethode mit Hilfe des Graphen auch

allgemein f	ur ALS G	ultigkeit hat� Es ist vorstellbar� da� dies nur qualitativ in Form

von an der Systemstruktur orientierten Algorithmen m	oglich ist� Genausogut ist eine

f	ur die allgemeine Klasse der ALS g	ultige Auslegungsmethode denkbar� denn auch das

hier behandelte Beispiel erf	ullt nicht die speziellen Anforderungen an ein strukturelles

�Diese Arbeit entstand im Rahmen des von der Deutschen Forschungsgemeinschaft gef�orderten Pro	

jektes
�
Qualitative Analyse nichtlinearer Systeme mittels Digraphen��



� Zusammenfassung und Ausblick 
�

Systemmodell� Zum anderen bleibt zu pr	ufen� ob das hier dargestellte Syntheseverfah�

ren mit bereits bekannten graphentheoretischen Algorithmen nachvollzogen werden kann�

Das w	urde sich deshalb anbieten� weil die E�zienz solcher Algorithmen aufgrund des

fortgeschrittenen Kenntnisstandes im Bereich der Graphentheorie sehr hoch ist�
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A Anhang ��

A Anhang

Beweis zu Satz ����

Aus den Zusammenh	angen in Abschnitt � und Abschnitt � folgt� da� der Rang ��T des

Tangentialsystems in einem Arbeitspunkt �x��u�� immer kleiner oder gleich dem Rang

des zugeh	origen ALS ist�

��T � �� � �A���

Der Beweis hierzu wird durch Widerlegen der Annahme

��T � �� �A�
�

erbracht� Denn wegen Gl� ������ ist die Aussage in �A�
� identisch mit

	nT � 	n � �A���

so da� mit De�nition ��� auch

dimTEn � dimTEn�� � dimEn � dimEn��

� dimEn�� � dimTEn�� � dimEn � dimTEn
�A���

G	ultigkeit haben mu�� Mit der Beziehung aus Gl� ������ ist �A��� auch f	ur alle k 	 n

wahr�

dimEk�� � dimTEk�� � dimEk � dimTEk � �k 	 n � �A���

Daher ist die Folge

ak � dimEk � dimTEk �A���

streng monoton fallend� Aus den Gln� ���
� und ����� folgt demgegen	uber� da� f	ur alle k

die Ungleichung

dimTEk � dimEk � �k �A��

und damit auch unmittelbar

dimEk � dimTEk 	 � � ak 	 � � �k �A���

erf	ullt ist� Das widerspricht aber der Aussage� da� die Folge ak streng monoton fallend ist

und somit f	ur k �
 unter alle Grenzen f	allt� Aus diesem Grund mu� die Annahme �A�
�

falsch sein� �


