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Nomenklatur
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Nomenklatur

Abkiirzungen

ALS
LS
NU

Formelzeichen'

A, a(e)

k<y>

o= v =

Analytisches System mit linearer Steuerung
Lineares System
Nullstellen im Unendlichen

Systemmatrix bzw. -vektor

reelle Koeffizienten

Eingangsmatrix

i-te Spalte der Eingangsmatrix

Ausgangsmatrix

i-te Zeile der Ausgangsmatrix

Jacobi-Matrix dz /0

Differential von u(*)

Differential von «

Differential von y*)

Vektorraume der Differentiale von & und g, ..., y®
Adjazenzmatrix der gerichteten Ptade der Lange [
Kante in einem gerichteten Graphen ¢

Elemente der Matrix F|

Ubertragungsmatrix eines linearen Systems
analytische Funktion

gerichteter Graph eines Systems

analytische Funktion

Jacobi-Matrix

differentieller Kérper aller rationalen Funktionen in den
Variablen y*) mit Koeffizienten in k

Kérper der rationalen Funktionen in {u,...,u(""1}
mit meromorphen Koeffizienten in @

Summe aller Pfadlangen

Lange eines gerichteten Pfades

Dimension des Eingangsvektors w(t)

Dimension des Zustandsvektors @(t)

Polynom in den Argumenten

Dimension des Ausgangsvektors y(t)

Menge der rationalen Zahlen

Im weiteren Verlauf der Ausarbeitung wird die Zeitabhingigkeit der Grofen @(t), w(t) und y(t) zum

Zweck der Ubersichtlichkeit nicht stindig explizit angegeben.
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Sonstige Zeichen

Menge der reellen Zahlen

Rang der Matrix Jj

Vektorrdume aus Differentialen des Tangentialsystems
Umgebung um (@, wo)

Eingangsvektor

Eingangsvektor und dessen zeitliche Ableitungen
{u,w,u,...}

J-te Komponente von w(t)

k-te zeitliche Ableitung des Eingangsvektors w(t)
Zustandsvektor

Anfangszustand

k-te Komponente von ()

Ausgangsvektor

Ausgangsvektor und dessen zeitliche Ableitungen
{v.9,9,...}

i-te Komponente von y(t)

k-te zeitliche Ableitung des Ausgangsvektors y(t)
differentieller Rang

Rang des Tangentialsystems

System

entkoppeltes System

Tangentialsystem

fiir alle

Element von

Korpererweiterung

Transponieren einer Matrix

alle Elemente ungleich Null durch Platzhalter %, ersetzen
Jacobi-Matrix zu f(x)

Korper der rationalen Funktionen in x, z, &, ... mit
Koeffizienten in A

differentieller Transzendenzgrad einer Korpererweiterung
Dimension des Vektorraums &£

das minimale Element in einer Menge

das maximale Element in einer Menge

das minimale ¢, fiir das eine Bedingung erfiillt ist

Rang der Matrix P(s)
der durch die angegebenen Vektoren aufgespannte

Vektorraum
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1 Einleitende Ubersicht

Der vorliegende Forschungsbericht befafit sich mit der Fin-/Ausgangsentkopplung nichtli-
nearer Mehrgréflensysteme. Hierbei handelt es sich um die Problematik, ein Mehrgréfien-
system derart mit einer dynamischen Zustandsriickfithrung zu versehen, daf} jeder Sy-
stemeingang genau nur auf einen Ausgang wirkt. Das entkoppelte System entspricht dann
einer Parallelschaltung mehrerer Eingréfiensysteme. Die Betrachtungen beschranken sich
auf die Klasse der analytischen Systeme mit linearer Steuerung (ALS) und gleicher Anzahl

von Ein- und Ausgingen.

Diese Fragestellung ist in der Literatur mittlerweile umfangreich diskutiert worden (z. B.
Singh 1980, Commault u. a. 1986, Descusse und Moog 1987, Glumineau und Moog 1989,
Schwarz 1991, Cao und Zheng 1992, Huijberts u. a. 1992). Dabei zeigt sich, daff nur fiir
die Klasse der invertierbaren Systeme iiberhaupt eine Entkopplung méglich ist. Zum Aut-
finden einer geeigneten Riickfithrung werden in der Regel Erweiterungs- oder Struktural-
gorithmen verwendet. Sie fithren zu Lésungen, die sich in der Regel aus der Vorschaltung
von einem oder mehreren Integratoren vor die Eingénge des Systems und anschlieflender

statischer Zustandsriicktithrung zusammensetzen.

Auf diese Weise bestimmte Riickfiihrsignale kénnen unter Umstédnden, zumindest fiir aus-
gewahlte Punkte im Zustandsraum, einen unendlich grofien Wert annehmen. Um diese
Singularitdten von vornherein auszuschlieflen, beinhalten manche der Algorithmen des-
halb sogenannte Regularitdtsbedingungen. Sie sind allerdings dermaflen restriktiv, daf3
solcherart ergénzte Algorithmen nicht fiir alle invertierbaren Systeme zu einem Ergebnis

fithren (Respondek 1993).

Um nun diese Restriktionen zu umgehen, wird im folgenden ein génzlich anderer An-
satz zur Gewéahrleistung der Regularitét einer Entkopplung gewdhlt. Er orientiert sich
im wesentlichen an der Struktur im Unendlichen des Systems und bietet den Vorteil von
wesentlich schwicheren Anforderungen an ein System als bei entsprechenden Erweite-
rungsalgorithmen. Zudem besteht die Moglichkeit, die Regularitatsanalyse mit Hilfe gra-
phentheoretischer Methoden durchzutithren. Denn autbauend auf bisherige Forschungs-
ergebnisse (Wey 1993) kann die Struktur im Unendlichen anhand eines einem System
zugeordneten Graphen beschrieben werden. Dariiber hinaus ist auch die Synthese von

entkoppelnden Zustandsriickfithrungen mit Hilfe des Graphen méglich.

Im einzelnen gliedert sich der Bericht wie folgt:

In Abschnitt 2 werden die wesentlichen Grundlagen, die zum Verstandnis der Entkopp-
lungsproblematik von Interesse sind, kurz angesprochen. Vor allem die Differenzierung
zwischen statischer und dynamischer Entkopplung wird diskutiert. Auflerdem ist die Ei-
genschaft der Invertierbarkeit von nichtlinearen Systemen ein Thema. Anschlieflend geht
Abschnitt 3 gezielt auf die Entkopplung mit dynamischer Riickfithrung ein. Hierzu wird

die Struktur im Unendlichen und das Kriterium der essentiellen Ordnungen eingefiihrt.
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Abschnitt 4 zeigt dann Moglichkeiten auf, mit denen Singularitdten bei der Auslegung
einer entkoppelnden Riickfiihrung vermieden werden kénnen. Fin wichtiges Hilfsmittel
hierfiir stellt die Analyse des linearisierten Zustandsmodells eines ALS, im weiteren auch
als Tangentialsystem bezeichnet, dar. Die zuvor diskutierten Konzepte werden dann in
Abschnitt 5 derart aufbereitet, dafl sie mit Hilfe graphentheoretischer Verfahren nachvoll-
ziehbar sind. Neben der Formulierung notwendiger graphentheoretischer Kriterien fiir eine
Entkoppelbarkeit kann insbesondere ein neues am Systemgraphen orientiertes Synthese-
verfahren zur Auslegung einer reguldren entkoppelnden Riickfiihrung entwickelt werden.
Hierbei bestitigt sich die bessere Ubersichtlichkeit dieser Vorgehensweise im Vergleich
zu klassischen algebraischen Verfahren. Zusammenfassung und Ausblick auf weitere For-

schungsmoglichkeiten in diesem Bereich schliefen den Bericht ab.
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2 Entkoppelbarkeit nichtlinearer Systeme

Ein nichtlineares Mehrgroflensystem wird als entkoppelt bezeichnet, wenn, eventuell nach
einer Umnumerierung der Ausgange, jeder Ausgang y;(?) nur durch den korrespondieren-

den Eingang u,(t) beeinflult wird. In diesem Fall gilt

Die Problemstellung der Ein-/Ausgangsentkopplung besteht darin, fiir ein gegebenes nicht

entkoppeltes System eine statische Zustandsriickfiihrung
u=r(x)+ W) (2.2)
bzw. eine dynamische Zustandsriickfithrung
z = m(e,z)+ Nz, z)v

2.3
u = f(x,2)+ Gz, z)v (23)

zu finden, so dafl der geschlossene Regelkreis mit der neuen Fingangsgréfie v entkoppelt
ist. Inwieweit ein System iiberhaupt entkoppelbar ist, kann mittels verschiedener Vertah-
ren iiberpriift werden. In der weiteren Ausarbeitung wird ausschliefllich auf die Entkop-
pelbarkeit von ALS in skalare Teilsysteme eingegangen. Folglich ist eine Einschriankung
auf quadratische Systeme, d. h. aut Systeme mit gleicher Anzahl von Ein- und Ausgangs-

gréfen, notwendig:

¢ = a(x)+ B(z)u; xy=x(l)

24
Zus oy _ e eeR; wi)eR™; yieRn . -

Fiir diese Klasse von Systemen bieten sich verschiedene Kriterien zur Uberpriifung der

Entkoppelbarkeit an, die im folgenden einander gegeniibergestellt werden sollen.

2.1 Entkopplungsmatrix

Die Entkopplungsmatrix eines ALS wird mit Hilfe von mathematischen Werkzeugen aus
dem Bereich der Differentialgeometrie, den Lie-Operatoren, definiert. Eng verkniipft mit

der Definition dieser Matrix ist der Begriff des Differenzengrades:

Definition 2.1 (Schwarz 1991)
Ein MehrgroBen-ALS der Form (2.4) hat den (Vektor-) Differenzengrad d fiir alle & in

einer Umgebung von @g:

d: {dl,dg,...,dm} (25)

mit?
d; = min{r|LpL ‘ez #£0} ; r=1,2,....m . (2.6)
O

2cZ»T in Gl. (2.6) bezeichnet die i-te Zeile der Matrix C.
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Anschaulich bedeutet (2.6), daB d; gerade der Anzahl der zeitlichen Differentiationen von

y; entspricht, bis mindestens eine Eingangsgrofie u; explizit darin enthalten ist:

OFy.(t)

yl(k)(t) = ik # f(u(t)) ; kE=1,...,d; -1 20
@),y _ 9%wit) '
0 = T80 )

Faft man die Zeilendifferenzengrade d; nun zusammen und verwendet die Spalten b; der
Matrix B(@), so ergibt sich die Entkopplungsmatrix D(@) zu (Isidori 1989, Schwarz 1991)

Ly, La=tele Ly, Lb~tele -0 L, Lb-lela
Ly L2 tele Ly L2 tele o Ly, L2 'cla

D(=) = | | (2.8)
Ly Lim=tel @ Ly L~ telx oo Ly, Li»"lcl e

Diese Matrix ist fiir die Entkoppelbarkeit eines ALS von ausschlaggebender Bedeutung:

Satz 2.1 (Schwarz 1991)

Das Ein-/Ausgangsentkopplungsproblem fiir quadratische ALS in einer Umgebung Uy um
einen Arbeitspunkt &y kann dann, und nur dann, mit Hilfe einer reguldren statischen
Zustandsriickfithrung (2.2) gelost werden, wenn die Matrix D(@g) nichtsinguldr ist und
das System damit einen Vektordifferenzengrad d = {di,...,d,} mit d; # 0 fiir den
betrachteten Arbeitspunkt @ hat. a

Wenn diese Bedingung erfiillt ist, so lassen sich die Koeffizienten der gesuchten Zu-
standsriickfiihrung sehr einfach direkt mit der Entkopplungsmatrix bestimmen zu
LicTe
D1 Lcle
Limel 2
W(x) = D (z)
Das resultierende System mit der neuen Eingangsgrofie v(t) geniigt dann den in GI. (2.1)

genannten Bedingungen fiir entkoppelte Systeme.

2.2 Rechtsinvertierbarkeit

Eine weitere Moglichkeit zur Charakterisierung der Entkoppelbarkeit nichtlinearer Syste-
me ist die Verwendung des Konzepts der Invertierbarkeit. Fiir lineare Systeme (LS) 1aBt

sich dieser Begriff anschaulich erkléaren:

Ein System mit der (p x m)-Ubertragungsmatrix F(s) wird als linksinvertierbar bezeich-

net, wenn eine rationale (m x p)-Matrix L(s) derart existiert, daf

1 0
L(s)F(s) = I, = (2.10)
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gilt. Von Rechtsinvertierbarkeit spricht man demgegeniiber, wenn es eine rationale (m X p)-

Matrix R(s) gibt, die die Gleichung
F(s)R(s) =1, (2.11)
erfiillt.

Um das Konzept der Invertierbarkeit auf nichtlineare Systeme zu erweitern, ist die Anwen-
dung spezieller mathematischer Verfahren notwendig. Zu nennen sind in diesem Zusam-
menhang die Differentialgeometrie (Isidori 1989, Schwarz 1991) und die Differentialalgebra
(Fliess 1990a, Wey 1992, Fliess und Glad 1993).

Die Differentialalgebra erweist sich als besonders geeignet, da mit ihr die Definition der
Invertierbarkeit nichtlinearer Systeme einfach und elegant moglich ist und auBlerdem ei-
ne weitgehende Konsistenz zur Theorie linearer Regelungssysteme erhalten bleibt. Denn
der Rang eines ALS kann, in Analogie zum Rang der Transfermatrix F(s) fiir LS, als

Kriterium fiir die Invertierbarkeit herangezogen werden:

Definition 2.2 (Fliess 1986)
Ein System ist dann, und nur dann, (differentiell) linksinvertierbar (bzw. rechtsinvertier-

bar), wenn sein differentieller Rang p* mit®
p* = diff. trg k<y>/k (2.12)
gleich der Anzahl von Eingédngen (bzw. Ausgéngen) ist. O

Die Linksinvertierbarkeit ist Voraussetzung dafiir, dafi die Eingangsgrofe u () eines Sy-
stems aus der Ausgangsgrofie y(t) berechnet werden kann. Die Rechtsinvertierbarkeit kann
dagegen direkt mit dem Begriff der Entkoppelbarkeit verkniipft werden. Es gilt:

Definition 2.3 (Fliess 1987)
Ein System kann dann, und nur dann, durch Zustandsriickfithrung entkoppelt werden,

wenn es rechtsinvertierbar ist. O

Anmerkung:

Satz 2.1 und Definition 2.3 unterscheiden sich in wesentlichen Punkten. Zunéchst ist die
differentialalgebraische Aussage zur Entkoppelbarkeit global giiltig. Im Gegensatz hierzu
kann die Nichtsingularitat der Entkopplungsmatrix im allgemeinen als vom betrachte-
ten Arbeitspunkt abhéngig angesehen werden. Auflerdem handelt es sich bei der Aus-

sage in Definition 2.3 um eine umfassendere Form des Entkopplungsproblems. Denn ein

3diff. Trg bezeichnet den differentiellen Transzendenzgrad einer Korpererweiterung. Im vorliegenden
Fall entspricht p* der Anzahl von Elementen der Menge {y,v,...,}, die kein Polynom P(:) = 0 mit
Koeffizienten in k erfiillen (vgl. Fliess und Glad 1993, Wey 1992).
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differentiell rechtsinvertierbares System muf} nicht unbedingt durch eine statische Zu-
standsriickfiihrung entkoppelbar sein, vielmehr ist auch der Einsatz einer dynamischen

Zustandsriickfithrung der Form

z = alz,z,v)

(2.13)
u = Bz, z,v) ; z€R%L veR™

zulassig.
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3 Entkopplung mit dynamischer Riickfiihrung

Aufgrund der bisherigen Ergebnisse 1a8t sich zusammenfassend sagen, dafl das Entkopp-
lungsproblem fiir rechtsinvertierbare Systeme grundsétzlich 16sbar ist. Allerdings ist die
Synthese einer geeigneten Riickfithrung zumindest fiir den dynamischen Fall nicht tri-
vial. Bisher wurden zahlreiche Verfahren zur konkreten Bestimmung einer solchen ent-
koppelnden Zustandsriickfithrung entwickelt (z. B. Singh 1980, Descusse und Moog 1987,
Glumineau und Moog 1989, Di Benedetto u. a. 1989, Cao und Zheng 1992). Diesen im
allgemeinen mit Erweiterungs-Algorithmen oder Struktur-Algorithmen bezeichneten Ver-
fahren ist gemein, dafl zunéchst Integratoren vor den Systemeingangen angefiigt werden,
damit anschlieflend eine statische Zustandsriickfithrung die Entkopplung bewirken kann.

Allerdings fithren die Berechnungsvorschriften nicht fiir alle rechtsinvertierbaren ALS zu

einem Ergebnis (Respondek 1993, Martin 1993).

Um unabhéngig von Erweiterungs-Algorithmen die Anzahl sowie geeignete Position zusatz-
licher Integratoren zu ermitteln, bietet sich die Analyse der essentiellen Ordnungen eines
ALS an. Bei diesem Konzept wird von der Struktur eines Systems direkt auf die zur Ent-
kopplung notwendige dynamische Erweiterung geschlossen. Zunachst mufl die Struktur im

Unendlichen eines nichtlinearen Systems erlautert werden.

3.1 Struktur im Unendlichen

Fir ALS der Form (2.4) wird im weiteren angenommen, dafl deren Eingangsgrofien n-mal

stetig differenzierbar sind. Dann gilt die folgende Taylorreihenentwicklung

! t—to)

0=

+ Roa(t —to) UEO) = uj(to) (3.1)

so daB die Elemente der Menge {u, %, i, ..., u("Y} voneinander unabhéngige Variablen

darstellen.

Die zeitlichen Ableitungen der Ausgangsgrofie eines Systems ergeben sich zu

y(t) = ylz,u) = g—i[a(a:)—l—B(a:)u]
i) = e u) = % law) + Blayu] + Vi 2
Dy® (+)

yt) = y(k+1)(w7u7”‘7u(k)) = . [a(x)+ —I-Z ul )
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Im Falle von LS ist die Struktur im Unendlichen eng mit dem Begriff der Toeplitz-Matrizen
verkniipft (Pugh u. a. 1989, Svaricek 1993). Das nichtlineare Aquivalent der Toeplitz-
Matrix ist die aus den zeitlichen Ableitungen von w(¢) und y(¢) aufgebaute Jacobi-Matrix

u(k—l)) _ a(yv"'vy(k))

Ji(z,u,..., o) o k=1,....n ; Jy=0
| g_z 0 0 ]
. . 99
I AR (33)
oy gy | oy
T N

Ji kann direkt zur Bestimmung der nichtlinearen Struktur im Unendlichen verwendet

werden. Der Zusammenhang wird deutlich, wenn man die algebraische Definition der

Nullstellen im Unendlichen (NU) betrachtet:

Es wird ein Kérper K definiert, der aus rationalen Funktionen in {u, ..., w9} mit me-
romorphen Koeffizienten in & besteht (vgl. Di Benedetto u. a. 1989, Wey 1993). Mit £ be-

zeichnet man einen Vektorraum iiber K, der von den Differentialen {da, du, ..., du"="}

(%)

aufgespannt wird. Die Differentiale dy;"’ der Ausgangsgrofie y;(1), die allgemein durch

@@zzﬁym (3.4)

berechnet werden, entsprechen dann gerade der multiplikativen Verkniipfung von den
Elementen der Matrix J; mit den Basisvektoren von &:
du Oy

+8a3

de . (3.5)

@ = | D oy ]
Jou Ouln—1)

du(n—l)

Der Differenzengrad eines ALS, der in Gl. (2.6) auf differentialgeometrische Weise definiert
wurde, kann mit der hier verwendeten Nomenklatur differentialalgebraisch wiedergegeben

werden:
d; :min{k>0|dy2(k) ¢ span{de}}; i1=1,....m . (3.6)
In einem néchsten Schritt fithrt man eine sukzessive Kette von Vektorraumen
E = spang{de}

& = spang{de,dy} (3.7)

€, = spang{de,dy,... dy"}
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ein. Diese stellen Unterraume von £ dar:
o C&EC--CE, CE=spang{de,du}; u:={u,u,u,...} . (3.8)

Die Zeilen von J; charakterisieren bis auf die de& die aufspannenden Vektoren von &.
Aus diesem Grund stimmt der Rang von Jj bis auf eine additive Komponente mit der

Dimension von & tiberein (Di Benedetto u. a. 1989):
rang Jp = dim &, —dim& =dimé&, —n . (3.9)

Ein grundlegendes Resultat beziiglich der Dimensionen dieser Vektorrdume sind die Zu-
sammenhéange
VE>0: dimé&yq —dimé&, > dimé& —dim&p_

(3.10)
VeE>n: dimé&yy —dimé&, = dimé€, —dimé&, 4

Darauf aufbauend erhalt man die Definition der Struktur im Unendlichen:

Definition 3.1 (Martin 1993)

o ;= dimé&, — dim&,_; > 0 ist die Anzahl der Nullstellen im Unendlichen der Ord-
nungen kleiner oder gleich k. Die Gesamtanzahl der Nullstellen im Unendlichen ist o,,.
Die Struktur im Unendlichen entspricht der Menge {n{,...,n, } von Indizes k, fiir die
op—op_1 # 0 ist, jeder Index wird o — o1 mal wiederholt. Die Struktur im Unendlichen
gibt folglich die Ordnungen der Nullstellen im Unendlichen wieder. O

Diese Definition ist konsistent mit der urspriinglich von Moog (1988) genannten. Erwéh-
nenswert ist die Tatsache, daf} es sich bei den Vektorraumen &, um gewohnliche, nicht-

differentielle Vektorraume handelt.

Mit den in GI. (3.7) festgelegten Vektorrdumen kann die differentialalgebraische Defini-
tion 2.2 der Invertierbarkeit fiir die hier betrachteten ALS in eine mit klassischen ma-
thematischen Hilfsmitteln beschreibbare Definition {iberfithrt werden. Weil es sich bei
den Differentialen dy*) um Kdihler-Differentiale (Johnson 1969) handelt, entspricht die
Anzahl o, der NU genau der Anzahl von unabhéngigen Ausgangsgrofen. Aus diesem
Grund stimmt auch die Gesamtanzahl der NU gerade mit dem differentiellen Rang gemaf

Definition 2.2 iiberein:
o, =p° . (3.11)
Daher gilt:

Definition 3.2 (Di Benedetto u. a. 1989)
Ein System ist dann und nur dann (differentiell) rechtsinvertierbar, wenn die Gesamtan-

zahl
o, =dim&, —dim¢&,_; =rang J, —rang J,_4 (3.12)

der Nullstellen im Unendlichen gleich der Anzahl m von Ausgéngen ist. O
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3.2 Essentielle Ordnungen

Cremer (1971) hat bereits Anfang der siebziger Jahre erkannt, daf fiir die Theorie linearer
Regelungssysteme der Begrift der rangbestimmenden Vektoren einer Matrix von Bedeu-
tung ist. Dieses Kriterium kommt dann zum Tragen, wenn singulidre Matrizen, z. B. mit
mehr Zeilen als Spalten, betrachtet werden. Ein rangbestimmender Spalten- oder Zeilen-
vektor einer solchen Matrix hat die Figenschaft, dafl er von allen anderen Spalten- bzw.
Zeilenvektoren linear unabhéngig ist. Folglich verringert sich der Rang der Matrix, sobald
eine ranghestimmende Zeile, im folgenden auch als essentielle Zeile bezeichnet, gestrichen
wird. Im Gegensatz dazu tritt keine Anderung des Ranges auf, wenn eine nicht essentielle

Zeile entfernt wird.

Die Zeilen in J} entsprechen, wie schon erwahnt, den aufspannenden Vektoren der Raume
Er. Das Konzept der essentiellen Ordnungen sucht nun nach den Matrizenzeilen, die fiir

den Rang von Jj und damit fiir die Dimensionen der &, bestimmend sind:

Definition 3.3 (Glumineau und Moog 1989)
Die essentielle Ordnung n;. einer Ausgangsgrofie y; des Systems Y~ ist definiert als

n,e = min {k > 1|dy2(k) ¢ span{de, dy, ... dy*Y, dy;];)i, L dy™Myy (3.13)
Wenn dieses k nicht existiert, so gilt n;. = co. O

ni. entspricht nach dieser Definition dem kleinsten k, fiir das eine Matrizenzeile

ORI (*)
yb=| % Oy v (3.14)
ox Ju Huln—1)

relevant fiir den Rang der Matrix J,, ist.

Mit Hilfe der essentiellen Ordnungen 148t sich eine einfach zu tiberpriifende Bedingung

fiir die Entkoppelbarkeit eines ALS angeben:

Satz 3.1 (Glumineau und Moog 1989)
Wenn eine statische oder dynamische Zustandsriickfithrung exisitiert, die ein System
nach Gl. (2.4) entkoppelt, so gilt

(2 2 ne(5): i=L..m . (5.15)
Hierbei bezeichnet ", das entkoppelte System.

AufBlerdem existiert im Falle einer dynamischen Zustandsriickfithrung ein erweitertes ent-
koppeltes System !, so daff die Gleichung

(X)) =nie(X); i=1,...,m (3.16)

Giltigkeit hat. O
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Fiir ein entkoppeltes System stimmen die durch den Differenzengrad festgelegten Ord-
nungen d; mit den Ordnungen n) der NU iiberein. Satz 3.2 liefert daher die Aussage,
dafBl bei Verwendung einer dynamischen Riickfithrung ein rechtsinvertierbares System im-
mer so entkoppelt werden kann, dafl 3", eine Struktur im Unendlichen aufweist, deren

Ordnungen mit den essentiellen Ordnungen iibereinstimmt.

Ein weiteres fiir die Auslegung von entkoppelnden dynamischen Riickfiihrungen wichtiges

Kriterium 148t sich aus diesem Satz ableiten:

Satz 3.2 (Glumineau und Moog 1989)
Die drei Mengen {d;}, {n;.} und {n}} sind dann und nur dann gleich, wenn das zugehérige

System 3 mit einer reguldren statischen Zustandsriickfithrung entkoppelt werden kann.
O

Zur Synthese einer dynamischen Zustandsriickfithrung, die ein ALS geméfl Satz 3.2 ent-
koppelt, 1aBt sich daher dessen Struktur, gekennzeichnet durch die Nullstellen im Unend-
lichen, verwenden. Und zwar kann durch Vergleich der Mengen {n,.} und {n’} festgestellt

werden, welche Ordnung
Nomin = Znie - an (317)
=1 k=1

die Riickfiihrung aufweisen mufl (Huijberts u. a. 1992). Stimmen die Ordnungen der Struk-
tur im Unendlichen und die essentiellen Ordnungen dann aufgrund der dynamischen Er-
weiterung iiberein, kann anschlieffend eine statische Riickfiihrung die Entkopplung bewir-

ken.

Im Gegensatz zu den hier betrachteten quadratischen ALS ist fiir allgemeine nichtlinea-
re Mehrgroflensysteme Satz 3.2 nicht ohne weiteres giiltig. Denn es existieren durchaus
rechteckige Systeme, d. h. Systeme mit einer ungleichen Anzahl von Ein- und Ausgéngen,
die trotz nicht {ibereinstimmender Mengen {n;,} und {n!} durch eine rein statische
Riickfithrung entkoppelbar sind (vgl. Herrera und Lafay 1993).
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4 Regulare Entkoppelbarkeit

Bei der Auslegung von dynamischen Entkopplungen tiir ALS wurde die Regularitit einer
Zustandsriickfithrung bisher nicht angesprochen. Aufgrund der bisherigen globalen Be-
trachtungsweise ist das Auftreten von Singularitaten nicht auszuschliessen (Di Benedetto
und Grizzle 1990, Martin 1993, Respondek 1993), auch die Verwendung von essentiel-
len Ordnungen zur Analyse und Synthese des Entkopplungsproblems fithrt lediglich im
statischen Fall zu reguldren Zutandsriickfithrungen. Um auch fiir eine dynamische Ent-
kopplung die Regularitit der Losung gewahrleisten zu kénnen, sind zusitzliche Uberlegun-
gen notwendig. Diese fithren, wie im Falle einer differentialgeometrischen Systemanalyse,
zu Betrachtungen, die nur innerhalb der Umgebung um einen Arbeitspunkt giiltig sein

konnen.

Zunichst wird das um einen Arbeitspunkt (@¢, ug) linearisierte Zustandsmodell eines ALS
eingefithrt. Im weiteren wird dieses auch als das lineare Tangentialsystem > 7 zu einem

ALS ¥ bezeichnet (Fliess 1990b):

P L F,Az + F,Au
Z aw 2o, U0 a’u/ 2o, U0 (41)
T
Ay = CAzx

Die zugehorigen Vektorrdume T'E; des Tangentialsystems werden nach Gl. (3.7) bestimmt.
Da es sich um ein lineares System handelt, kénnen die T'E;, sowohl {iber dem Kérper K als

auch tiber R generiert werden. Denn die aufspannenden Vektoren sind fiir LS konstant.

Die Dimensionen der im letzten Abschnitt eingefiihrten Vektorrdume & beinhalten ge-
nerische Informationen. Diese bilden eine obere Abschétzung zu den Dimensionen an
stationdren Arbeitspunkten? (Martin 1993)

dim & (@, up) < dim &y vk . (4.2)

Von wesentlichem Interesse ist die Tatsache, dafl sich die Dimension eines Vektorraums

&, an einem Arbeitspunkt anhand des korrespondierenden Tangentialsystems zu

ermitteln 1aBt. Mit Hilfe dieses Zusammenhangs kann die Singularitdt bzw. Regularitat

eines ALS und damit auch sofort die reguldre Entkoppelbarkeit charakterisiert werden:

Definition 4.1 (Martin 1993)
Ein System >~ wird dann als reguldr in einer Umgebung U, um einen Arbeitspunkt (@, wo)

bezeichnet, wenn ab einem kg fiir die Vektorraumdimensionen des Tangentialsystems > "7

dimTE&, =dimé&, VEk > ko (4.4)

AFiir die Menge @ = (u, 1, ...) gilt an einem Arbeitspunkt g = (10,0, ...,0).



4 Reguldre Entkoppelbarkeit 13

gilt. Reguldr invertierbar wird ein System dann genannt, wenn es sowohl regulér als auch
invertierbar ist.

Jedes reguldr invertierbare System ist reguldr entkoppelbar. a

Anschaulich steht hinter dieser Definition, dal ein ALS dann an einem Arbeitspunkt
(o, uo) regular entkoppelt werden kann, wenn dim & (@, w) in einer Umgebung Uy um
diesen Punkt konstant bleibt. Aus Sicht einer rechnergestiitzten Analyse dieses Kriteriums
ist der folgende Satz von Interesse, der sich unmittelbar aus Gl. (3.10) ableiten 1aft:

Satz 4.1 (Martin 1993)

Ein System 3~ ist dann und nur dann regulér in Uy, wenn gilt
dimTE, = dimé&, . (4.5)

Damit ist sichergestellt, dafl nach maximal n Berechnungssschritten festgestellt werden

kann, ob ein System regulér ist oder nicht.

Eine weitere Charakterisierung eines reguldren Systems 1483t sich in Abhéangigkeit der NU

formulieren:

Satz 4.2 (Martin 1993)
Ein System 3~ ist dann und nur dann regular in Uy, wenn es die gleiche Gesamtanzahl von

NU und denselben Defekt wie das zugehorige Tangentialsystem "7 aufweist. Der Defekt

b=n—>n" . (4.6)
7=1
geht direkt aus den Ordnungen der NU hervor. O

Dieser Zusammenhang bietet eine geeignete Basis fiir eine qualitative Untersuchung des
Entkopplungsproblems. Durch solch einen Ansatz, der z. B. unter Zuhilfenahme der Gra-
phentheorie erfolgen kann, sind bestimmte Systemstrukturen auffindbar, die unabhéngig
von Systemparametern immer reguldr entkoppelt werden kénnen. Hierauf wird in Ab-

schnitt 5 ndher eingegangen.
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5 Graphentheoretischer Ansatz

Die im vorherigen Abschnitt diskutierten Kriterien zur Beurteilung der Entkoppelbarkeit
eines ALS und die daraus resultierenden Moglichkeiten zur Synthese von entkoppelnden
Zustandsriickfithrungen kénnen mit Hilfe graphentheoretischer Verfahren gut analysiert

werden. Hierzu wird einem ALS zunéchst ein Graph G zugeordnet.

5.1 Graphentheoretische Beschreibung nichtlinearer Systeme

Mit Hilfe eines graphentheoretischen Ansatzes kann die Struktur eines nichtlinearen Sy-
stems sehr {ibersichtlich wiedergegeben werden. Dazu ist einem ALS ein gerichteter Graph

G zuzuordnen, der nach den folgenden Gesichtspunkten konstruiert wird:

Der gerichtete Graph G eines ALS gemaf Gl. (2.4) mit «(t) € R", u(t) € R™, y(t) €
R? besteht aus m Eingangsknoten wuq,...,u,,, aus n Zustandsknoten 1,...,n und aus p
Ausgangsknoten yq,...,y,. Die einzelnen Knoten werden nach den folgenden Regeln mit

gerichteten Verbindungslinien bzw. Kanten versehen (Svaricek 1992):

1. Es existiert eine gerichtete Kante vom Eingangsknoten j zum Zustandsknoten z,
wenn die partielle Ableitung der i-ten Zeile der Zustandsdifferentialgleichung nach
der j-ten Eingangsvariable ungleich Null ist, d. h. wenn gilt

7 =

ou; Ju; _b”(w)%o’jzl,...,m

ooy

(5.1)

2. Es existiert eine gerichtete Kante vom Zustandsknoten j zum Zustandsknoten ¢,
wenn die partielle Ableitung der i-ten Zeile der Zustandsdifferentialgleichung nach
der j-ten Zustandsvariable ungleich Null ist, d. h. wenn gilt

ai‘z’_a(ai(ib)-l-bn(a:)m—I—---—I—bim(aﬁ)um)7&0 o= 1,...,n
— e

3. Es existiert eine gerichtete Kante vom Zustandsknoten j zum Ausgangsknoten z,
wenn die partielle Ableitung der -ten Zeile der Ausgangsgleichung des Zustands-
modells nach der j-ten Zustandsvariable ungleich Null ist, d. h. wenn gilt

Oy O(eaxs + -+ 4 ciny) i o= 1,...,p
- ey 20 . 5.3
Ox; Ox; < 7 j = 1l,....n (5:3)

Die genannten mathematischen Ausdriicke in den Gln. (5.1) bis (5.3), die fiir die Existenz
einer Kante verantwortlich sind, werden auch als deren Gewichtung oder Bewertung be-
zeichnet. Die hier verwendete Beschreibung des Graphen nichtlinearer Systeme stimmt im
wesentlichen mit bereits bekannten Definitionen (vgl. Kasinski und Levine 1984, D’Andrea

und Levine 1986) iiberein.
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Zur Anwendung graphentheoretischer Verfahren bei der Analyse von ALS wird zudem der
Begriff des gerichteten Pfades bendtigt:

Definition 5.1 (Svaricek 1992)

Ein gerichteter Pfad in einem Graphen ist die Aneinanderreihung mehrerer Kanten
{€i,€j,...}, wobei der Anfangsknoten einer weiterfithrenden Kante der Endknoten der
vorhergehenden Kante ist. Dabel miissen die einzelnen Kanten nicht notwendigerweise
verschieden voneinander sein. Die Anzahl der Kanten {e;, ¢;,...} in einem gerichteten
Pfad wird als dessen Lédnge bezeichnet, die Ptadbewertung entspricht der multiplikativen

Verkniipfung der zugehorigen Kantenbewertungen. O

Beispiel 5.1 (Perdon u.a. 1989)
Zur Verdeutlichung, wie der bewertete gerichtete Graph eines ALS erstellt wird, soll

(ur)

=1
@
=1

@)

Bild 5.1: Bewerteter gerichteter Graph G des Systems aus Beispiel 5.1

hier ein Beispielsystem mit den Matrizen

0 10
a(x) = x4(§t) ; B(z) = 8 1 ; C = H (1) _01 8] (B5.1-1)
0 0 x3(t)

verwendet werden. Der zugehorige Graph G ist in Bild 5.1 dargestellt, die Kanten
und deren Bewertungen ergeben sich hierbei aus der Anwendung der Regeln (5.1)

bis (5.3).

Eine kompakte Darstellungsweise fiir die in einem Graphen enthaltenen gerichteten Pfade
zwischen Eingdngen und Ausgingen ist mit sogenannten Adjazenzmatrizen E; moglich
(Reinschke 1988). Die Bewertungen aller Ein-/Ausgangspfade der Lange [ zwischen u;

und y; sind in den Elementen ¢, der Matrizen

ox

E =CD"*(x,u)B(z) ; D(xz,u) = E
x

(5.4)

enthalten.
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5.2 Regulire Entkoppelbarkeit

Das in Abschnitt 4 behandelte Verfahren zur Analyse der reguldaren Entkoppelbarkeit
bietet sich als Grundlage fiir eine graphentheoretische Bearbeitung des Entkopplungspro-
blems an. Wesentliches Ziel eines solchen Ansatzes ist es, eine moglichst tibersichtliche

und fiir eine rechnergestiitzte Analyse geeignete Methode zu entwickeln.

Die Analyse der reguldren Entkoppelbarkeit eines ALS in einer Umgebung U, um einen Ar-
beitspunkt (@¢, ug) basiert im wesentlichen auf der Priifung der Invertierbarkeit sowie der
Verwendung der Struktur im Unendlichen des zugehérigen Tangentialsystems. Vergleicht
man die Definition des Tangentialsystems in Gl. (4.1) mit der von G, so beschreiben beide,
bis auf die explizite Berilicksichtigung eines Arbeitspunktes (@, wo), identische Systeme.
Zwischen den einen Graph beschreibenden Adjazenzmatrizen E; und den zur Regula-
ritdtsuntersuchung benétigten Dimensionen der durch das Tangentialsystem definierten
Vektorrdume T'E; 148t sich folgender Zusammenhang finden (Commault u. a. 1986, Pugh
u. a. 1989):

E, 0 0

. E; E, 0

dim T'E, = rang (z,,uo) . ) ) 0 +n . (5.5)
By - By E,

Neben dieser algebraischen Verkniipfung, die auf der Anwendung von Toeplitz-Matrizen
basiert, kann auch ein direkter Zusammenhang zwischen dem Graphen und der reguléren

Entkoppelbarkeit aufgezeigt werden.

In einem ersten Schritt ist zu priifen, ob ein System tiberhaupt entkoppelt werden kann. In
Analogie zur Theorie linearer Regelungssysteme kann dies mit Hilfe von knotendisjunkten
Pfaden geschehen. Das sind diejenigen Pfade zwischen Ein- und Ausgéngen, die keine
gemeinsamen Knoten und damit auch keine gemeinsamen Kanten besitzen. Es gilt die

notwendige Bedingung:

Satz 5.1
Ein ALS ist nur dann entkoppelbar mit einer statischen oder dynamischen Zustandsriick-
fithrung, wenn die maximale Anzahl der knotendisjunkten Ein-/Ausgangspfade mit der

Anzahl m von Ein- bzw. Ausgéngen {ibereinstimmt. O

Besonders geeignet ist die Anwendung der Graphentheorie dann, wenn qualitative System-
modelle betrachtet werden. Fiir diese sind die Kantenbewertungen als voneinander un-
abhangige GroBen angenommen, so daf eine gegenseitige Ausloschung von Ein-/Ausgangs-
pfadbewertungen, wie dies z. B. in Bild 5.1 (Pfade us — 2 — yo und us — 3 — y2) ge-
schieht, nicht auftreten kann. Lediglich die Struktur, d. h. die Existenz bzw. Nichtexistenz
von Kanten, wird beriicksichtigt. Deshalb spricht man in diesem Fall auch von einer struk-

turellen Systemanalyse. Mit dieser Art der Analyse ist es moglich, Systemkenngréfien fiir
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ganze Klassen von strukturell identischen ALS zu bestimmen. Wenn z. B. ein System
voneinander unabhingige Kantenbewertungen hat und damit die gleichen Eigenschaften
wie das zugehorige Strukturmodell aufweist, dann ist Satz 5.1 sowohl notwendig als auch
hinreichend.

Beispiel 5.2 (Wey u. a. 1994)
Der in Bild 5.2 dargestellte Graph korrespondiert mit dem durch die Matrizen

a(@)=| 22 |: B@)=|u 0| CZH (1) 8] (B5.2-1)

beschriebenen System. Es kann sehr einfach festgestellt werden, dafl zwei knotendis-

Bild 5.2: Graph G des Systems (B 5.2-1)

junkte Fin-/Ausgangspfade, die im Graphen durch breitere Kanten gekennzeichnet
sind, existieren und damit die notwendige Bedingung fiir die Entkoppelbarkeit erfiillt
ist. Dariiber hinaus tritt keine gegenseitige Elimination der Bewertungen von Ein-
/Ausgangspfaden auf, so daff Satz 5.1 auch hinreichend ist. Durch Anwendung von
Definition 3.2 kann, wenn auch in deutlich aufwendigerer Form, ebenfalls festgestellt

werden, dafl das System rechtsinvertierbar und damit entkoppelbar ist:

. Ty | Uy
vy = J:’z N l’%—|—$3ul

=0 = ranngzrang[a—y]:rang Lo =1
ou 3 0

(B5.2-2)

Die Differenz oy — ¢ erreicht noch nicht den groftméglichen Rang, deshalb sind
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weitere Differentiationen notwendig:

. Uy
v = 2xuy + uguy + T3Uy
0y 0 0 0y 1 0
Jou 2x1 +uy Uy ou rs3 0 (B5.2-3)
Py
a_y 0
u
= N .| = J =2
= 03 rang a_y a_y rang Ji
ou Ju

Wegen Gl. (3.10) kann o3 nicht kleiner als o3 werden, so dafl fiir den Rang p* =
o3 = 0y = 2 gilt. Folglich ist das System entkoppelbar.

Um im weiteren Aussagen zur reguldren Entkoppelbarkeit eines Systems an verschie-
denen Arbeitspunkten machen zu kénnen, wird Satz 4.2 ausgenutzt. Dieser fordert als
notwendige Bedingung eine gleiche Anzahl von NU fiir das zu entkoppelnde und das Tan-
gentialsystem. Da es sich bei dem Tangentialsystem um ein lineares System handelt, hat
der folgende Satz Giiltigkeit:

Satz 5.2 (van der Woude 1991)
Die maximale Anzahl von knotendisjunkten Ein-/Ausgangspfaden im Systemgraphen ei-

nes LS ist gleich dem generischen Rang von F(s) = C[sI — A]™'B. O

AuBerdem kann fiir fast alle LS, die ein technisches System beschreiben, von einer Uber-
einstimmung des generisch und des numerisch bestimmbaren Rangs ausgegangen wer-
den (Svaricek 1987, Reinschke 1988). Daraus folgt unmittelbar, daff die maximale An-
zahl der knotendisjunkten Pfade im Graphen Gr des Tangentialsystems dessem Rang
pr=dimTE, —dimTE,_| entspricht.

Mit den in Abschnitt 3 und 4 genannten Zusammenhangen 1a8t sich nachweisen, dafl der
Rang eines ALS durch pj nach unten hin begrenzt wird (vgl. Anhang A). Fiir nichtgene-
rische ALS besteht somit die Moglichkeit, den Systemrang allein mit Hilfe des Graphen
nach oben und unten hin abzuschétzen:

Satz 5.3

Der differentielle Rang p* eines ALS ist nach oben hin durch die Anzahl der knoten-
disjunkten Ein-/Ausgangspfade im zugehorigen Systemgraph G beschrinkt. Fine untere
Schranke fiir den Rang stellt die maximal mégliche Anzahl von knotendisjunkten Pfaden

im Graphen Gr des Tangentialsystems dar. a

Neben dieser Aussage gilt wegen Satz 4.2 der folgende Zusammenhang zwischen System-

graphen und reguldrer Entkoppelbarkeit:
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Satz 5.4
Eine notwendige Bedingung fiir die reguldre Entkoppelbarkeit eines generischen ALS in
einem Arbeitspunkt (@o,uo) ist, daB der Graph Gr des Tangentialsystems an diesem

Punkt die gleiche Anzahl von knotendisjunkten Ein-/Ausgangspfaden aufweist wie der
Graph G des ALS. O

Um eine hinreichende Bedingung fiir die reguldre Entkoppelbarkeit formulieren zu kénnen,
muf} der Defekt 6 von ALS und Tangentialsystem verglichen werden. Inwieweit das mit

Hilfe eines Graphen moglich ist, ist zur Zeit noch nicht geklart.

Beispiel 5.3 (Delaleau und Fliess 1992)
Man betrachte ein ALS dritter Ordnung mit den Systemmatrizen

0 1 0 100
atw=|0|: B@=| w0l o=V 0] 0w
0 0 1

Der zugehorige Graph ist in Bild 5.3 dargestellt. FEr erfiillt offensichtlich die An-
forderungen fiir eine qualitative Systemanalyse, da die einzelnen Pfadbewertungen

voneinander unabhéngig sind. Die knotendisjunkten Ein-/Ausgangspfade sind durch

L5

Uy

G

Bild 5.3: Graph G des Systems (B 5.3-1).

breitere Kanten kenntlich gemacht.

Fiir einen stationaren Arbeitspunkt mufl @ = 0 gelten. Aus Gl. (B 5.3-1) folgt, daf
fir alle Arbeitspunkte w19 = 0 und ugy = 0 gelten muf, an den Anfangszustand
x30 sind dagegen keine besonderen Bedingungen gekniipft. Beriicksichtigt man diese
Randbedingungen im Graphen G, so fithrt das zu dem in Bild 5.4 wiedergegebenen
Graphen Gr des Tangentialsystems.

In Gy sind nicht mehr zwei knotendisjunkte Pfade wie in G enthalten, deshalb kann

nach Satz 5.4 das System in keinem stationdren Arbeitspunkt regulér entkoppelbar
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Bild 5.4: Graph G des Tangentialsystems zu (B 5.3-1).

sein. In Delaleau und Fliess (1992) wird die folgende entkoppelnde Riickfithrung fiir
(B5.3-1) angegeben:

U1 = M
Vg — 1’31')1 (B 53-2)
Uy = ——
U1
Weil an allen stationdren Arbeitspunkten u;g = 0 und somit auch vig = 0 gelten

muf, ist sofort einsichtig, daf} diese Riickfithrung dort nicht regular sein kann.

5.3 Synthese von entkoppelnden Riickfiihrungen

Neben der reinen Analyse ist auch die Synthese einer entkoppelnden Riickfiihrung mit
Hilfe der Graphentheorie durchaus méglich. Dies kann an einem Beispiel von Respondek
(1993) nachgewiesen werden, fiir das eine entkoppelnde reguliare Zustandsriickfithrung
nicht mit den iiblichen Erweiterungs- oder Struktur-Algorithmen gefunden werden kann.

Die von Respondek angegebene Losung des Problems wurde heuristisch ermittelt.

Beispiel 5.4 (Respondek 1993)
Das durch die Differentialgleichungen

$'1 = x5+ T3TaU1 — J%UQ ; i = 1,

Ty = g+ T2 — T3T4U ; Yo = X2,

g = a(z), (B5.4-1)
i o= b(x), '

T5 = up,

j;6 = U2

beschriebene System soll in der Umgebung um einen Arbeitspunkt (@, wo) durch
eine regulare Zustandsriickfithrung entkoppelt werden. Der Arbeitspunkt wird als

stationdr angenommen, so dafl = 0 gilt.
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Bild 5.5: Graph G des Systems (B 5.4-1).

Im zugehérigen gewichteten Systemgraphen G in Bild 5.5 sind Pfade zu den Zu-
stinden x5 und x4 aus Griinden der Ubersichtlichtkeit nicht enthalten, weil sie nicht
relevant fiir die hier diskutierte Problemstellung sind (Respondek 1993).

In einem ersten Schritt ist nun zu tiberlegen, welche Ordnung eine dynamische Erwei-
terung des Systems haben muf}; damit anschliefend eine statische Zustandsriickfiih-
rung die Entkopplung bewirken kann. Hierzu wird das Konzept der essentiellen Ord-
nungen (Abschnitt 3.2) angewendet, welches auf der Analyse der Jacobi-Matrizen

Ji. beruht. Im vorliegenden Beispiel erhdlt man fiir die zeitlichen Ableitungen der

AusgangsgroBen
Y1 = 5+ T3raup — $§U2,
Yo = Tt LUl — T3T4uUs,
i1 = w4 a(@®)vgug + xa3b(@)uy + w34ty — 2xza(®)ugy — iUz (B5.4-2)
gg = up;+ 2:1;4b(a3)u1 + l’iul — $3b($)U2 — G(Q?)$4U2 — $3$41‘L2

Y

so daf sich J5 zu (vgl. Gl. (3.3))

L3204 —:1;:2)) 0 0 0 0
2 —rgry 0 0 0 0
7, = 1+¢ —2axs| z374 —al 0 0
2bxy 1 —c¢ x? —x3x4 | O 0 (B5.4-3)
2ab  —2a* |14 2¢ —4daxs|xzry —a3 ’
I 20 —2ab | dbxy 1 —2c| i —x31y4 |

mit a=a(x); b=bx); c=ars+ x3b
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berechnet. Die zwei Nullstellen im Unendlichen besitzen gemafl Definition 3.1 die
Ordnungen {1,3}. Weil das Streichen einer der ersten 4 Zeilen in J5 keine Ranginde-
rung bewirkt, nehmen die essentiellen Ordnungen demgegeniiber die Werte {3, 3} an.
Beriicksichtigt man, dafl die NU des entkoppelten Systems im giinstigsten Fall (mini-
male dynamische Erweiterung) gerade mit der essentiellen Struktur iibereinstimmen
(vgl. Satz 3.1), so sind zwei zuséitzliche Zustdnde als dynamische Erweiterung vor-
zusehen. Das korrespondiert auch mit der Aussage von GI. (3.17).

Wie diese beiden Zustdnde z; und z5 nun in das vorhandene System zu integrieren
sind, 148t sich mit Hilfe des Graphen ermitteln:

Wenn die angestrebten beiden Ordnungen der NU gleich 3 sind, darf kein gerich-

teter Pfad zwischen einem Eingang und einem Ausgang existieren, dessen Lange

X3 Xy
Bild 5.6: Modifizierter Graph G’ des Systems (B 5.4-1).

kleiner als 4 ist. Damit tiberhaupt Ein-/Ausgangspfade dieser Lange realisiert wer-
den kénnen, muf vor jedem der beiden Eingénge einer der Zustédnde z; ; angeordnet
werden. Diese Vorgehensweise ist auch deshalb naheliegend, weil am Graphen die
Symmetrie des Problems sofort ersichtlich ist. Folglich ergibt sich der neue Graph wie
in Bild 5.6 dargestellt. Die bisherigen Eingénge u 5 sind durch die neuen Zusténde
ersetzt und zwei neue Eingangsgrofien vy o hinzugefiigt worden. Aus physikalischer

Sicht entspricht das dem Vorschalten von Integratoren vor den beiden Eingéngen.
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Trotz dieser Mafinahme bestehen immer noch Ein-/Ausgangspfade, die kiirzer als 4

sind:

1 rara 1
vy — 21 — 1 — 1,

2
Ty

1 1
v — 2 — 2 — Yo,

., (B5.4-4)

1 1
vy — 29 — 1 — yy,

1 —T3T4 1
Vg —> 29 —> 2 —— 1y

Daraus ergibt sich direkt die Adjazenzmatrix E} zu

)
Eg:[x3f4 s ] . (B5.4-5)

Ty —X3X4

Zur Elimination der Pfade (B 5.4-4) sollen nun weitere Verbindungen im Graphen
hinzugefiigt werden, so daf alle Elemente von Ej, welche durch Summation von
Pfadgewichten gebildet werden, den Wert Null annehmen. Allerdings kénnen die
inneren Systemstrukturen nicht abgeédndert werden. Demnach sind zusétzliche Ver-
bindungskanten nur zwischen vy 3 und den von den bisherigen Eingangsgréfien uq o

beeinflulbaren Systemzustdnden, im vorliegenden Fall z1, x5, x5 und x¢, zulassig.

Zur Elimination des ersten Ein-/Ausgangspfad in (B 5.4-4) benétigt man einen Pfad
der Lange 3 von vy zu y; mit der Gewichtung —x3z4. Das kann durch eine zuséatzliche

Kante zwischen vy und z5 realisiert werden:

—T3%T4

SpLoy RTINS RN (B 5.4-6)

Analoges Vorgehen fiir die anderen Pfade in (B 5.4-4) fithrt dann zu dem Graph G”

in Bild 5.7. Die Bestimmung der zugehorigen Adjazenzmatrix EY liefert

. 2
Eg:Eng[ reld T ]:0 . (B5.4-7)

—l'i T34

Mittels Riickrechnen vom Graphen erhédlt man nun unmittelbar eine dynamische

Erweiterung
le = M
2‘2 = V2
) (B5.4-8)
Uy = 21— T3T4V1 + T3V

_ 2
Uy = 29— XTyU + T3T4V2
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—Xg Xy X3 Xy

Bild 5.7: Modifizierter Graph G” des Systems (B 5.4-1).

durch die das resultierende System mit einer rein statischen Zustandsriickfithrung
entkoppelbar wird. Die gefundene Losung stimmt mit dem von Respondek (1993)
gefundenen Resultat {iberein. Setzt man die Riickfithrung in die Systemgleichung

ein, so ergibt sich im Bereich eines stationdren Arbeitspunktes das entkoppelte Ein-

/Ausgangsverhalten
yf) = U
e _ (B5.4-9)
2 — .

D. h., es ist keine zusétzliche statische Riickfiihrung zur Entkopplung notwendig.

Inwieweit das dargestellte graphentheoretische Vorgehen allgemein anwendbar ist, ist bis
jetzt noch nicht iiberpriift worden. Fiir eine rechnergestiitzte Anwendung eignet es sich
jedoch deshalb gut, weil zum einen die angewandten Berechnungsschritte vollkommen
systematisch sind und zum anderen zahlreiche effiziente Algorithmen zur Graphenanalyse

verfiighar sind (Gibbons 1987, Rote 1990 u. a.).



6 Zusammenfassung und Ausblick 25

6 Zusammenfassung und Ausblick

Der vorliegende Forschungsbericht® behandelt das Ein-/Ausgangsentkopplungsproblem
fiir nichtlineare Mehrgroflensysteme. Neben einer grundlegenden Einfithrung in die The-
matik wird insbesondere die regulare Entkoppelbarkeit von ALS anhand eines neuen An-
satzes nach Martin (1993) behandelt. Es zeigt sich, daB dieser Ansatz, der sich an der
Struktur im Unendlichen orientiert, wesentlich allgemeinere Losungen zulafit als es mit

klassischen Erweiterungs- oder Strukturalgorithmen méoglich ist.

Durch die Verwendung der Struktur im Unendlichen konnte hier zudem, aufbauend auf
bisherigen Arbeiten (Svaricek und Schwarz 1993, Wey 1993) die Graphentheorie zur
Analyse der Entkoppelbarkeit eingesetzt werden. Es wird nachgewiesen, dafl die Bedin-
gungen an die ein System beschreibenden Differentialgleichungen, unter denen die Ein-
/Ausgangsentkopplung maoglich ist, mit den in einem Systemgraphen enthaltenen Infor-
mationen verkniipft sind. Der Begriff der knotendisjunkten Fin-/Ausgangspfade erweist
sich als hierbei besonders geeignet, um notwendige Bedingungen fiir die regulére Entkop-

pelbarkeit zu formulieren.

Der Ubergang zu einer qualitativen Systemanalyse, bei der nur die Existenz von Abhéangig-
keiten zwischen Eingangs-, Zustands- und Ausgangsgrofien, nicht aber die expliziten Sy-
stemparameter beriicksichtigt werden, erlaubt den graphentheoretisch basierten Analy-
semethoden auch die Formulierung von hinreichenden Bedingungen fiir die Entkoppel-
barkeit. Damit ist die Graphentheorie von den Moglichkeiten her vergleichbar mit alge-
braischen Analyseverfahren, ihr wesentlicher Vorteil liegt jedoch in einer groBeren Uber-
sichtlichkeit. Das zeigt sich besonders im letzten Teil der Ausarbeitung, der sich mit
der graphentheoretisch basierten Synthese von entkoppelnden Riickfithrungen beschéftigt.
Anhand eines Beispiels von Respondek (1993) wird ein Syntheseverfahren vorgestellt, das
fiir Systeme, bei denen Erweiterungsalgorithmen zu keinem Ergebnis fithren, eine Lésung
des reguldren FEntkopplungsproblems ermoéglicht. Dieses basiert im wesentlichen auf ei-
ner systematischen Erweiterung des Systemgraphen, so dafl die knotendisjunkten Ein-
/Ausgangspfade die durch die essentiellen Ordnungen vorgegebenen Lingen annehmen.

Anschlieflend wird aus der graphischen Erweiterung ein explizites Regelgesetz abgeleitet.

Fiir zukiinftige Untersuchungen sind eine Reihe von offenen Fragestellungen von Interes-
se. Sie betreffen im wesentlichen die Verkniipfung der Synthese von entkoppelnden Zu-
standsriickfiihrungen mit der Anwendung der Graphentheorie. Zum einen ist zu kléren,
ob die hier an einem Beispiel aufgezeigte Auslegungsmethode mit Hilfe des Graphen auch
allgemein fiir ALS Giltigkeit hat. Es ist vorstellbar, daB dies nur qualitativ in Form
von an der Systemstruktur orientierten Algorithmen moglich ist. Genausogut ist eine
fir die allgemeine Klasse der ALS giiltige Auslegungsmethode denkbar, denn auch das

hier behandelte Beispiel ertiillt nicht die speziellen Anforderungen an ein strukturelles

®Diese Arbeit entstand im Rahmen des von der Deutschen Forschungsgemeinschaft geférderten Pro-
jektes , Qualitative Analyse nichtlinearer Systeme mittels Digraphen®.
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Systemmodell. Zum anderen bleibt zu priifen, ob das hier dargestellte Syntheseverfah-
ren mit bereits bekannten graphentheoretischen Algorithmen nachvollzogen werden kann.
Das wiirde sich deshalb anbieten, weil die Effizienz solcher Algorithmen aufgrund des

fortgeschrittenen Kenntnisstandes im Bereich der Graphentheorie sehr hoch ist.
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A Anhang

Beweis zu Satz 5.3:
Aus den Zusammenhdngen in Abschnitt 3 und Abschnitt 4 folgt, dal der Rang p% des
Tangentialsystems in einem Arbeitspunkt (@g, #o) immer kleiner oder gleich dem Rang

des zugehorigen ALS ist:

Prse (A1)
Der Beweis hierzu wird durch Widerlegen der Annahme

pr > p° (A.2)
erbracht. Denn wegen Gl. (3.11) ist die Aussage in (A.2) identisch mit

Opnp > Op (A.3)

so dafl mit Definition 3.1 auch

dim7T€&, —dimTE,.; > dimé&, —dimé&,_;

(A4)
& dimé,_y —dimTE,—; > dimé&, —dimTE,

Giiltigkeit haben mufl. Mit der Beziehung aus Gl. (3.10) ist (A.4) auch fir alle &£ > n

wahr:
dim &y — dimTE_y > dim&, — dimTE, ;  Vk>n . (A.5)
Daher ist die Folge
a, = dim &, — dim T'Ey (A.6)

streng monoton fallend. Aus den Gln. (4.2) und (4.3) folgt demgegeniiber, daf} fiir alle &
die Ungleichung

dimTE, <dimé&; vk (A7)
und damit auch unmittelbar

erfiillt ist. Das widerspricht aber der Aussage, dafl die Folge a;. streng monoton fallend ist
und somit fiir & — oo unter alle Grenzen fallt. Aus diesem Grund muf} die Annahme (A.2)

falsch sein. O



