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� Einleitende Ubersicht 

� Einleitende �Ubersicht

In den letzten � Jahren wurden im Bereich der mathematischen Systemtheorie f�ur nicht�

lineare Systeme 	NLS
 beachtliche Erfolge erzielt� Insbesondere f�ur die Klasse der analy�

tischen Systeme mit linearer Steuerung 	ALS


�x	t
 � a	x	t

 � b	x	t

u	t


y	t
 � cTx	t

	�


ist eine weitgehend geschlossene Theorie entstanden 	Isidori ���� Nijmeijer und van der

Schaft ���� Schwarz �� u� a�
� Da die neuen Erkenntnisse� Analyse� und Synthese�

verfahren zur Entwicklung von Reglern f�ur die ALS �uberwiegend im Bereich der Mathe�

matik mit zum Teil sehr anspruchsvollen mathematischen Hilfsmitteln entstanden bzw�

weiter ausgebaut werden� wird es noch einiger ingenieurm�a�iger Arbeit bed�urfen� bis f�ur

die L�osung praktischer Aufgaben geeignete Teile der Theorie herausgearbeitet und in

Simulations� und Laborstudien erprobt sind 	Schwarz ���
� Dazu hat es sich bew�ahrt�

zun�achst einfache Systemstrukturen zu betrachten�

F�ur die bilinearen Systeme 	BLS


�x	t
 � Ax	t
 � �Nx	t
 � b�u	t


y	t
 � cTx	t

	��


als einfachste� nichtlineare Unterklasse der ALS sind f�ur die regelungstechnische An�

wendung wichtige Systemeigenschaften wie Stabilit�atsverhalten� Steuer��Beobachtbarkeit�

mathematische Realisierung usw� bereits sehr gut erforscht� Insbesondere zur Regelung

hydraulischer Antriebssysteme konnten bilineare Modelle erfolgreich eingesetzt werden

	Beater ���� Dori�en ���� Guo ��� Schwarz �� u�a�
� Diese Erfolge geben Anla�

zur Untersuchung komplexerer Systemklassen bez�uglich ihres Potentials zur praktischen

Anwendung�

Eine weitere komplexere Unterklasse der ALS stellen die Polynomsysteme 	PLS


�x	t
 �
rP

i��
Aix

�i�
� 	t
 �

sP
j��
Bjx

�j�
� 	t
u	t


y	t
 � cTx	t

	��


dar� F�ur r � s � � erh�alt man die zustandsquadratischen Systeme mit linearer Steue�

rung 	QLS
� die hier untersucht werden sollen� In den Gln� 	��
 bzw� 	��
 wird zur

�ubersichtlichen Darstellung die Kronecker�Potenznotation

x
�i�
� 	t
 � x	t
� � � �� x	t
� �z �

i�mal

	��


verwendet� Anhang A enth�alt die De�nition sowie einige Rechenregeln zum Kronecker�

Produkt�



� Einleitende Ubersicht �

Praktische Bedeutung der QLS

QLS kommen oft zur Modellierung nichtlinearer Prozesse in Betracht 	Frayman ���
�

vor allem dann� wenn die Proze��Nichtlinearit�aten als Produkt der Zust�ande auftreten�

Zahlreiche nat�urliche Prozesse weisen solche Nichtlinearit�aten auf� wie�

� Ein frei rotierender Starrk�orper 	z� B� ein Satellit
 kann durch die nichtlinearen

Di�erentialgleichungen

I� ���	t
 � 	I� � I�
��	t
��	t
 � u�	t


I� ���	t
 � 	I� � I�
��	t
��	t
 � u�	t


I� ���	t
 � 	I� � I�
��	t
��	t
 � u�	t


beschrieben werden 	Frayman ���
� Die Eingangsgr�o�en ui entsprechen den angrei�

fenden Drehmomenten in Richtung der orthonormalen Achsen fe��e��e�g� Ii den

Haupttr�agheitsmomenten und �i den Winkelgeschwindigkeiten� Die Analyse eines

solchen Systems ist z� B� f�ur die H�ohenregelung von Raumfahrzeugen von Interesse

	Kang und Krener ��
� Mit den Abk�urzungen

�� �
I� � I�
I�

� �� �


I�
� �� �

I� � I�
I�

� �� �


I�
� 	� �

I� � I�
I�

� 	� �


I�

erh�alt man das System als Zustandsmodell eines Mehrgr�o�en�QLS�

�x	t
 �

�
���
��x�	t
x�	t


��x�	t
x�	t


	�x�	t
x�	t


�
��	�

�
���
�� � �

� �� �

� � 	�

�
��	u	t
 � 	��


� Die Intensit�aten zweier Wellen in einem optischen MASER erf�ullen die dynamischen

Beziehungen 	Frayman ���


�x�	t
 � ���x�	t
� ���x��	t
� �
��x�	t
x�	t


�x�	t
 � ���x�	t
� ���x��	t
� �
��x�	t
x�	t
 �
	��


Dabei stellen x�� x� die Intensit�aten I�� I� und �i� �i� 
ij die Parameter des Modells

dar�

� Die bekannte R�auber�Beute�Beziehung stellt ein QLS mit dem Zustandsmodell 	Kel�

ler ���


�x�	t
 � ax�	t
� bx�	t
x�	t


�x�	t
 � cx�	t
x�	t
� dx�	t
� ex�	t
u	t

	��


dar� Die Zustandsgr�o�en x� und x� bezeichnen die normierten Anzahlen von Beute�

bzw� R�aubertieren� die Koe�zienten a bis d die Geburts� bzw� Todesraten� Dieses

System ist bei der Analyse nichtlinearer Systeme ein gern zitiertes Beispiel 	u� a�

Bestle und Zeitz ���� Keller ���� Zeitz ���
� F�ur e � � ergibt sich das sog�

Volterra�Lotka�System 	 Verhulst ���
�



� Einleitende Ubersicht �

Gliederung der Arbeit

Im folgenden Abschnitt werden die Zustandsdarstellungen von QLS angegeben� Im An�

schlu� daran werden Grundbegri�e und charakteristische Eigenschaften der QLS� wie z� B�

quadratische �Aquivalenz� Koordinatentransformation� zugeh�orige Algebra sowie die Bezie�

hung zu den BLS angesprochen� Zur Berechnung des zugeh�origen Flusses einiger Teilklas�

sen der QLS mit speziellen Strukturen erfolgt eine ausf�uhrliche Diskussion �uber allgemeine

L�osungen der entsprechenden Differentialgleichungen� Dazu k�onnen u� a� L�osungstechni�

ken der Riccati�Differentialgleichungen von Reid 	���
 f�ur eine gewisse Teilklasse der

QLS eingesetzt werden�

Abschnitt � widmet sich der Beschreibung des Ein��Ausgangsverhaltens nichtlinearer Sy�

steme mittels Volterra�Reihen� Eine neue Methode zur Berechnung der sog� Volterra�

Kerne wird vorgestellt und f�ur die LS� BLS und QLS ausgewertet� Dabei werden die in

Abschnitt � gefundenen Ergebnisse ausgenutzt�

Der �� Abschnitt beinhaltet zwei Verfahren zur expliziten Bestimmung von quadratischen

Zustandsmodellen zur Approximation des Verhaltens nichtlinearer technischer Prozesse�

Zum einen steht die gut bekannte Methode der Taylor�Reihenentwicklung zur Verf�ugung�

Zum anderen k�onnen aus der Kombination von linearen Modellen und unter Einbeziehung

von regul�aren Punkten zustandsquadratische Modelle hergeleitet werden� Die linearen

Modelle k�onnen entweder analytisch oder mit den bekannten Identi�kationsverfahren f�ur

lineare Systeme gewonnen werden�

Inhalt des letztenAbschnitts bildet eine Zusammenfassung des vorliegendenBerichts sowie

ein Ausblick auf m�ogliche weiterf�uhrende Untersuchungen im Bereich der hier behandelten

Thematik�



� Grundkonzepte und Modelle f�ur QLS �

� Grundkonzepte und Modelle f�ur QLS

��� Zustandsdarstellungen

Die Eingr�o�en�QLS besitzen Zustandsdarstellungen der allgemeinen Form

�x	t
 � A�x	t
 �A�x	t
� x	t
 � �b� �B�x	t
 �B�x	t
� x	t
�u	t


y	t
 � cTx	t
 � x� � x	t�

	��


mit dem Zustandsgr�o�envektor x	t
 � Rn� der Ausgangsgr�o�e y	t
� der Eingangsgr�o�e

u	t
 und den konstanten Matrizen A�� A�� b�� B�� B�� cT angepa�ter Dimension� Die

Struktur solcher Systeme zeigt Bild ��� Die LS und BLS sind als Unterklassen der QLS

gekennzeichnet�

Bild ���� Blockschaltbild eines QLS

QLS k�onnen auch mittels konventioneller Matrizenschreibweise

�x	t
 � A�x	t
 �

�
������
xT 	t
Q�x	t


xT 	t
Q�x	t

���

xT 	t
Qnx	t


�
�����	� �b� �B�x	t
 �

�
������
xT 	t
R�x	t


xT 	t
R�x	t

���

xT 	t
Rnx	t


�
�����	�u	t
 	���


� A�x	t
 �
nX

i��

eix
T 	t
Qix	t
 � �b� �B�x	t
 �

nX
i��

eix
T 	t
Rix	t
�u	t
 	���




� Grundkonzepte und Modelle f�ur QLS �

dargestellt werden� wobei ei der Einheitsvektor in der i�ten Koordinatenrichtung ist und

Qi bzw� Ri die Dimension n � n haben� Falls Qi symmetrisch ist� so hei�t xTQx eine

quadratische Form in x� Qi wird dann als Formenmatrix bezeichnet 	Bronstein und Se�

mendjajew ���
� Die Symmetrie der MatrizenQi bei den QLS ist i� allg� nicht notwendig�

Dennoch kann sie wegen der Redundanz der Terme xixj �i 	� j immer erreicht werden�

Es gilt n�amlich�

a��ijxixj � a��jixjxi �


a��ij � a��ji

�

�
xixj �



a��ij � a��ji

�

�
xjxi � 	���


Untersuchungen des Autors 	Jelali ���a� ���b und ���
 haben gezeigt� da� innerhalb

der QLS die Teilklasse mit linearem Drift�Term bzw� linearer Eigendynamik 	QLSl


�x	t
 � A�x	t
 � �b� �B�x	t
 �B�x	t
� x	t
�u	t


y	t
 � cTx	t

	���


relativ einfach zu handhaben ist� F�ur diese Teilklasse wurden Aufgaben der Zustandsbe�

obachter� und Sch�atz�lterauslegung bereits gel�ost 	Jelali ���a
�

Eine weitere interessante� allerdings wesentlich schwieriger zu behandelnde Teilklasse der

QLS sind die mit quadratischem Drift�Term bzw� quadratischer Eigendynamik 	QLSq


�x	t
 � A�x	t
 �A�x	t
� x	t
 � b�u	t


y	t
 � cTx	t

	���


oder auch

�x	t
 � A�x	t
 �

�
������
xT 	t
Q�x	t


xT 	t
Q�x	t

���

xT 	t
Qnx	t


�
�����	� b�u	t
 	���


� A�x	t
 �
nX
i��

eix
T 	t
Qix	t
 � b�u	t
 � 	���


die �uberwiegend in dieser Arbeit untersucht werden� Schwarz 	���
 bezeichnet diese als

Vektor�Riccati�Systeme� da Gl� 	���
 f�ur den eindimensionalen Fall 	n � 
 eine Art

Riccatische Differentialgleichung darstellt� die in der mathematischen Literatur 	Collatz

���� Kamke ��� u� a�
 gut bekannt ist�

Die Darstellungen gem�a� Gl� 	��
 bzw� 	���
 und Gl� 	���
 bzw� 	���
 sind grunds�atzlich

identisch� Es werden nur die Zeilen a��i bzw� b��i� i � � � � � � n der Matrizen A� bzw� B�

a��i �
h
a��i� a��i� � � � a��in�

i
�

b��i �
h
b��i� b��i� � � � b��in�

i



� Grundkonzepte und Modelle f�ur QLS �

in die quadratischen Matrizen Qi bzw� Ri

Qi �

�
������

a��i� a��i� � � � a��in
a��i	n��
 a��i	n��
 � � � a��i	�n


���
���

���
���

a��i	�n���n��
 a��i	�n���n��
 � � � a��in�

�
�����	 �

Ri �

�
������

b��i� b��i� � � � b��in
b��i	n��
 b��i	n��
 � � � b��i	�n


���
���

���
���

b��i	�n���n��
 b��i	�n���n��
 � � � b��in�

�
�����	

umgeschrieben� Die Darstellung nach Gl� 	���
 eignet sich besonders zur Bestimmung

der allgemeinen L�osung autonomer QLS 	vgl� Abschnitt ���
� die f�ur die Berechnung des

Flusses und damit der Volterra�Kerne 	vgl� Abschnitt �
 ben�otigt wird�

��� Charakteristische Eigenschaften

Quadratische �Aquivalenz

Hier werden die QLSq nach Gl� 	���
 betrachtet und mit fQi�A�� b�g abgek�urzt� Dabei ist

der nichtlineare Term eindeutig durch die MatrizenQi bestimmt� Dies erm�oglicht folgende

De�nition�

Denition ��� � 	Frayman ���


i
 Zwei Matrizen M und N hei�en dann und nur dann quadratisch �aquivalent� wenn

xTMx � xTNx �x � Rn 	���


gilt� Man notiere dann� M
Q
�N und lese�M quadratisch �aquivalent N �

ii
 Zwei QLSq fQi�A�� b�g und fQ�
i �A�� b�g hei�en quadratisch �aquivalent� wenn sie

die Bedingung

Qi

Q
� Q�

i �i � � � � � � n 	���


erf�ullen�

�

Die so de�nierte �Aquivalenzrelation ist bin�ar und besitzt die Eigenschaften 	Bronstein

und Semendjajew ���
�

� Re�exivit�at�M
Q
�M �M � Rn

� Symmetrie�M
Q
�N �
 N

Q
�M �M �N � Rn



� Grundkonzepte und Modelle f�ur QLS �

� Transitivit�at� M
Q
�N � N

Q
� P �
 M

Q
� P �M �N �P � Rn �

Da jede Matrix M als Summe einer symmetrischen und einer schiefsymmetrischen Teil�

matrix

M �Msym �Mschief �
M �MT

�
�
M �MT

�
	��


dargestellt werden kann und

xTMschiefx � � �x � Rn 	���


gilt� ist allein die symmetrische Teilmatrix f�ur die quadratische �Aquivalenz ma�gebend�

M
Q
�N gilt dann und nur dann� wenn Msym mitNsym �ubereinstimmt� d� h�

Msym �Nsym �
 M
Q
�N � 	���


Der Nachweis der quadratischen �Aquivalenz zweier QLSq reduziert sich demzufolge auf

die �Uberpr�ufung der Bedingung

Qsym�i � Q�
sym�i �i � � � � � � n � 	���


Es sei hier angemerkt� da� unter der quadratischen �Aquivalenz Rang� Eigenwerte und

Eigenvektoren einer Matrix nicht invariant sind 	Frayman ���
�

Koordinatentransformation

Eine nichtsingul�are� lineare Transformation

x	t
 � Pz	t
 � �x	t
 � P �z	t
 	���


�uberf�uhrt das QLS nach Gl� 	��
 in ein QLS der Form

�z	t
 � A�
�z	t
 �A

�
�z	t
� z	t
 � �b�� �B

�
�z	t
 �B

�
�z	t
� z	t
�u	t


y	t
 � c�Tz	t
 � z� � z	t�
 � P��x�
	���


mit

A�
� � P��A�P

A�
� � P��A�P � P

b�� � P��b�

B�
� � P��B�P

B�
� � P��B�P � P

c�T � cTP �

Alternativ kann f�ur Gl� 	���
 auch

�z	t
 � P��A�Pz	t
 �
nX

i��

P��eiz
T 	t
Q�

iz	t
 �

� �P��b� � P
��B�z	t
 �

nX
i��

P��eiz
T 	t
R�

iz	t
�u	t
 	���


y	t
 � c�Tz	t
 � z� � z	t�
 � P��x�
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angegeben werden� Die Matrizen Q�
i bzw� R�

i in Gl� 	���
 lassen sich aus

Q�
i � P TQiP bzw� R�

i � P TRiP 	���


berechnen� Da die Transformation linear ist� beein�ussen sich die linearen und quadrati�

schen Terme keineswegs gegenseitig� Au�erdem bleibt die quadratische �Aquivalenz unter

der Transformation erhalten�

Zugeh�orige Algebra

Von Markus 	���
 wurde eine Algebra f�ur die spezielle Teilklasse der QLS

�x	t
 � A�x	t
� x	t
 �
nX

i��

eix
T 	t
Qix	t
 	���


eingef�uhrt� Dazu betrachtet man die Abbildung

xQz ��
nX

i��

eix
T 	t
Qiz	t
 � Rn�Rn � R

n � 	����


als bin�are Operation 	Multiplikation
� Mit dieser erh�alt der Vektorraum 	V�xQz� F 
 die

Struktur einer Algebra A �uber dem K�orper F mit den Eigenschaften 	Frayman ���


i
 xQ	z �w
 � xQz � xQw �x�w�z � A�

ii
 	z �w
Qx � zQx�wQx �x�w�z � A�

iii
 a	xQz
 � 	ax
Qz � xQ	az
 �x�z � A� �a � F �

Die Erweiterung dieser Algebra auf die QLSq nach Gl� 	���
 bzw� 	���
 geht auf Ger�

ber 	���
 zur�uck� Die zugeh�orige Algebra ist die kommutative� i� allg� nichtassoziative

Algebra� die durch die Matrizen Qi de�niert wird�

Beziehung zu den BLS

Zwischen den BLS und QLS besteht ein Zusammenhang� der im folgenden erkl�art wird�

Die BLS besitzen die Zustandsgleichung

�x	t
 � Ax	t
 � �Nx	t
 � b�v	t
 	���


mit v	t
 als Eingangsgr�o�e� W�ahlt man eine lineare Zustandsr�uckf�uhrung der Form

v	t
 � �rTx	t
 � �u	t
 � � � R� 	����


wobei u	t
 der neue Eingang ist� und setzt Gl� 	����
 in Gl� 	���
 ein� dann ergibt sich

�x	t
 � 	A� brT 
x	t
�Nx	t
rTx	t
 � ��Nx	t
 � b�u	t
 � 	����
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Durch Ber�ucksichtigung des Zusammenhangs�

Nx	t
rTx	t
 � 	N � rT 
	x	t
� x	t

 �� A�
�x	t
� x	t
 � 	����


wird klar� da� Gl� 	����
 in der Tat ein QLS

�x	t
 � A�
�x	t
 �A

�
�x	t
� x	t
 � �b�� �B

�
�x	t
�u	t
 	����


mit

A�
� � A � brT � A�

� � �N � rT � b�� � �b � B�
� � �N �

darstellt� Um also das Verhalten r�uckgekoppelter bilinearer Systeme� z� B� bez�uglich Sta�

bilit�at� zu verstehen� ist die Untersuchung des �aquivalenten QLS erforderlich�

��� L�osung autonomer quadratischer Differentialgleichungen

Dieser Abschnitt gibt einige Methoden zur L�osung der autonomen quadratischer Differen�

tialgleichungen

�x	t
 � A�x	t
 �A�x	t
� x	t
 	����


� A�x	t
 �
nX
i��

eix
T 	t
Qix	t
 � 	����


Dabei wird induktiv vorgegangen� indem zun�achst die L�osung f�ur den skalaren Fall an�

gegeben und dann auf den vektoriellen Fall verallgemeinert wird� Da in der dem Autor

bekannten mathematischen Literatur keine allgemeine L�osung zu �nden ist� werden be�

stimmte Strukturen dieser Gleichungen vorausgesetzt�

Existenz und Eindeutigkeit

Eine wichtige Frage bei der Suche nach L�osungen von �x � f 	x
 ist zun�achst die nach

deren Existenz und Eindeutigkeit� Diese legen De�nition ��� und Satz �� fest�

Denition ��� � 	 Verhulst ���


Die Vektorfunktion f 	x
� x � Dx � Rn erf�ullt die Lipschitz�Bedingung bez�uglich

x� wenn die Ungleichung

kf 	x�
� f 	x�
k � Lkx� � x�k � x��x� � Dx 	����


gilt� Hierbei ist L die sog� Lipschitz�Konstante�

�

�Schreibt man beide Seiten von Gl� ������ komponentenweise und f�uhrt entsprechende Umstellungen

durch� dann gelangt man zum gleichen Ausdruck�
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Satz ��� � 	 Verhulst ���


Sei die Differentialgleichung

�x � f 	x
 � x	t�
 � x� � x � Dx� Dx � fx � Rn�kx� x�k � dg 	����


mit d als positiver Konstanten zu l�osen� f 	x
 m�oge

i
 kontinuierlich in Dx sein und

ii
 der Lipschitz�Bedingung nach De�nition ��� gen�ugen�

Dann besitzt Gl� 	����
 eine eindeutige L�osung�

�

Im weiteren wird vorausgesetzt� da� die Bedingungen gem�a� Satz �� erf�ullt sind� Eine

zentrale Rolle bei den Untersuchungen spielt der folgende Satz von Frayman 	���
� der

die �Aquivalenz von Differentialgleichungen bez�uglich ihrer Trajektorien�Strukturen zum

Ausdruck bringt�

Satz ��� �

Die eindeutige L�osung der Differentialgleichung

�x � f 	x
 � x	t�
 � x� 	����


in dem o�enen Zeitintervall 	��� ��
 sei gegeben zu

x	t
 � r	t�x�
 � 	���


M�oge �	x
 	� � eine Abbildung von Rn in R sein� die der Lipschitz�Bedingung im

gleichen o�enen Gebiet R � Rn wie f 	x
 gen�ugt� R soll x� enthalten� Dann kann

die L�osung von

�y � �	y
f 	y
 � y	t�
 � x� 	����


in einem o�enen Intervall 	� ��� �
�
�
� worin t� enthalten ist� zu

y	t
 � r			t
�x�
 	����


angesetzt werden� Dabei bildet 		t
 die eindeutige L�osung der skalaren Differential�

gleichung

d		t


dt
� �	r		�x�

 � 		t�
 � t� � 	����


�

Anhand dieses Satzes und ausgehend von der bekannten allgemeinen L�osung

x	t
 � eA�tx� 	����


der Differentialgleichung

�x � A�x � x	t�
 � x� 	����


k�onnen Differentialgleichungen mit gleicher Trajektorien�Struktur elegant gel�ost werden�
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Struktur �� �x	t
 � a�x
�	t


Betrachtet werden zun�achst die skalaren autonomen QLS

�x	t
 � a�x
�	t
 � x	�
 � x� � 	����


die auch in der �aquivalenten Form

�x	t
 � x	t
	a�x	t

 �� �	x
	a�x	t

 � x	�
 � x� 	����


geschrieben werden k�onnen� Gem�a� Satz ��� mu� die L�osung die Gestalt

x	t
 � r			t
� x�
 � ea���t�x� 	����


aufweisen� Dabei hat die Funktion 		t
 die Bedingung

d		t


dt
� �	r		� x�

 � ea���t�x� � 		�
 � � 	����


zu erf�ullen� Eine Variablentrennung mit anschlie�ender Integration liefert den Zusammen�

hang

ea���t� �


� a�x�t
	���


und damit auch die allgemeine L�osung von Gl� 	����
 zu

x	t
 �
x�

 � a�x�t
� 	 � a�x�t


��x� � 	����


Struktur �� �x	t
 � A�x	t
� x	t
 �
nP

i��
eix

T 	t
Qix	t


Die zur skalaren Gl� 	����
 �aquivalente Vektor�Differentialgleichung lautet

�x	t
 � A�x	t
� x	t
 �

�
nX

i��

eix
T 	t
Qi


x	t
 � 	����


Die �Ahnlichkeit der Gln� 	����
 und 	����
 kann ausgenutzt werden� indem die der Gl�

	����

�
�ahnliche� L�osung

x	t
 �

�
In �

�
nX
i��

eix
T
�Qi


t

���
x� �� �In �SQt�

��
x� 	����


f�ur Gl� 	����
 angesetzt wird� Die Bedingungen� unter denen diese L�osung G�ultigkeit hat�

werden in Frayman 	���
 ausf�uhrlich diskutiert� so da� hier nur das Ergebnis angegeben

wird�

Satz ��� �

F�ur jede Anfangsbedingung x	�
 � x�� f�ur die SQ

i
 symmetrisch und
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ii
 kommutativ mit jeder Matrix Qi ist�

hat die L�osung gem�a� Gl� 	����
 der Vektor�Differentialgleichung 	����
 in einem

o�enen Intervall um t� � � G�ultigkeit� Diese L�osung ist dann

� divergent f�ur t � �
�max

und �max � � �

� de�niert f�ur alle t und �max � � �

� konvergent nach x� f�ur �max  � �

Hierbei steht �max f�ur den maximalen Eigenwert der Matrix
nP

i��
eix

T
�Qi�

�

Untersuchungen von Gerber 	���
 auf der Basis von algebraischen Konzepten f�uhrten zu

�ahnlichen Ergebnissen wie in Satz ���� Dort gilt die L�osung nach Gl� 	����
 zwar f�ur alle

Anfangszust�ande x�� daf�ur m�ussen jedoch andere Bedingungen erf�ullt sein� Das Ergebnis

von Gerber 	���
 l�a�t sich im folgenden Satz zusammenfassen�

Satz ��� �

Die Vektor�Differentialgleichung 	����
 besitzt die L�osung gem�a� Gl� 	����
 f�ur alle

x� � Rn dann und nur dann� wenn die Matrizen Qi eine sog� multiplikative� assozia�

tive Algebra de�nieren� Notwendige und hinreichende Bedingungen f�ur eine solche

Algebra stellen die Beziehungen

i
 	xQx
Qx � xQ	xQx
 und

ii
 �	xQx
Qx�Qx� 	xQx
Q	xQx


dar�

�

Zahlreiche Beispiele in Frayman 	���
 zeigen� da� es F�alle gibt� wof�ur die Kriterien

von Satz ��� gelten� die von Satz ��� jedoch nicht� und umgekehrt� Demzufolge erg�anzen

sich beide Ergebnisse und m�ussen bei konkreten Beispielen evtl� sukzessive herangezogen

werden�

Beispiel ��� �

F�ur ein QLS der Form 	����
 mit

A� �

�
�   �

� � � 

�
bzw� Q� �

�
� 

 �

�
� Q� �

�
� �

� 

�
	����


ergibt sich

SQ �
nX

i��

eix
T
�Qi �

�
x�� x��

�x�� x��

�
	����




� Grundkonzepte und Modelle f�ur QLS �

und damit

x	t
 �

�
I� �

�
x��t x��t

�x��t x��t

����
x� 	����


�


	� x��t
� � x���t
�

�
x��

x�� � 	x��� � x���
t

�
� 	����


Laut Satz ��� gilt diese L�osung nur f�ur den Fall x�� � �� weil nur dann die Matrix

SQ symmetrisch ist� Man kann allerdings leicht �uberpr�ufen� da� die Matrizen Q�

und Q� eine assoziative Algebra generieren� so da� die L�osung gem�a� Gl� 	����


doch f�ur alle x� � Rn G�ultigkeit besitzt�

�

Struktur �� �x	t
 � A�x	t
 � L	x
A�x	t


L�a�t sich in einem QLS zwischen dem linearen und dem quadratischen Term einen Zu�

sammenhang der Form

A�x	t
� x	t
 � L	x
A�x	t
 � L	x
 � l�x� � l�x� � � � �� lnxn 	����


angeben� so kann die Differentialgleichung

�x	t
 � � � L	x
�A�x	t
 �� �	x
A�x	t
 	����


mit Hilfe von Satz ��� gel�ost werden� Die Funktion 		t
 ergibt sich durch

d		t


dt
�  � L	eA��x�
 � 	���


was zuZ �

�

d�

 � L	eA��x�

� t 	����


f�uhrt� Die allgemeine L�osung von Gl� 	����
 lautet dann

x	t
 � eA���t�x� � 	����


Gl� 	����
 kann nicht immer in geschlossener Form angegeben werden� F�ur spezielle Vek�

torfunktionen L	x
 l�a� sich diese jedoch l�osen� Andernfalls kann man versuchen� eine

numerische L�osung zu berechnen�

Struktur �� �x	t
 � a�x	t
 � a�x
�	t


Die skalaren autonomen QLS

�x	t
 � a�x	t
 � a�x
�	t
 � x	�
 � x� 	����


� 	x	t
 �
a�
a�


a�x	t
 �� �	x
a�x	t
 	����
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m�ussen gem�a� Satz ��� die L�osung

x	t
 � r			t
� x�
 � x�e
a���t� 	����


aufweisen� Dabei hat die Funktion 		t
 die Bedingung

d		t


dt
� �	r		� x�

 � x�e

a���t� �
a�
a�

� 		�
 � � 	����


zu erf�ullen� Eine Variablentrennung mit anschlie�ender Integration von Gl� 	����
 f�uhrt

auf

ea���t� �
a�e

a�t

a� � a�	� ea�t
x�
� 	����


Damit folgt die allgemeine L�osung von Gl� 	����
 zu

x	t
 �
a�x�

	a� � a�x�
e�a�t � a�x�
�

ea�tx�
 � a�

a�
	� ea�t
x�

� 	����


Struktur 	� �x	t
 � diagfA�gx	t
 �A�

� x	t
� x	t


hat die Matrix A� nur auf der Hauptdiagnale von Null verschiedene Elemente

diagfA�g � 	a��ij
�

�
a��ij � � f�ur i 	� j

a��ij 	� � f�ur i � j
	����


und ist der nichtlineare Term A�x	t
� x	t
 rein quadratisch�

A�

� � 	a��ij
�

�
a��ijxixj � � f�ur i 	� j

a��ijxixj 	� � f�ur i � j
� 	���


dann erh�alt man ein System von n entkoppelten Differentialgleichungen� die jeweils die

Form von Gl� 	����
 aufweisen� Die Gesamtl�osung l�a�t sich dann einfach aus den einzelnen

L�osungen angeben�

Bisher ist es doch gelungen� allgemeine analytische L�osungen f�ur eine recht gro�e Anzahl

von autonomen quadratischen Differentialgleichungen mit speziellen Strukturen herzulei�

ten� Dar�uber hinaus gibt es eine Teilklasse der QLS� die eng verwandt ist mit den sog�

Riccati�Differentialgleichungen� Der n�achste Abschnitt geht der Frage nach� welche Struk�

tur diese Teilklasse haben mu� und inwieweit daf�ur bei Riccati�Differentialgleichungen

verwendete L�osungstechniken 	Reid ���
 eingesetzt werden k�onnen�

�D� h� auch� Qi 	 �qi�jk��

�
qi�jk 	 
 f�ur j �	 k

qi�jk �	 
 f�ur j 	 k
�
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��� Verwandte Riccati�Differentialgleichungen

Die Matrix�Riccati�Differentialgleichung 	MRG
 vom Typ�

�P 	t
 � CP 	t
 � P 	t
D� P 	t
SP 	t
 � P 	t�
 � P� � 	����


P 	t
 � Rn�m � C � Rn�n � D � Rm�m � S � Rm�n

�ndet bei der L�osung vieler Aufgaben der Systemtheorie Anwendung� Zu nennen sind z� B�

die Optimalregelung linearer Systeme� die lineare Filterung und Pr�adiktionstheorie sowie

die dynamische Programmierung 	Reid ���
� Ans�atze f�ur die L�osung dieser MRG werden

in Reid 	���
 angegeben� Da die MRG  wie unten noch gezeigt wird ein Spezialfall

der QLS darstellen� k�onnen diese L�osungsans�atze auf bestimmte Teilklassen der QLS

�ubertragen werden�

Zur L�osung der MRG 	����
 mu� zun�achst das entsprechende lineare Matrix�Differential�

gleichungssystem

�V 	t
 � �DV 	t
� SW 	t
 � V 	t�
 � V� � V 	t
 � Rm�m 	����


�W 	t
 � CW 	t
 � W 	t�
 �W� � W 	t
 � Rn�m 	����


gel�ost werden� Wenn die Matrix V 	t
 nichtsingul�ar ist� dann ergibt sich die gesuchte

L�osung zu 	Reid ���
�

P 	t
 � W 	t
V ��	t
 � 	����


Im Sinne einer induktiven Vorgehensweise erfolgt zuerst die Behandlung der MRG f�ur

den Fall m �  	Vektor�Riccati�Differentialgleichung VRG
�

QLS als Vektor�Riccati�Differentialgleichungen

F�ur m �  geht die MRG 	����
 in die VRG

�p	t
 � Cp	t
 � p	t
sTp	t
 � p	t�
 � p� 	����


�uber� Aus den Gln� 	����
 und 	����
 werden

�v	t
 � �sTw	t
 � v	t�
 � v� 	����


�w	t
 � Cw	t
 � w	t�
 � w� � 	����


Damit folgt

w	t
 � eCtw� 	����


v	t
 � �sT
Z t

�
eC�d�w� � v� 	����


�In der Systemtheorie interessiert meistens der Sonderfall� n 	 m und D 	 CT �
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sowie die L�osung der VRG

p	t
 �
eCtp�

 � sT
R t
� e

C�d�p�
� 	���


Handelt es sich bei C um eine nichtsingul�are Matrix� dann folgt aus Gl� 	���


p	t
 �
eCtp�

 � sTC��	In � eCt
p�
� 	����


Betrachtet man die VRG 	����
 genauer und schreibt den nichtlinearen Term komponen�

tenweise mit

p	t
sTp	t
 �

�
������

s�p
�
� � s�p�p� � � � �� snp�pn

s�p�p� � s�p
�
� � � � �� snp�pn
���

s�pnp� � s�p�pn � � � �� snp
�
n

�
�����	 	����


�

�
������
sT �T �T � � � � � � �T �T

�T sT �T � � � � � � �T �T

���
� � � � � �

���

�T �T �T � � � �T sT

�
�����	p	t
� p	t
 � 	����


so ergibt sich tats�achlich ein QLS mit einer speziellen Struktur� Damit kann der folgende

Satz formuliert werden�

Satz ��	 �

Eine autonome quadratische Differentialgleichung

�x	t
 � A�x	t
 �A�x	t
� x	t
 � A�x	t
 �
nX

i��

eix
T 	t
Qix	t
 	����


mit

A� �

�
������
qT �T �T � � � � � � �T �T

�T qT �T � � � � � � �T �T

���
� � � � � �

���

�T �T �T � � � �T qT

�
�����	

bzw�

Qi �

�
���������

�T

qT

�T

���

�T

�
��������	
� i�te Zeile

� ��q � Rn
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besitzt die allgemeine L�osung

x	t
 �
eA�tx�

 � qT
R t
� e

A��d�x�

	����


bzw� bei nichtsingul�arer Matrix A�

x	t
 �
eA�tx�

 � qTA��
� 	In � eA�t
x�

� 	����


�

Bemerkenswert ist hier wieder die
�
�Ahnlichkeit� zwischen den L�osungen nach Gl� 	����


und nach Gl� 	����
� also dem skalaren und dem vektoriellen Fall� Liegt das QLS nicht di�

rekt in der speziellen Form von Satz ��� vor� so kann versucht werden� eine Transformation

zu �nden� die das System in diese Form �uberf�uhrt�

QLS als Matrix�Riccati�Differentialgleichungen

Schreibt man die MRG 	����
 komponentenweise� dann ist unmittelbar zu erkennen� da�

jede Komponente �pij 	i � � � � � � n� j � � � � � �m
 der Matrix �P 	t
 ein skalares QLS

darstellt� Demzufolge kann die MRG durch Aufstapeln der Komponenten pij in einem

Vektor x der Dimension nm in ein Vektor�QLS umgewandelt werden�

Frayman 	���
 leitete zwar eine spezielle Struktur der Matrizen fQig und A� her� bei

der das QLS nach Gl� 	����
 einer MRG entspricht� Das Ergebnis ist allerdings nur von

theoretischer Bedeutung� da f�ur die MRG keine allgemeinen analytischen L�osungen exi�

stieren� so da� man dabei auf eine numerische L�osung angewiesen ist 	vgl� z� B� Davison

und Maki ���� Choi und Laub ��� u� a�
� Deshalb wird dieser Ansatz an dieser Stelle

nicht weiterverfolgt�
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� Volterra�Reihendarstellung

Im Rahmen der Funktionaltheorie ist es m�oglich� eine geschlossene mathematische Dar�

stellung in der Form eines Funktionals zur Abbildung des Eingangssignals in ein Aus�

gangssignal f�ur eine gro�e Klasse NLS anzugeben� Besonders geeignet ist die Volterra�

Reihendarstellung� die f�ur QLS nach Gl� 	��
 unter hier nicht diskutierten Voraussetzun�

gen 	Isidori ���� Nijmeijer und van der Schaft ���
 angegeben werden kann zu

y	t
 � g�	t
 �
�X
i��

Z t

�

Z ��

�
� � �

Z �i��

�
gi	t� ��� � � � � �i
u	��
 � � � u	�i
d�i � � � d�� � 	��


Die gi	�
 werden die Kerne der Volterra�Darstellung 	auch Volterra�Kerne
 genannt und

k�onnen als Verallgemeinerung der f�ur lineare Systeme 	LS
 de�nierten Gewichtsfunktion

angesehen werden� Es gibt aber auch nichtlineare Systeme und damit auch  weiter unten

noch diskutierte  spezielle� f�ur die Anwendung sehr wichtige QLS� die durch endliche

Volterra�Reihen exakt beschrieben werden� Hier verschwinden alle Kerne gi mit i � �

	und ggf� auch f�ur i  �
 identisch Null� Au�erdem existieren unterschiedliche� aber

gleichwertige Kerndarstellungen f�ur Gl� 	��
� die in Rugh 	��
 und Schwarz 	��


ausf�uhrlich angegeben sind�

Die Volterra�Kerne  insbesondere die regul�aren bilden die Grundlage f�ur die Ableitung

von Korrelationsverfahren 	Dori�en ���
� Schetzen 	���
 u� a� verwenden die Volterra�

Reihendarstellung zur Identi�kation und entwickelten Algorithmen zur Sch�atzung der

Volterra�Kerne� Ferner kann diese Darstellung zur Herleitung zeitdiskreter Ersatzsysteme

f�ur QLS benutzt werden 	vgl� Dori�en �� und Ingenbleek ��
�

Die Bestimmung der Volterra�Kerne wird in Schwarz 	��
 f�ur BLS �uber den Weg

der st�uckweisen Integration der Zustands�Di�erentialgleichung vorgenommen� Dieser Weg

kann f�ur QLS i� allg� nicht eingeschlagen werden� da er komplizierte und un�uberschaubare

Ausdr�ucke f�ur die Volterra�Reihendarstellung liefert� In dieser Arbeit wird ein Verfahren

vorgestellt� das eine relativ einfache Berechnungsformel bietet� die direkt ausgewertet wer�

den kann� Sie liefert die Volterra�Kerne� die dann in Gl� 	��
 eingesetzt werden� um die

Volterra�Darstellung f�ur die betrachteten Systeme zu erhalten�

Kern des Verfahrens ist der Satz

Satz ��� � 	Isidori ���


Wenn

i
 a	x
 und b	x
 in Gl� 	�
 analytische Vektorfelder sind und

ii
 max ju	� 
j   � � � � � T mit T hinreichend klein�
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dann hat das QLS nach Gl� 	��
 eine Volterra�Reihendarstellung nach Gl� 	��
 mit

den Volterra�Kernen

g�	t
 � cT�at 	x
jx� �

g�	t� ��
 � LP��
cT�at 	x
jx�

g�	t� ��� ��
 � LP��
LP��

cT�at 	x
jx�
���

gi	t� ��� � � � � �i
 � LP�i
� � � LP��

cT�at 	x
jx� � 	���


Hierbei gilt�

Pt	x
 �
��a�t	x


�x
b ��at 	x
 �

��a�t	x


�x
b 	�at 	x

 	���


LP�i
	�
 �

�	�


�x
P�i	x
 � 	���


�

Wesentliche Voraussetzung dazu ist die Kenntnis des Flusses �at 	x
�

Denition ��� � 	Isidori ���


Mit dem Flu� �at 	x
 eines Vektorfeldes a	x
 wird die glatte Funktion von t und x

bezeichnet� welche die Eigenschaft hat� da� x	t
 � �at 	x�
 die gew�ohnliche Di�e�

rentialgleichung

�x	t
 � a	x	t

 � x� � x	t�
 	���


l�ost� Die Abbildung �at � x � �at 	x
 ist somit f�ur alle x aus einer Umgebung U� von

x� de�niert�

�

��� Berechnung des Flusses

Aus De�nition �� folgt unmittelbar� da� die Ermittlung des Flusses konkret in folgenden

Schritten durchzuf�uhren ist 	Jelali ���
�

� L�osen der Di�erentialgleichung

�x	t
 � a	x	t

 	���


zun�achst allgemein� Daraus ergibt sich

x	t
 � f 	t� Ci
 	���


als Funktion der Zeit t und der Integrationskonstanten Ci�
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�� Eliminieren der Integrationskonstanten Ci durch Einsetzen der Anfangsbedingung

x	�
 � x� in Gl� 	���
� Es folgt die gesuchte L�osung

x	t
 � f 	t�x�
 � 	���


�� Festlegen des Flusses durch

�at 	x�
 � x	t
 bzw� �at 	x
 � f 	t�x
 � 	���


Nach den Ausf�uhrungen in Abschnitt � kann der Flu� f�ur die jeweiligen betrachteten

Strukturen berechnet werden� Eine Zusammenstellung gibt Tabelle ���

Drift�Term a	x
 Flu� �at 	x�


A�x eA�tx�

a�x
� x�

��a�x�t

A�x� x �
nP
i��
eix

TQix

�
In �



nP

i��
eix

T
�Qi

�
t
���

x�

A�x� L	x
A�x eA���t�x� �
R �
�

d�

��L�eA��x��
� t

a�x� a�x
� a�x�

�a��a�x��e�a�t�a�x�

diagfA�gx�A�

�x� x !a
t�i	x�i
 �

a��iix�i

�a��ii�a��iix�i�e
�a��iit�a��iix�i

� i � � � � � � n

Gl� 	����
� A� nichtsingul�ar eA�tx�
��qTA��

�
�In�eA�t�x�

Tabelle ���� Flu� einiger QLS mit speziellen Strukturen

��� Berechnung der Volterra�Kerne

Um zu zeigen� wie schnell und einfach dieses Verfahren ist� wird Gl� 	���
 zun�achst f�ur LS

und BLS ausgewertet�

Lineare und bilineare Systeme

F�ur die LS ergibt sich mit a	x
 � Ax� b	x
 � b sowie den Gln� 	���
 und 	���


�at 	x
 � eAtx � Pt	x
 � e�Atb �

und damit

g�	t
 � cT eAtx�

g�	t� ��
 � LP��
cT�at 	x�
 � cTeA�t����b

gi	t� ��� � � � � �i
 � LP�i
� � � LP��

cT�at 	x�
 � � � i � � �
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Dies ist das bekannte Ergebnis� was besagt� da� sich LS exakt durch den Volterra�Kern

� Ordnung 	Gewichtsfunktion
 darstellen lassen� Analog folgt f�ur BLS mit a	x
 � Ax�

b	x
 �Nx� b und den Gln� 	���
 und 	���


�at 	x
 � eAtx � Pt	x
 � e�At	NeAtx� b
 �

Hieraus ergibt sich

g�	t
 � cT eAtx�

g�	t� ��
 � cT eA�t����NeA��x� � c
TeA�t����b

g�	t� ��� ��
 � cT eA�t����NeA�������NeA��x� � c
TeA�t����NeA�������b

���

gi	t� ��� � � � � �i
 � cT eA�t����NeA�������N � � �NeA�ix� �

� cTeA�t����NeA�������N � � �NeA��i����i�b

� cT eA�t����

�
�i��Y
j��

NeA��j��j���

�
	NeA�ix� �

� cTeA�t����

�
�i��Y
j��

NeA��j��j���

�
	 b �

was mit den Ausdr�ucken f�ur die Volterra�Kerne �ubereinstimmt� die in Schwarz 	��
 und

Dori�en 	��
 zu �nden sind�

QLS mit linearem Drift�Term

Bevor die Volterra�Kerne f�ur QLS bestimmt werden� sei diese wichtige De�nition angege�

ben�

Denition ��� � 	Schwarz ���


Unter homogenen nichtlinearen Systemen  und hier auch speziell den QLS  vom

Grade � versteht man Systeme� bei denen in der Volterra�Reihendarstellung des

Ein��Ausgangsverhaltens

y	t
 � g�	t
 �
Z t

�

Z ��

�
� � �

Z ����

�
g�	t� ��� � � � � ��
u	��
 � � � u	��
d�� � � � d�� 	���


alle Glieder au�er dem ��ten identisch Null verschwinden� F�ur die Kerne eines ho�

mogenen Systems der Ordnung � bedeutet dies�

gi	t� ��� � � � � �i
 �

�
	� �� i � ��

�� �i 	� ��
i � � �� � � � � 	��


�
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F�ur die QLSl ergibt sich mit a	x
 � A�x� b	x
 � B�x � x � B�x � b� und den Gln�

	���
 und 	���


�at 	x
 � eA�tx � Pt	x
 � e�A�t	B�e
A�t � eA�tx� x�B�e

A�tx� b�
 � 	���


Daf�ur ist der Zwischenschritt gem�a� Gl� 	A��


	eA�tx
� 	eA�tx
 � eA�t � eA�tx� x

notwendig� Es folgt nun

g�	t
 � cT eA�tx� 	���


g�	t� ��
 � cT eA��t����
h
B�e

A��� � eA���K�
�jx� �B�e

A���x� � b�
i

	���


g�	t� ��� ��
 � cT eA��t����
h
B�e

A��� � eA���K�
�jx� �B�e

A���
i
�

� e�A���
h
B�e

A��� � eA���K�
�jx� �B�e

A���x� � b�
i

	���


g�	t� ��� ��� ��
 � cT eA��t����
n
B�e

A��� � eA���K�
� �

h
e�A�B�e

A���eA���K�
�jx�

i
�

�B�e
A��� � eA���K�

�jx�e
�A���B�e

A��� � eA���K�
�jx� �

�B�e
A��� � eA���K�

�In �
h
e�A���B�e

A���x�

i
�

�B�e
A��� � eA���K�

�jx�e
�A���B�e

A��� �

�B�e
A��� � eA���K�

�In �
h
e�A���b�

i
�

� B�e
A��������B�e

A��� � eA���K�
�jx� �B�e

A��������B�e
A���

o
�

� e�A���
h
B�e

A��� � eA���K�
�jx� �B�e

A���x� � b�
i

	���


���

gi	t� ��� � � � � �i
 �
�

�x
gi��	t� ��� � � � � �i��
jx�P�i � 	���


mit den Abk�urzungen

K�
� � x	t
� x	t
 � Rn�

K�
� �

�

�x
K�
� � Rn��n 	���


K�
� �

�

�x
K�
� � const� � x � Rn � K�

� � R
n��n� �

F�ur x� � � kann notiert werden�

g�	t
 � �

g�	t� ��
 � cTeA��t����b�

g�	t� ��� ��
 � cTeA��t����B�e
A��������b�

g�	t� ��� ��� ��
 � cTeA��t����B�e
A��� � eA���K�

�In �
h
e�A���b�

i
e�A���b� �

� cTeA��t����B�e
A��������B�e

A��������b�
��� �
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Die Berechnung der Volterra�Kerne h�oherer Ordnungen kann schematisch anhand Gl�

	���
 beliebig fortgesetzt werden� Die Ausdr�ucke werden allerdings immer un�ubersichtli�

cher� Deshalb ist es sinnvoll� die Untersuchung auf homogene QLS niedriger Ordnung zu

beschr�anken� Dies wird bei der Berechnung zeitdiskreter Ersatzsysteme noch deutlicher

und dringender� um die �Ubersichtlichkeit der theoretischen Untersuchungen zu bewahren

und den Rechenaufwand in Grenzen zu halten� Dies bedeutet bei der Anwendung die

Vernachl�assigung der Volterra�Kerne h�oherer Ordnungen� deren Zul�assigkeit im Einzelfall

anhand der Simulation zu pr�ufen ist�

Beispiel ��� �

F�ur das QLS nach Gl� 	���
 mit den Systemmatrizen

A� �

�
� �

� �

�
� B� �

�
� �

 �

�
� B� �

�
� � � �

� � � 

�

bT� �
h
 �

i
� cT �

h
� 

i
� x� �

h
� 

i
ergibt sich mit Gl� 	���
�

!at 	x
 �

�
e�t �

� e�t

� �
x�
x�

�
�

�
e�tx�
e�tx�

�

Pt	x
 �

�
et �

� et

� �


e�tx� � e��tx��

�
�

�
et

x� � e�tx��

�
�

Damit lassen sich die Volterra�Kerne mit Hilfe der Gl� 	���
 folgenderma�en be�

stimmen�

g�	t
 �
h
� 

i
!at 	x
jx� � e�tx�jx� � e�t

g�	t� ��
 �
�

�x
	e�tx�
 P��	x
jx� � e�tx� � e��t����x��jx� � e��t����

g�	t� ��� ��
 �
�

�x
	e�tx� � e��t����x��
 P��	x
jx� � e��t���� � �e��t�������

g�	t� ��� ��� ��
 � �e��t������� � �e��t���������� �

F�ur einen Anfangszustandsvektor x� � � ergibt sich�

g�	t
 � �

g�	t� ��
 � �

g�	t� ��� ��
 � e��t����

gi	t� ��� � � � � �i
 � � �i � � �

Das betrachtete QLS ist damit f�ur x� � � ein homogenes System vom Grade ��

dessen Klemmen�ubertragungsverhalten durch

y	t
 �
Z t

�

Z ��

�
g�	t� ��� ��
u	��
u	��
d��d��

�
Z t

�

Z ��

�
e��t����u	��
u	��
d��d��
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beschrieben wird� Die Systemantwort auf u	t
 � 	t
 lautet�

y	t
 �
�
e�� � e�t � te�t

�
	t
 �

�

QLS mit quadratischem Drift�Term

Zur Berechnung des Flusses f�ur QLS mit einem quadratischen Drift�Terma	x
 � A�x	t
�

A�x	t
� x	t
 mu� zun�achst die Differentialgleichung

�x	t
 � A�x	t
 �A�x	t
� x	t
 � x � Rn 	���


gel�ost werden� Wie bereits erw�ahnt� gibt es hierf�ur keine allgemeine L�osung� so da� die

Volterra�Kerne nicht explizit angegeben werden k�onnen� Dies kann jedoch f�ur die spe�

ziellen Strukturen von Abschnitt ��� und ��� mit Hilfe der in Tabelle �� angegebenen

Ausdr�ucke f�ur den Flu� v�ollig analog zu der Vorgehensweise bei den QLSl geschehen�
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� QLS�Approximation nichtlinearer Systeme

Die der Systemtheorie zugrundeliegenden Modelle k�onnen grunds�atzlich auf zwei Wegen

gewonnen werden�

� Experimentelle Systemanalyse 	Identi�kation
�

Hier wird der technische Proze� als schwarzer Kasten aufgefa�t und durch geeig�

nete Testsignale erregt� Das dynamische Verhalten des Systems kann dann durch

Anpassung der Me�daten an ein vorgegebenes Modell approximiert werden� Dazu

wurden in den letzten Jahren ingenieurm�a�ige Verfahren entwickelt� die auf der Pa�

rametersch�atzung basieren 	z� B� Beater ���� Dori�en ���
� Die meisten dieser

Verfahren benutzen allerdings bilineare Modelle als N�aherung f�ur das nichtlineare

dynamische Verhalten technischer Systeme� In einer neueren Arbeit von Yin 	���


werden Identi�kationsverfahren vorgeschlagen� die es auch gestatten k�onnten� tech�

nische Systeme durch spezielle quadratische Modelle zu approximieren� Einige Pro�

bleme bez�uglich der Konvergenz und der Startparameter m�ussen allerdings zuvor

gel�ost werden�

� Theoretische Systemanalyse�

Durch Aufstellen geeigneter Bilanzgleichungen 	z� B� Bilanzierungen f�ur Kr�afte� Mo�

mente� allgemeine Erhaltungss�atze f�ur Masse� Energie� Impuls� usw�
 wird ein ma�

thematisches� h�au�g nichtlineares Modell des Prozesses abgeleitet� Man wird auf

Zustandsmodelle der Form

�X	t
 � f 	X	t
� U	t

 � x� �X	t�
 � X	t
 � Rn 	��


gef�uhrt� Es m�ussen dann entsprechende Vereinfachungen der exakten Zusammen�

h�ange vorgenommen werden�

��� Taylorreihenenwicklung

Ein n�utzliches mathematisches Werkzeug dazu ist die Taylorreihenenwicklung um einen

Arbeitspunkt x� der Zustandsvariablen und u� der Eingangsgr�o�e� mit deren Hilfe linea�

re� bilineare� aber auch zustandsquadratische Modelle hergeleitet werden k�onnen� Liegt

eine nichtlineare Systembeschreibung der Form von Gl� 	��
 vor� dann kann ein quadra�

tisches Modell abgeleitet werden� indem die Taylorreihenenwicklung von Gl� 	��
 nach

dem dritten Glied 	ohne quadratische Terme in u
 abgebrochen wird�

�x	t
 � f 	x� u
 	���


� f 	x�� u�
 �
�f 	X� U


�X

���
x��u�

	x� x�
 �
�f 	X� U


�U

���
x��u�

	u� u�
� �z �
lineare Terme

�

�


�

��f 	X� U


�X�

���
x��u�

	x� x�
� 	x� x�
� �z �
rein qudaratischer Term

�
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�
��f 	X� U


�X�U

���
x� �u�

	x� x�
	u� u�
� �z �
bilinearer Term

�

�


�

��f 	X� U


�X��U

���
x��u�

	x� x�
� 	x� x�
	u� u�
� �z �
Term �� Ordnung

� 	���


Hierbei werden die �uber den gesamten Arbeitsbereich de�nierten Gr�o�en mit Gro�buch�

staben und die lokal g�ultigen mit Kleinbuchstaben gekennzeichnet� Es gelten die Bezie�

hungen

x	t
 � X	t
� x�

u	t
 � U	t
� u� �

Durch eine Koordinatentransformation der Art z � x�x� bzw� v � u�u� kann Gl� 	���


in eine Form gebracht werden� in der die Terme einer zustandsquadratischen N�aherung

unmittelbar zu erkennen sind�

Anmerkung�

Gl� 	���
 gilt nur f�ur hinreichend oft di�erenzierbare 	glatte
 Vektorfelder f 	X� U
� Des�

halb k�onnen unstetige Nichtlinearit�aten wie Lose� tote Zone usw� prinzipiell nicht exakt

durch ein QLS beschrieben werden� F�ur solche Kennlinien kann man aber eine hinreichend

genaue Approximation durch Polynome h�oherer Ordnungen erreichen�

��� Kombination linearer Modelle

Hier erfolgt die Behandlung einer Methode zur Gewinnung quadratischer Modelle� die

von Frelek 	���
 vorgeschlagen wurde� Gegeben seien zwei Arbeitspunkte 	x��� u�
 und

	x��� u�
� in deren Umgebungen die linearen Modelle

�x	t
 � J�	x	t
� x��
 � b	u	t
� u�
 	���


�x	t
 � J�	x	t
� x��
 � b	u	t
� u�
 	���


gelten� Ji bezeichnet die Jacobi�Matrix des jeweiligen Modells� Diese Modelle k�onnen

entweder analytisch durch die Taylor�Linearisierung oder anhand von Identi�kationsver�

fahren f�ur lineare Systeme� die gut erforscht sind� gewonnen worden sein�

Gesucht wird ein QLS der Form

�x	t
 � Q	x	t
� x��
� 	x	t
� x��
 � b	u	t
� u�
 � 	���


das das betrachtete NLS approximiert und das Verhalten der linearen Modelle in den

jeweiligen Arbeitspunkten exakt wiedergibt�

Jxjx�� � J� � Jxjx�� � J� � 	���
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Mit

Jx � Q�In � 	x	t
� x��
 � 	x	t
� x��
� In� 	���


folgt das Gleichungssystem

QY�� � J�� �

Y�� �
h
In � 	x�� � x��
 	x�� � x��
� In

i
� J�� �

h
J� J�

i 	���


zur Bestimmung der unbekannten Matrix Q � Rn�n�� Da Y�� � Rn���n eine rechteckige�

konstante Matrix darstellt� ist deren Inverse nicht eindeutig� Einen Ausweg stellt die

verallgemeinerte Inverse� nach Barnett 	��
  auch Pseudo�Inverse genannt dar� die

lautet 	Frelek ���


Y
y
�� �



	x�� � x��
T 	x�� � x��


�
	In � �� �Z��
� 	x�� � x��
T

�	x�� � x��
T � 	In � �� �Z��


�
� 	���


Z�� �
	x�� � x��
	x�� � x��
T

	x�� � x��
T 	x�� � x��

�

Eine notwendige und hinreichende Bedingung f�ur die Au��osbarkeit von Gl� 	���
 unter

Verwendung von Y y
�� ist 	Barnett ��


J��	In��n � Y
y
��Y��
 � � � 	��


was durch Einsetzen von Gl� 	���
 zu

	J� � J�
	x�� � x��
 � � 	���


vereinfacht werden kann�

Unter der Voraussetzung� da� die beiden linearen Modelle der Bedingung nach Gl� 	���


gen�ugen� l�a�t sich die gesuchte Matrix Q aus

Q � Q� �Q� 	���


mit

Q� �


	x�� � x��

T 	x�� � x��


h
J� � 	x�� � x��


T � 	x�� � x��

T � J� �

�
J� � J�

�
Z�� � 	x�� � x��


T
i

	���


Q� � W 	In �Z��
� 	In �Z��
 	���


bestimmen� Dabei istW eine prinzipiell willk�urliche Matrix mit derselben Dimension wie

die Matrix Q� die auch zu Null gesetzt werden kann� Frelek 	���
 schl�agt vor�W durch

die Kenntnis von regul�aren Punkten� z� B� aus Messungen� festzulegen� um in der Praxis

eine h�ohere Genauigkeit des Modells zu erzielen�

�

�
Rechteckig� bedeutet hier

�
nicht quadratisch��

�Das Gleichungssystem ���� wird also im Sinne eines kleinsten quadratischen Fehlers gel�ost�
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	 Zusammenfassung und Ausblick

Die vorliegende Arbeit befa�t sich mit der Modellierung nichtlinearer Prozesse durch

quadratische Systeme mit linearer Steuerung 	QLS
� Die gew�ahlte Vorgehensweise sowie

die wesentlichen Ergebnisse lassen sich dabei wie folgt zusammenfassen�

� Ausgangspunkt der Arbeit sind die in Abschnitt � eingef�uhrten Grundkonzepte und

Zustandsdarstellungen der QLS� Diese wurden in Teilklassen eingeteilt� Es ist gelun�

gen� f�ur eine gro�e Anzahl dieser Teilklassen die allgemeinen L�osungen der jeweiligen

Eigendynamik�Differentialgleichungen zu �nden� U� a� werden die L�osungstechniken

der Riccati�Differentialgleichungen ausgenutzt�

� Aufbauend auf diese Ergebnisse k�onnen der Flu� und damit auch die Volterra�Kerne

f�ur diese Systemklassen explizit berechnet werden� Dazu ist auf eine schematische

Vorgehensweise zur�uckzugreifen� Die Volterra�Kerne wiederum erm�oglichen die Dar�

stellung der QLS in Form von Volterra�Reihen� die sich zur Beschreibung des Sig�

nal�ubertragungsverhaltens dieser Systeme gut eignen� In der Praxis sollte man sich

auf die Untersuchung von homogenen QLS niedrigen Grades beschr�anken�

� Schlie�lich werden in Abschnitt � zwei Wege zur Bestimmung von quadratischen

Modellen zur Approximation nichtlinearer technischer Systeme angegeben� Diese

sind zum einen die bekannte Methode der Taylorreihenentwicklung und zum anderen

die Kombination von linearen Modellen� W�ahrend die erste Methode ein gegebenes

analytisches Modell voraussetzt� kann die zweite auch genutzt werden� wenn zwei

lineare Modelle zur Verf�ugung stehen� die mit Hilfe von Identi�kationsverfahren

linearer Systeme gewonnen wurden�

Zuk�unftige Arbeiten k�onnen sich einerseits mit der Veri�zierung der Methode der Kom�

bination linearer Modelle bez�uglich ihrer praktischen Anwendbarkeit besch�aftigen� Ande�

rerseits wird die Identi�kation quadratischer Modelle� z� B� mit Hilfe der in Yin 	���


entwickelten Identi�kationsverfahren� ein Schwerpunkt der n�achsten Untersuchungen sein�

Die praktische Anwendung soll sich auf einen im Labor des Fachgebietes vorhandenen

elektro�hydraulischen Translationsantrieb beziehen� Dies soll ein aufbereitender Schritt

zur Implementierung von QLS�Beobachtern und �Filtern f�ur diesen Antrieb sein�

�Die Arbeit entstand im Rahmen des von der Deutschen Forschungsgemeinschaft gef�orderten Projek�

tes
�
Zustands� und Parametersch�atzung bei analytischen Systemen mit linearer Steuerung��
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A Rechenregeln zum Kronecker�Produkt ��

A Rechenregeln zum Kronecker�Produkt

Zur Berechnung der Volterra�Kerne 	vgl� Abschnitt �
 werden einige De�nitionen und

Rechenregeln zum Kronecker�Produkt sowie zur Di�erentiation von Vektorfeldern und

Tensoren ben�otigt� die im folgenden ohne Beweis aufgef�uhrt werden� Hierzu sei auf Brewer

	���
 sowie Yang und Bao 	���
 verwiesen�

Denition A�� �

a
 Unter dem Kronecker�Produkt A�B zweier Matrizen A � �aij� und B � �bkl� der

Dimension m� n bzw� p� q wird die Matrix

A �B
�
�

�
���

a��B � � � a�nB
���

���
���

am�B � � � amnB

�
��	 � Rmp�nq 	A�


verstanden�

b
 F�ur zwei Vektoren a � Rm und b � Rn gilt�

a� b �
h
a�b

T � a�b
T � � � � � amb

T
iT
� Rmn � 	A��


�

Satz A�� �

Gegeben seien die Matrizen A � Rm�n� B � Rp�q� C � Rr�s und D � Rk�h�

a
 F�ur � � R gilt�

�	A�B
 � 	�A
�B � A � 	�B
 � 	A��


	A �B
T � AT �BT � 	A��


b
 F�ur n � r und q � k gilt�

	A�B
	C �D
 � 	AC
 � 	BD
 � 	A��


c
 F�ur nq � rk gilt das Assoziativgesetz

A� 	B �C
 � 	A�B
 �C � A �B �B � 	A��


d
 F�ur p � m und q � n gelten die Distributivgesetze

	A�B
�C � A �C �B �C � 	A��


C � 	A�B
 � C �A �C �B 	A��


und damit auch�

	A�B
� 	C �D
 � A�C �A �D �B �C �B �D � 	A��
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e
 Falls m � n� p � q und A���B�� existieren� dann gilt�

	A �B
�� � A�� �B�� � 	A��


	A�B
	A�� �B��
 � 	AA��
� 	BB��


� In � Ip � Inp � 	A�


�

Denition A�� �

Ist f 	x
 � Rm ein f�ur jedes x � Rn di�erenzierbares Vektorfeld� dann kann die

Jacobi�Matrix zu f 	x
 gebildet werden mit

�

�x
f 	x
 �

�

�x

�
�����

f�	x�� x�� � � � � xn


f�	x�� x�� � � � � xn


� � � � � � � � � � � � � � �

fm	x�� x�� � � � � xn


�
����	

�
�

�
��������

�
�x�

f�
�
�x�

f� � � � �
�xn

f�
�
�x�

f�
�
�x�

f� � � � �
�xn

f�
���

���
���

���
�
�x�

fm
�
�x�

fm � � � �
�xn

fm

�
�������	

� 	A��


�

De�nition A�� kann f�ur Tensoren in folgender Weise erweitert werden�

Denition A�� �

Ist G	x
 � Rm�l ein f�ur jedes x � Rn di�erenzierbarer Tensor� dann ist�

�

�x
G	x
 �

�

�x

�
������

g��	x�� � � � � xn
 g��	x�� � � � � xn
 � � � g�l	x�� � � � � xn


g��	x�� � � � � xn
 g��	x�� � � � � xn
 � � � g�l	x�� � � � � xn

���

���
���

���

gm�	x�� � � � � xn
 gm�	x�� � � � � xn
 � � � gml	x�� � � � � xn


�
�����	

�
�

�
�G
�x�

�G
�x�

� � � �G
�xn

�
� Rm�ln 	A��


mit
�G

�xi
�

�
��������

�
�xi

g��
�
�xi

g�� � � � �
�xi

g�l
�
�xi

g��
�
�xi

g�� � � � �
�xi

g�l
���

���
���

���
�
�xi

gm�
�
�xi

gm� � � � �
�xi

gml

�
�������	

�

�
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Satz A�� �

Gegeben seien zwei f�ur jedes x � Rn di�erenzierbare TensorenG	x
 � Rm�l�H	x
 �

R
m�l� Es gilt die Di�erentiationsregel

�

�x
�G	x
H	x
� �

�G

�x
	In �H
 �G

�H

�x
� 	A��


�

Denition A�� �

Ist G	X
 � Rm�l ein f�ur jedes X � Rn�p di�erenzierbares Tensor� dann gilt

�

�X
G	X


�
�

nX
i��

pX
k��

E
n�p
ik �

�G

�xik
	A��


mit der Elementarmatrix En�p
ik

�
� eie

T
k

und den Einheitsvektoren ei�ek �

	A��


�

Satz A�� �

Gegeben seien zwei f�ur jedes X � Rn�p di�erenzierbare Tensoren G	X
 � Rm�l�

H	X
 � Rl�k� Dann gilt die Di�erentiationsregel

�

�X
�G	X
H	X
� �

�G

�X
	Ip �H
 � 	In �H


�H

�X
� 	A��


�


