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� Einf�uhrende �Ubersicht

Eine zentrale Aufgabe der Regelungstechnik besteht in der Ermittlung nicht me�barer

Proze�gr
o�en aus bekannten�gemessenen Ein	 und Ausgangssignalen� um z� B� Zustands�

regler auszulegen oder Proze�gr
o�enverl
aufe w
ahrend des Betriebes von technischen An�

lagen zu 
uberwachen�

Das Konzept der Zustandsbeobachtung nichtlinearer Systeme entstand in den siebziger

Jahren durch die Arbeiten von Thau ����� sowie Kou u� a� ������ und etablierte sich in

den achtziger Jahren durch die Arbeiten von Bestle und Zeitz ������ Krener und Isidori

������ Krener und Respondek ������� Baumann und Rugh ������� Keller ������� Li und

Tao ������� van der Schaft ������� Walcott und �Zak ������� Zeitz ������� Xia und Gao

������� Tsinias ������ u� a� als ein wichtiges Teilgebiet der modernen Regelungstechnik�

Auch in den letzten Jahren hat das Interesse an nichtlinearen Beobachtern weiter zuge�

nommen �Tsinias ����� Schwarz ����� Krener und Maag ����� Tibken ����� Birk �����

Tornamb�e ����� Adjallah ���� Zimmer ���� Raghavan und Hedrick ������

Trotz des regen Interesesses gibt es f
ur die nichtlineare Beobachtungsaufgabe bislang

keine geschlossene L
osung� Diese ist aufgrund der Vielfalt m
oglicher und strukturell

verschiedener Systemtypen auch nicht zu erwarten� Daher existieren keine universell

einsetzbaren Entwurfsverfahren� sondern es k
onnen abh
angig vom Systemtyp und von der

Art der auftretenden Nichtlinearit
aten unterschiedliche Synthesemethoden angewendet

werden� Somit spielt in der praktischen Anwendung die genaue Analyse der nichtlinearen

Modellgleichungen des betrachteten Systems eine wichtige Rolle� um das jeweils am besten

geeignete Entwurfsverfahren ausw
ahlen zu k
onnen�

Der vorliegende Bericht enth
alt einen umfassenden 
Uberblick 
uber die wichtigsten Ent�

wurfsmethoden nichtlinearer Beobachter� wobei neuere Trends ber
ucksichtigt werden und

die praktische Realisierbarkeit im Vordergrund steht Es werden systematische Vorge�

hensweisen in Form von Algorithmen herausgearbeitet� Bei der Implementierung der

meisten beschriebenen Verfahren erweist sich die Nutzung einer symbolverarbeitenden

Programmiersprache als unverzichtbar�

Die meisten Verfahren sind zwar der angegebenen Originalliteratur entnommen� jedoch

erschweren die unterschiedlich betrachteten Systemklassen� die dort gemachten Vorausset�

zungen sowie die verwendeten Schreibweisen eine Gegen
uberstellung der Methoden� Des�

halb wird hier eine einheitliche Darstellung der Verfahren angestrebt� um eine vergleichen�

de Betrachtung zu erm
oglichen� Ferner werden sinnvolle Hinweise zur Kombination einiger

Methoden gegeben� In diesem Zusammenhang besteht eine neuer e�ektiver Weg darin�

die Systeme direkt in bestimmten hinreichend genauen Approximations	Normalformen

�Beobachtbarkeits	 bzw� Beobachter	Normalform� zu identi�zieren� um basierend darauf

den Beobachterentwurf vorzunehemen� Dies ist besonders vorteilhaft� da die erw
ahnten
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Normalformen f
ur die meisten der in der Literatur verwendeten Beobachterverfahren zwar

unentbehrlich sind� jedoch bei realen technischen Prozessen kaum existieren�

��� Einteilung der Verfahren

Die Entwurfsmethoden f
ur nichtlineare Beobachter werden erstmalig in diesem Bericht in

drei Hauptgruppen unterteilt 

�� Normalform�Beobachter 

Die erste Gruppe umfa�t diejenigen Methoden� bei denen eine nichtlineare Trans�

formation des Systems in die nichtlineare Beobachternormalform �Keller ����� Zeitz

�����

�z�t� �

�
�����

� � � � � � � �

In��
���

�

�
�����z�t�	

�
������
���zn� u� �u� � � � � u�n����

���zn� u� �u� � � � � u�n����
���

�n�zn� u�

�
������

� Enz�t�	��zn� �u� � z�t�� � z� �����

y�t� � c�zn� � �u�t� �
h
u�t�� �u�t�� � � � � u�n����t�

iT
�����

zu �nden ist� In dieser Gruppe von Beobachterentwurfsverfahren selbst kann man

weiterhin zwischen


 geometrischen �Nijmeijer ����� Krener und Isidori ���� Krener und Respondek

����� Isidori ����� Nijmeijer und van der Schaft ����� und


 Lie	algebraischen Ans
atzen �Bestle und Zeitz ���� Keller ����� Zeitz �����

Birk und Zeitz ����� Xia und Gao �����

unterscheiden� Der Beobachterentwurf ist bei diesen Verfahren mit zwei Schwierig�

keiten verbunden 


 Die Existenzbedingungen der oben erw
ahnten Transformation sind sehr re�

striktiv und der analytische Aufwand ist hoch �Integration von partiellen Dif�

ferentialgleichungen und Inversion von nichtlinearen algebraischen Gleichun�

gen� und


 die zeitlichen Ableitungen der Eingangssignale m
ussen bekannt sein� was bei

der Anwendung auf reale technische Prozesse selten der Fall ist�

Um diese Schwierigkeiten zu umgehen entstanden einige in der Praxis n
utzliche Ap�

proximationsverfahren �Zeitz ����� Nicosia u� a� ����� Nicosia und Tornamb�e �����

Karahan ����� Krener und Maag ������ Dar
uber hinaus besteht die M
oglichkeit der

Identi�kation des Systems direkt in der gew
unschten Zustandsform �Reuter ����

Jelali ����a��
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�� Asymptotische Beobachter 

Zu dieser Gruppe geh
oren solche Verfahren� die zum Stabilit
atsnachweis des Beob�

achterfehlersystems die direkte Methode von Ljapunov heranziehen� Die auf dieser

Basis entworfenen Beobachter werden als asymptotische Beobachter �Tsinias �����

����� Adjallah ���� oder exponentielle Beobachter �Xia und Gao ����� Tibken

����� bezeichnet�

� Robuste Beobachter 

Die dritte Gruppe enth
alt z� B� Beobachter variabler Struktur� auch Sliding	Mode	

Beobachter genannt �Walcott und �Zak ����� Slotine u� a� ����� Misawa u� a� ������

sowie adaptive Beobachter �Bastin und Gevers ����� Marino und Tomei ������ Wei�

terhin sind H�	optimale Beobachter �Raghavan und Hedrick ����� zu erw
ahnen�

Diese Gruppe von Beobachtern zeichnet sich durch ihre Robustheit gegen
uber m
og�

lichen Modellunsicherheiten und Parameter
anderungen sowie St
orungen des Prozes�

ses aus�

��� Gliederung

Im Rahmen dieses Berichtes werden jeweils einige Vertreter der jeweiligen oben erw
ahnten

Beobachtergruppen vorgestellt und weiterentwickelt 


 Der folgende Abschnitt besch
aftigt sich mit der Darstellung der in diesem Bericht

behandelten Systeme sowie mit der Einf
uhrung von Begri�en� die im Verlauf der

Arbeit ben
otigt werden�


 Abschnitt  stellts die sog� Normalform	Beobachter vor� Zum einen werden ex�

akte Beobachterentwurfsverfahren auf der Basis der Keller	Beobachternormalform

diskutiert �Abschnitt ���� Zum anderen beschreibt Abschnitt �� ein N
aherungsver�

fahren� das f
ur die praktische Anwendung von gro�er Bedeutung ist� Im Gegensatz

zu den exakten Verfahren� bei denen eine vollst
andige Kompensation der Nicht�

linearit
aten erreicht wird� werden bei diesem N
aherungsverfahren nur die ersten

nichtlinearen �quadratischen� kubischen� usw�� Terme durch Zustands	 und ggf�

Ausgangstransformation zu Null gemacht� Das Verfahren wird f
ur zustandsquadra�

tische Systeme vorgestellt und auf Polynomsysteme erweitert�


 Abschnitt � befa�t sich mit den asymptotischen Beobachtern� Als Vertreter dieser

Beobachtergruppe werden die exponentiellen Beobachter �Abschnitt ���� behandelt�

die i� allg� keine Transformation auf eine bestimmte Normalform erfordern� Der

Nachweis der Stabilit
at dieser Beobachter erfolgt mit Hilfe der direkten Methode

von Ljapunov� F
ur Systeme� die in der nichtlinearen Beobachtbarkeitsnormalform

vorliegen oder in diese transformiert werden k
onnen� bietet sich dann der Entwurf

von Beobachtern mit hohen Verst
arkungen �High	Gain	Beobachter� an� was Gegen�

stand des Abschnitts ��� ist� Ferner enth
alt Abschnitt �� ein neues Verfahren zur
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Zustandsapproximation nichtlinearer Systeme mit Hilfe von nichtlinearen Optimie�

rungsmethoden� Hierbei wird das Beobachtungsproblem 
uber die De�nition eines

G
utefunktionals in ein 
aquivalentes Minimierungsproblem 
uberf
uhrt� das mittels

eines Verfahrens der nichtlinearen Optimierung gel
ost werden kann�


 In Abschnitt � werden Entwurfsverfahren robuster Beobachter vorgestellt� Hier ha�

ben sich in der Praxis die H�	Optimierungstechnik und der Sliding	Mode	Ansatz

bew
ahrt� Diese urspr
unglich f
ur den Entwurf optimaler Regler entwickelten Metho�

den werden in dieser Arbeit f
ur die Auslegung von nichtlinearen Zustandsbeobach�

tern eingesetzt�


 Eine Zusammenfassung mit einem Ausblick auf weitere Untersuchungen im Bereich

der Zustandssch
atzung f
ur nichtlineare Systeme schlie�t diesen Bericht ab�
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� Voraussetzungen und Begri�sbildung

In dieser Arbeit werden die analytischen Systeme mit linearer Steuerung �ALS� betrachtet�

welche die Zustandsdarstellung

�x�t� � a�x� ! b�x�u�t� � f �x� u� � x � X� Rn� u � U� R

y�t� � cTx�t� � c�x� � x��� � x�
�����

besitzen� Die Vektorfunktionen a�x� und b�x� beinhalten stetige� hinreichend oft di�eren�

zierbare Funktionen� Die ALS sind f
ur die meisten praktischen Anwendungen zu komplex�

wenn man sich nicht auf spezielle Unterklassen beschr
ankt� Eine wichtige Unterklasse der

ALS stellen die Polynomsysteme mit linearer Steuerung �PLS� der Form

�x�t� � A�x! b�u�t� !
pX

i
�

A�
ix

�i��t� !
p��X
j
�

B�
jx

�j��t�u�t�

y�t� � cTx�t�

�����

dar� Innerhalb der PLS selbst sollen die quadratischen Systeme mit linearer Steuerung

�QLS�

�x�t� � A�x!A�x
����t� ! �b�u�t� !B�x�t� !B�x

����t��u�t�

y�t� � cTx�t�
����

im Vordergrund stehen� In den Gln� ����� und ���� wird zur 
ubersichtlichen Darstellung

die Kronecker	Produktnotation

x�k��t�  � x�t�� x�t�� � � � � x�t� �����

verwendet� F
ur k � � gilt z� B� 

x����t� � x�t�� x�t� �
h
x�x

T � x�x
T � � � � � xnx

T
iT
� Rn� � �����

Ein Nachteil dieser Notation liegt allerdings in der Redundanz der Terme xixj� i �� j� Die�

se Redundanz bringt z� B� zus
atzliche Identi�zierbarkeitsprobleme mit sich Die Koe�zi�

enten der Terme xixj� i �� j sind linear abh
angig� so da� man aus Ein	�Ausgangsmessungen

diese Koe�zienten nicht unterscheiden kann �Yin ������ Das Problem l
a�t sich durch die

Einf
uhrung eines reduzierten Kronecker	Produkts vermeiden 

De�nition �� �Svensson �����

Das reduzierte Kronecker	Produkt x�k� von x wird durch die Rekursionsformel

x
���
i�n  � xi�n  � �xi� � � � � xn�T ����a�

x�k	�� � x
�k	��
��n �

�
�x�x�k�

��n

x
�k	��
��n

�
� � � � � �

�
�������

x�x
�k�
��n

x�x
�k�
��n

���

xnx
�k�
n�n

�
������� ����b�

erkl
art� �
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x�k� stellt also ein Vektor der Dimension nr �

�
n ! k 	 �

k

�
�

�n ! k 	 ��"
k" �n	 ��"

dar� die um

genau #n � nk 	

�
n ! k 	 �

k

�
geringer ist als die des Vektors x�k�� dem herk
omlichen

Kronecker	Produkt� Weiterhin ist es m
oglich� die beiden Produkte durch lineare Trans�

formationen

x�k� � Tkx
�k� �����

x�k� � T	
k x

�k� �����

ineinander zu 
uberf
uhren� Hierbei berechnet sich die linke Pseudo	Inverse T	
k zu 

T	
k � �T T

k Tk�
��T T

k � �����

F
ur k � � und n �  ergibt sich z� B�

x��� �

�
�������������������

x��
x�x�
x�x�
x�x�
x��
x�x�
x�x�
x�x�
x��

�
�������������������

� T� �

�
�������������������

� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �

�
�������������������

� x��� �

�
�����������

x��
x�x�
x�x�
x��
x�x�
x��

�
�����������

und mit Gl� ����� auch

T	
� �

�
�����������

� � � � � � � � �

� �
� � �

� � � � � �

� � �
� � � � �

� � �

� � � � � � � � �

� � � � � �
�

� �
�

�

� � � � � � � � �

�
�����������
�

Die Transformationsmatrizen Tk und T	
k besitzen die Dimensionen p � q bzw� q � p mit

p � nk und q �

�
n ! k 	 �

k

�
sowie folgende Eigenschaften 

i� T	
k Tk � Iq �

ii� TkT
	
k ist eine symmetrische p � p	Matrix und besitzt den Rang q �

iii� T T
k Tk ist eine q � q	Diagonalmatrix und besitzt ebenfalls den Rang q und

iv� spur�T T
k Tk� � p �
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Mit dem reduzierten Kronecker	Produkt lassen sich PLS durch die neue Zustandsdarstel�

lung

�x�t� � A�x! b�u�t� !
pX

i
�

Aix
�i��t� !

p��X
j
�

Bjx
�j��t�u�t�

y�t� � cTx�t�

������

beschreiben�

Die hier interessierende Aufgabe besteht nun darin� aus bekannten Ein	 und Ausgangssi�

gnalen den Zustandsvektor des Systems so zu ermitteln� da�

lim
t��

kx�t�	 �x�t�k � � ������

gilt� wobei �x�t� der gesch
atzte Zustandsvektor ist� F
ur die Auslegung des Beobachters

wird vorausgestzt� da� die Beobachtbarkeitsanalyse erfolgreich abgeschlossen wurde �Birk

����� Jelali ���� Jelali ����c�� Weiterhin werden folgende De�nitionen eingef
uhrt 

De�nition ��  Lipschitz	Bedingung �Slotine und Li �����

Ein Vektorfeld ��x� hei�t Lipschitz�global in x� wenn die Lipschitz	Bedingung

k��x��	 ��x��k � l kx� 	 x�k � ��x��x�� � �Rn�Rn� ������

erf
ullt ist� Hierbei ist l die sog� Lipschitz	Konstante� Ist die Lipschitz	Bedingung nur in

der Umgebung eines Arbeitspunktes g
ultig� dann hei�t ��x� Lipschitz�lokal in x� �

De�nition ��  Stabilisierbarkeit

Das Paar �A�� b�� hei�t genau dann stabilisierbar� wenn ein Vektor h� existiert� so da�

gilt 

Re �i�A� 	 b�h
T
� � 	 � � i � �� �� � � � � n � �����

�

De�nition �
  Ermittelbarkeit

Das Paar �A�� c
T � hei�t genau dann ermittelbar� wenn es ein Vektor h� gibt� der die

Bedingung

Re �i�A� 	 h�c
T � 	 � � i � �� �� � � � � n ������

erf
ullt� �
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� Normalform�Beobachter

Sowohl die Beobachtbarkeitsanalyse als auch die Beobachtersynthese gestalten sich we�

sentlich 
ubersichtlicher� wenn es gelingt� das zu untersuchende ALS in die NBNF zu


uberf
uhren�

��� Exakte Verfahren

Der Beobachterentwurf anhand der Beobachternormalform wurde u� a� von Krener und

Isidori ������ Bestle und Zeitz ������ Krener und Respondek ������� Keller und Fritz

������� Zeitz ������� Keller ������� und Li und Tao ������ untersucht� Keller ������

de�niert eine NBNF zu

�z�t� �

�
�����

� � � � � � � �

In��
���

�

�
�����z�t�	

�
������
���y�

���y�
���

�n�y�

�
������!

�
������

��y�


��y�
���


n�y�

�
������u�t�

� Enz�t�	��y� ! ��y�u�t� � z�t�� � z� ����

y�t� � h�zn� bzw� zn�t� � h���y� � ��y� � ����

Hier darf das transformierte System nur noch von der me�baren Ausgangsgr
o�e y�t� in den

Funktionen ��y� und ��y� abh
angen� w
ahrend der transformierte Zustandsvektor z�t�

in die Zustandsgleichung linear eingeht� Der Vorteil dieser Normalform besteht darin�

da� die Kenntnis der zeitlichen Ableitungen der Eingangssignale nicht erforderlich ist�

Andererseits f
uhrt der Beobachterentwurf direkt auf eine lineare Fehlerdynamik� ohne

eine Linearisierung wie bei Zeitz ������ sowie Birk und Zeitz ������ oder eine Ljapunov	

Absch
atzung wie bei Thau ����� u� a� zu ben
otigen� Die Keller	NBNF hat allerdings den

Nachteil� da� sie nur f
ur eine eingeschr
ankte Klasse der ALS unter strengen Bedingungen

existiert�

Die 
Uberf
uhrung eines ALS nach Gl� ����� in Gl� ���� soll 
uber eine nichtlineare Trans�

formation

z�t� � t�x� ���

erfolgen� In die zeitliche Ableitung von Gl� ���

�z�t� �
dt�x�

dt
�

�t�x�

�x
�x�t� ����

wird die Gl� ����� eingesetzt 

�z�t� �
�t�x�

�x
a�x� !

�t�x�

�x
b�x�u�t� � ����
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Aus dem Vergleich mit Gl� ���� ergeben sich die beiden Vektor	Di�erentialgleichungen

zur Bestimmung der Transformation t�x� als

�t�x�

�x
a�x� � Enz�t�	��y� � ����

�t�x�

�x
b�x� � ��y� � ����

F
ur die QLS �B� � �� nach Gl� ���� bedeutet dies 

�t�x�

�x
�A�x�t� !A�x�t�� x�t�� � Enz�t�	��y� ����

�t�x�

�x
�b� !B�x�t�� � ��y� � ����

Wird Gl� ���� komponentenweise aufgeschrieben und umgestellt� dann ergibt sich

tn���x� � Latn�x� ! �n�y�

tn���x� � L�
atn�x� ! La�n�y� ! �n���y�

���

t��x� � Ln��
a tn�x� ! Ln��

a �n�y� ! � � � ! La���y� ! ���y�

�����

oder

tn�k�x� � Lk
atn�x� !

kX
i
�

Li��
a �n�k	i�y� � k � �� �� � � � � n	 � � �����

Aufgrund von

zn � ��y� � tn�x� �����

ergibt sich die gesuchte Transformation zu 

z � t�x� �

�
���������

Ln��
a ��y� ! Ln��

a �n�y� ! � � �! La���y� ! ���y�

Ln��
a ��y� ! Ln��

a �n�y� ! � � �! ���y�
���

La��y� ! �n�y�

��y�

�
���������
� ����

die allerdings nicht automatisch die Gl� ���� erf
ullt� F
ur k � n ergibt sich

� � Ln
atn�x� !

nX
i
�

Li��
a �i�y� � �����

was mit der nichtlinearen charakteristischen Gleichung �NCG� bezeichnet wird �Keller

������ Mit Hilfe der NCG k
onnen die noch unbekannten Funktionen ��y� und �i�y��

i � �� �� � � � � n bestimmt werden� falls die geforderte NBNF existiert�

Der 
Ubergang zu NBNF kann z� B� nach Keller ������ 
uber eine zweistu�ge Transforma�

tion �Bild ��� durchgef
uhrt werden 
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x �ALS� z �NBNF�t�x�

q�x�

� �DBKNF�

�
�
�
�
�
�
�� �

�
�
�
�
�
��R

�

w���

Bild �� Zweistu�ge Transformation eines ALS in die NBNF

�� 
Uberf
uhrung des Systems anhand der Transformation

��t� � q�x� �

�
������

cTx�t�

LacTx�t�
���

Ln��
a cTx�t�

�
������ �����

in die Dreiecks	Beobachtbarkeitsnormalform �DBKNF�

���t� � �a��� ! �b���u�t�

�

�
���������

��
��
���

�n
�an���� � � � � �n�

�
���������

!

�
���������

�b�����
�b����� ���
���
�bn������ � � � � �n���
�bn���� � � � � �n��� �n�

�
���������
u�t� �����

y�t� � ���t�

Die
$
Dreiecks%	Abh
angigkeit der �bi von ��� � � � � �n ist nach Gauthier und Bornard

������ eine notwendige Voraussetzung f
ur die eingangssignalunabh
angige lokale Be�

obachtbarkeit des Systems�

�� 
Uberf
uhrung der DBKNF in die NBNF anhand der Transformation

z � w��� bzw� � � w���z� �����

mit

w��� �

�
������
w����� � � � � �n�
���

wn������ ���

wn����

�
������ �����
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�

�
���������

Ln��
�a ��y� ! Ln��

�a �n�y� ! � � � ! L�a���y� ! ���y�

Ln��
�a ��y� ! Ln��

�a �n�y� ! � � �! ���y�
���

L�a��y� ! �n�y�

��y�

�
���������
� �����

Die unbekannten Funktionen ��y� und �i�y� lassen sich dann aus der entsprechenden

NCG

� � Ln
�atn�x� !

nX
i
�

Li��
�a �i�y� �����

berechnen� womit die gesuchte Transformation t�x� festgelegt werden kann� Die

Existenzbedingungen werden aus der transformierten Eingangsforderung

�w���

��
�b��� � ��y� �����

hergeleitet�

Im Anhang A �ndet sich die Herleitung der Normalform f
ur ALS � Ordnung� Der Auf�

wand f
ur die Herleitung der Existenzbedingungen der Keller	NBNF nach Gl� ���� wird

mit h
oherer Systemordnung immer gr
o�er�

Eine konstruktive Vorgehensweise


Uber einen direkten Koe�zientenvergleich zwischen der DBKNF und der NBNF �
$
coe��

cient compatibility approach% von Phelps und Krener ������� l
a�t sich die zweite Transfor�

mationsstufe wesentlich vereinfachen �die Berechnung der Transformation ist nicht mehr

erforderlich� und f
ur Systeme beliebiger Ordnung durchf
uhren� Dieser Ansatz wurde von

Schulze ����� verfolgt und auf Systeme mit Eingangsgr
o�en erweitert�

Die Vektorkomponente �an��� in Gl� ����� liege als Summe von Termen der Form

Ki� ! �� � � � � i� ! �	 
z �
e��mal

���ir ! �� � � � � ir ! �	 
z �
er�mal

rY
�
�

�
e�
i�	� �

i� � �� �� � � � � n	 �
���

ir � �� �� � � � � n	 �

�����

vor �vgl� z� B� Gl� �A����� e� bezeichnet den zum Zustand zugeh
origen Exponenten� r

gibt die Anzahl der im jeweiligen Produkt auftretenden Zust
ande an� wobei nur Produkte

mit dem Gesamtgrad nges � n zugelassen sind� Der Gesamtgrad berechnet sich als Sum�

me der Grade der einzelnen Faktoren� wobei �i	� de�nitionsgem
a� den Grad i besitze�
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Andererseits weise der Vektor �b��� die Polynomstruktur

�b��� �

�
���������

�k�������
�k��������� ! �k�������

�k��������� ! �k����������� ! �k��������� ! �k�������
���

�bn�n�����n ! � � � ! �bn������

�
���������

����

auf� d� h� die einzelnen Elemente von �b��� besitzen wiederum die gleiche Struktur von

�an���� Dann l
a�t sich die NBNF aus der DBKNF mit Hilfe des folgenden Algorithmus

bestimmen �k � �� �� � � � � n	 �� 

�� Bestimmung der kanonischen Nichtlinearit
at ��y� 

d���y�

dy�
� 	

�

n�
d��y�

dy
K�n�y� � n� �

�
� f
ur n � �

n sonst
� �����

�� Berechnung der kanonischen Nichtlinearit
aten �i�y� 

���y� � 	
d��y�

dy K��y�

d�i�y�
dy � 	

d��y�
dy Ki�y� � i � �� � � � � � n �

�����

� Ermittlung der kanonischen Nichtlinearit
aten 
i�y� 


n�k�y� �
d��y�

dy

�
�kk	����y� !

k��X
i
�

Kn�i�y��kk�i���y�

�
� i � �� �� � � � � n � �����

�� Rekursive 
Uberpr
ufung der Transformierbarkeit des Eingangsvektors 

qk	������bk	��y�


� 
n�k


q����� � � � � �k�j	���b� ! � � � ! qk�����bk	�

�
�����

mit

qj��� �
�

��j

�
Lk

�a��y� !
kX

i
�

Li��
�a �n�k	i�y�

�
� j � �� �� � � � � k ! � � �����

Treten Integrale auf� die analytisch nicht l
osbar sind� dann besteht die M
oglichkeit einer

Approximation der Nichtlinearit
aten �i�y� und ��y� mittels Splines �Schulze �����
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Ein spezieller Ansatz

In Schwarz ������ ����� und Ingenbleek ������ wird die Keller	NBNF nach Gl� ���� mit

dem speziellen Ansatz

y�t� � zn �
h
� � � � � � �

i
z�t�  � eTnz�t� �����

�i�y� � ai��y�t� � i � �� �� � � � � n ����

verwendet� wobei ai die Koe�zienten des charakteristischen Polynoms der Systemmatrix

A� sind� Damit lautet die NCG

� � Ln
ac

Tx�t� ! Ln��
a an��y�t� ! � � �! Laa�y�t� ! a�y�t� � ����

Dieser Ansatz beinhaltet zwar eine gewisse weitere Einschr
ankung der Normalform nach

Gl� ����� besitzt aber den gro�en praktischen Vorteil� da� er auf eine lineare Transfor�

mation t�x� � Tx f
uhrt� die aus der Theorie linearer Systeme bekannt ist� Es ist die

Transformation� die ein lineares System in die lineare Beobachternormalform 
uberf
uhrt�

Die Transformationsmatrix T lautet

T �

�
������
cTAn��

� ! an��c
TAn��

� ! � � �! a�c
TA� ! a�c

T

���

cTA� ! an��c
T

cT

�
������ �

�
������
tT�
tT�
���

tTn

�
������ � ����

Diese lineare Transformation existiert nur dann� wenn das lineare Teilsytem �A�� b�� c
T �

vollst�andig beobachtbar ist� da T sonst nicht invertierbar ist� Diese Bedingung stellt eine

erste Struktureinschr
ankung an die ALS �bzw� QLS� dar�

Wendet man die oben genannte Transformation auf QLS nach Gl� ���� an� dann folgt

�z � Enz 	 ay ! TA�T
�� � T��z � z !

h
Tb� ! TB�T

��z
i
u ���

� A�Bz !A�Bz � z ! �b�B !B�Bz�u ����

y � cTT��z � zn � eTnz � ����

Mit den Ans
atzen �Ingenbleek �����

tTi

�
������
bT��x

bT��x
���

bT�nx

�
������ � fb�y� � tTi

�
������
aT
��x� x

aT
��x� x

���

aT
�nx� x

�
������ � fa�y

�� ����

ergeben sich die transformierten Matrizen

B�B �

�
������

� � � � � k���
� � � � � k���
���

��� � � �
���

� � � � � k��n

�
������ � A�B �

�
������

� � � � � k���
� � � � � k���
���

��� � � �
���

� � � � � k��n

�
������ � ����
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Sie d
urfen nur in der jeweils letzten Spalte mit von Null verschiedenen Elementen besetzt

sein� Andererseits folgt aus Gl� ����

cT � eTnT � tTn � ����

was hei�t� da� die letzte Zeile tTn der Transformationsmatrix T mit dem Ausgangsvek�

tor cT 
ubereinstimmen mu�� Diese Forderung ist sinnvollerweise vor der Struktur der

Matrizen A�B und B�B zu 
uberpr
ufen�

Insgesamt kann formuliert werden 

Satz ��

Wenn das lineare Teilsystems �A�� b�� c
T � vollst
andig beobachtbar ist und die Matrizen

A�B� B�B jeweils nur in der letzten Spalte mit Elementen �� � besetzt sind� dann 
uberf
uhrt

die lineare Transformation t�x� � Tx mit T nach Gl� ���� die QLS nach Gl� ���� in

die Keller	NBNF mit dem Zustandsmodell

�z�t� � Enz�t�	��y� ! ��y�u�t�

y�t� � eTnz�t� � zn�t� � z� � z�t��
����

mit

��y� � ay�t�	 k�y
��t�

��y� � k�y�t� ! b� �
�����

Der Vektor a enth
alt weiterhin die Koe�zienten des charakteristischen Polynoms der

Matrix A�� �

W
ahrend die erste Bedingung bei vielen technischen Systemen durchaus gegeben ist� stellt

die zweite sehr harte Anforderungen an die Struktur des QLS� Diese einzuhalten� wird

mit zunehmender Systemordnung immer schwieriger� wenn man z� B� bedenkt� da� gilt 

dim�A�� � n � n�� Falls diese NBNF aber existiert� dann f
uhrt der Beobachterentwurf

zu einer linearen Fehlerdynamik und kann analog zum Luenberger	Identit
atsbeobachter

bei den linearen Systemen vorgenommen werden�

��� N�aherungsverfahren

Neben verschiedenen M
oglichkeiten einer exakten Berechnung der Transformation eines

nichtlinearen Systems in die NBNF gibt es auch in der Literatur einige N
aherungsver�

fahren� die schw
achere Existenzbedingungen voraussetzen� Da die 
Uberf
uhrung eines

Systems in die Krener	Beobachterform

�z�t� � Az�t� ! bu�t� !��w� ! ��w�u�t�

w�t� � cTz�t� ! ��w�
�����


aquivalent ist zu einer Linearisierung der Zustandsfehler	Differentialgleichung durch eine

Zustands	 und ggf� eine Ausgangstransformation� schlagen Krener und Maag ������ vor�

die Transformationen und die kanonischen Nichtlinearit
aten als Polynome der Ordnung p

anzusetzen und h
ohere Terme zu vernachl
assigen� Diese Methode wird im folgenden f
ur

quadratische Systeme vorgestellt und auf Polynomsysteme erweitert�
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N�aherungsweise Beobachterentwurf f�ur quadratische Systeme

Die QLS der Form

�x�t� � A�x! b�u�t� !A�x
����t� !B�x�t�u�t�

y�t� � cTx�t�
�����

sollen durch eine quadratische Koordinatentransformation

z�t� � x�t�	�x����t� ����

n
aherungsweise in die quadratische Beobachterform

�z�t� � A�z�t� ! b�u�t� !�y��t� ! �y�t�u�t�

y�t� � cTz�t�
�����


uberf
uhrt werden� Die Matrizen �� � und � seien zun
achst unbekannt� Durch Di�eren�

zieren beider Seiten von Gl� ���� und Betrachtung der inversen Transformation

x�t� � z�t� !�z����t� !O�z���� �����

ergibt sich unter Vernachl
assignung der Terme � Ordnung

�z�t� �

�
In 	�

�z���

�z

�
�x�t� �����

� A�z�t� !A��z
����t� !A�z

����t� !B�z�t�u�t� ! b�u�t�

	 �
�z���

�z
A�z�t�	�

�z���

�z
b�u�t� � �����

Mit der Lie	Klammer	Notation erh
alt man f
ur Gl� ����� die kompaktere Darstellung

�z�t� � A�z�t� ! b�u�t� ! A�z
����t�	

h
A�z��z

���
i

! B�z�t�u�t�	
h
b�u��z

���
i

�����


� A�z�t� ! b�u�t� ! �y��t� ! �y�t�u�t� � �����

In den neuen Koordinaten kann ein Beobachter der Gestalt

��z�t� � A� �z�t� ! b�u�t� !�y��t� ! �y�t�u�t� ! k�y�t�	 cT �z�t�� �����

angesetzt werden� wozu die Differentialgleichung

��z�t� � �z�t�	 ��z�t� �����

� �A� 	 kcT � �z�t� !A�z
����t�	�y��t�	

h
A�z��z

���
i

! B�z�t�u�t�	 �y�t�u�t�	
h
b�u��z

���
i

�����

f
ur den Zustandsfehler des Beobachters geh
ort� In Gl� ����� �ndet sich der vom Luen�

berger	Beobachter bekannte lineare Term wieder� Dar
uber hinaus tritt ein nichtlinearer

Korrekturterm auf�
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Aus der Forderung� da� der nichtlineare Term in Gl� ����� minimal sein soll und damit

die Fehlerdynamik
$
soweit wie m
oglich linearisiert% wird sowie aus der Gleichheit des

urspr
uglichen mit dem transformierten Ausgang folgen die sog� homologen Gleichungen

des Beobachters �� Ordnung

A�z
��� 	�y� 	

h
A�z��z

���
i

� �

B�zu	 �yu	
h
b�u��z

���
i

� � ����

cT�z��� � �

mit den zu bestimmenden Matrizen �� � und ��

Die homologen Gleichungen de�nieren eine Abbildung des Tripels f�����g der Dimen�

sion n��n ! ��� ! �n auf ein Tupel fA��B�g der Dimension n��n ! ��� ! n�� Diese

Abbildung ist stets nicht invertierbar� so da� nur nur optimale z� B� Least	Squares	L
osun�

gen gefunden werden k
onnen� Eine ausf
uhrliche Analyse solcher Abbildungen �ndet sich

bei Karahan ������� Von den Least	Squares	L
osungen	L
osungen mu� eine ausgew
ahlt

werden� welche die euklidische Norm k�k� minimiert� um zu gew
ahrleisten� da� der Fehler

in den Sch
atzungen von x bzw� z zu Null konvergiert �Krener und Maag ������ Hierbei

stimmen x und z in erster N
aherung miteinander 
uberein� Die Verst
arkung k ist z� B�


uber das Verfahren der Polvorgabe festzulegen�

Erweiterung auf Polynomsysteme

Die f
ur die QLS vorgestellte Vorgehensweise kann auf die PLS gem
a� Gl� ������ verallge�

meinert werden� Die Zustandstransformation

z�t� � x�t�	�x�p��t� �����

bzw�

x�t� � z�t� !�z�p��t� !O�z�p	��� �����


uberf
uhrt Gl� ������ in die Form

�z�t� � A�z�t� ! b�u�t� !
pX

i
�

Aiz
�i��t�	

h
A�z��z

�p�
i

!
p��X
j
�

Bjz
�j��t�u�t�	

h
b�u��z

�p�
i

�����


� A�z�t� ! b�u�t� ! �yp�t� ! �yp���t�u�t� � �����

Hierf
ur lautet der Beobachter

��z�t� � A� �z�t� ! b�u�t� !�yp�t� ! �yp���t�u�t� ! k�y�t�	 cT �z�t�� � �����
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zu dem die homologen Gleichungen

pX
i
�

Aiz
�i� 	�yp 	

h
A�z��z

�p�
i

� �

p��X
j
�

Bjz
�j�u	 �yp��u	

h
b�u��z

�p�
i

� � �����

cT�z�p� � �

der Ordnung p geh
oren� Die Anzahl der zu bestimmenden Parameter betr
agt somit

np � n

�
n ! p 	 �

p

�
! �n � �����

Daf
ur stehen

ngl �
pX

i
�

n

�
n ! i	 �

i

�
!

p��X
j
�

n

�
n ! j 	 �

j

�
�����

Gleichungen zur Verf
ugung�

Der n
aherungsweise Krener	Normalform	Beobachter f
ur PLS nach Gl� ������ kann in

folgenden Schritten entworfen werden 

�� Dimensionierung der Verst
arkung k�

�� Aufstellen der homologen Gleichungen durch Koe�zientenvergleich in den quadra�

tischen Gliedern� Daraus ergeben sich inhomogene lineare Gleichungen in den ge�

suchten Parameter der Matrizen f�����g�

� Numerische L
osung des inhomogenen Gleichungssystems �z� B� mit Matlab	Least	

Squares	Verfahren��
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� Asymptotische Beobachter

��� Exponentielle Beobachter

Die Einf
uhrung der sog� exponentiellen Beobachter f
ur nichtlineare Systeme geht auf Kou

u� a� ������ zur
uck� N
ahere Untersuchungen zu diesem Thema wurden von Xia und Gao

������ sowie Tsinias ������ ����� durchgef
uhrt� Dann folgten die Arbeiten von Tibken

������ �speziell f
ur bilineare Systeme� und Adjallah ������

Folgende Bedingungen Ljapunovscher Art werden f
ur die L
osbarkeit vorausgesetzt 

�� Es existiert eine symmetrische� positiv de�nite Matrix P sowie eine positive Kon�

stante �� derart� da� f
ur jedes

�x � fkern�cT �	 f�gg � f�x �� �jcT �x � �g � �x  � x	 �x �����

eine bestimmte Umgebung U�x von �x gilt 

�xTPfx�x� u��x � 	�� k�xk� � ��x� �x� u� � Rn� U�x �U � �����

�� Es gibt zwei positive Konstante 
a und 
b� so da� gilt 

kPax�x� ! aT
x�x�P k � 
a � �x � Rn ����

kPbx�x� ! bTx�x�P k � 
b � �x � Rn � �����

Dabei ist fx�x� u� die Jacobi	Matrix bez
uglich x zu dem Vektorfeld f �x� u� und k � k die

euklidische Norm �s� Anhang B�� Unter den Voraussetzungen �� und �� gilt

Satz 
� �Tsinias �����

Gen
ugt das System ����� den Bedingungen �� und ��� dann ist der zugeh
orige Identit
ats�

beobachter

��x�t� � a��x� ! b��x�u�t� ! k�u��y�t�	 cT �x�t�� � �x��� � �x� �����

mit der vom Eingangssignal abh
angigen Beobachterverst
arkung

k�u� � � �
a ! 
b��� ! jumaxj�P
��c �����

f
ur jede gen
ugend gro�e� positive Konstante � und f
ur beliebige Anfangsbedingungen

x�� �x� ein exponentieller Beobachter f
ur das System ������ �

De�nition 
� �Kou u� a� ����� Xia und Gao �����

Das System ����� hei�t exponentieller Beobachter f
ur ������ wenn folgende Bedingungen

erf
ullt sind 

i� �x� � x� � �x�t� � x�t� f
ur alle zul
assigen u � U�
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ii� Es existiert eine o�ene Umgebung U� � Rn um den Ursprung derart� da�

�x� 	 x� � �x� � U� �����

die Ungleichung

kx�t�	 �x�t�k � k�x�t�k �M exp �	��t� �����

f
ur zwei positive Konstanten M und �� impliziert� �

Bei U handelt es sich um eine beschr
ankte Teilmenge mit

U� fu � Rjumin � u � umaxg � �����

Diese Art der Beschr
ankung der Eingangssignale tritt in den praktischen Anwendungen

immer auf� da es keine realen technischen Systeme gibt� die unbeschr
ankte Eingangsvek�

toren zulassen�

In

Z

a�x�

In

Z

a��x�

k��x� u�

c
T

cTb�x�

b��x�

u�t� y�t�x�t�

�x�t�

�

�y�t�

System

Beobachter

�y�t�

Bild 
� ALS	Beobachter allgemeiner Struktur

Im allgemeinen kann auch ein Beobachter der Form �Bild ����

��x�t� � a��x� ! b��x�u�t� ! k��x� u��y�t�	 cT �x�t�� � �x��� � �x� ������
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ausgelegt werden� Die zugeh
orige Fehlerdynamik lautet

��x�t� � f �x� u�	 f ��x� u�	 k��x� u��y�t�	 cT �x�t�� � ������

Wird angenommen� da� der Sch
atzwert �x in der N
ahe von x bleibt� was von einem

exponentiellen Beobachter auch zu erwarten ist� so gilt �Reihenentwicklung um �x�

f �x� u� � f ��x! �x� u�

 f ��x� u� ! fx��x� u��x � ������

Aus Gl� ������ wird dann

��x�t� � �fx��x� u�	 k��x� u�cT � �x�t� � �����

Um die asymptotische Konvergenz des Fehlers zu gew
ahrleisten� wird eine quadratische

Ljapunov	Funktion

V ��x� �
�

�
�xT �t�P �x�t� ������

mit symmetrischer� positiv de�niter Matrix P verwendet� Die zeitliche Ableitung von

V ��x� lautet

�V ��x� � �xT �t�P ��x�t�

� �xT �t�P �fx��x� u�	 k��x� u�cT � �x�t� ������

und mu� unabh
angig von x und u negativ de�nit sein�

Der Beobachterentwurf ist somit auf das Au�nden einer geeigneten Ljapunov	Funktion

zur
uckgef
uhrt und erfolgt systematisch in zwei Schritten 

�� Bestimmung der Matrix P

F
ur �x � fkern�cT �	 f�gg reduziert sich Gl� ������ zu

�V ��x� � �xT �t�Pfx��x� u��x�t� � ������

Weiterhin existiert eine Projektionsmatrix R und ein Vektor �xr niedrigerer Dimen�

sion derart� da� gilt

�x � R�xr � ������

Diese Dimensionsreduzierung folgt aus der Ber
ucksichtigung der Me�informationen�

Das hei�t� die zu den gemessenen Zust
anden geh
orenden Fehlervektorkomponenten

k
onnen zu Null gesetzt werden� So mu� P dann die algebraische Ungleichung

�xT
rR

TPfx��x� u�R�xr 	 � ������

erf
ullen� Im allgemeinen kann die Bestimmung einer geeigneten Matrix P anhand

der Majorisierung der linken Seite von ������ erfolgen� Dazu ist es meistens hilfreich�

eine diagonalf
ormige Struktur P � diag�p�� � � � � pn� vorzuschreiben� Die Existenz

von P ist f
ur Systeme mit beschr
anktem� wenn auch beliebig gro�em Arbeitsbereich

immer gesichert� F
ur den Sonderfall kern�cT � � f�g kann P � In gesetzt werden�
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�� Berechnung der Verst
arkung k��x� u�

Wurde ein P gefunden� dann mu� die Beobachterverst
arkung so dimensioniert wer�

den� da� die Ungleichung �hier sei �x beliebig�

�xT �t�P �fx��x� u�	 k��x� u�cT � �x�t� 	 � ������

erf
ullt ist� Eine hinreichende Bedingung daf
ur ist� da� �fx��x� u�	k��x� u� cT � negativ

semide�nit ist� Hierzu kann �Adjallah ����

k��x� u� � P��F ��x� u�cQ ������

mit

F ��x� u� � diag�����x� u�� � � � � �n��x� u��

�i��x� u� � �
�

nP
j
�

j�ij��x� u� ! �ji��x� u�j
������

angesetzt werden� Die �ij��x� u� stellen die Elemente der Matrix �Pfx��x� u�� dar�

Die Wahl der Matrix Q in Gl� ������ mu� gew
ahrleiten� da� �cQcT 	 In� positiv

semide�nit ist�

��� High�Gain�Beobachter

Die Auslegung eines High	Gain	Beobachters �Beobachter mit hohen Verst
arkungen� er�

folgt f
ur ALS nach Gl� ������ die in der DBKNF

���t� �

�
������

�

��� In��

� � � � � � � �

�
������ ��t� !

�
������

�
���

�

�an���� ��� � � � � �n�

�
������!

�
������

�b�����
�b����� ���
���
�bn���� ��� � � � � �n�

�
������u�t� ������

���t�  � ET
n ��t� ! �a��� ! �b���u�t�

y�t� � ���t�  � eT� ��t�
�����

vorliegen oder sich durch eine nichtlineare Koordinatentransformation � � q�x� in diese

Form 
uberf
uhren lassen� Hierbei sei vorausgesetzt� da� die Vektorfelder a�x�� b�x�� �a���

und �b��� global Lipschitz in x bzw� � sind� Dann gilt 

Satz 
� �Tornamb�e ����� Deza u� a� �����

F
ur eine gen
ugend gro�e Zahl � stellt

����t� � ET
n

���t� ! �a���� ! �b����u�t�	 k� �y�t�	 eT�
���t�� � ����� � ��� ������

mit

k� � �k��� k���� � � � � kn�n�
T ������

einen exponentiellen Beobachter f
ur das System nach Gl� ����� dar� Dabei ist der Ver�

st
arkungsvektor k � �k�� k�� � � � � kn�T so zu w
ahlen� da� �ET
n 	 keT� � stabil ist� �
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Ein verbessertes Sch
atzverhalten kann erzielt werden� wenn anstelle der statischen Ver�

st
arkung k� eine adaptive angesetzt wird� Dies kann anhand eines speziellen erweiterten

Kalman	Filters verwirklicht werden 

Satz 
� �Deza u� a� ����� Gauthier u� a� �����

F
ur eine gen
ugend gro�e Zahl � ist das erweiterte Kalman	Filter

����t� � ET
n

���t� ! �a���� ! �b����u�t�	 P��e�r
���y�t�	 eT�

���t�� �

�P � 	 PQ�P 	
h
ET

n ! �a����� ! �b�����u
iT
P

	 P
h
ET

n ! �a����� ! �b�����u
i
	 e�r

��eT�

������

mit symmetrischer� positiv de�niter Matrix Q und r � � sowie

Q� � �����Q��� � � � diag
�
�� �
� � � � � �

�
�n��

�
������

ein exponentieller Beobachter f
ur das System ������ �

Der Entwurf eines High	Gain	Beobachters erfordert die Inversion der nichtlinearen Ko�

ordinatentransformation � � q�x�� was meistens selbst rechnergest
utzt schwierig durch�

zuf
uhren ist� In diesem Fall besteht ggf� die M
oglichkeit� ausgegehend von einer verein�

fachten DBKNF �Di�erenzengrad d � n�

���t� �

�
������

�

��� In��

� � � � � � � �

�
������ ��t� !

�
������

�
���

�

�an���

�
������!

�
������

�
���

�
�bn���

�
������u�t� ������

y�t� � eT� ��t� ������

einen High	Gain	Beobachter der Form

����t� � ET
n

���t�	 k� �y�t�	 eT�
���t�� � ����� � ��� �����

auszulegen� Hier werden die nichtlinearen Terme im Beobachter nicht ber
ucksichtigt�

Durch eine geeignete Wahl von � �m
oglichst gro�� in k� konvergiert das Sch
atzfehlersystem

zu einer kleinen Umgebung um Null �Nicosia und Tornamb�e ������

F
ur viele technische Systeme� die komplexes nichtlineares Verhalten aufweisen� bietet

sich auch die M
oglichkeit der Identi�kation dieser Systeme direkt in der �n
aherungswei�

sen� BKNF aufgrund von gemessenen Ein	 und Ausgangssignalen an� Die Identi�kation

gew
ahrleistet� da� der Fehler zwischen realem System und identi�ziertem Modell minimal

ist� In der Praxis reicht es oft aus� die approximierte quadratische Beobachtbarkeitsnor�

malform �Jelali ����b�

���t� �

�
������

� � �
���

� � � � � �

� � � � � �

	a� 	a� � � � 	an

�
��������t� !

�
������

� � � � � � � �
���

���

� � � � � � � �

d� d� � � � dn�n	����

�
������ �

����t�



� Asymptotische Beobachter �

!

�
BBBBB�

�
������

�
���

�

bn

�
������!

�
������

� � � � �
���

���

� � � � �

n� � � � nn

�
������ ��t� !

�
������

� � � � � � � �
���

���

� � � � � � � �

r� r� � � � rn�n	����

�
������ �

����t�

�
CCCCCAu�t�

y�t� � eT� ��t� �����

als Systemstruktur vorzugeben� Gl� ����� liegt eine Taylerreihenentwicklung der Nicht�

linearit
aten �an��� und �bn��� in Gl� ������ bei Vernachl
assigung der Terme dritter und

h
oherer Ordnung in � zugrunde�

Der Entwurf eines Beobachters mit hohen Verst
arkungen besteht aus den Hauptschritten

�� 
Uberf
uhrung des Systems in die BKNF oder Identi�kation des Systems direkt in

dieser Form�

�� Dimensionierung der Verst
arkung k und

� Wahl einer geeigneten Zahl ��

Anmerkung 

Polynom	Nichtlinearit
aten sind nur Lipschitz	lokal �vgl� De�nition ����� Bei den meisten

technischen Systemen sind aber die physikalischen Gr
o�en �Geschwindigkeit� Beschleuni�

gung� Druck� Stellsignale usw�� beschr
ankt� so da� sie dann auch Lipschitz	global sind�

��� Zustandssch�atzung mittels nichtlinearer Optimierung

Eine v
ollig neuartige Methode zur Zustandsapproximation nichtlinearer Systeme stellt

Zimmer ����� vor� Im Gegensatz zur klassischen Beobachterphilosophie entf
allt bei dieser

Methode die R
uckf
uhrung des Ausgangsfehlers� d� h� man geht von einem Beobachter der

Gestalt

��x�t� � a��x� ! b��x�u�t�  � f ��x� u� � �x��� � �x� � X �����

aus� Die Idee besteht darin� das Beobachtungsproblem 
uber die De�nition eines quadra�

tischen G
utefunktionals

�j��x��  �
�

�

�j	���Z
j�

�y�t� j�� �x��j�	 y�t� ��x���
�dt ����

innerhalb eines kurzen Zeitintervalls der L
ange � in ein 
aquivalentes Minimierungsproblem

zu 
uberf
uhren� das mit Hilfe eines numerischen Gradientenverfahrens gel
ost wird� Dabei

ist vorauszusetzen� da� das System gem
a� Gl� ����� die eindeutigen L
osungen x�t� ��x��

und y�t� ��x�� besitzt� Diese k
onnen durch numerische L
osung von Gl� ����� mit Hilfe von

Integrationsverfahren �z� B� Runge	Kutta Verfahren �� Ordnung� ermittelt werden�
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Im ersten Schritt erfolgt die Approximation des Anfangszustands x�� indem rekursiv eine

Folge f�x��kgk�N von gesch
atzten Anfangszust
anden z� B� durch den ged
ampften Gau�	

Newton	Algorithmus �Dennis und Schnabel ���� Yin ����� Reuter �����

�x��� � �x�

�x��k	� � �x��k 	 �

�
�����x��
���x��

�

����
�x��k

���
����x��
� �x�

����
�x��k

�����

generiert wird� � 	 � � � ist der D
ampfungsfaktor �ein Steuerfaktor f
ur die Schrittwei�

te�� der in Abh
angigkeit von der Abnahme der Zielfunktion bei jedem Iterationsschritt

anhand der L
osung des eindimensionalen Optimierungsproblems nach � variiert werden

soll� Gradient und Hesse	Matrix berechnen sich hier zu

����x��

� �x�
�

�j	���Z
j�

�y�t� j�� �x��j�	 y�t� ��x���dt c
T � �����

�����x��

���x���
�

�

� �x�

�
��

�j	���Z
j�

�y�t� j�� �x��j�	 y�t� ��x���dt c

�
�� � �����

In der Praxis mu� man sich auf ein endliches k beschr
anken� um eine bessere Approxima�

tion �x��k  � �x�
� f
ur x� als �x� zu erhalten� Damit erfolgt dann die numerische Bestimmung

einer Approximationsl
osung x�� � �� �x�
�� von Gl� ������ Die Wiederholung dieses Schrittes

soll eine Folge f�xj
�gj�N mit

lim
j��

kx�j� � ��x��	 �xj
�k � � �����

generieren� Bild ��� zeigt den prinzipiellen Ablauf des Verfahrens�

Insgesamt l
a�t sich der folgende Algorithmus �Zimmer ���� anwenden 

�� Setze �Startwert�

�x�
���  � �x� � X � �����

�� Wiederhole �Optimierung�

�xj
��k	�  � �xj

��k 	 �

�
����j��x��

���x��
�

����
�xj
��k

�
��� ��j��x��

� �x�

����
�xj
��k

�����

bis �Abbruchbedingung�

��j��x��

� �x�

����
�xj
��k

� �
��j����x��

� �x�

����
�xj��
��k

� � 	 � 	 � ������

erf
ullt ist �f
ur j � � verwende �����x��� �  � ����x����
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�x�
���

�x�
���

�x�
���

�x�
��k � �x�

�

x�

�x�
�

�x�
�

x�� � �� �x�
�� u�� �x�

���

t� �� 	� 
� ��

Bild 
� Prinzipskizze der Approximationsmethode nach Zimmer �����

� Fahre fort mit �L
osung der Zustandsgleichung�

�xj	�
���  � x��j ! ��� � j�� �xj

��k� ������

und

�xj
�  � �xj

��k � ������

Man erh
alt eine st
uckweise stetige Zustandsn
aherung

�x�t�  � x�t� j�� �xj
��k� � t � �j�� �j ! ��� � � �����

Um zu vermeiden� da� die aktualisierte Approximation von x�k� � ��x�� erst zum Zeit�

punkt �j ! ��� vorliegt� sollte

�x�t�  � x�t� j�� �xj
��k� � t � ��j ! ���� �j ! ��� � ������

verwendet werden�

Dieser Algorithmus gew
ahrleistet zwar die exponentielle Abnahme der Fehlerfunktions�

werte �j��xj
��� die Bedingung gem
a� Gl� ������ erfordert allerdings die gleichm
a�ige Beob�

achtbarkeit� eine strengere Form der Beobachtbarkeit� des betrachteten Systems 

De�nition 
� �Zimmer ����

Ein ALS nach Gl� ����� hei�t genau dann gleichm�a�ig beobachtbar unter u in X� wenn
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es unterscheidbar unter u in X ist und eine kontinuierliche� monotone und nicht negative

Funktion � existiert� so da� f
ur alle x�� x� � Xdie BeziehungenZ �

�
�y�t� ��x��	 y�t� ��x���

�dt � ��kx� 	 x��k� und ������

��kx� 	 x�k� � � �� x� � x� ������

gelten� �

Au�erdem mu� bekanntlich die Hesse	Matrix f
ur alle j positiv de�nit sein� was die Kon�

vexit
at der zugeh
origen Zielfunktion �j��x�� garantiert�

Dieses Verfahren weist folgende Vorteile auf 


 Es werden keine Transformationen ben
otigt�


 Es kann auf eine gro�e Klasse nichtlinearer Systeme angewendet werden�


 Es ist einfach zu implementieren�
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� Robuste Beobachter

Der Beobachterentwurf geht zun
achst von der Kenntnis des exakten Systemmodells aus�

Bei der Modellierung vieler technischer Prozesse m
ussen allerdings in der Praxis Mo�

dellungenaugkeiten und 	unsicherheiten in Kauf genommen werden� Zus
atzlich k
onnen

Parameter
anderungen sowie St
orungen des Prozesses auftreten� Dann ben
otigt man Be�

obachter� die robust gegen
uber Modellfehler sind� Im vorliegenden Abschnitt werden

zwei typische Vertreter dieser robusten Beobachtergruppe vorgestellt� n
amlich der H�	

optimale Beobachter und der Sliding	Mode	Beobachter�

��� H��optimale Beobachter

Im folgenden wird ein Entwurfsverfahren beschrieben� das auf einer Nutzung der H�	

Optimierungstechnik f
ur den Beobachterentwurf basiert� Diese besteht in der Minimie�

rung der maximalen
$
Fehlerenergie% 
uber alle Trajektorien �sog� Minimax	Problem�� wel�

che zu den gleichen Beobachtungen f
uhren �Francis ����� Nagpal und Khargonekar ������

Es werden PLS der Form

�x�t� � A�x! b�u�t� !
pP

i
�
A�

ix
�i��t� !

p��P
j
�

B�
jx

�j��t�u�t� � A�x�t� ! g�x� u�

y�t� � cTx�t�
�����

betrachtet� wobei der nichtlineare Teil g�x� u� global Lipschitz in x f
ur alle u � U und

das lineare Paar �A�� c
T � ermittelbar sein sollen �vgl� De�nition ���� Der Ansatz eines

Beobachters mit exaktem Simulatorterm und linearer R
uckf
uhrung des Ausgangsfehlers

��x�t� � A� �x�t� ! g��x� u� ! k�y�t�	 cT �x�t�� � �x��� � �x� �����

f
uhrt zu der Fehlerdynamik

��x�t� � �A� 	 kcT ��x�t� ! g�x� u�	 g��x� u� � ����

Satz �� �Raghavan und Hedrick �����

Gegeben seien ein PLS ����� und sein Beobachter ������ Existiert eine Zahl � � � und

eine symmetrische Matrix Q derart� da� die algebraische Riccati	Gleichung

A�P ! PAT
� ! P �l�In 	

�

�
ccT�P ! In !Q � � �����

eine symmetrische� positiv de�nite L
osung P besitzt� dann kann die Fehlerdynamik nach

Gl� ���� f
ur jeden nichtlinearen Term g�x� u� mit der Lipschitz	Konstante l durch die

Beobachterverst
arkung

k �
�

��
Pc �����

�quadratisch� stabilisiert werden� Ist umgekehrt die Fehlerdynamik durch eine Wahl von

k zu stabilisieren� dann existiert ein �� und eine postiv de�nite Matrix Q� so da� f
ur alle

� � ��� ��� die algebraische Riccati	Gleichung eine symmetrische� positiv de�nite L
osung

besitzt� �
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Durch die spezielle Wahl Q � �In reduziert sich das Problem auf die Suche nach �� Die

Bestimmung einer geeigneten Zahl � bzw� Beobachterverst
arkung k kann iterativ anhand

des in Bild ��� dargestellten Algorithmus erfolgen�

Start

Ende

� � ���

Problem
nicht l�osbar

� � �g P � P T � �

Startwert
�� f�ur �

L�osung der RiccatiGleichung ���
�

ja

ja

nein

nein

ja

k � �
��Pc

� �

Bild �� Ablaufplan f
ur den Entwurf eines optimalen Beobachters

Zur L
osung der algebraischen Riccati	Gleichung gibt es in der Literatur �Unbehauen

���� Patel u� a� ����� eine Vielzahl von Methoden und Algorithmen� Im Programmpaket

MATLAB bietet sich die Standardroutine are der Control	Toolbox an�
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��� Sliding�Mode�Beobachter

Es wird von einem Beobachteransatz der Gestalt

��x�t� � A�x�t� ! s��x� y� �� ! k�y�t�	 cT �x�t�� � �x��� � �x� �����

mit einer konstanten Beobachterverst
arkung k ausgegangen� Dieser Beobachter enth
alt

keinen exakten Simulatorterm� Substrahiert man Gl� ����� von Gl� ������ dann folgt die

Fehlerdynamik

��x�t� � �A	 kcT � �x�t� ! g�x� u�	 s��x� y� �� � �����

Hierbei mu� zus
atzlich zu k ein geeignetes beschr
anktes s��x� y� �� gefunden werden� um

das asymptotische Abklingen des Fehlers sicherzustellen�

Einfacher Sliding�Mode�Beobachter

Der Beobachterentwurf kann systematisch in drei Schritten erfolgen 

�� Dimensionierung von k

Zun
achst erfolgt die Wahl einer Verst
arkung k� so da� F  � A	kcT asymptotisch

stabil ist �Polvorgabe� Ackermann	Formel oder Kalman	Filter��

�� Bestimmung von P

Hier �ndet die direkte Methode von Ljapunov �vgl� Abschnitt ���� Verwendung�

Folglich mu� eine symmetrische� positiv de�nite Matrix P � welche die Matrix	

Riccati	Cleichung

F TP ! PF ! �Q � � �����

l
ost� gefunden werden� Damit wird garantiert� da�

�V ��x� �
�

�
�xT �F TP ! PF ��x � �xTQT �x 	 � �����

ist� wobei man 
ublicherweise Q � In verwendet�

� Bestimmung von s��x� y� ��

Mit den berechneten k und P mu� nun s��x� y� �� ermittelt werden� so da� die f
ur

die Konvergenz des Fehlers �zu Null� hinreichende Ljapunov	Bedingung

�V ��x� � 	�xTQ�x! �xTP �g�x� u�	 s��x� y� ��� 	 � ������

erf
ullt wird� Dies gew
ahrleistet der Ansatz �Walcott und �Zak ����� 

s��x� y� �� �

����
���
P��ccTe
jcTej

��u� f
ur cTe �� �

� f
ur cTe � �

������

� P��c��u� sgn��y� � �y � y 	 cT �x � ������
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Die skalare Funktion ��u� mu� so bestimmt werden� da�

��u� � j
�x� u�j � g�x� u� � P��c
�x� u� �����

gilt� Aus Gl� ����� folgt

j
�x� u�j � j�cTc���cTPg�x� u�j ������

� j�cTc���cTP j kg�x� u�k � ������

was bedeutet� da� anstelle von ��u� auch die Funktion

���x� u� � j�cTc���cTP j kg��x� u�k ������

gesetzt werden kann�

Sliding�Mode�Beobachter mit Grenzumgebung

Der einfache Sliding	Mode	Beobachter besitzt den Nachteil� da� der Term s��x� y� �� dis�

kontinuierlich ist� was ein unerw
unschtes Rattern �chattering� im Beobachter zur Folge

hat� Im Gegensatz zu Sliding	Mode	Reglern betri�t das Rattern im Beobachter mehr

die numerische Implementierung als die mechanische Begrenzung der Stellglieder �Slotine

u� a� ������ Dieses Problem kann durch die Einf
uhrung einer sog� Grenzumgebung �boun�

dary layer� mit der H
ohe � � � �Bild ���� vermieden werden� Der variable Beobachterterm

berechnet sich gem
a�

s��x� y� �� �

�����
����
P��c�y
j�yj

���x� u� f
ur j�yj � �

P��c�y
� ���x� u� f
ur j�yj � �

� ������

In der Praxis sollte die H
ohe der Grenzumgebung � m
oglichst klein gew
ahlt werden� aber

den Wert der Standardabweichung des auftretenden Me�rauschens� falls dieser bekannt

ist oder gesch
atzt werden kann� nicht unterschreiten�
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Zeit t

Grenzumgebung

�y

��

��

Bild �� Grenzumgebung �boundary layer�
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	 Zusammenfassung und Ausblick

Beobachter werden zur Sch
atzung von nichtme�baren Proze�gr
o�en aus Ein	 und Aus�

gangssignalen eingesetzt� die f
ur die Auslegung einer Zustandsregelung oder bei der Feh�

lerdetektion und 
Uberwachung technischer Systeme ben
otigt werden� F
ur nichtlineare

Prozesse gibt es eine gro�e Anzahl von Beobachterentwurfsmethoden�

Im vorliegenden Bericht� wurden die im Hinblick auf eine praktische Realisierung in Fra�

ge kommenden Verfahren zusammengestellt und weiterentwickelt� Diese wurden in drei

gro�e Gruppen eingeteilt� Es sind die Normalform	Beobachter� die asymptotischen und

die robusten Beobachter� F
ur die jeweiligen Verfahren wurden systematische Vorgehens�

weisen in Form von Algorithmen erarbeitet und somit eine Anwendung auf technische

Systeme erst erm
oglicht� Die dabei zu tre�enden Annahmen sowie Vor	 und Nachteile

der Verfahren wurden diskutiert�

Der erste Teil der Arbeit befa�te sich mit Normalform	Beobachtern� f
ur deren Entwurf die

Systeme in der nichtlinearen Beobachternormalform vorliegen oder in diese transformiert

werden m
ussen� Es hat sich gezeigt� da� dies nur f
ur eine sehr eingeschr
ankte Klasse

analytisch linearer Systeme m
oglich ist� Daher sollten bei der praktischen Anwendung

N
aherungsverfahren wie z� B� das von Krener herangezogen werden� Dieses Verfahren

wurde f
ur quadratische Systeme hergeleitet und auf Polynomsysteme erweitert� Dabei

wird nur eine teilweise Kompensation der Nichtlinearit
aten bis zum Term der Ordnung p

erreicht� wobei man sich in der Praxis auf p � � oder p �  beschr
anken sollte� um den

Rechenaufwand in Grenzen zu halten�

Im zweiten Teil des Berichtes wurde die Gruppe der asymptotischen Beobachter behan�

delt� Dazu geh
oren zum ersten die exponentiellen Beobachter� die i� allg� keine Transfor�

mationen erfordern und zur Sicherstellung des Abklingens des Sch
atzfehlers die direkte

Methode von Ljapunov verwenden� Liegen die Systeme jedoch in der nichtlinearen Be�

obachtbarkeitsnormalform vor� was bei vielen mechanischen Systemen der Fall ist� oder

lassen sie sich in diese 
uberf
uhren� dann k
onnen daf
ur High	Gain	Beobachter ausgelegt

werden� Zum anderen wurde eine v
ollig neuartige Technik zur Beobachtung nichtlinearer

Systeme vorgestellt� die den Einsatz von nichtlinearen Optimierungsverfahren in Kom�

bination mit numerischen Integrationsverfahren ausnutzt� Dieses Verfahren eignet sich

wegen seiner einfachen Implementierung und seiner Anwendbarkeit auf eine umfassende

Klasse nichtlinearer Systeme sehr gut f
ur den praktischen Beobachtereinsatz�

Der letzte Teil dieses Berichtes enth
alt zwei bew
ahrte Techniken zum Beobachterentwurf�

die sich vor allem f
ur Regelstrecken eignen� die Modellunsicherheiten und St
orungen aus�

� Der Bericht entstand im Rahmen des von der Deutschen Forschungsgemeinschaft gef�orderten Pro�

jektes DFG Schw ����	
���� mit dem Thema
�
Zustands� und Parametersch�atzung bei analytischen

Systemen mit linearer Steuerung�
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gesetzt sind oder deren Parameter sich w
ahrend des Betriebes 
andern �zeitvariante Prozes�

se�� Es handelt sich hierbei um H�	optimale Beobachter und Sliding	Mode	Beobachter�

Auf diesen Bericht aufbauende Untersuchungen werden sich mit der praktischen Er�

probung der hier vorgestellten Beobachterentwurfsverfahren an technischen Systemen

besch
aftigen wie z� B� dem inversen Pendel sowie hydraulischen und pneumatischen An�

trieben�

Da in der Regel im praktischen Einsatz bei technischen Prozessen zumindest das Aus�

gangssignal gest
ort ist� so da� anstelle des ungest
orten Antwortsignals h
au�g nur eine

fehlerhafte Beobachtung zur Verf
ugung steht� sollen die Beobachter erweitert werden�

indem Rauschsignale am Ausgang ber
ucksichtigt werden� Diese Aufgabe betri�t die Zu�

stands�lterung nichtlinearer Systeme und bedarf eingehender Untersuchungen�
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A Herleitung der Keller�NBNF �� Ordnung

Die Keller	NBNF � Ordnung lautet

�z�t� �

�
���

	���y�

z� 	 ���y�

z� 	 ���y�

�
���!

�
���

��y�


��y�


��y�

�
���u�t� �A���

z� � ��y� � �A���

Die nichtlineare charakteristische Gleichung ����� reduziert sich auf

� � L�
�a��y� ! L�

�a���y� ! L�a���y� ! ���y� � �A��

Die Anwendung des Operators L�a auf eine Funktion v�y� � v���� liefert wegen der spezi�

ellen Struktur des Vektors �a��� in Gl� �����

L�av�y� �

�
�v�y�

��

�T
�a���

�
�v�y�

�y

�
�y

��

�T
�a��� �

�v�y�

�y
�� � �A���

Wendet man den Operator zweifach bzw� dreifach an� dann folgt

L�
�av�y� � L�a�L�av�y��

�
��v�y�

�y�
��� !

�v�y�

�y
�� bzw� �A���

L�
�av�y� � L�a�L�

�av�y��

�
��v�y�

�y�
��� ! 

��v�y�

�y�
���� !

�v�y�

�y
�a���� � �A���

Mit den Gln� �A���� �A��� und �A��� wird aus Gl� �A��

� � �yyy�
�
� ! �yy���� ! �y�an ! ��yy�

�
� ! ��y�� ! ��y�� ! �� � �A���

Hierbei wird die Variable y� nach der abgeleitet wird� als Index hinter die abzuleitende

Funktion geschrieben� Die Argumente wurden wegen der besseren Lesbarkeit weggelassen�

Es ergibt sich folgende Forderung an �an��� 

�an��� � K����� ! K������� ! K��������
�
� ! K����������

�
�

! K����������� ! K������� � �A���

Ist Gl� �A��� erf
ullt� dann sind die Koe�zientenfunktionen Kr���� � Kr�y� festgelegt

und die Bestimmungsgleichungen der noch unbekannten Funktionen ��y� und �i�y� �i �

�� �� � ergeben sich zu

�yyy
�y

� 	K��������� � �A���
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Es sind also � Gleichungen f
ur nur � Unbekannte zu l
osen� Daher sind notwendige Bedin�

gungen f
ur die Integrierbarkeit der Gleichungen
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Sind diese erf
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berechnen und die gesuchte Transformation t�x� zur Beobachternormalform ist festgelegt�
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A Herleitung der Keller�NBNF �� Ordnung ��

was wegen �� � y immer erf
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Setzt man Gl� �A���� in Gl� �A���� bzw� Gl� �A���� in Gl� �A���� ein� dann folgen unmit�

telbar die Beziehungen
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als weitere notwendige Bedingungen f
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ur ALS mit vollem
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B Vektor� und Matrixnormen ��

B Vektor� und Matrixnormen

Vektornormen �Barnett �����
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Matrixnormen �Barnett �����
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