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1 Einleitung

In den letzten Jahren wurden zunehmend Fortschritte in der Verallgemeinerung der li-
nearen Systemtheorie auf nichtlineare Systeme gemacht. So ist es z.B. mit Hilfe der Dif-
ferentialgeometrie (Isidori 1989, Nijmeijer und van der Schaft 1991, Schwarz 1991) und
der Differentialalgebra (Fliess und Glad 1993, Fliess 1991) moglich, bereits hochst kom-
plexe Nichtlinearitdten zu beschreiben. Dabei existiert jedoch im Rahmen der System-
beschreibung und -analyse mit differentialgeometrischen Hilfsmitteln die Einschriankung
auf Systeme, die hinreichend oft differenzierbar (glatt bzw. analytisch) sein miissen. Diese
Anforderung wird im Rahmen der Differentialalgebra nicht explizit an die das System
beschreibenden Differentialgleichungen bzw. Differentialgleichungssysteme gestellt. Dafiir
ist es im Bereich der Differentialalgebra nicht bzw. nur duflerst schwer méglich, Systeme
mit in sich geschlossenen Koordinaten zu beschreiben. Aus diesem Grund ergibt sich die
Notwendigkeit zur Entwicklung einer allgemeineren Systemtheorie als der bisher iiblichen.

In diesem Bericht! soll nun ein erster Schritt in diese Richtung erfolgen.

Fiir die Beschreibung moglichst allgemeingiiltiger und sogar nicht funktionaler (bzw. belie-
biger) Zusammenhéange (wie z.B. mit Hilfe von Fuzzy—Systemen) bietet sich insbesondere
ein relationentheoretischer Ansatz an. Bereits Zadeh und Desoer (1963) schlagen eine
Systembeschreibung mit Hilfe relationentheoretischer Methoden vor, haben diesen An-
satz jedoch nicht weiter verfolgt. Ein auf diesem Prinzip beruhender Ansatz wird erst seit
der Einfithrung von Fuzzy—Relationalgleichungen (di Nola u. a. 1989, Kruse u. a. 1993)
und Fuzzy—Relational-Modellen (Kruse u. a. 1993, Bertram und Schwarz 1993, Kiipper
1994) aufgegriffen. Zu diesem Zweck werden in dem vorliegenden Bericht die auf unter-
schiedlichen Ansitzen beruhenden Begriffe der Regel-Relative nach (Arnold 1993, Arnold
1994) auf ihre Eignung hin iiberpriift, dynamische Systeme beschreiben und unterteilen
zu kénnen.

Ein Regel-Relativ ist eine algebraische Struktur, die der Systembeschreibung dient. Die
wesentlichen Informationen tiber das System und seine dynamischen Figenschaften sind
in der Punktemenge und der zugehérigen Relationenmenge enthalten. Der Aufbau der
Punktemenge aus einer Zeit— und einer Zustandsmenge erméglicht eine Beschreibung
sowohl zeitinvarianter als auch zeitvarianter Prozesse. Durch die Verwendung der relatio-
nalen Sprechweise fiir die Modellierung der Beziehungen zwischen den Punkten wird die

Forderung nach einer grofitméoglichen Allgemeingiiltigkeit beriicksichtigt.

Im Einzelnen stellt Abschnitt 2 die Definition des Regel-Relativs nach Arnold (1993)
vor und iibertragt die Begriffe der Zeitinvarianz und einer verallgemeinerten Parallelitat
auf den Begriff des Regel-Relativs. Anhand des einfach nachvollziehbaren Beispiels eines
PT,-Systems werden dann diese Begriffe erlautert, und dem regelungstechnisch interes-

sierten Ingenieur wird ein Zugang zu dieser Theorie eréffnet. Der Abschnitt 3 erlautert die

! Die Ergebnisse dieses Berichts entstanden im Rahmen des von der Deutschen Forschungsgemeinschaft
geforderten Projekts Schw 120/55-1 ,, Algebraische Strukturanalyse nichtlinearer- und Fuzzy-Systeme®.
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Definition des Regel-Relativs nach Arnold (1994), die Synonymitat dieses Begriffs zum
Systembegriff nach Sontag (1990) und gibt ein Ubergangsverfahren fiir die Ummodellie-
rung von Systemen in Regel-Relative und umgekehrt explizit an. Ferner wird gezeigt, daf3
der Begriff der Zeitinvarianz auch hier auf Regel-Relative tibertragbar ist und die Synony-
mitdt dabei nicht verloren geht. Fiir eine bessere Vergleichbarkeit des Regel-Relativs mit
dem Systembegriff nach Sontag (1990) wird auch die sogenannte Vollstandigkeit {ibertra-
gen. Abschnitt 4 stellt dann die beiden Definitionen der Regel-Relative gegeniiber und
untersucht die vorhandenen Schwierigkeiten bei einer Systembeschreibung mit Hilfe der
Regel-Relative. Mit Zusammenfassung und Ausblick fiir die ndchsten Forschungsschrit-
te schlieft dieser Bericht in Abschnitt 5. Fine Einfithrung in die Begriffe Relation und
Relativ liefert Anhang A. Dabei werden die grundlegenden relationentheoretischen Defini-
tionen und Schreibweisen zusammengefafit und anhand von einfachen Beispielen erldutert.
Anhang B beinhaltet die Definition des Systembegriffs nach Sontag (1990) und die der Iso-
morphie, Zeitinvarianz und Vollstandigkeit von Systemen. Aus Griinden der Ubersichtlich-
keit werden der Beweis und zugehérige Lemmata zur Synonymitét von Regel-Relativen

und Systemen in Anhang C zusammengefaf3t.
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2 Regel-Relativ—Definition nach Arnold (1993)

2.1 Definition, Bemerkungen und Veranschaulichung anhand ei-
nes PTi-Systems

Definition 2.1 nach (Arnold 1993)

Wir sprechen von einem Regel-Relativ, wenn uns ein Quadrupel von Mengen
(B, P, R, K) (2.1)
gegeben ist und dabei die folgenden Bedingungen erfiillt werden:
1. B C R x X fir eine Menge X C R"

oder

B C N x A& fiir eine Menge X C R”

Die Elemente der Menge P8 heiflen ,Punkte®. Jeder Punkt A € 3 kann in der Form
A= (t,x) mitt € R (oder t € N) und « € X C R" geschrieben werden.

2. P C P x P ist eine zweistellige Relation auf der Menge B. Stehen zwei Punkte
A, B € B in Relation P zueinander, so gilt

APB (2.2)

und man sagt ,von A aus ist B erreichbar®. P heifle Erreichbarkeitsrelation.

3. R ist eine Menge von bindren Relationen auf der Menge 8 der Punkte. Damit ist
jedes Element £ € R eine zweistellige Relation auf :

R CPot(P xP) . (2.3)

4. Die Menge K steht fiir eine (konvexe) Teilmenge des Stellraums R™ mit

bij. "
{ ﬁ) :] S(SC)ISK (24)
Desweiteren soll das so gebildete Regel-Relativ folgende Axiome erfiillen:
2.1 Ist B von A aus erreichbar mit A, B € 3, so gilt t4 < tp:
APB = t(A) <t(B) . (2.5)
Dabei heif3t
AP :={B|APB} (2.6)

die Menge der von A aus erreichbaren Punkte.
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211 Zeit—Funktions—Postulat
Setzt man fiir jedes At > 0 (At € R oder At € N) die zweistellige Relation (At)

wie folgt an
A(A)B % —t(A)+1H(B)=At (2.7)

und schreibt kurz LAt fiir £ N (A?) mit einem beliebigem £ € R, so ist LAt eine
Abbildung von B in sich.

2111 Einfache Transitivitdt
Zu je zwei Punkten A, B € B gibt es genau eine Relation £ € R mit ALB, sofern
APB gilt:

P=c (2:8)

L£ER

(d.h. P ist die disjunkte* Vereinigung der £ € R).

Dieses Axiom der einfachen Transitivitdt kann auch wie folgt definiert werden:

1
APB % \/ ALB . (2.9)
L£ER

2.1V Idempotenz
Die Verkettung einer Relation £ € R mit sich selbst ergibt die urspriingliche Relation
£

Lol=¢ . (2.10)

Bemerkung 2.1 zu Definition 2.1

zu 1. Hierbei fungiert ¢ als Zeit, wihrend x im Zielgréflenbereich angegliedert ist. Zur
Vereinfachung der Schreibweise wird im folgenden die verallgemeinerte Zeitmenge
als 7 geschrieben, wobei 7 C R bzw. 7 C N zu setzen ist.

zu 2. Dabei ist daran gedacht, daf} es in dem darzustellenden System einen solchen festen
Eingang gibt, dafl eine Zielkurve durch A bei diesem Eingangssignal den Punkt B

erreicht.

zu 2.I1 Um die Zeit— und Zustandskomponente eines Punktes anzusprechen, wird allge-

mein folgende Schreibweise verwendet:

2(Bronsteijn und Semendjajew 1991)
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Fir A= (ta,x4) setze t(A) :=t4 und x(A) := 24 .
zu 2.I1 Setzt man fir At =0und £ € R
ALAt = A fiir alle A € B (2.11)
so ist LAt auch fiir At = 0 eine Abbildung von 8 in sich.
Es gilt fiir alle At > 0:
ALALB & ALB A —t4+tg = At (212)

zu 4. und 2.1 Die Relationen £ € R stellen die dem System zu Grunde liegenden Sche-

mata dar, mit denen es auf einen Stellwert reagiert. Zu jedem £ gehort also ein

geméaB Gl. (2.4) definierter Stellwert.

Die Axiome 2.1l und 2.1 garantieren, dafl die Menge (der Nachbereich von A bzgl. £)

AL := {B|ALB)

(2.13)

als zeitabhangige Kurve (Systemkurve) gedeutet werden kann, die bei festem Stell-

wert in der von A aus erreichbaren Menge verlauft und dafl die von A aus erreichbare
Menge AP von diesen Kurven AL disjunkt iiberdeckt wird (in Bild 2.1 ist dieser

Zusammenhang in der @fEbene graphisch erldutert).

Bild 2.1: Zur Interpretation der Axiome 2.1 und 2.III aus Definition 2.1
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Beispiel 2.1

Zur Veranschaulichung des Regel-Relativbegriffs dient ein einfaches, lineares, zeit-

invariantes System der Ordnung m =n = 1:
BL:=RxR (XY =R) : (B2.1-1)

Die Punkte A € ‘P des Relativs in diesem Beispiel besitzen die Gestalt A =
(ta,x4) = (t(A),x(A)) mit t4 = t(A) € R und 24 = 2(A) € R; dabei gilt

APB : % ty<tp . (B2.1-2)

B ist also von A aus genau dann erreichbar, wenn die Zeitkomponente ¢4 von A

kleiner ist als die Zeitkomponente tg von B. In
R:={{u)|u € R} ) (B2.1-3)

wird jede Relation £ dieser Relationenmenge von einer reellen Zahl u erzeugt (Stell-

wert), so daB £ = (u) gilt.

K:=R (B2.1-4)

Y

wobei die Bijektion zwischen X' = R und R durch die Abbildung der Relation
£ = (u) auf u gegeben ist.

Die Relationen (u) werden nun durch die Differentialgleichung & = ax 4+ v mit
a € R,a # 0 wie folgt definiert:

—ta+tg=At>0 A
V [:i;:a:zj—l—u A

AlwyB % (1) (B2.1-5)
A= (tA,l’(tA)) A
B = (ta+ At,x(ta+ At))]
Da man die lineare Differentialgleichung mit der Anfangsbedingung x(t4) = x4
eindeutig 16sen kann, gilt
—ta+tg=At>0 A
A{u)B : B2.1-
(u) * vy — et (xA N E) wu ( 6)
a a

Ein gemif} (B 2.1-1) bis (B 2.1-5) gebildetes Quadrupel (B, P, R, K) stellt ein Regel-
Relativ dar, gentigt also den Axiomen 2.1 bis 2.IV aus Definition 2.1. Dies wird im
folgenden begriindet.
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Zunéchst gilt 2.1 definitionsgemf nach Gl. (B 2.1-2).
Zum Nachweis der Eigenschaft 2.11 aus Definition 2.1 muf} gezeigt werden, daf fiir
alle £ = (u) € R, At >0 und A = (t4,24)

|A(uW)AL| = [ASAL| = 1 (B2.1-7)

gilt, womit die Abbildungseigenschaft von LAt = (u)At belegt wird. Zu zeigen ist
also

A@WAL£ B A [AWALB A A{W)ALB, & B, = B)] (B2.1-8)

mit B1 = (tBl,l'Bl), B2 = (tB2,$B2).

Die Existenzaussage folgt fiir tg = At 4 t4 aus Gl. (B2.1-6).

Der Nachweis der Eindeutigkeit erfolgt fiir die Zeit— und Zustandskomponenten
getrennt. Fiir die Zeitkomponente gilt

WAt = wyn At E g — A=ty (B2.1-9)

Weiterhin 148t sich nach Definition der Relationen (u) und Gl. (B2.1-6) fiir die

Zustandskomponente folgern:

vp, = elim=ia) (xA + u) :
a a
(et " (B2.1-10)
rp, = e\ (xA+ ) —
a a
= rp, = "™ (:L'A—I— ) ———:1;32. (B2.1-11)
a

Insgesamt folgt also aus den Gln. (B 2.1-9) und (B 2.1-11) die Behauptung GI. (B 2.1-
8) und damit auch GI. (B2.1-7):

By = (tB17xB1) = (tB27xB2) = B

Man erhélt so eine Darstellung fiir A(u)At mit A = (t4,24) € B und (u) € R fir

dieses Beispiel zu:

A(u)Al = (tA + AL e (xA + 3) _ 3) (B2.1-12)
a

a

Als néchstes wird die Giiltigkeit der Eigenschaft 2.111 fiir das Beispiel nachgewiesen.
Gilt APB fir A, B € B (also t4 < tg), so gilt A{u)B fiir genau diejenige Relation
(u), die mit

rp e B — g, ema

A R (B2.1.13)

e—atB — e—atA
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gebildet wird. Sei (14, 24)(u)(tp, x5) gegeben, dann folgt nach Gl. (B2.1-6):

Tp = eltn—ta) (l’A T E) _u
a

a
U
o U (1 _ ea(tB—tA>) = —ap+ ety (B2.1-14)
a
—atp —ata
B Trp e — T4 €
= U= -—a e—atB o e—atA

Als letztes mufl nun noch die Idempotenz (Lo £ = £) fiir dieses Beispiel nachgewiesen

werden. Also ist zu zeigen:

(u) o (u) = (u) : (B2.1-15)
Fiir zwei Punkte A, B €  ist also die Aquivalenz

A((u) o (u))B & Alu)B (B2.1-16)
nachzuweisen. Zunichst wird die Folgerung bewiesen:

A({u) 0 (u)) B

(A:'SQ A(u)C AN C(u)B fir ein C = (tc,x¢) €P
. Aty =—t4+ ¢
A{u)At At B t
— (YAt C N C{u)Aty mi Aly— —totin
xc — eaAtl (xA _I_ E) _ E
_ a a — _
(Bgm) . . it Aty ta+tc
J/’B — eaAtQ (wc _I_ _) _ Atz = —tc’ ‘I‘ tB
a a
_ a(Ati+At) E) _u T Aty = —~la+ 1o
e (x T T T ™M A= e+ 1p
(B2.1-12) )
— A<u>(At1 + Atg)B mit Atl + Atz = —tA + tB
== A(u)B

Zur Umkehrfolgerung: Da in diesem Beispiel als Zeitmenge 7 die Menge der reellen
Zahlen R dient, kann man zu jedem Element At € R, At > 0 geeignete Aty, Aty €
R, Aty, Aty > 0 mit Aty + Aty = At finden. Damit erhédlt man

A(u)B

= A(u)AtB fir At =itp—14 >0

fiir beliebige Aty, Aty > 0

A At At B
= Aw(Ah+AR)E At 4+ Aly = At
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Nach Axiom 2.IT gilt
A(u)Aty = C fiir ein C mit te =14 + Al

Fiir die Zustandskomponente des Punktes C ergibt sich mit Gl. (B 2.1-12):

ro = etdn (m + 3) L (B2.1-17)

a a

Somit sind folgende Umformungen richtig:

C(u)At, (L) (tc + Aly, e8P (:L'c + E) - E)

a a

(B2L1) (tA + Al + Aty, et(BFa%) (:cA + 3) - 3)
a a
- (tA + At e (xA + 3) - 3)
a a
(B2.1-12)

= B

Man hat so einen Punkt C' gefunden, fiir den A{u)C A C{u)B gilt. Damit ist
A((u) o (u))B nachgewiesen und die Aquivalenz gemaB Gl. (B 2.1-16) erfiillt. Insge-

samt ist damit gezeigt, dafB} es sich bei dem Beispiel um ein Regel-Relativ handelt.

Zeitinvariante, lineare Systeme der Form &(t) = ax(f) + v mit a,t,u € R (a # 0)
stellen somit Regel-Relative dar. O

Satz 2.1
Fiir alle £ € R eines gegebenen Regel-Relativs (B, P, R, K) gilt:

1. Irreflexivitdt
LNeE£D (2.14)

(& bezeichnet hier die Gleichheitsrelation auf der Menge )

2. Antisymmetrie
LNne=10 (2.15)

(£ bezeichnet die zu £ inverse Relation).

3. Fir alle At; > 0 (¢ = 1,2) gilt

(LAL) o (LAL,) = L(AH + Atly) . (2.16)
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Beweis

Die Gln. (2.14) und (2.15) folgen bereits aus 2.1.

Zum Beweis von Gl. (2.16):

Da es sich wegen 2.III auf beiden Seiten der Gleichung um Abbildungen handelt, geniigt es eine
der beiden behaupteten Inklusionen zu zeigen. Es wird beweisen

!

[(CA1) o (£AL)] C [E(AL + Aty)]
Diese Behauptung ist dquivalent zu der Implikation
A[(EAL) o (EAL)])B = A[S(Al + Aly)]B
fiir beliebige A, B € P. Is gilt
A[(LAt;) o (£AL,)]|B

=V A(SAL)C A C(LAL)B
ceyp
L)\ ASCACEB A —t(A) +1(C) = Aty A —(C) + H(B) = Aty
ceyp
= A(Lo £)B A —t(A)+1(B) = Aty + Aty
Ea A[S(At + Aty)]B

Damit ist die Behauptung gezeigt. a

2.2 Darstellung der Systemtrajektorien durch £-Kurven

In diesem Unterabschnitt wird eine Méglichkeit zur Ubertragung des Begriffs der Sy-
stemtrajektorien durch sogenannte £—Rurven auf Regel-Relative vorgestellt. Dazu wird
definiert:

Definition 2.2 nach Arnold (1993)

Fine Funktion

{73 [to,00) — B
t = A(t) = (1, x(1))

heift eine £-Kurve, wenn fiir alle At > 0,1 > g

A(t) LAt = A(t + At) (2.17)
gilt. Diese Funktion ist eine £-Kurve mit dem Anfangspunkt Ag, wenn zusétzlich die
Bedingung

Ao = A(to) (2.18)
erfiillt ist. O

Die Méglichkeit zur Konstruktion einer £-Kurve liefert
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Satz 2.2
Zu einem beliebigen Anfangspunkt Ay = (fo,x0) und £ € R ist

A(t) := Aot — o) furt >t (2.19)
eine £-Kurve.

Beweis

Zu zeigen ist, daff die unter Gl. (2.19) definierte Funktion A(t) den Eigenschaften (2.17) und
(2.18) aus Definition 2.2 geniigt:

Die Eigenschaft (2.18) folgt direkt aus AgL(ty — to) = AoL0 := Ag nach Gl (2.11).

Zum Nachweis von Gl. (2.17) formt man um

Ameat P2 408 (—to + )]2AL
= Ao[g(—to + t) o] ,QAt]
CLO AoL(—to + 1+ A1)
(2.19)

= At + At)

Bemerkung 2.2 zu Definition 2.2 und Satz 2.2:
Die nach Arnold (1993) definierten £-Kurven stellen aus regelungstheoretischer Sicht die

zum System gehorigen Systemtrajektorien im Phasenraum, also in der 7 x X~Ebene, dar.
Zur Darstellung der Trajektorien im Zustandsraum als beziiglich ¢ paramatrisierte Kurve

wird nun die zu einer £-Kurve zugehdrige £y—Kurve definiert:

Definition 2.3
Es sei A(t) : [to,00) — B eine L-Kurve. Dann ist die zu A(t) gehorige Lx—Kurve x4()
die Abbildung:

{TD [to,0) — X (2.20)

t — aa(t) = 2(A(1))

Die £y—Kurve besitzt den Anfangspunkt xg = x(ty), wenn A(?) den Anfangspunkt Ay =
(to,x0) besitzt. O

2.3 Zeiltinvarianz

In (Arnold 1993) wird anhand zweier Beispiele aufgezeigt, wie Systemeigenschaften spezi-
eller Systeme in der Sprache der Regel-Relative beschrieben werden kénnen. Dies soll nun
in diesem Abschnitt am Beispiel der wohlbekannten Systemeigenschaft der Zeitinvarianz

und in Abschnitt 2.4 anhand eines Parallelitatsaxioms erlautert werden.
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Definition 2.4 nach Arnold (1993)

Ein gegebenes Regel-Relativ (B, P, R, K') heifit zeitinvariant, wenn die folgende Bedin-
gung erfiillt ist:

2.V Fir alle A, B € B und alle At > 0 gilt
2(A) = 2(B) = 2(ALAL) = x( BLA?) : (2.21)
O

Der Zeitinvarianzbegriff fiir Regel-Relative besitzt also eine vollig analoge Bedeutung zu
dem bekannten Zeitinvarianzbegriff fiir dynamische Systeme: Sind zwei unterschiedliche
Anfangspunkte A, B € B mit denselben Zustandskomponenten 4 = xp gegeben und
wendet man auf diese Punkte die Relation £ (Steuerung u) an, so resultieren nach einer
Zeitdifferenz At die Punkte ALA? und BLAL. Diese besitzen die identischen Zustands-
komponenten x( ALAt) = x(BLAL) (vgl. Bild 2.2).

X

v(ALAt) = 2(BLAL)

Ta = TR

t

Bild 2.2: Zur Interpretation des zeitinvarianten Regel-Relativs

Ist ein Regel-Relativ (B, P, R, K') zeitinvariant (Bild 2.2), so kann man fiir £ € R und
A € P setzen:

(x(A))LAL := 2(ALAL), (2.22)

denn wenn sich x#(A) und x(B) entsprechen, so gilt dies auch (nach GI. (2.21)) fiir die
rechten Seiten.

Weiter kann man

e LAt := x(ALAL) fiir beliebiges A € B mit x(A) = « (2.23)
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sowie
2L = x(AL) fiir beliebiges A € P mit x(A) =« (2.24)

definieren (die Wohldefiniertheit folgt aus Gl. (2.21)). £ wird also im zeitinvarianten
Regel-Relativ auch als bindre Relation auf X aufgefaft.
Da fir 2(AL) = {x(B)|B € B AN ALB} gilt, ist
e’ &\ (L)L, a") : (2.25)
teT veT

Insbesondere erhdlt man mit diesen Bezeichnungen (unter Verwendung der Gln. (2.23)

und (2.25))

e LAl = 2La’ , (2.26)
da
c0Aty %Y (ALAY) = o fiir A = (to, )
U ASAL = (to + AL 2)
= (to, $>£At(t0 + At, $/)
= (to, $>£(t0 + At, $/)
(252>5) e L’
gefolgert werden kann. O

Beispiel 2.2

Das in Beispiel 2.1 vorgestellte System stellt — wie oben bewiesen — ein Regel-Relativ
dar. Desweiteren handelt es sich dabei um ein zeitinvariantes System. In diesem
Beispiel wird nun bewiesen, dafl damit das Regel-Relativ ebenfalls zeitinvariant ist,
d.h. es ist zu zeigen, daf} die Eigenschaft (2.21) mit £ = (u) erfillt ist:

!

2(A) = 2(B) = (A(u)At) = 2(B(u)At) ) (B2.2-1)

Es seien nun zwei Punkte A, B € P mit 2(A) = 2(B) =: « und At > 0 gegeben. Es
gilt also A = (ta,2), B=(tg,x). Aus

A<U>At (B2é—12) (tA + At, eaAt (l’ 4 E) . E)
a a
) (B2.2-2)
B(u)At (B21-12) (tB + At, A (:1; + E) — E)
a a
folgt also
alAt u u
H(AWAL = e (:1; + —) U a(BAY . (B2.2-3)
a a

Zeitinvariante, lineare Systeme der Form & = ax + u mit ¢ € R und a # 0 sind also

in zeitinvariante Regel-Relative tiberfithrbar. O
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Fiir zeitinvariante Regel-Relative kann man bei Vernachléssigung der Zeitkomponente der
Punktemenge die £-Kurven nur unter Zuhilfenahme der Zustandsmenge, also durch die

X-Komponente, charakterisieren:

Satz 2.3
Es sei £ € R beliebig. Dann ist die Abbildung

72 [to,0) — X
1 — x(t)

eine Ly-Kurve genau dann, wenn

(1) LAt = x(t + At) fir alle At > 0, > tg (2.27)
gilt und eine Ly-Kurve mit Anfangspunkt zq, wenn zusétzlich

x(tg) = wo. (2.28)
erfiillt ist. Die zugehorige £-Kurve besitzt die Gestalt A(t) = (¢, z(t)).

Beweis
(i) Es sei 2(t) eine £y—Kurve, d.h., es existiert eine £-Kurve A(t) mit 2(A(¢)) = z(¢). Dann
1aBt sich fir z(¢) GL (2.27) zeigen:

v(ear P2 aamen)
20 LAt + AL)
z(t + At)

(ii) Es sel z : [tp,00) — X’ mit der Eigenschaft (2.27) gegeben. Nachzuweisen ist Gl. (2.17)

fiir A(t) := (¢, 2(1)):
ALAL = (t,x(t)LAt
= (t+ At z(t)LAY)
G20 (4 AL 2t + A1)
A(t + At)

O
Wegen des vorangegangenen Satzes ist es moglich, allgemein bei zeitinvarianten Regel—

Relativen von einer £-Kurve zu sprechen, auch wenn eine £y-Kurve gemeint ist.



2 Regel-Relativ—Definition nach Arnold (1993) 15

2.4 Parallelisierungsaxiom fiir Regel-Relative

In diesem Abschnitt werden unter Regel-Relativen zunéchst grundséatzlich zeitinvariante

Regel-Relative verstanden.

Definition 2.5 nach Arnold (1993)
Ein gegebenes Regel-Relativ (B, P, R, K) erfiillt das Parallelisierungsaziom, wenn es das

folgende Zusatzaxiom erfiillt:
2.VI Parallelisierungsaxziom

Fir alle z; € X (¢ = 1,2) und alle £ € R gilt

1Ly = /\ \/ (14 ¢)L%(x2 + ¢) ) (2.29)

cEX £¢

Bemerkung 2.3

Regel-Relative, die das Parallelisierungsaxiom geméaf Definition 2.5 erfiillen, kénnen zur
Vereinfachung in den Koordinatenursprung verschoben und dort untersucht werden. Die

dort gefundenen Ergebnisse behalten ihre Giiltigkeit im gesamten Zustandsraum &X. O

Ein zum Axiom 2.VI gleichwertiges Postulat liefert
Satz 2.4

Das Axiom 2.VI in einem Regel-Relativ ist d&quivalent zu

2.VI" Beschreibt x(t) eine £-Kurve, so gibt es zu jedem ¢ € X ein £° € R derart, daf
x(t) + c eine £°-Kurve darstellt.

Fiir zeitinvariante Regel-Relative gilt also 2.VI & 2.VT'.

Beweisl
2.VI=2. VI

z(t) sei eine £-Kurve, und ¢ € X sowie At > 0 seien beliebig gegeben. Nach Gl. (2.27)
gilt

() LAt = z(t + At)
Hieraus folgt mit Gl. (2.26)
z(t)Lx(t + At)
Daher existiert wegen der vorausgesetzten Figenschaft 2.VI eine Relation £° € R, so daf

+ o)L (a(t + At) + ¢)
JECAL(z(t + At) 4 ¢)
JECAL = 2(t+ At) + ¢

gilt. Damit erfiillt z(¢) + ¢ die Gl. (2.27) und ist daher eine £%-Kurve fiir die Relation
£° € R.



2 Regel-Relativ—Definition nach Arnold (1993) 16

2. VIS2.VI:
Es sei x1£a5 fiir 21,22 € X’ vorgegeben. Nach Gl. (2.25) gilt

(tl, $1)£(t2, $2)

fiir geeignete ty,¢, € 7. Die Funktion z(¢) := 21£(t — t1) ist eine £-Kurve mit Anfangs-
punkt 29 = 2(¢1). Setze zy := z(f3). Somit existiert nach 2.VI’ zu ¢ € A eine Relation
£° € R, so daB z(t) 4 ¢ eine £°-Kurve darstellt. Fiir alle At > 0 gilt somit:

(z(t) + ) LAt = 2(t+ At) + ¢
Insbesondere mit At = t5 — #; > 0 und ¢ = 7 erhalt man
(z(t1) +e)L%(th +ta— 1) + ¢
Also gilt (21 + ¢)£°(22 4+ ¢) und 2.VI ist damit nachgewiesen. a

Beispiel 2.3

In diesem Beispiel soll nun die Frage nach der Gestalt der £-Kurven fiir zeitinva-
riante Systeme der Form & = ax + u aus Beispiel 2.1 beantwortet werden. Es muf}

also die Gleichung
() (u)At = x(t + At) fur alle At > 0, > 1 (B2.3-1)

erfiillt sein. Diese Gleichung (B 2.3-1) wird befriedigt, wenn x(¢) und (¢ + At) auf
einer Losungskurve der zugrundeliegenden Differentialgleichung ohne Anfangsbedin-

gung liegen:
z(t)=C e* — ¢ ,C = konst. (B2.3-2)
a

Dabei gilt, daBl die Losungskurven (B 2.3-2) (u)-Kurven sind. Gezeigt wird Gl. (B 2.3-
1) unter Verwendung von Gl. (B2.1-12):

e(t)(wyar PR (C et — 3) (u) At
a
(BQé—U) C eaAt [(C e _ E) + E] — E
a a a (B2.3-3)
= C ea(t-I—At) - E
a
(B2:3-2) x(t+ At)

Verlangt man, dafl der Anfangspunkt x(#o) = xo festgelegt ist, so erreicht man dies
in der Darstellung nach Gl. (B 2.3-2) durch festlegen der Konstanten C:

z(tg) = C e — ¢

a
(B2.3-4)
& O = (:z:(to) + E) et

a
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Zuletzt soll nun in diesem Beispiel gezeigt werden, dafl das in Beispiel 2.1 definierte
Regel-Relativ dem Parallelisierungs—Axiom geniigt. Dafiir wird die Bedingung 2.VI

nachgewiesen:

Es seien 1,29 € X' gegeben mit x1(u)xq. ¢ € X sei beliebig aber fest vorgegeben.
Gesucht ist dann eine Relation (u)® € R, so daB (x1 + ¢)(u) (z2 + ¢) gilt.

Setze
(u)® := (u — ac) ) (B2.3-5)

Wegen der Voraussetzung xq(u)as (t1, x1){u)(te, x2) nach Gl (2.25), gilt fir
geeignete 11,13 € 7 und damit nach Gl. (B2.1-6)

1y = (:1;1 + E) o
a

a

To4c = ea(tz—n) (1'1 + %) _ % T
— eolta—ty) ((51?1 +o)+ M) _ u—ac

a a

Also gilt unter Verwendung von Gl. (B 2.1-6)
(t1, 21 + ¢)(u — ac)(ty, xo + )

und daher
(21 4 ¢)(u — ac)(z2 + ¢)

Damit ist die Eigenschaft 2.VI fiir das Beispiel ertiillt.

Fiir die £-Kurven ergibt sich mittels des zu 2.VI dquivalenten und in diesem Beispiel
daher ebenfalls giiltigen Postulats 2.VI’ folgende Aussage:
Ist @(t) eine (u)-Kurve, dann ist zu ¢ € X 2(t) 4 ¢ eine (u — ac)-Kurve.

Fir eine (u)-Kurve z(t) = Ce™ — £ nach GL. (B 2.3-2) ergibt sich
a

u — ac

x(t)—l—c:Ce“t—%—l—c:Ce“t— (B2.3-6)

a

Damit ist 2(f) + ¢ eine (u — ac)-Kurve. 0O
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3 Regel-Relativ—Definition nach Arnold (1994)

3.1 Definition und Erliuterungen

Definition 3.1 (Arnold 1994)

Wir sprechen von einem Regel-Relativ
(B, R, -dt), (3.1)
wenn vorgegeben werden
- als Zeitmenge eine Untergruppe® 7 (+) < R(+),
- eine nicht leere Menge X', deren Elemente Zustinde heiflen,

eine nicht leere Menge R von bindren Relationen auf der Grundmenge P =7 x X,

R C pot(P x B) (3.2)

eine Abbildungsschar II - dt, in der zu jedem Paar to,t; € 7 mit {5 < t; eine
Abbildung

1 - dt) - { RECHT — pot (¥ x ) (3.3)

Q o [Ip0d
existiert?.

Zudem miissen folgende Axiome gelten:

3.1
ANV N (o) [IR0d #0, (3.4)
zeX to<t1 QeRlto.t1)
3.11
(to, l’o) [H%th] (tl, 1’1) A (to, l’o) [H%th] (tl, l’/l) = T = l’/l, (35)
3.111 .
(110, dt] o [0, 1] = [Hgg(m@ﬂ?)dt] : (3.6)

hierbei bezeichnet €y \t/ Q, € Rltot) dje Verkettung von 4 und €y in t*:

D (t)  falls t € [to,t7)

Oy(t)  falls t € [, ,) ) (3.7)

Ql \t/* QQ :Z{

3Unter der Schreibweise 7 (+) < R(+) ist eine Teilmenge 7 der reellen Zahlen zu verstehen, die eine
abgeschlossene Gruppe beziiglich der Addition als Gruppenoperation darstellt.
4Jeder Funktion Q : [tg,t1) — R wird also eine binire Relation [Hi;th] auf P zugeordnet.
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3.1V
A [ gdt] = gfir, (3.8)
L£eER
wobei £[i die gemif

(to: o)Ll (11, 21) 2 1 =13 N lo = Lo A (Lo, 20)L(17, 1) (3.9)

erklarte Relation und [H% Sdt] = [H% Qg dt] fir Qg = £ auf [to,11) zu setzen ist

und
3.V
A A (o) [0 (to, o) (3.10)
to€T z€eX
gilt fiir die leere Abbildung ¢ € Rloto) O

Dieser Regel-Relativ—Begriff erweist sich als synonym zu dem in Sontag (1990) definier-
ten abstrakten System—Begriff (Anhang B), der sich an der Definition eines dynamischen
Systems von Kalman u. a. (1969) orientiert. Auch in dieser Definition des Regel-Relativs
ist — wie in Definition 2.1 — unter 3 der Phasenraum und unter X der Zustandsraum zu
verstehen. Mittels der Relationenmenge R werden die konstanten Stellfunktionen model-
liert. Die Abbildungsschar II-dt dient zur Beschreibung nicht notwendigerweise konstanter
Kontrollfunktionen.

3.2 Ubergangsverfahren zwischen Systemen und Regel-Relati-
ven

Um die Synonymitét der beiden Begriffe nachzuweisen, sind zwei sich bis auf Isomorphie®
umkehrende Ubergangsverfahren L und I' derart anzugeben, daB L jedem Regel-Relativ
geméafB Definition 3.1 ein System (im Sinne von Definition B.1) und I' jedem System ein
Regel-Relativ (Definition 3.1) zuordnet. Diese Ubergangsverfahren werden folgenderma-

Ben definiert:

Definition 3.2

(B =7 xX,R,I-dt) sei ein Regel-Relativ gemiafl Definition 3.1. Dann erzeugt das
folgende Ubergangsverfahren L ein Quadrupel (7, X,U,®) = (P =T x X, R, 11 - dt)L:

Aus P =T x A sind die ersten beiden Komponenten 7 und A des zu definierenden
Quadrupels (7, X, U, ®) zu entnehmen.

(Gellert u. a. 1981)



3 Regel-Relativ—Definition nach Arnold (1994) 20

Zusitzlich wird gesetzt:
U:=R, (3.11)
®: Dy — X mit dem Definitionsbereich
Dy = {(tito, 10, V)fto S t1; w0 € X5 QeRIMW: (19, 20) [I1QdH| # 0} (3.12)
und der Abbildungsvorschrift
(tr, 10, 20, D) = a1 1 (Lo, o) [0 (11, 21) (3.13)
Die Wohldefiniertheit der Abbildung ist durch Gl. (4.5) gesichert.

Definition 3.3

Es sei (7,X,U,®) ein System gemaf Definition B.1. Mittels des Ubergangsverfahrens T
wird dann ein Tripel (B, R, 1 -dt) = (T,X,U,P)I" wie folgt erzeugt:

Po=T x X, (3.14)

R = {{u)|u € U}, (3.15)
wobei (u) geméf}

(to, wo)(u)(t1, x1) & (1, to, 2o, Wy )P = 24 (3.16)

mit w,(t) = u fiir alle t € [to,11) erklart sei. Fir tg < ty, to,t1 € T, Q € Rlto11) wird die
Relation [H%th] auf ¢ durch

(to, o) [ Q] (11, 21) 1 \/ Q= (w) A (tr,to, 70, w)® = 21 (3.17)
weldlto,t1)
erklart. Q = (w) bedeutet dabei: Q(t) = (w(t)) fiur alle t € [to,11). O

Bemerkung 3.1
Die durch Gl. (3.15) erklarbare Abbildung
U — R
oS
mit (u) gemafl Gl. (3.16) ist eine Bijektion, so dafl die Umkehrabbildung
R — U
RER P
existiert und ebenfalls eine Bijektion ist. Beide Abbildungen lassen sich fortsetzen zu
Bijektionen zwischen Ultot) yund R4 fiir to < tq:
Yot ., Rltotr)
0 {0 2 i i o
und ebenso
Rliod)  _, gltoitr)
o { Q0 mitR() = )00
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Beweis
Der Beweis erfolgt in Anhang C (Lemmata C.1, C.2). o

Die Synonymitat der Klasse der Regel-Relative zu der Klasse der Systeme liefert

Satz 3.1 (Arnold 1994)

Aus einem Regel-Relativ (B, R, II - dt) entsteht durch Anwendung des Ubergangsverfah-
rens L, gemaf Definition 3.2 ein System (7, X, U, ®) = (P =7 x X, R, 1l - dt)L.

Aus einem System (7, X,U,P) entsteht durch Anwendung des Ubergangsverfahrens T'
geméafB Definition 3.3 ein Regel-Relativ (B, R, I1-dt) = (7T,X,U, D).

Ferner gilt fiir alle Regel-Relative (3, R, I1 - d¢) und alle Systeme (7, X,U, ®):

(B, R, I+ dt)LL = (P, R, 1L - dt) (3.18)
und

(T, X,U,&)TL = (T, XU, &) . (3.19)
Dabei bedeutet ,2“ Isomorphie gemaf Definition B.2.

Beweis
Satz 3.1 wird in Anhang C (Sdtze C.1-C.4) bewiesen. a

Regel-Relative und Systeme sind also synonyme Begriffe, denn die Ubergangsverfahren I

und L kehren einander (bis auf Isomorphie) um.

3.3 Einheitssprung und Ubergangsfunktion

Zur Veranschaulichung der Synonymitét zwischen Systemen und Regel-Relativen wird im
folgenden Beispiel sowohl der Einheitssprung u(t) = 1(¢) als auch die Ubergangsfunktion
h(t) auf die Sprechweise der Regel-Relative iibertragen.

Beispiel 3.1 Der Einheitssprung ist definiert durch

0fuirt <0
1(¢) := B3.1-1
®) {1fﬁrt20 . (B3.1-1)

GeméaB Definition B.6 kann diese Eingangsfunktion wu(¢) wie folgt modelliert werden:

u(t) = 1(t) = (wo v wl) O (B3.1-2)
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mit t* =0, wg = 0 und w; = 1. Somit ist

Q= (u(t)=1(t)) =  (w \t/;w1>

(wo) V (wr)

Lemma C'.3

Wird nun gesetzt
Qo := (wo) und Qq := (wy),

so ergibt sich unter der Voraussetzung o < 0 und ¢; > 0

Ist 2y eine Ruhelage, so kann gefolgert werden

(to, 20){0)[;,7(0,z0)  und (0, 20)(1)

Boo(ti, 1)

CemiB (Sontag 1990) gilt fiir die Ubergangsfunktion

(to,tl,l’o, 1(t>)q) = I = h(tl) fiir alle tl Z to

(B3.1-3)

(B3.1-4)

(B3.1-5)

(B3.1-6)

(B3.1-7)

Mittels (1) 148t sich nun die Ubergangsfunktion fiir alle #; > 0 modellieren:

(to, o) L (1(1))dt] (tr, h(11)) & (0,20)(1) |12 (t1, h(t1))

3.4 Eigenschaften konstanter Kontrollfunktionen

Satz 3.2

(B3.1-8)

a

In einem Regel-Relativ (B, R, Il - dt) gelten fiir konstante Kontrollfunktionen Qg = £ €

R die Aussagen:

1.

(o, o)Ll (t1s 1) A (Lo, 20) Ll (L, 22) = 21 = 22

(3.20)
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2.
A Ll oLt = £l (3.21)
to<t*<ty
3.
AN (to@)Ll(to,2) (3.22)
to€T zEX
4.
= U 2 (3.23)
tostleT
3.
/\ LoL=2¢ (3.24)
LER

6. Setzt man fiir At > 0 die zweistellige Relation (At?) gemaB Gleichung (2.7) an, so
ergibt sich fiir LAt := £ N (A?)

ear = |J g

t1—to=At

(3.25)

7. Fir alle At > 0 ist LAt eine Abbildung von B in sich und es gilt

Beweis

ALAL = AL|ATA fiir A = (ta,z4)

(3.26)

Die Aussage 1. folgt aus Gl. (3.5), 2. aus Gl (3.6) und 3. aus Gl (3.10). Der Beweis von 4. und
6. ergibt sich aus der Definition von £|j! in Gl (3.9).
Zum Nachweis von 5.: Iis gelten die folgenden dquivalenten Umformungen:

(t0,$0)(202)(t1,$1) = \/ \/

to<t*<t; z*eX

& V V
to<t*<t1 r*eX
=
to<t*<t1
3.21
(<:> )
=

(to, mo)L(t*, 2™) A (15, 2*)L(t1, z1)

(to, wo)Ll%, (1%, %) A (%, 2*) LA (11, 1)
(to,70) (lf5 0 L) (t1,21)

(o, 20) Ll (t1, 21)

(to, $0)£(t1, $1)

Die Behauptung 7. wird mit Gl. (3.25) unter Beriicksichtigung von Gl. (3.9) bewiesen. o
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3.5 Zeiltinvarianz

Bei der Formulierung eines Zusatzaxioms fiir die Regel-Relative gemafl Definition 3.1,
welches die Zeitinvarianz ausdriickt, ist darauf zu achten, daf§ der synonyme Zusammen-
hang, der zwischen Regel-Relativen und Systemen besteht, auch zwischen den durch die-
ses Zusatzaxiom gekennzeichneten ,zeitinvarianten Regel-Relativen® und ,zeitinvarianten

Systemen* (wie in B.3 definiert) wiederum hergestellt ist. Sie lautet

Definition 3.4
Ein Regel-Relativ (B, R, Il - dt) heiBt zeitinvariant, wenn folgendes Axiom erfiillt ist:

3.VI Zeitinvarianz

A AN (tonwo) [ITEQd (t1,21) = (fot™, o) [T Q0 dt] (1417, 21)(3.27)

to<tr t*€T QeRlto.t1)
mit Q7 € REFH+") gemaB OF (1) := Q1 — 7). O
Die Rechtfertigung fiir diese Definition liefert

Satz 3.3

Es sei ein zeitinvariantes Regel-Relativ P gemafl Definition 3.4 gegeben. Dann ist das
zugehorige System Y¥=PL nach Definition B.3 zeitinvariant. Umgekehrt ist ein zu einem

zeitinvarianten System Y gehoriges Regel-Relativ P= XI' zeitinvariant.

Beweis
(i) Es sei das Axiom 3.VI (Zeitinvarianz) in einem Regel-Relativ P erfiillt. Ferner seien
w e Uot) g e X und t* € T gegeben, so daB w auf z anwendbar® ist. Damit kann

gefolgert werden:

(t1,t0, 20, w)P = a4 fiir ein 1 € X
(%47) (to. 20) [0 (11, 21) mit © = (w)
(3.27)

=7 (to+ 17, w0) [P TEQT | (4 + 17, 21) mit O = (w'")

*

CAD o+t ae )@ = 2y mit wf =)0

Damit ist die Zeitinvarianz des Systems PL nachgewiesen.

®nach Sontag (1990) bzw. Definition B.1
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(ii) Es sei ein zeitinvariantes Sytem ¥ mit dem zugehorigen Regel-Relativ P= XI' gegeben.

Dann gilt:
(to, 7o) [T Q] (11, 21)
(3:49) (1, t0, 70, w)® = 27 mit w = )
LY it et b e ) =2 mit ol =)0
(3.13)

=7 (to + 17, wo) [HRILQ dt] (1 +17,01) mit 0 = (")

3.6 Vollstindigkeit
In Analogie zum Vollstandigkeitsbegriff nach Sontag (1990) (Definition B.4) wird ange-

setzt

Definition 3.5
Essei 0 #S ¢ U RF). Dann heiBt das Regel-Relativ (B, R, 11 - dt) S-—vollstindig,

to<ty
wenn in Verstarkung von Axiom 3.1 gilt:

A A N QeR = (1, 20) [LIRQAE] £0 (3.28)

zo€X to<ti Q&8

Ist ein System S-—vollstandig fir S = |J R[f%), so nennt man es kurz vollstindig.
to<ty

Fiir eine Menge S C R heifit das Regel-Relativ (B, R, Il - dt) S-vollstindig, wenn gilt:

AN N (o) [IEQ oydt] 0 (3.29)

zo€X to<ti Q&S
O

Satz 3.4

Ein Regel-Relativ P=(, R, Il - dt) gemaB Definition 3.1 ist genau dann S—vollstandig
fir S ¢ U RFe") wenn das zugehdrige System ¥ = PL )S(-vollsténdig ist. Dabei

to<t1
werde

)S(= )2 e S} | ultots) (3.30)

to<ty

mit )Q( gemaB Bemerkung 3.1 definiert.
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Beweis
Der Beweis erfolgt iiber die Zwischenbehauptungen (i) und (ii):

(i) Ist P S—vollstandig, so ist PL )S(-vollstindig.

(ii) Ist ein System ¥ V-vollstandig fir V ¢ | Ulo), so ist das Regel-Relativ P=XT
to<t1
(V)—vollstindig, wobei

(V) := {(w)lw e v} c | J Rleh) (3.31)

o<ty
gesetzt sei.

Aus (ii) folgt dann die Umkehrung von (i), da fiir ein )S{-vollstandiges System PL (ii) anwendbar
ist, d.h., mit V = )S( ist (PL)I' ein (V)-vollstindiges Regel-Relativ. Nach Gl (3.18) und
Bemerkung 3.1 gilt wegen (V) = S, dai P ein S—vollstandiges Regel-Relativ ist.

Nun zum Beweis der Zwischenbehauptungen (i) und (ii):

zu (i): P sei S—vollstindiges Regel-Relativ. Also gilt fiir @ € S, @ € Rlfo") und alle 2 € X
(to, wo) [Tt £ 0. (3.32)

Mit Gl. (3.12) folgt (t1,%0,2,92) € Dg. Da im Ubergangsverfahren I U = R gesetzt
wird, gilt @ = )Q( und auch )§{=S.

zu (ii): ¥ sei V-vollstindig. Fiir w € V,w € Ultot) gilt also

N (t1,t0, 20, w) € Do . (3.33)
l’oeX

Man kann nun folgern

/\ (t17t07$07w) € CDCI)
l’oeX
= AV (bt zo,w)® =2y
l’oeX l’leX
3.7
NV (e [ (1) fir Q= (w) € (S)
l’oeX l’leX
= A (to, 20) [ Q] £ 0 Fiir © = (w) € (S)
l’oeX
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4 Vergleich der Definitionen

4.1 TUnterschiede der Definitionen

Ein wesentlicher Unterschied zwischen den beiden Definitionen des Regel-Relativs besteht
zunachst darin, daf fiir ein Regel-Relativ nach Definition 2.1 nicht explizit angegeben
wird, wie (ausgehend von einem realen System bzw. einem bestehenden Systemmodell)
die Relationen des Relativs zu modellieren sind. Erst die Interpretation einer bestehenden
Relation ALB durch den verbalen Ausdruck .,B kann von A aus mit dem konstanten
Stellwert £ bzw. u(L£) erreicht werden® veranschaulicht die Bedeutung der Relationen.

Demgegentiber wird aus systemtheoretischer Sicht der Zugang zum Begriff des Regel-
Relativs nach Definition 3.1 dadurch erleichtert, da man durch die synonyme Beziehung
zum abstrakten Systembegriff nach Sontag (1990) auch eine explizite Modellierungsvor-
schrift fiir die Relationen aus der Zustandsiiberfiihrungsfunktion des zugehérigen Systems
gewinnt. Ein anderer Vorteil des Regel-Relativbegriffs nach Arnold (1994) gegentiber dem
aus (Arnold 1993) ergibt sich daraus, daf fiir ein Regel-Relativ nach Definition 3.1 nicht
nur eine Relationenmenge zur Modellierung konstanter Kontrollfunktionen existiert, son-
dern mittels der Abbildung II - dt auch die nicht konstanten Kontrollfunktionen einer re-
lationalen Sprechweise zugédnglich gemacht werden. Fiir Systeme mit diskreter Zeitmenge
(7T = N bzw. T = Z) ist jede Kontrollfunktion stiickweise konstant. Solche Kontroll-
funktionen kénnen durch die Verkettung von Relationen durch das Relationenprodukt
gewonnen werden. Daher reicht die Relationenmenge aus, um das Systemverhalten zu

beschreiben.

Wegen Axiom 2.I1T1in Definition 2.1 besitzen die Relationen einen nicht leeren Nachbereich:

AN\ ALt —ta)#D . (4.1)

AE&B tAStl

Es gilt somit

Bemerkung 4.1

Im Sinne von Definition 3.5 ist wegen 2.11 ein Regel-Relativ nach Definition 2.1 stets auch
RZ .. -—vollstandig mit
RT

const.

= {0 e R to <t AL ERNAQg(t) :=Lhirallet €T} . (4.2)

Konstante Kontrollen (Relationen) sind demnach auf jeden Punkt (o, 2¢) € P anwendbar,

und fiir alle 1 > 1, existiert ein eindeutig bestimmter Zustand xy mit (¢, x0)L(t1, 21).

Somit ist gezeigt, dafl Regel-Relative nach Definition 2.1 im Sinne von Definition 3.1
zusitzlich die Eigenschaft der R ~Vollstandigkeit erfiillen miissen. Demnach ist der

const.

Regel-Relativbegriff nach Definition 3.1 in dieser Hinsicht umfassender.
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4.2 Aquivalenz der Zeitinvarianz

Zu untersuchen ist nun, ob die in Abschnitt 3 gegebene Definition der Zeitinvarianz eines
Regel-Relativs mit Axiom 2.V kompatibel ist. Der Nachweis fiir die Kompatibilitat kann
— bei Beschrankung auf konstante Stellfunktionen — wie folgt erbracht werden:

Fir Q@ = Qg (£ € R) bedeutet Zeitinvarianz nach Definition 3.2 (also Axiom 3.VI):

A AN (oxo)Llit(ten) = (o + 7 wo) RT (i +17,21) . (4.3)

to<ty t*€7T LER

Dabei ist zu bemerken, daf} gilt

(to, l’o)(At)(tl, 1’1) A (to + t*, l’o)(At)(tl + t*, 1’1) fur At := tl — to . (44)
Satz 4.1
Die Eigenschaft (2.21) fiir £ € R in Axiom 2.V eines Regel-Relativs ist dquivalent mit
der Aussage (4.3). O
Beweis
(4.3) = 2.V

Es seien A = (t4,24) und B = (g, 2p) mit x4 = v =: & gegeben. Zu zeigen ist fiir alle

At > 0:

2(ASAL) = 2(BLAL) . (4.5)
Es gilt

ASAL = (ta, 2) LT = (14 + At,zy)  und

BEAL = (tg,2)L|iE A = (15 + At, 2})

tp
Man kann nun

4.1 .
(ta, 2) L2201y + Aty o) G (14 417, 0) 22 1y + 1 4 ALY
mit t* := tp — t4 folgern.

Damit ist (¢g, x)£|§g+m(t]3 +At, x1) gezeigt. Wegen der Abbildungseigenschaft von £|§§+At

(Gl (3.5)) gilt zum einen 27 = z{ und damit Gl. (4.5) zum anderen
r(BLAL) = z(tp + At,21) = 21 = 2(ALAL)

2.V > (4.3)
Es sei ({0, 20)£|i}(t1,21) vorgegeben. Mit A := (to, o) gilt also 2(ALAL) = ay fiir At :=
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11 — to. Setze B := (tp + t*, 2¢). Dann folgt 2(A) = 2(B) = z¢, so daB sich 2.V anwenden
laBt:

21 = 2(ASAL) = z(AgATAh

ta

AZ[H)

(
g2

(
g2

to+1*

= T tB

(
(
(B£|t0+t*+At)
(
(

= z(BLAY)

Damit kann man folgern
tp=tg+t* .
(t,w0)SliET2 (1 + At,21) P27 (to + 7, 20) L0 The(ty + 1%, 21)

Also gilt GL. (4.3). ]

4.3 Schwierigkeiten

Allgemeine Bemerkungen beziiglich der Definition des Begriffs des Regel-Relativs nach
Arnold (1993) stehen bereits in Abschnitt 2. Besonders problematisch fiir technische Sy-
steme ist die Einschrankung (2.8), also das Axiom der einfachen Transitivitat. Im Rahmen
dieses Axioms wird die Eineindeutigkeit der Zuordnung zweier Punkte A und B iiber ge-
nau eine Relation £ gefordert. Diese Findeutigkeit beziiglich der Relationen ist jedoch
nicht immer gewéhrleistet, was schon anhand des einfachen Beispiels eines PTy—Systems
erlautert werden soll (Abschnitt 4.3.1).

Weiterhin ist die Forderung der Idempotenz (Axiom 2.IV) bei der Beschreibung von Sy-

stemen mit diskreter Zeitmenge problematisch. Die Transitivitdat der Relationen
Lol CL (4.6)

kann erfiillt werden, die umgekehrte Teilmengenbeziehung ist jedoch nur bei Dichtlage
der Zeitmenge giiltig (Abschnitt 4.3.2).

4.3.1 Zur einfachen Transitivitat

Es ist hinlanglich bekannt, dafl ein P7T5-System mit der Dampfung D = 0 auf ein
sprungférmiges Eingangssignal mit einer ungedampften harmonischen Schwingung rea-
giert. Diese Schwingung ist in ihrer Frequenz jedoch nicht von der Amplitude des Ein-
gangssignals abhingig. Somit sind bei unterschiedlichen Amplituden des Eingangssignals
die Nulldurchgénge der Systemantwort bei den gleichen Zeitpunkten zu finden (Bild 4.1).
Es gibt fiir dieses Beispiel also zwei Systemzustidnde A und B, die in mehr als nur einer
einzigen Relation £ = (u) zueinander stehen.

Um trotzdem eine Beschreibung des PT,—Systems iiber Regel-Relative gemifl Definition
2.1 moglich zu machen, kann die Dimension der Systemzustdnde erh6ht werden. Dennoch



4 Vergleich der Definitionen 30

/N N

T N

T2 _ —

0 3 10

Bild 4.1: Systemantwort eines ungeddmpften PT,-Systems auf zwei Spriinge unter-
schiedlicher Amplitude

wird anhand dieses einfachen Beispiels die Problematik bei einer Systembeschreibung mit
Hilfe der Regel-Relative geméf Definition 2.1 deutlich. Definition 3.1 scheint demnach
besser geeignet, beliebige technisch relevante Systeme zu beschreiben. Dennoch wirkt die
aufwendige Schreibweise mit Hilfe der Abbildungsschar 11 - dt auf den regelungstechnisch
interessierten Ingenieur eher abschreckend, so dafl eine Neuformulierung dieses Begriffs

angebracht erscheint.

4.3.2 Zur Idempotenz

Bei Regel-Relativen nach (Arnold 1993) ergibt sich mit diskreter Zeitmenge (7 = N) ein
Widerspruch zwischen den Axiomen 2.1 und 2.1V.
2.1 bedeutet fir 7 = N, daf} gilt

ALB =ty +1<tly . (4.7)
Fiir den Nachweis des Widerspruches sei nun angenommen, es gelte
L£CLokL (4.8)

fiir beliebige £ € R. Dann ist fiir At =1 und A € P nach 2.11 ALAL = AL1 = B erklart,
und es gilt ALB mit tpg = t4 + At = t4 + 1. Angenommen es gelte A(£ o £)B, dann
existiert ein Punkt C' mit ALC A CLB. Nach Gl. (4.7) ergibt sich nun der Widerspruch
la+l=ilp>lc+1=>14+2.

Um die Definition des Regel-Relativs auch fiir Systeme mit diskreter Zeitmenge anwenden

zu kénnen, mufl man entweder Axiom 2.1 abschwichen zu



4 Vergleich der Definitionen 31

2.1" Fiir alle A, B € L gilt
APB = t,<tg . (4.9)
Oder man fordert statt 2.IV nur die Transitivitdt Gl. (4.8).

Im ersten Fall verlieren die ersten beiden Aussagen von Satz 2.1 wegen & C £ fir alle
£ € B ihre Giiltigkeit, jedoch 148t sich dann die verletzte Inklusionsbedingung herleiten.
Dieser Ansatz wird in Definition 3.1 gewé&hlt.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Der vorliegende Bericht liefert einen Beitrag zur Verallgemeinerung der Theorie dynami-
scher Systeme auf relationale Systemstrukturen. Dafiir wurden die in (Arnold 1993) und
(Arnold 1994) definierten Begriffe der Regel-Relative (B, P, R, K') und (B, R, 1l - dt) auf
ihre Eignung hin untersucht, dynamische Systeme beschreiben zu kénnen. Im Rahmen
dieses Berichts wurde diese Eignung nachgewiesen und gezeigt, dafl iiber explizit an-
gegebene Ubergangsverfahren Regel-Relative in Systeme nach Sontag (1990) tiberfiihrt
werden koénnen (und umgekehrt), diese Begriffe also synonym sind. Ferner wurden die Be-
griffe der Zeitinvarianz von Regel-Relativen und ein Parallelitdtsaxiom fiir Regel-Relative
eingefithrt. Im Rahmen dieses Forschungsberichts wurde desweiteren bewiesen, dafl der
Begriff der Zeitinvarianz fiir Regel-Relative synonym zu dem fiir Systeme nach Sontag
(1990) ist.

Bei der Anwendung der Regel-Relative auf beliebige dynamische Systeme zeigte es sich
jedoch, dafl insbesondere beim Ansatz nach Arnold (1993) Schwierigkeiten auftauchen.
So birgt z.B. das Axiom der einfachen Transitivitdt in diesem Zusammenhang bereits
Schwierigkeiten bei der Beschreibung einfacher PT,—Systeme in sich. Zuséatzlich ergeben
sich bei der Beschreibung zeitdiskreter Systeme aufgrund der geforderten Idempotenz
erhebliche Probleme, so daf fiir die Beschreibung zeitdiskreter Systeme eine Modifikati-
on gemifl Abschnitt 4.3.2 notwendig ist. Derartige Schwierigkeiten ergeben sich fiir den
Regel-Relativansatz in (Arnold 1994) nicht, so daf er fiir eine Beschreibung dynamischer

Systeme geeignet ist.

Aufgrund der nach Arnold (1994) aufwendigen Schreibweise der Abbildungsschar II - d¢
zur Beschreibung nicht notwendigerweise konstanter Kontrollfunktionen ist eine Neufor-
mulierung dieses Begriffs mit einer leichter handhabbaren Schreibweise wiinschenswert.
Diese Neuformulierung geschieht in einem néchsten Forschungsbericht. Ferner ist es bis
jetzt lediglich moglich, beliebige dynamische Systeme in Form von Regel-Relativen zu
beschreiben. Zu aus der Systemtheorie bekannten Systemeigenschaften wie Steuerbar-
keit/Erreichbarkeit und Beobachtbarkeit/Unterscheidbarkeit und den zugehérigen Ana-
lysemethoden existiert jedoch noch nicht in der Sprache der Regel-Relative ein entspre-

chendes Analogon. Diese Liicke wird in der nahen Zukunft ebenfalls geschlossen.
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A Relationen und Relative

In diesem Abschnitt werden Definitionen und Sprechweisen, die fiir das Rechnen mit

Relationen grundlegend sind, zusammengefaft.

Definition A.1 (Bronsteijn und Semendjajew 1991)

(i) Eine bindre Relation £ auf einer Grundmenge P # ) ist eine Menge von 2-Tupeln
(A, B) von Elementen A, B € B, d.h.

LCPxP . (A.1)

(i1) Eine Menge £ von n-Tupeln (A4, ..., A,) von Elementen einer Grundmenge B # ()

wird n—dre Relation auf P genannt:

LCP =P x...xP : (A.2)
n—mal
O

Fiir eine binare Relation £ wird die mengentheoretische Schreibweise (A, B) € £ in rela-
tionaler Form durch ALB ausgedriickt:

ALB:& (A B) € £ (A.3)

Man sagt dann , A und B stehen in der Relation £<.
Da Relationen formal gesehen Mengen sind, kénnen die iiblichen Mengen—Operatoren
wie N, U, \ auf Relationen angewendet werden. Speziell fiir bindre Relationen gibt es

zusdtzlich die folgenden Operationen:

Definition A.2

(i) Bildung der inversen Relation
71 einer biniren Relation £ auf B sei £ die wie folgt definierte zu £ inverse Relation:

ASB:& BEA (A.4)

(ii) Relationenprodukt
Zu bindren Relationen £y, £ auf derselben Grundmenge B ist als Relationenprodukt
von £1 und £9 die bindre Relation £ o £y wie folgt definiert:

cep O

Das Relationenprodukt 148t sich auch allgemeiner fiir n—4re Relationen definieren, dies

spielt aber bei unseren Betrachtungen keine Rolle.
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Definition A.3

(i) Man spricht von einem zweistelligen (bindren) Relativ (oder von einer bindren Re-

lationenalgebra) (B, R), wenn gegeben sind:

1. eine Menge B # 0;
2. eine Menge R C Pot(P x B) von zweistelligen Relationen auf .

(ii) Man spricht fiir n € N von einem n—dren Relativ (oder von einer n—dren Relatio-

nenalgebra) (B, R™), wenn gegeben sind

1. eine Menge B # 0;
2. eine Menge R C Pot(") von n—stelligen Relationen auf .

Ein n—stelliges Relativ besteht also aus einer nicht leeren Menge P8 und einer Menge von

Relationen einer festen Stellenzahl n > 2. O

Da hier ausschlieBlich mit bindren Relativen gearbeitet wird, 1a8t man den Zusatz bindr
fallen, so dafl mit einer Relation (bzw. einem Relativ) eine binare Relation (bzw. ein

bindres Relativ) gemeint ist.

Definition A.4

Unter den Relationen ist die mit & bezeichnete Gleichheitsrelation auf 3 besonders aus-

gezeichnet. & ist folgendermaflen definiert:

ACB: & A=PB firalle A,BeP : (A.6)

a

Definition A.5
Zu A € P und £ € R wird die Menge

AL = {B € P|ALB} (A7)

als Nachbereich der Relation £ beziiglich A bezeichnet. Entsprechend 148t sich der Vorbe-
reich der Relation £ beziiglich B erklaren durch

LB :={A€ gALB} . (A.8)
O

Beispiel A.1

Bekannte bindre Relationen sind die Ordnungsrelationen kleiner <, kleiner gleich <,
groffer > und grofier gleich >. Als Grundmenge kann jede geordnete Menge dienen.

Dabei unterscheiden sich die einzelnen Relationen bzgl. verschiedener Grundmengen.
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Werden die Ordnungsrelationen bzgl. N betrachtet, so gilt die mengentheoretische
Schreibweise fiir die kleiner gleich—Relation

< ={(a,b) € N x N|a <bim iiblichen Sinne} ) (B1.1-1)

Wegen 1.5 ¢ N gilt also auch nicht 1.5 < 2 bzgl. N. Bezieht man die kleiner gleich—
Relation auf die Menge der reellen Zahlen R, so daf3

< ={(a,b) € R x Rla < b im iiblichen Sinne} , (B1.1-2)

so erhdlt man 1.5 < 2. Die oben angegeben Relationen lassen sich mengentheoretisch
vergleichen. Es gilt zum Beispiel < C <. Fiir die Anwendung der Mengenoperationen
sel angegeben:

<n>=¢ (B1.1-3)
<n>=0 . (B1.1-4)

Diese Aussagen sind unabhédngig von der betrachteten Grundmenge. Zur Veran-
schaulichung von Vor— und Nachbereich der Relation < werde als Grundmenge die
Menge der reellen Zahlen R betachtet. Es sei b € R beliebig vorgegeben. Es ergeben
sich als Vor— bzw. Nachbereich Halbstrahlen auf der reellen Achse:

b< ={ceR|b< ¢} =[b,o0) und (B1.1-5)
<b ={aeR|a<b} =(—00, ) (B1.1-6)
Die inverse Relation zu < ist > und zu < ist > invers. O

Beispiel A.2

Nun wird der Begriff des bindren Relativs erldutert: Verglichen werden die Rela-
tive (N, {<,>}) und (R,{<,>}), d.h. man betrachtet N bzw. R als Grundmenge
und jeweils die beiden Ordnungsrelationen kleiner < und grofler > werden in der
Relationenmenge zusammengefafit. Dafl die kleiner—Relationen beziiglich N und R
verschieden sind, ist genauso, wie fiir die Relation < einzusehen. Aber auch die
Eigenschaften der Relative unterscheiden sich: Die Aussage

< C <oKL (B1.2-1)

gilt fiir die Grundmenge R aber nicht fiir die Grundmenge N. Zu reellen Zahlen
a < c¢ existiert immer eine reelle Zahl b, mit der Eigenschaft ¢ < b < ¢. Dies
entspricht gerade der Gleichung (B 1.2-1) in relationaler Schreibweise. Wahlt man
nun als natiirliche Zahlen 1 < 2, so existiert aber keine natiirliche Zahl n € N mit
I <n <2 0
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B

Systembegriff nach Sontag (1990)

Definition B.1 Sontag (1990)

Wir sprechen von einem System

o= (T,X,U,®) (B.1)

wenn gegeben werden

1.

2.

3.

als Zeitmenge eine Untergruppe 7 (+) < R(+);
eine nicht leere Menge X', deren Elemente Zustinde heiflen;

eine nicht leere Menge U/, deren Elemente Stellwerte heiflen;

. eine Zustandsiiberfithrungsfunktion

O — X, (B.2)
mit

@q) C {(tl,to,x,w)|to,t1 € T, to S tl,l’ € X,w - U[to’tl)} (Bg)

und wenn die folgenden Bedingungen ertiillt sind:

B.1

B.II

B.III

Nicht-Trivialitat
Zu jedem Zustand oy € A gibt es mindestens ein Paar {5 < ¢; € 7 und ein
w € Ul derart, daBl (14, to, xo, w) € Do gilt.

Ist (11,10, 20, w) € Dg, so sagt man auch ,w ist auf xo anwendbar®.

Restriktion
Ist w € U") anwendbar auf o, so ist auch fiir jedes t* € [to,1;) die Restriktion
wy, = w|[t07t*) e UM auf zo anwendbar und zudem ist die Restriktion wy, =

Wl 1) € UM anwendbar auf z(t*) = (1*, 1o, o, w1 ) .

Halbgruppenaxiom
Sind to, t*, ¢, € T mit to < t* < ty, wy € UP) und w, € Y 4) gegeben und ist xg
ein Zustand mit

(t*,to,l’o,wl)q) == l’* A (tl,t*,x*,wg)q) = 1, (B4)
t*
dann ist die Konkatenation (Verkettung) w = wy V w; € Ulto11) auf anwendbar,

und es gilt

(tl,to,l’o,w)q) = T . (B5)
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Dabei wird gesetzt

o { wi(t) fiir 1€ [to, 1) (B.6)

(e Vo) (D= ) i e im0

B.IV Identitdt
Fiir jedes to € T und jedes € X ist die leere Abbildung ¢ € Ulolo) auf &

anwendbar, und es gilt
(to,to,l’,o)q) = . (B?)

O
Zusatzlich zu der in Sontag (1990) angegebenen Axiomatik erweist sich fiir eine synonyme

Charakterisierung des System—Begriffs durch Regel-Relative folgendes Zusatzaxiom als
wichtig (Arnold 1994):

B.V Reduktion

Es seien uq,us € U mit

A A N (o e, w,)® = (o, 2, w,,)® (B.8)

to t1>tg xEX

gegeben, wobei w,,(t) = u; fiir alle t € [to, 1) und ¢ = 1,2 gesetzt sei, so folgt
U1 = U . (Bg)

O
Der Begriff des ,,Systems® wird stets in dem Sinn gebraucht, dafl die Axiome B.I-B.V
als giiltig vorausgesetzt werden. Das Reduktionsaxiom B.V stellt keine wesentliche Fin-
schrankung dar, da man zwei Stellwerte identifizieren kann, die beziiglich des vorgegebe-

nen Systems dieselbe Wirkung haben.

Bemerkung B.1

(i) Wegen des Restriktionsaxioms kann man zu w € Ul") Trajekiorien
x(t) = (1, to, 2o, w[te,0,)) P filr alle £ € [Lo, 1) (B.10)

bilden. Dies sind Kurven mit Zwischenwerten von Zustanden. Auflerdem gilt, daf
von jedem solchen Zwischenpunkt x(?) als neuer Anfangspunkt der Endpunkt x(#;)
mit der Kontrollfunktion wp ) erreicht werden kann. Die folgende Eigenschaft ist

also in jedem System giiltig:
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Zerlegung
Ist w € UM1) anwendbar auf o € X mit

(t17t07x07w)q) =T 9 (Bll)

dann ist fiir jedes ¢ € [to,11) w|y,s) anwendbar auf 2o und weiter ist wp,) an-

wendbar auf

Ty = (t,to,xo,w“tw))@ ) (B.12)
Zudem gilt
(11, t, 2, W)@ = 21 : (B.13)

(ii) Wendet man das Axiom B.IV auf wly, ) = ¢ fiir w € U 1) und t, € [t*,t1) an,

so erhilt man
(o, to, o, Wl 40)) = ¢ fiir alle x € X . (B.14)
O

Definition B.2
Zwei Systeme (7, X, U, ®) und (T, X", U*, ®*) heiflen isomorph zueinander (in Zeichen:
(T,X,U, D) = (T,X*, U, 9*)), wenn es zwei Bijektionen

@r{j:iﬁ ; @b:{Z:zib (B.15)

gibt, fir die mit
05t1 *[to,t1

{ U[twt) : Zi¢ | (B.16)
die Aussagen

(t1,t0, x,0) € Do & (ty,tg, 20, w0 1) € D (B.17)
und

((t1,t0, 2,0)P) = (t1, 10, v, w0 P)P” (B.18)

gelten. O
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Definition B.3

Ein System (7, X,U, ®) heiBt zeitinvariant, wenn fiir jedes w € Ul") und jedes € X,
e T gilt:

Ist w anwendbar auf x, so ist auch die Translation

w! e Yot hH) () = w(t — ) (B.19)
anwendbar auf x, und es gilt

(ti,to, 2, w)® = (ty + " 1o + 7, 2,0 )® . (B.20)

O

Definition B.4 Sontag (1990)
Man nennt ein System (7, X',U, ®) vollstindig, wenn jede Stellfunktion fiir jeden Zustand

zuléssig ist:
Do = {(t1,to, v, w)|ty < ty, € X, w € Yo}, (B.21)

Verallgemeinernd bedeutet fiir eine Familie von Stellfunktionen ¥V | Ulo%) die Ei-
to<ty

genschaft der V-Vollstindigkeit, da} fir to < t;, 2 € A und w € V die Beziehung
(tl,to,l’,UJ) - @q) gllt O
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C Synonymitat von Regel-Relativen und Systemen

In diesem Abschnitt werden die in Satz 3.1 und Bemerkung 3.1 getroffenen Aussagen
tiber den synonymen Zusammenhang von Regel-Relativen geméfl Definition 3.1 und dem

Systembegriff nach Sontag (1990) (sieche Anhang B) im einzelnen bewiesen.

Definition C.1

Zwei axiomatisch gegebene Strukturen A, B heifien synonym zueinander, wenn zwei Uber-

gangsverfahren
r. A—2=s \ L:B—A

angegeben werden kénnen, so daf fiir alle A€ A, B€ B gilt
ATL= A und BLI' = B

a

Hier sei nun als A die Menge aller Systeme, also die Menge aller Quadrupel (7, X .U, ®),
welche den Axiomen in Definition B.1 geniigen und B die Menge aller Regel-Relative,
d.h. die Menge aller Tripel (B, R,II-dt) die die Axiomatik in Definition 3.1 erfiillen.
Die Ubergangsverfahren L und I' wurden in den Definitionen 3.2 und 3.3 angegeben.
Die folgenden Satze und Lemmata entstammen (Arnold 1994) und sind mit Beweisen

versehen.

Lemma C.1
Die in Bemerkung 3.1 erkldrte Abbildung

U — R
0
ist eine Bijektion und 148t sich fiir jedes tq < #; fortsetzen zu einer Bijektion

Y

0 {[/{[tovh) —  Rltostr)

w — (W)
indem man fir ¢ € [tg, 1) setzt
(w)(t) := (w(1)). (C.1)

Beweis
(i) Die Surjektivitdt von (-) folgt direkt aus der Definition der Relationenmenge in I' als
R = {{u)lu € U}.
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(ii) Zur Injektivitét:

Es sei (u1) = (ug) fiir uq, ug € U vorausgesetzt:

A A (to, wo)(ur)(t1, 1) & (to, o) (uz)(t1, 21)

tOStl l’o,l’leX

IN

= /\ /\ (t17t07$07wu1)¢ =1 < (t17t07$07wu2)¢ =1
to<t1 @, €X

=

/\ /\ (t17t07$07wu1)q) = (t17t07x07wu2)q)
to<t1 roEX

Uz

Uy = U2
Also ist (-) injektiv.
Nun werden die Surjektivitdt und Injektivitdt der erweiterten Abbildung () nachgewiesen:

(iii) Zur Surjektivitét:
Es sei Q@ € RIFo%) d.h. Q(t) € R fiir alle ¢ € [to,11). Das heiBit also, fiir alle ¢ € [to,11)
gilt Q(t) = (u;) fiir ein geeignetes u; € U. Setzt man nun die Abbildung w € Ultot)

folgendermaflen an:

w(t) := uy fiir alle ¢ € [to, 1) , (C.2)

so folgt fiir alle ¢ € [tg,t1):

Es gilt somit (w) = Q.

(iv) Zur Injektivitat:

Vorgegeben seien wy, wy € UM mit (wy) = (wy).

G

(wi) =({w2) = (wi)(t
S ()
wl(t

wq

(wq)(t) fiir alle ¢ € [to,t1)
(wo(t)) fiir alle ¢ € [to,t1)

e e
ll

Lo

wy(t)  fiir alle t € [to, 1)

Il
g

2

Lemma C.2
Die Umkehrabbildung von (-)

>'<:{§ . >u£<

ist ebenfalls eine Bijektion und kann entsprechend fortgesetzt werden zu einer Bijektion
) (: Rltotr) — gqltots) fip beliebige ¢y < ¢; durch die Definition

YU) =)0 (C.3)
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Beweis
Da (-) : R — U bijektiv ist, stellt auch die Umkehrabbildung ) - ( : R — U eine Bijektion dar.

Rltotr) . 74ltot1)

ist eine Bijektion, denn fiir w € Ylo-11) it Q := (w) ein Urbild, wodurch die Surjektivitat belegt

wird. Die Injektivitdt folgt analog zum Beweisteil (iv) von Lemma C.1 aus der Injektivitdt von
) O
Bemerkung C.1

Zu jedem Q) € Ul gibt es also genau ein w € Ulo") mit Q = (w). Fiir dieses w gilt

w(t) = )Qt)( fir alle t € [to, t1). (CA4)
Die beiden erweiterten Bijektionen () und ) - { kehren also einander um.

Lemma C.3
Es gilt fiir wy € Ul und wy € U stets

t* t*

(w1 V wy) = (wy) V (ws) (C.5)

fiir die Konkatenation der beiden Funktionen w; und ws in t*.

Beweis

Zu zeigen ist

(w1 V wo)() £ ((w1) V (w2))(0) L. a. € [to,t1).

1. Fall: ¢ € [to,t*):

(w1 V ws)(t) v

2. Fall:  tet* )
Die Behauptung wird analog zum 1. Fall mit vertauschten Rollen von wy und wy bewiesen.
O

Lemma C.4
Es gilt fiir 4 € R und Q, € RIE1) stets

YOV (=)0 V(. (C.6)



C  Synonymitit von Regel-Relativen und Systemen 45

Beweis

Der Beweis verlduft vollig analog zum Beweis von Lemma C.3. O

Satz C.1

Es sei (T,X,U,®) ein System. Dann ist die durch das Ubergangsverfahren T' definierte
Struktur

(T, XU, ®) =: (B, R, 11 - di) (C.7)

ein Regel-Relativ.

Beweis

Zu zeigen sind die Axiome 3.1-3.V eines Regel-Relativs fiir ein gemdf ' definiertes Relativ

(B, R AL-dt) :=(T,X,U,®).

zu 3.I: Es sei @ € X. Wegen der Nicht-Trivialitat B.I existiert ein Paar t5 < #; € 7 und
w € Yttt mit

(t17t07$7w) € CDCI)

Es gilt also (t1,t0, 20, w)® = 21 fiir ein 21 € X. Setze Q := (w) € Rlo1) Dann gilt nach
GL (3.17) (to,xo)[H%th] (t1,21) und somit (to,wo)[H%th] £ 0.

zu 3.II: Die Prémisse
(to, 20) [ Q] (11, 21) A (to,w0) [2 Q] (11, 24)
bedeutet nach Gl (3.17)
(t1,to, 0, w)® =21 A (t1,10, 70, w)P =
mit w € Y1) und Q = (w). Da ® eine Funktion ist, folgt z; = /.
zu 3.1II: Nachzuweisen ist
11z e o [ Q] £ (1) ¥ Q)

!

C Es seien (tg,20) und (¢1,21) € P mit
(t0,$0) ([Hg;gldt] ] [Hggzdt]) (t1,$1)

gegeben.
(t0,$0) ([Hi:gldt] 0] [H?ﬂgzdt]) (t1,$1)
> \/) (to, 20) [Ty Qudt] (1%, 27) A (17, 27) [AQadt] (11, 21)
t*x*)eP
(3.17)
= \/ (t*,t0,$0,w1)q) = $* A (tl,t*,$*,w2)q) =T
(trz*)ep
t*
= (t1,t0, 20, (w1 V wy))® = 24

cmina . t*
Lemma C.3 (to, o)1 (2 V Qp)dt) (11, 21)
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! . t t* ..
D Vorausgesetzt wird (to,zo)[I[} (21 V. Qo)](t1,21) fiir (to,20), (t1,71) € P. Nach
Gl. (3.17) gilt also wegen Bemerkung C.1

(to, 11, 20, w)P = a4
mit w = )y \t/* Qy(. Damit folgt
Wy 1= Wiy ey = ) A w2 1= Wi gy = )
Mit der Zerlegungseigenschaft in Bemerkung B.1(i) erhilt man
(t", 1o, 20, w1)® = 2™ A (11,17, 27, w2)® = x4 fiir ein 2™ € X.
Unter Beriicksichtigung von Gl. (3.17) ergibt sich

(to, wo) |11 udt] (1%, 2%) A (1,2%) [AQadt] (11, 21),
woraus die Behauptung folgt.

zu 3.IV: Nachzuweisen ist [H%Sdt] = £|§(1) fiir beliebige £ € R.

Wegen Gl. (3.15) gilt £ = (u) fiir ein u € U. Zu zeigen ist also
(11 (uyde] = ()l

Bs gilt [T (u)dt| = [0 Qydt] mit Q1) = (u) = (w, (1)) fiir £ € [to,11) und damit

(to, $0) [H% <u>dt] (tl, $1) (Séﬂ (tl,to, xo, wu)<I) = T
& (to,xo){u)(t, 1)
(3.9)

&7 (to, wo){u)(tr, 21) -

zu 3.V: Nach der Identitdtseigenschaft B.IV gilt (fo,t0,2,0)® = & fiir die leere Abbildung
& € Ulthorto) mit beliebigem to € 7. Damit gilt nach Gl. (3.17)

(to, ) [T Ot (1o, o)

fiir die leere Abbildung ¢ € Rlfo:fo),

O
Satz C.2
(B, R, 11 - dt) sei ein Regel-Relativ. Dann ist
(B, R, -dt) L= (T,X,U,P) (C.8)

ein System.
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Beweis

Die Abbildungseigenschaft von ® aus der Grundvoraussetzung folgt aus der Figenschaft 3.1I des
Regel-Relativs.

Zum Nachweis der Axiome B.I-B.V:

zu B.I: Es sei zg € A beliebig vorgegeben. Nach Axiom 3.1 existieren t9 < t; € 7 und
Q € Rltot) = ylto:11) 0 dafB

(toaﬂﬁo)[niégdt] #0
erfiillt ist. Gemifl Gl. (3.12) folgt (1, to, zo, )2{) € Dg.

zu BIL: Es sei w = Q € Yltot) anwendbar auf x4 € X. Es gelte also (1, o, 20, Q) € Dg, was
gemif Gl. (3.13) bedeutet

(to, wo) [Tt 0. (C.9)
Ferner sei nun t* € [tg,?1) beliebig aber fest gegeben. Gesetzt wird
Ql = Q|[t0,t*) & u[t07t*) , 92 = Q|[t*,t1) = u[t*jl)

!
Zunichst wird (to,wo)[Hngdt] £ gezeigt.
Angenommen, es gilt (o, z0) [Hi;Qldt] = (. Dann ist richtig

(to, 20) [y udt] =0 = (to,w0) (1] Qudt] o [ Q1] ) = 0

S (g o) () V Qp)d1] = 0

Da 4 v 2y = Q gilt, ergibt sich ein Widerspruch zu Gl. (C.9). Es ist also gezeigt, daf
Q|[t07t*) auf zg anwendbar ist. Insbesondere folgt

(to,x0) [Hi:Qldt] (t*,2") fir ein 2" € X . (C.10)
Weiter ist nun zu zeigen:
(t1,20) [T Qadt] # 0

Aus Gl. (C.9) laBt sich folgern

(to, 20) [ dt] # 0 *ET (10, w0) ([T1f; Qudt] o [ 00dt]) # 0
= (to, w0) [T} Qydt| (17, 2) A
(17, 0) A Qadt] (11, 20) £ g 2, 01 € X
(nach 3.II und Gl. (C.10) gilt 2* = z4)
= (0" [t #£0

So ist auch die Anwendbarkeit von Qg auf 2* gezeigt und B.II insgesamt nachgewiesen.
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zu B.III: Es seien tg < t* < t; € 7 gegeben. Weiter seien 2y € Uot™) und Qy € U1 sowie
ein Zustand xzg € X’ mit

(t",t0, 20, )P = 2™ A (f1,17,2%,Q2)® = 24 fiir geeignete 2™, 21 € X (C.11)
gegeben. Wir setzen

Q=0 v Qeulot) | (C.12)
GL (C.11) bedeutet gemaf Gl. (3.13)

(to, w0) [Ty Qudt] (17, 2™) A (17,0 |11 Qadt (11, 21)
Damit kann man schliefien:

(to, wo) [Ty Qudt] (1%, 2%) A (%, 27) [T a0t (11, 21)
= (to,w0) (|1 Qudt] o [I100d1]) (11, 21)

A (o 20) [0 )it 1)
c.11

DY (g, o) [ 2t (11, 01)

(3.13

= ) (t17t0,$079) € @cp mit (t17t0,$079)q) =T

zu B.IV: Seien tg € 7,2 € X beliebig vorgegeben. Nach 3.I1I gilt (to,w)[Hfngdt] (tg, ), was
nach GL (3.13) heift (o, %o, 2, )P = 2.

zu B.V: Gegeben seien £1, £, € U = R, so daBf die Pramisse (B.8) von B.V erfiillt ist. Es gilt

also:
A A A (t17t07$07w21)(1) = (tlvtovxovw%)q)
to t12>t0 xg€X
3.13
4 A A (toaﬂﬁo)[ﬂiéﬁldt] = (toaﬂﬁo)[ﬂiéﬁzdt]
to t12>t0 xg€X
AV
=OAA A (to, 20) 11} = (o, 20)Ls 2
to t12>t0 xg€X
& A A A (o, zo)(£al3 )t 21) € (to, wo)(Lalfd (11, 21)
to t12to xo€EX w1EX
< A A (to, w0)L1(t1,21) & (Lo, 20)L2(t1, 21)
to t12to xo€EX w1EX
Das bedeutet aber, daff die Relationen £; und £ {ibereinstimmen. a
Satz C.3

Fiir jedes Regel-Relativ (3, R, Il - dt) gilt

(B, R,IL-dt) LT = (P, R, 1 - dt) . (C.13)
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Beweis
Zunéchst gilt nach den Sdtzen C.2 und C.1, dafl

(B =T x X' R -dt) := (P, R, 1L -dit) LT

ein Regel-Relativ ist, wobei durch die Ubergangsverfahren sowohl die Zeitmenge 7 als auch die

Menge der Zustinde X unverdndert bleiben:
T'=Tund ¥ =X =P =4

Zu zeigen bleibt also:

!

(i) R"=R
(i) I - dt = 11 - dt
Fiir den Beweis sei (7, X,U,®) := (B, R, 11 -dt) L gesetzt.

zu (i): Nach GL (3.15) im Ubergangsverfahren I' gilt
R={wluet}
wobei ¢ gemif Gl (3.11) definiert ist, d.h. es gilt f = R und damit
R = {(£)|L e R} : (C.14)
Es gilt
(to.)(2)(11.9) B (0. to. 2 we)e =y

wobei wg € Ullot) = Rlo4) gemif we(t) = £ fiir alle ¢ € [to,t;) definiert ist. Gezeigt
wird nun, dafi gilt

eL (L) firalle LeR (C.15)

woraus offensichtlich wegen (C.14) die Behauptung R = R’ folgt.
Zum Nachweis von Gl. (C.15):

(o, 20} (&)t 1) B (11,0, w0, we)® =
(Sé?)) (to, $0) [H% wgdt] (tl, $1)
=4 (t0,$0) [H%Sdt] (t1,$1)

=

Y (towo) (218 (1 @)
Y (o, 20)8(t, 1)

w0
¢
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zu (ii): Die Behauptung II’-dt < I0-dt ist gezeigt, wenn man fiir alle ¢y < ¢; und alle Q € Rlfot1)
nachweist:

[ 0di| = (11} Qdt]

Seien also £y < t; und Q € RlIo-11) heliebig vorgegeben.

Setze w := )(. Damit kann man schlieflen:

w=)Q( PUBIT () =)Q(1)( fiir alle ¢ € [fo, 1)
bemmpa C2 (1)) = Q(t) i alle t € [to, 1)
O w@)y= @) firalle € [fo, )
= w =
Hieraus folgt:
(3.17)

1
(t0,$0) [H/%th] (t1,$1) (t17t0,$0,w)q) =T
1

(3.13)

=4 (t0,$0) [H%wdt] (t1,$1)
<~ (t0,$0) [H%th] (t1,$1)
O
Satz C.4
Fiir jedes System (7, X, U, ®) gilt
(7,X,U,P)I'L = (T,X,U,D) . (C.16)

Beweis
Zunéchst gilt nach den Sdtzen C.1 und C.2, dafl

(T, XU, ) := (T, X,U,®)I'L

ein System ist, fiir das jedenfalls 7/ = 7 und A’ = A gilt. Um die geforderte Isomorphie
nachzuweisen, sind nach Definition B.2 zwei Bijektionen

@:{X__} X(IX) : lb:{z/[—ﬁu

r = T U o u

anzugeben, die den gewiinschten Operationstreue-Eigenschaften geniigen.
Wir machen folgenden Ansatz:

@:{X__}X : ap:{u__}u | (C.17)

T o—— rpi=a u o u = (u)
Da Injektivitdt und Surjektivitdt der Abbildungen offensichtlich sind (vgl. Lemma C.1), ist nur
noch zu zeigen:

! car
(a) (t1,t0,z0,w) € Do & (11,10, Top, wo ) € Do (4" (t1,t0, 20, (w)) € Do .
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(b) (1, %0, 20, w)®)p = (11,10, Top, w0 )&/ =" (11,10, T, (w)) P .

(3.13

zu (a): Seien to < t1, g € A, (w) € Rloh) = o tn) gegeben. Dann gilt:

3.13
(1110, 20, (w)) € Do "B (1o, 20) [T (w)dt] # 0
& (to,x0) [T (w)dt| (11, 21) fiir ein 21 € X
(3<§>7) (t1,t0, 20, w)P = a4 fiir ein 1 € X
< (t17t07$07w) € CDCI)
zu (b)
3.17
(1110, 20, (w))® = 21 € X V87 (10, 20) [ (w)dt] (11, 21)
(3.13)

=4 (t17t0,$0,w)q) =T



