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� Einleitung �

� Einleitung

In den letzten Jahren wurden zunehmend Fortschritte in der Verallgemeinerung der li�

nearen Systemtheorie auf nichtlineare Systeme gemacht� So ist es z�B� mit Hilfe der Dif�

ferentialgeometrie 
Isidori ����� Nijmeijer und van der Schaft ����� Schwarz ����� und

der Di�erentialalgebra 
Fliess und Glad ����� Fliess ����� m	oglich� bereits h	ochst kom�

plexe Nichtlinearit	aten zu beschreiben� Dabei existiert jedoch im Rahmen der System�

beschreibung und �analyse mit di�erentialgeometrischen Hilfsmitteln die Einschr	ankung

auf Systeme� die hinreichend oft di�erenzierbar 
glatt bzw� analytisch� sein m	ussen� Diese

Anforderung wird im Rahmen der Di�erentialalgebra nicht explizit an die das System

beschreibenden Di�erentialgleichungen bzw� Di�erentialgleichungssysteme gestellt� Daf	ur

ist es im Bereich der Di�erentialalgebra nicht bzw� nur 	au�erst schwer m	oglich� Systeme

mit in sich geschlossenen Koordinaten zu beschreiben� Aus diesem Grund ergibt sich die

Notwendigkeit zur Entwicklung einer allgemeineren Systemtheorie als der bisher 	ublichen�

In diesem Bericht� soll nun ein erster Schritt in diese Richtung erfolgen�

F	ur die Beschreibung m	oglichst allgemeing	ultiger und sogar nicht funktionaler 
bzw� belie�

biger� Zusammenh	ange 
wie z�B� mit Hilfe von Fuzzy
Systemen� bietet sich insbesondere

ein relationentheoretischer Ansatz an� Bereits Zadeh und Desoer 
����� schlagen eine

Systembeschreibung mit Hilfe relationentheoretischer Methoden vor� haben diesen An�

satz jedoch nicht weiter verfolgt� Ein auf diesem Prinzip beruhender Ansatz wird erst seit

der Einf	uhrung von Fuzzy
Relationalgleichungen 
di Nola u� a� ����� Kruse u� a� �����

und Fuzzy
Relational
Modellen 
Kruse u� a� ����� Bertram und Schwarz ����� K	upper

����� aufgegri�en� Zu diesem Zweck werden in dem vorliegenden Bericht die auf unter�

schiedlichen Ans	atzen beruhenden Begri�e der Regel
Relative nach 
Arnold ����� Arnold

����� auf ihre Eignung hin 	uberpr	uft� dynamische Systeme beschreiben und unterteilen

zu k	onnen�

Ein Regel
Relativ ist eine algebraische Struktur� die der Systembeschreibung dient� Die

wesentlichen Informationen 	uber das System und seine dynamischen Eigenschaften sind

in der Punktemenge und der zugeh	origen Relationenmenge enthalten� Der Aufbau der

Punktemenge aus einer Zeit
 und einer Zustandsmenge erm	oglicht eine Beschreibung

sowohl zeitinvarianter als auch zeitvarianter Prozesse� Durch die Verwendung der relatio�

nalen Sprechweise f	ur die Modellierung der Beziehungen zwischen den Punkten wird die

Forderung nach einer gr	o�tm	oglichen Allgemeing	ultigkeit ber	ucksichtigt�

Im Einzelnen stellt Abschnitt � die De�nition des Regel
Relativs nach Arnold 
�����

vor und 	ubertr	agt die Begri�e der Zeitinvarianz und einer verallgemeinerten Parallelit	at

auf den Begri� des Regel
Relativs� Anhand des einfach nachvollziehbaren Beispiels eines

PT�
Systems werden dann diese Begri�e erl	autert� und dem regelungstechnisch interes�

sierten Ingenieur wird ein Zugang zu dieser Theorie er	o�net� Der Abschnitt � erl	autert die

�Die Ergebnisse dieses Berichts entstanden im Rahmen des von der Deutschen Forschungsgemeinschaft

gef�orderten Projekts Schw ��������
�
Algebraische Strukturanalyse nichtlinearer� und Fuzzy�Systeme	




� Einleitung �

De�nition des Regel
Relativs nach Arnold 
������ die Synonymit	at dieses Begri�s zum

Systembegri� nach Sontag 
����� und gibt ein 	Ubergangsverfahren f	ur die Ummodellie�

rung von Systemen in Regel
Relative und umgekehrt explizit an� Ferner wird gezeigt� da�

der Begri� der Zeitinvarianz auch hier auf Regel
Relative 	ubertragbar ist und die Synony�

mit	at dabei nicht verloren geht� F	ur eine bessere Vergleichbarkeit des Regel
Relativs mit

dem Systembegri� nach Sontag 
����� wird auch die sogenannte Vollst	andigkeit 	ubertra�

gen� Abschnitt � stellt dann die beiden De�nitionen der Regel
Relative gegen	uber und

untersucht die vorhandenen Schwierigkeiten bei einer Systembeschreibung mit Hilfe der

Regel
Relative� Mit Zusammenfassung und Ausblick f	ur die n	achsten Forschungsschrit�

te schlie�t dieser Bericht in Abschnitt �� Eine Einf	uhrung in die Begri�e Relation und

Relativ liefert Anhang A� Dabei werden die grundlegenden relationentheoretischen De�ni�

tionen und Schreibweisen zusammengefa�t und anhand von einfachen Beispielen erl	autert�

Anhang B beinhaltet die De�nition des Systembegri�s nach Sontag 
����� und die der Iso�

morphie� Zeitinvarianz und Vollst	andigkeit von Systemen� Aus Gr	unden der 	Ubersichtlich�

keit werden der Beweis und zugeh	orige Lemmata zur Synonymit	at von Regel
Relativen

und Systemen in Anhang C zusammengefa�t�



� Regel�Relativ�De�nition nach Arnold ������ �

� Regel�Relativ�De�nition nach Arnold ����	


��� De�nition� Bemerkungen und Veranschaulichung anhand ei�

nes PT��Systems

De�nition ��� nach 
Arnold �����

Wir sprechen von einem Regel�Relativ� wenn uns ein Quadrupel von Mengen


P� P�R�K� 
����

gegeben ist und dabei die folgenden Bedingungen erf	ullt werden�

�� P 	 R�X f	ur eine Menge X 	 Rn

oder

P 	 N �X f	ur eine Menge X 	 Rn �

Die Elemente der Menge P hei�en
!
Punkte"� Jeder Punkt A � P kann in der Form

A � 
t� x� mit t � R 
oder t � N� und x � X 	 Rn geschrieben werden�

�� P 	 P � P ist eine zweistellige Relation auf der Menge P� Stehen zwei Punkte

A�B � P in Relation P zueinander� so gilt

APB 
����

und man sagt
!
von A aus ist B erreichbar"� P hei�e Erreichbarkeitsrelation�

�� R ist eine Menge von bin	aren Relationen auf der Menge P der Punkte� Damit ist

jedes Element L � R eine zweistellige Relation auf P�

R 	 Pot
P �P� � 
����

�� Die Menge K steht f	ur eine 
konvexe� Teilmenge des Stellraums Rm mit��
� R

bij�
� K 	 Rm

L �� u
L� � K �

����

Desweiteren soll das so gebildete Regel
Relativ folgende Axiome erf	ullen�

��I Ist B von A aus erreichbar mit A�B � P� so gilt tA � tB�

APB � t
A� � t
B� � 
����

Dabei hei�t

AP �� fBjAPBg 
����

die Menge der von A aus erreichbaren Punkte�



� Regel�Relativ�De�nition nach Arnold ������ �

��II Zeit�Funktions�Postulat

Setzt man f	ur jedes �t � � 
�t � R oder �t � N� die zweistellige Relation 
�t�

wie folgt an

A
�t�B � �� � t
A� # t
B� � �t 
����

und schreibt kurz L�t f	ur L � 
�t� mit einem beliebigem L � R� so ist L�t eine

Abbildung von P in sich�

��III Einfache Transitivit�at

Zu je zwei Punkten A�B � P gibt es genau eine Relation L � R mit ALB� sofern

APB gilt�

P �
��

L�R

L 
����


d�h� P ist die disjunkte� Vereinigung der L � R��

Dieses Axiom der einfachen Transitivit�at kann auch wie folgt de�niert werden�

APB ��
��

L�R

ALB � 
����

��IV Idempotenz

Die Verkettung einer Relation L � R mit sich selbst ergibt die urspr	ungliche Relation

L�

L � L � L � 
�����

�

Bemerkung ��� zu De�nition ���

zu �� Hierbei fungiert t als Zeit� w	ahrend x im Zielgr	o�enbereich angegliedert ist� Zur

Vereinfachung der Schreibweise wird im folgenden die verallgemeinerte Zeitmenge

als T geschrieben� wobei T 	 R bzw� T 	 N zu setzen ist�

zu �� Dabei ist daran gedacht� da� es in dem darzustellenden System einen solchen festen

Eingang gibt� da� eine Zielkurve durch A bei diesem Eingangssignal den Punkt B

erreicht�

zu ��II Um die Zeit
 und Zustandskomponente eines Punktes anzusprechen� wird allge�

mein folgende Schreibweise verwendet�

��Bronsteijn und Semendjajew ����




� Regel�Relativ�De�nition nach Arnold ������ �

F	ur A � 
tA� xA� setze t
A� �� tA und x
A� �� xA �

zu ��II Setzt man f	ur �t � � und L � R

AL�t �� A f	ur alle A � P 
�����

so ist L�t auch f	ur �t � � eine Abbildung von P in sich�

Es gilt f	ur alle �t � ��

AL�tB � ALB 
 �tA # tB � �t � 
�����

zu �� und ��III Die Relationen L � R stellen die dem System zu Grunde liegenden Sche�

mata dar� mit denen es auf einen Stellwert reagiert� Zu jedem L geh	ort also ein

gem	a� Gl� 
���� de�nierter Stellwert�

Die Axiome ��II und ��III garantieren� da� die Menge 
der Nachbereich von A bzgl� L�

AL �� fBjALBg 
�����

als zeitabh	angige Kurve 
Systemkurve� gedeutet werden kann� die bei festem Stell�

wert in der von A aus erreichbaren Menge verl	auft und da� die von A aus erreichbare

Menge AP von diesen Kurven AL disjunkt 	uberdeckt wird 
in Bild ��� ist dieser

Zusammenhang in der�P 
Ebene graphisch erl	autert��

AL

AP
A

�P

Bild ���� Zur Interpretation der Axiome ��II und ��III aus De�nition ���

�
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Beispiel ���

Zur Veranschaulichung des Regel
Relativbegri�s dient ein einfaches� lineares� zeit�

invariantes System der Ordnung m � n � ��

P �� R�R 
X � R� � 
B ������

Die Punkte A � P des Relativs in diesem Beispiel besitzen die Gestalt A �


tA� xA� � 
t
A�� x
A�� mit tA � t
A� � R und xA � x
A� � R$ dabei gilt

APB � �� tA � tB � 
B ������

B ist also von A aus genau dann erreichbar� wenn die Zeitkomponente tA von A

kleiner ist als die Zeitkomponente tB von B� In

R �� fhuiju � Rg � 
B ������

wird jede Relation L dieser Relationenmenge von einer reellen Zahl u erzeugt 
Stell�

wert�� so da� L � hui gilt�

K �� R � 
B ������

wobei die Bijektion zwischen K � R und R durch die Abbildung der Relation

L � hui auf u gegeben ist�

Die Relationen hui werden nun durch die Di�erentialgleichung �x � ax # u mit

a � R� a �� � wie folgt de�niert�

AhuiB � ��

���������
��������

�tA # tB �� �t � � 
W
x�t�

h
�x � ax# u 


A � 
tA� x
tA�� 


B � 
tA # �t� x
tA # �t��
i

� 
B ������

Da man die lineare Di�erentialgleichung mit der Anfangsbedingung x
tA� � xA
eindeutig l	osen kann� gilt

AhuiB ��

���
��
�tA # tB �� �t � � 


xB � ea�tB�tA�
�
xA #

u

a

	
�
u

a

� 
B ������

Ein gem	a� 
B ������ bis 
B ������ gebildetes Quadrupel 
P� P�R�K� stellt ein Regel


Relativ dar� gen	ugt also den Axiomen ��I bis ��IV aus De�nition ���� Dies wird im

folgenden begr	undet�
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Zun	achst gilt ��I de�nitionsgem	a� nach Gl� 
B �������

Zum Nachweis der Eigenschaft ��II aus De�nition ��� mu� gezeigt werden� da� f	ur

alle L � hui � R� �t � � und A � 
tA� xA�

jAhui�tj � jAL�tj
�

� � 
B ������

gilt� womit die Abbildungseigenschaft von L�t � hui�t belegt wird� Zu zeigen ist

also

Ahui�t
�
�� � 


h
Ahui�tB� 
Ahui�tB�

�
� B� � B�

i

B ������

mit B� � 
tB�� xB��� B� � 
tB�� xB���

Die Existenzaussage folgt f	ur tB � �t# tA aus Gl� 
B �������

Der Nachweis der Eindeutigkeit erfolgt f	ur die Zeit
 und Zustandskomponenten

getrennt� F	ur die Zeitkomponente gilt

hui�t � hui ��t
���	�
� tB� � tA # �t � tB� � 
B ������

Weiterhin l	a�t sich nach De�nition der Relationen hui und Gl� 
B ������ f	ur die

Zustandskomponente folgern�

xB� � ea
tB��tA�
�
xA #

u

a

	
�
u

a

xB� � ea
tB��tA�
�
xA #

u

a

	
�
u

a


�����
�����


B �������

� xB� � ea
t

�
xA #

u

a

	
�
u

a
� xB�� 
B �������

Insgesamt folgt also aus den Gln� 
B ������ und 
B ������� die Behauptung Gl� 
B ����

�� und damit auch Gl� 
B �������

B� � 
tB�� xB�� � 
tB�� xB�� � B� �

Man erh	alt so eine Darstellung f	ur Ahui�t mit A � 
tA� xA� � P und hui � R f	ur

dieses Beispiel zu�

Ahui�t �
�
tA # �t� ea
t

�
xA #

u

a

	
�
u

a

	

B �������

Als n	achstes wird die G	ultigkeit der Eigenschaft ��III f	ur das Beispiel nachgewiesen�

Gilt APB f	ur A�B � P 
also tA � tB�� so gilt AhuiB f	ur genau diejenige Relation

hui� die mit

u � �a
xB e�atB � xA e�atA

e�atB � e�atA
� R 
B �������
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gebildet wird� Sei 
tA� xA�hui
tB� xB� gegeben� dann folgt nach Gl� 
B �������

xB � ea�tB�tA�
�
xA #

u

a

	
�
u

a

�
u

a



� � ea�tB�tA�

�
� �xB # ea�tB�tA�xA

� u � �a
xB e�atB � xA e�atA

e�atB � e�atA
�


B �������

Als letztes mu� nun noch die Idempotenz 
L�L
�
� L� f	ur dieses Beispiel nachgewiesen

werden� Also ist zu zeigen�

hui � hui
�

� hui � 
B �������

F	ur zwei Punkte A�B � P ist also die 	Aquivalenz

A
hui � hui�B
�
� AhuiB 
B �������

nachzuweisen� Zun	achst wird die Folgerung bewiesen�

A
hui � hui�B

�A���
�� AhuiC 
 ChuiB f	ur ein C � 
tC� xC� � P

�� Ahui�t�C 
 Chui�t�B mit
�t� � �tA # tC
�t� � �tC # tB

�B �������
��

������
�����

xC � ea
t�

�
xA #

u

a

	
�
u

a

xB � ea
t�

�
xC #

u

a

	
�
u

a

mit
�t� � �tA # tC
�t� � �tC # tB

�� xB � ea�
t��
t��

�
xa #

u

a

	
�
u

a
mit

�t� � �tA # tC
�t� � �tC # tB

�B �������
�� Ahui
�t� # �t��B mit �t� # �t� � �tA # tB

�� AhuiB �

Zur Umkehrfolgerung� Da in diesem Beispiel als Zeitmenge T die Menge der reellen

Zahlen R dient� kann man zu jedem Element �t � R� �t � � geeignete �t�� �t� �

R� �t���t� � � mit �t� # �t� � �t �nden� Damit erh	alt man

AhuiB

������
� Ahui�tB f	ur �t � tB � tA � �

� Ahui
�t� # �t��B
f	ur beliebige �t���t� � �

mit �t� # �t� � �t �
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Nach Axiom ��II gilt

Ahui�t� � C f	ur ein C mit tC � tA # �t �

F	ur die Zustandskomponente des Punktes C ergibt sich mit Gl� 
B ��������

xC � ea
t�

�
xA #

u

a

	
�
u

a
� 
B �������

Somit sind folgende Umformungen richtig�

Chui�t�
�B �������

�
�
tC # �t�� ea
t�

�
xC #

u

a

	
�
u

a

	
�B �����	�

�
�
tA # �t� # �t�� ea�
t��
t��

�
xA #

u

a

	
�
u

a

	
�

�
tA # �t� ea
t

�
xA #

u

a

	
�
u

a

	
�B �������

� B �

Man hat so einen Punkt C gefunden� f	ur den AhuiC 
 ChuiB gilt� Damit ist

A
hui � hui�B nachgewiesen und die 	Aquivalenz gem	a� Gl� 
B ������� erf	ullt� Insge�

samt ist damit gezeigt� da� es sich bei dem Beispiel um ein Regel
Relativ handelt�

Zeitinvariante� lineare Systeme der Form �x
t� � ax
t� # u mit a� t� u � R 
a �� ��

stellen somit Regel
Relative dar� �

Satz ���

F	ur alle L � R eines gegebenen Regel
Relativs 
P� P�R�K� gilt�

�� Irre�exivit�at

L � E �� � 
�����


E bezeichnet hier die Gleichheitsrelation auf der Menge P�

�� Antisymmetrie

L � L � � 
�����


L bezeichnet die zu L inverse Relation��

�� F	ur alle �ti � � 
i � �� �� gilt


L�t�� � 
L�t�� � L
�t� # �t�� � 
�����
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Beweis

Die Gln� ������ und ������ folgen bereits aus ��I�

Zum Beweis von Gl� ������	

Da es sich wegen ��III auf beiden Seiten der Gleichung um Abbildungen handelt
 gen�ugt es eine

der beiden behaupteten Inklusionen zu zeigen� Es wird beweisen

��L
t�� � �L
t���
�
� �L�
t� �
t��� �

Diese Behauptung ist �aquivalent zu der Implikation

A��L
t�� � �L
t���B
�
� A�L�
t� � 
t���B

f�ur beliebige A� B � P� Es gilt

A��L
t�� � �L
t���B

�
W

C�P
A�L
t��C � C�L
t��B

������
�

W
C�P

ALC � CLB � �t�A� � t�C� � 
t� � �t�C� � t�B� � 
t�

� A�L � L�B � �t�A� � t�B� � 
t� �
t�

�
III
� A�L�
t� �
t���B �

Damit ist die Behauptung gezeigt� �

��� Darstellung der Systemtrajektorien durch L�Kurven

In diesem Unterabschnitt wird eine M	oglichkeit zur 	Ubertragung des Begri�s der Sy�

stemtrajektorien durch sogenannte L�Kurven auf Regel�Relative vorgestellt� Dazu wird

de�niert�

De�nition ��� nach Arnold 
�����

Eine Funktion�
T 
 �t���� � P

t �� A
t� � 
t� x
t��

hei�t eine L�Kurve� wenn f	ur alle �t � �� t � t�

A
t�L�t � A
t # �t� 
�����

gilt� Diese Funktion ist eine L�Kurve mit dem Anfangspunkt A�� wenn zus	atzlich die

Bedingung

A� � A
t�� 
�����

erf	ullt ist� �

Die M	oglichkeit zur Konstruktion einer L
Kurve liefert
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Satz ���

Zu einem beliebigen Anfangspunkt A� � 
t�� x�� und L � R ist

A
t� �� A�L
t� t�� f	ur t � t� 
�����

eine L
Kurve�

Beweis

Zu zeigen ist
 da� die unter Gl� ������ de�nierte Funktion A�t� den Eigenschaften ������ und

������ aus De�nition ��� gen�ugt	

Die Eigenschaft ������ folgt direkt aus A�L�t� � t�� � A�L� 	� A� nach Gl� �������

Zum Nachweis von Gl� ������ formt man um

A�t�L
t
������
� �A�L��t� � t��L
t

� A��L��t� � t� � L
t�

������
� A�L��t� � t� 
t�

������
� A�t� 
t� �

�

Bemerkung ��� zu De�nition ��� und Satz ����

Die nach Arnold 
����� de�nierten L
Kurven stellen aus regelungstheoretischer Sicht die

zum System geh	origen Systemtrajektorien im Phasenraum� also in der T �X
Ebene� dar�

Zur Darstellung der Trajektorien im Zustandsraum als bez	uglich t paramatrisierte Kurve

wird nun die zu einer L
Kurve zugeh	orige LX
Kurve de�niert�

De�nition ��	

Es sei A
t� � �t���� �� P eine L
Kurve� Dann ist die zu A
t� geh�orige LX�Kurve xA
t�

die Abbildung��
T 
 �t���� �� X

t ��� xA
t� �� x
A
t��
� 
�����

Die LX
Kurve besitzt den Anfangspunkt x� � x
t��� wenn A
t� den Anfangspunkt A� �


t�� x�� besitzt� �

��� Zeitinvarianz

In 
Arnold ����� wird anhand zweier Beispiele aufgezeigt� wie Systemeigenschaften spezi�

eller Systeme in der Sprache der Regel
Relative beschrieben werden k	onnen� Dies soll nun

in diesem Abschnitt am Beispiel der wohlbekannten Systemeigenschaft der Zeitinvarianz

und in Abschnitt ��� anhand eines Parallelit	atsaxioms erl	autert werden�
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De�nition ��� nach Arnold 
�����

Ein gegebenes Regel
Relativ 
P� P�R�K� hei�t zeitinvariant� wenn die folgende Bedin�

gung erf	ullt ist�

��V F	ur alle A�B � P und alle �t � � gilt

x
A� � x
B� � x
AL�t� � x
BL�t� � 
�����

�

Der Zeitinvarianzbegri� f	ur Regel
Relative besitzt also eine v	ollig analoge Bedeutung zu

dem bekannten Zeitinvarianzbegri� f	ur dynamische Systeme� Sind zwei unterschiedliche

Anfangspunkte A�B � P mit denselben Zustandskomponenten xA � xB gegeben und

wendet man auf diese Punkte die Relation L 
Steuerung u� an� so resultieren nach einer

Zeitdi�erenz �t die Punkte AL�t und BL�t� Diese besitzen die identischen Zustands�

komponenten x
AL�t� � x
BL�t� 
vgl� Bild �����

AL�t BL�t

t

A B

�t

X

�t

xA � xB

x
AL�t� � x
BL�t�

Bild ���� Zur Interpretation des zeitinvarianten Regel
Relativs

Ist ein Regel�Relativ 
P� P�R�K� zeitinvariant 
Bild ����� so kann man f	ur L � R und

A � P setzen�


x
A��L�t �� x
AL�t�� 
�����

denn wenn sich x
A� und x
B� entsprechen� so gilt dies auch 
nach Gl� 
������ f	ur die

rechten Seiten�

Weiter kann man

xL�t �� x
AL�t� f	ur beliebiges A � P mit x
A� � x 
�����
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sowie

xL �� x
AL� f	ur beliebiges A � P mit x
A� � x 
�����

de�nieren 
die Wohlde�niertheit folgt aus Gl� 
������� L wird also im zeitinvarianten

Regel
Relativ auch als bin	are Relation auf X aufgefa�t�

Da f	ur x
AL� � fx
B�jB � P 
ALBg gilt� ist

xLx� �
�
t�T

�
t��T


t� x�L
t�� x�� � 
�����

Insbesondere erh	alt man mit diesen Bezeichnungen 
unter Verwendung der Gln� 
�����

und 
������

xL�tx� � xLx� � 
�����

da

xL�tx�
������
� x
AL�t� � x� f	ur A � 
t�� x�
�
II
� AL�t � 
t� # �t� x��

� 
t�� x�L�t
t� # �t� x��

� 
t�� x�L
t� # �t� x��
������
� xLx�

gefolgert werden kann� �

Beispiel ���

Das in Beispiel ��� vorgestellte System stellt 
 wie oben bewiesen 
 ein Regel
Relativ

dar� Desweiteren handelt es sich dabei um ein zeitinvariantes System� In diesem

Beispiel wird nun bewiesen� da� damit das Regel
Relativ ebenfalls zeitinvariant ist�

d�h� es ist zu zeigen� da� die Eigenschaft 
����� mit L � hui erf	ullt ist�

x
A� � x
B�
�
� x
Ahui�t� � x
Bhui�t� � 
B ������

Es seien nun zwei Punkte A� B � P mit x
A� � x
B� �� x und �t � � gegeben� Es

gilt also A � 
tA� x�� B � 
tB� x�� Aus

Ahui�t
�B �������

�
�
tA # �t� ea
t

�
x #

u

a

	
�
u

a

	

Bhui�t
�B �������

�
�
tB # �t� ea
t

�
x #

u

a

	
�
u

a

	 
B ������

folgt also

x
Ahui�t� � ea
t

�
x#

u

a

	
�
u

a
� x
Bhui�t� � 
B ������

Zeitinvariante� lineare Systeme der Form �x � ax# u mit a � R und a �� � sind also

in zeitinvariante Regel
Relative 	uberf	uhrbar� �
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F	ur zeitinvariante Regel
Relative kann man bei Vernachl	assigung der Zeitkomponente der

Punktemenge die L
Kurven nur unter Zuhilfenahme der Zustandsmenge� also durch die

X
Komponente� charakterisieren�

Satz ��	

Es sei L � R beliebig� Dann ist die Abbildung�
T 
 �t���� �� X

t ��� x
t�

eine LX �Kurve genau dann� wenn

x
t�L�t � x
t# �t� f	ur alle �t � �� t � t� 
�����

gilt und eine LX �Kurve mit Anfangspunkt x�� wenn zus	atzlich

x
t�� � x�� 
�����

erf	ullt ist� Die zugeh	orige L
Kurve besitzt die Gestalt A
t� � 
t� x
t���

Beweis

�i� Es sei x�t� eine LX �Kurve
 d�h�
 es existiert eine L�Kurve A�t� mit x�A�t�� � x�t�� Dann

l�a�t sich f�ur x�t� Gl� ������ zeigen	

x�t�L
t
������
� x�A�t�L
�

����	�
� x�A�t� 
t��

� x�t �
t� �

�ii� Es sei x 	 �t���� �� X mit der Eigenschaft ������ gegeben� Nachzuweisen ist Gl� ������

f�ur A�t� 	� �t� x�t��	

A�t�L
t � �t� x�t��L
t

� �t�
t� x�t�L
t�
����	�
� �t�
t� x�t�
t��

� A�t�
t� �

�

Wegen des vorangegangenen Satzes ist es m	oglich� allgemein bei zeitinvarianten Regel


Relativen von einer L
Kurve zu sprechen� auch wenn eine LX �Kurve gemeint ist�
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��	 Parallelisierungsaxiom f
ur Regel�Relative

In diesem Abschnitt werden unter Regel
Relativen zun	achst grunds	atzlich zeitinvariante

Regel
Relative verstanden�

De�nition ��� nach Arnold 
�����

Ein gegebenes Regel
Relativ 
P� P�R�K� erf	ullt das Parallelisierungsaxiom� wenn es das

folgende Zusatzaxiom erf	ullt�

��VI Parallelisierungsaxiom

F	ur alle xi � X 
i � �� �� und alle L � R gilt

x�Lx� �
�
c�X

�
Lc


x� # c�Lc
x� # c� � 
�����

�

Bemerkung ��	

Regel
Relative� die das Parallelisierungsaxiom gem	a� De�nition ��� erf	ullen� k	onnen zur

Vereinfachung in den Koordinatenursprung verschoben und dort untersucht werden� Die

dort gefundenen Ergebnisse behalten ihre G	ultigkeit im gesamten Zustandsraum X � �

Ein zum Axiom ��VI gleichwertiges Postulat liefert

Satz ���

Das Axiom ��VI in einem Regel�Relativ ist 	aquivalent zu

��VI% Beschreibt x
t� eine L
Kurve� so gibt es zu jedem c � X ein Lc � R derart� da�

x
t� # c eine Lc�Kurve darstellt�

F	ur zeitinvariante Regel
Relative gilt also ��VI � ��VI%�

Beweis
��VI

�
���VI�	

x�t� sei eine L�Kurve
 und c � X sowie 
t � � seien beliebig gegeben� Nach Gl� ������

gilt

x�t�L
t � x�t� 
t� �

Hieraus folgt mit Gl� ������

x�t�Lx�t� 
t� �

Daher existiert wegen der vorausgesetzten Eigenschaft ��VI eine Relation Lc � R
 so da�

�x�t� � c�Lc�x�t�
t� � c�

� �x�t� � c�Lc
t�x�t�
t� � c�

� �x�t� � c�Lc
t � x�t�
t� � c

gilt� Damit erf�ullt x�t� � c die Gl� ������ und ist daher eine Lc�Kurve f�ur die Relation

Lc � R�
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��VI
�
���VI	

Es sei x�Lx� f�ur x�� x� � X vorgegeben� Nach Gl� ������ gilt

�t�� x��L�t�� x��

f�ur geeignete t�� t� � T � Die Funktion x�t� 	� x�L�t � t�� ist eine L�Kurve mit Anfangs�

punkt x� � x�t��� Setze x� 	� x�t��� Somit existiert nach ��VI� zu c � X eine Relation

Lc � R
 so da� x�t� � c eine Lc�Kurve darstellt� F�ur alle 
t � � gilt somit	

�x�t� � c�Lc
t � x�t� 
t� � c �

Insbesondere mit 
t � t� � t� � � und t � t� erh�alt man

�x�t�� � c�Lcx�t� � t� � t�� � c �

Also gilt �x� � c�Lc�x� � c� und ��VI ist damit nachgewiesen� �

Beispiel ��	

In diesem Beispiel soll nun die Frage nach der Gestalt der L
Kurven f	ur zeitinva�

riante Systeme der Form �x � ax # u aus Beispiel ��� beantwortet werden� Es mu�

also die Gleichung

x
t�hui�t � x
t# �t� f	ur alle �t � �� t � t� 
B ������

erf	ullt sein� Diese Gleichung 
B ������ wird befriedigt� wenn x
t� und x
t# �t� auf

einer L	osungskurve der zugrundeliegenden Di�erentialgleichung ohne Anfangsbedin�

gung liegen�

x
t� � C eat �
u

a
�C � konst� 
B ������

Dabei gilt� da� die L	osungskurven 
B ������ hui
Kurven sind� Gezeigt wird Gl� 
B ����

�� unter Verwendung von Gl� 
B ��������

x
t�hui�t
�B ������

�
�
C eat �

u

a

	
hui�t

�B �������
� C ea
t

��
C eat �

u

a

	
#
u

a

�
�
u

a

� C ea�t�
t� �
u

a

�B ������
� x
t# �t� �


B ������

Verlangt man� da� der Anfangspunkt x
t�� � x� festgelegt ist� so erreicht man dies

in der Darstellung nach Gl� 
B ������ durch festlegen der Konstanten C�

x
t�� � C eat� �
u

a

� C �
�
x
t�� #

u

a

	
eat� �


B ������



� Regel�Relativ�De�nition nach Arnold ������ ��

Zuletzt soll nun in diesem Beispiel gezeigt werden� da� das in Beispiel ��� de�nierte

Regel
Relativ dem Parallelisierungs
Axiom gen	ugt� Daf	ur wird die Bedingung ��VI

nachgewiesen�

Es seien x�� x� � X gegeben mit x�huix�� c � X sei beliebig aber fest vorgegeben�

Gesucht ist dann eine Relation huic � R� so da� 
x� # c�huic
x� # c� gilt�

Setze

huic �� hu � aci � 
B ������

Wegen der Voraussetzung x�huix� 
t�� x��hui
t�� x�� nach Gl� 
������ gilt f	ur

geeignete t�� t� � T und damit nach Gl� 
B ������

x� � ea�t��t��
�
x� #

u

a

	
�
u

a
�

x� # c � ea�t��t��


x� # u

a

�
� u

a
# c

� ea�t��t��



x� # c� # u�ac

a

�
� u�ac

a
�

Also gilt unter Verwendung von Gl� 
B ������


t�� x� # c�hu� aci
t�� x� # c�

und daher


x� # c�hu� aci
x� # c� �

Damit ist die Eigenschaft ��VI f	ur das Beispiel erf	ullt�

F	ur die L
Kurven ergibt sich mittels des zu ��VI 	aquivalenten und in diesem Beispiel

daher ebenfalls g	ultigen Postulats ��VI% folgende Aussage�

Ist x
t� eine hui
Kurve� dann ist zu c � X x
t� # c eine hu� aci
Kurve�

F	ur eine hui
Kurve x
t� � Ceat �
u

a
nach Gl� 
B ������ ergibt sich

x
t� # c � C eat �
u

a
# c � C eat �

u� ac

a
� 
B ������

Damit ist x
t� # c eine hu � aci
Kurve� �
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	 Regel�Relativ�De�nition nach Arnold �����


��� De�nition und Erl
auterungen

De�nition 	�� 
Arnold �����

Wir sprechen von einem Regel�Relativ


P�R�� � dt� � 
����

wenn vorgegeben werden

� als Zeitmenge eine Untergruppe� T 
#� � R
#��

� eine nicht leere Menge X � deren Elemente Zust�ande hei�en�

� eine nicht leere Menge R von bin	aren Relationen auf der Grundmenge P � T � X �

R 	 pot
P�P� 
����

� eine Abbildungsschar � � dt� in der zu jedem Paar t�� t� � T mit t� � t� eine

Abbildung

h
�t�
t�
� dt

i
�

��
� R�t��t�� �� pot
P�P�

& ���
h
�t�
t�

&dt
i 
����

existiert��

Zudem m	ussen folgende Axiome gelten�

��I �
x�X

�
t��t�

�
��R�t��t��


t�� x�
h
�t�
t�

&dt
i
�� �� 
����

��II


t�� x��
h
�t�
t�

&dt
i


t�� x�� 
 
t�� x��
h
�t�
t�

&dt
i


t�� x
�
�� � x� � x��� 
����

��III h
�t�

t�
&�dt

i
�
h
�t�
t�&�dt

i
�
�
�t�
t�


&�

t�

�&��dt
�

$ 
����

hierbei bezeichnet &�

t�

� &� � R�t��t�� die Verkettung von &� und &� in t��

&�

t�

� &� ��

�
&�
t� falls t � �t�� t��

&�
t� falls t � �t�� t��
� 
����

�Unter der Schreibweise T ��
 � R��
 ist eine Teilmenge T der reellen Zahlen zu verstehen� die eine

abgeschlossene Gruppe bez�uglich der Addition als Gruppenoperation darstellt

�Jeder Funktion � � �t�� t�
�R wird also eine bin�are Relation

�
�t�

t�
�dt

�
auf P zugeordnet




� Regel�Relativ�De�nition nach Arnold ����	� ��

��IV �
L�R

h
�t�
t�
Ldt

i
� Ljt�t�� 
����

wobei Ljt�t� die gem	a�


t��� x��Lj
t�
t�


t��� x�� �� t� � t�� 
 t� � t�� 
 
t��� x��L
t��� x�� 
����

erkl	arte Relation und
h
�t�
t�
L dt

i
�
h
�t�
t�

&L dt
i

f	ur &L � L auf �t�� t�� zu setzen ist

und

��V �
t��T

�
x�X


t�� x�
h
�t�
t�
�dt

i

t�� x� 
�����

gilt f	ur die leere Abbildung � � R�t��t�� � �

Dieser Regel
Relativ
Begri� erweist sich als synonym zu dem in Sontag 
����� de�nier�

ten abstrakten System
Begri� 
Anhang B�� der sich an der De�nition eines dynamischen

Systems von Kalman u� a� 
����� orientiert� Auch in dieser De�nition des Regel
Relativs

ist 
 wie in De�nition ��� 
 unter P der Phasenraum und unter X der Zustandsraum zu

verstehen� Mittels der Relationenmenge R werden die konstanten Stellfunktionen model�

liert� Die Abbildungsschar ��dt dient zur Beschreibung nicht notwendigerweise konstanter

Kontrollfunktionen�

��� 
Ubergangsverfahren zwischen Systemen und Regel�Relati�

ven

Um die Synonymit	at der beiden Begri�e nachzuweisen� sind zwei sich bis auf Isomorphie�

umkehrende 	Ubergangsverfahren L und � derart anzugeben� da� L jedem Regel
Relativ

gem	a� De�nition ��� ein System 
im Sinne von De�nition B��� und � jedem System ein

Regel
Relativ 
De�nition ���� zuordnet� Diese 	Ubergangsverfahren werden folgenderma�

�en de�niert�

De�nition 	��


P � T � X �R�� � dt� sei ein Regel
Relativ gem	a� De�nition ���� Dann erzeugt das

folgende 	Ubergangsverfahren L ein Quadrupel 
T �X �U��� � 
P � T �X �R�� � dt�L�

Aus P � T � X sind die ersten beiden Komponenten T und X des zu de�nierenden

Quadrupels 
T �X �U��� zu entnehmen�

��Gellert u
 a
 ����




� Regel�Relativ�De�nition nach Arnold ����	� ��

Zus	atzlich wird gesetzt�

U �� R� 
�����

� � D� �� X mit dem De�nitionsbereich

D� ��
n


t�� t�� x��&�jt� � t�$ x� � X $ & � R�t��t��$ 
t�� x��
h
�t�
t�

&dt
i
�� �

o

�����

und der Abbildungsvorschrift


t�� t�� x��&�� � x� �� 
t�� x��
h
�t�
t�

&dt
i

t�� x�� � 
�����

Die Wohlde�niertheit der Abbildung ist durch Gl� 
���� gesichert�

�

De�nition 	�	

Es sei 
T �X �U��� ein System gem	a� De�nition B��� Mittels des 	Ubergangsverfahrens �

wird dann ein Tripel 
P�R�� � dt� � 
T �X �U���� wie folgt erzeugt�

P �� T �X � 
�����

R �� fhuiju � Ug� 
�����

wobei hui gem	a�


t�� x��hui
t�� x�� �� 
t�� t�� x�� wu�� � x� 
�����

mit wu
t� � u f	ur alle t � �t�� t�� erkl	art sei� F	ur t� � t�� t�� t� � T � & � R�t��t�� wird die

Relation
h
�t�
t�&dt

i
auf P durch


t�� x��
h
�t�
t�

&dt
i


t�� x�� ��
�

w�U �t��t��

& � hwi 
 
t�� t�� x�� w�� � x� 
�����

erkl	art� & � hwi bedeutet dabei� &
t� � hw
t�i f	ur alle t � �t�� t��� �

Bemerkung 	��

Die durch Gl� 
����� erkl	arbare Abbildung

h�i �

�
U �� R

u ��� hui

mit hui gem	a� Gl� 
����� ist eine Bijektion� so da� die Umkehrabbildung

i � h �

�
R �� U

L ��� iLh

existiert und ebenfalls eine Bijektion ist� Beide Abbildungen lassen sich fortsetzen zu

Bijektionen zwischen U �t��t�� und R�t��t�� f	ur t� � t��

h�i �

�
U �t��t�� �� R�t��t��

w ��� hwi mit hwi
t� �� hw
t�i

und ebenso

i � h �

�
R�t��t�� �� U �t��t��

& ��� i&h mit i&h
t� �� i&
t�h�
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Beweis

Der Beweis erfolgt in Anhang C �Lemmata C��
 C���� �

Die Synonymit	at der Klasse der Regel
Relative zu der Klasse der Systeme liefert

Satz 	�� 
Arnold �����

Aus einem Regel
Relativ 
P�R�� � dt� entsteht durch Anwendung des 	Ubergangsverfah�

rens L gem	a� De�nition ��� ein System 
T �X �U��� � 
P � T � X �R�� � dt�L�

Aus einem System 
T �X �U ��� entsteht durch Anwendung des 	Ubergangsverfahrens �

gem	a� De�nition ��� ein Regel�Relativ 
P�R�� � dt� � 
T �X �U�����

Ferner gilt f	ur alle Regel
Relative 
P�R�� � dt� und alle Systeme 
T �X �U ����


P�R�� � dt�L� � 
P�R�� � dt� 
�����

und


T �X �U ����L �� 
T �X �U��� � 
�����

Dabei bedeutet
!
��" Isomorphie gem	a� De�nition B���

Beweis

Satz ��� wird in Anhang C �S�atze C���C��� bewiesen� �

Regel
Relative und Systeme sind also synonyme Begri�e� denn die 	Ubergangsverfahren �

und L kehren einander 
bis auf Isomorphie� um�

��� Einheitssprung und 
Ubergangsfunktion

Zur Veranschaulichung der Synonymit	at zwischen Systemen und Regel
Relativen wird im

folgenden Beispiel sowohl der Einheitssprung u
t� � �
t� als auch die 	Ubergangsfunktion

h
t� auf die Sprechweise der Regel
Relative 	ubertragen�

Beispiel 	�� Der Einheitssprung ist de�niert durch

�
t� ��

�
� f	ur t � �

� f	ur t � � �

B ������

Gem	a� De�nition B�� kann diese Eingangsfunktion u
t� wie folgt modelliert werden�

u
t� � �
t� �
�
w�

t�

� w�

	

t� � 
B ������
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mit t� � �� w� � � und w� � �� Somit ist

& �� hu
t� � �
t�i � hw�

t�

� w�i
Lemma C��

� hw�i
t�

� hw�i �

B ������

Wird nun gesetzt

&� �� hw�i und &� �� hw�i� 
B ������

so ergibt sich unter der Voraussetzung t� � � und t� � �


t�� x��
h
�t�
t�
h�
t�idt

i

t�� x��

�� 
t�� x��
h
�t�
t�

&dt
i

t�� x��

�B ������
�� 
t�� x��

�
�t�
t�


&�

t�

� &��dt
�

t�� x��

�����
�� 
t�� x��


h
�t�

t�
&�dt

i
�
h
�t�
t�&�dt

i

t�� x��

�����
�� 
t�� x��



h�ijt

�

t�
� h�ijt�t�

�

t�� x�� �


B ������

Ist x� eine Ruhelage� so kann gefolgert werden


t�� x��h�ij
t���
t�


�� x�� und 
�� x��h�ij
t�
t���
t�� x�� � 
B ������

Gem	a� 
Sontag ����� gilt f	ur die 	Ubergangsfunktion


t�� t�� x�� �
t��� � x� �� h
t�� f	ur alle t� � t� � 
B ������

Mittels h�i l	a�t sich nun die 	Ubergangsfunktion f	ur alle t� � � modellieren�


t�� x��
h
�t�
t�
h�
t�idt

i

t�� h
t��� � 
�� x��h�ij

t�
t�


t�� h
t��� � 
B ������

�

��	 Eigenschaften konstanter Kontrollfunktionen

Satz 	��

In einem Regel
Relativ 
P�R�� � dt� gelten f	ur konstante Kontrollfunktionen &L � L �

R die Aussagen�

��


t�� x��Lj
t�
t�


t�� x�� 
 
t�� x��Lj
t�
t�


t�� x�� � x� � x� 
�����



� Regel�Relativ�De�nition nach Arnold ����	� ��

�� �
t��t��t�

Ljt
�

t�
� Ljt�t� � Ljt�t� 
�����

�� �
t��T

�
x�X


t�� x�Ljt�t�
t�� x� 
�����

��

L �
�

t��t��T

Ljt�t� 
�����

�� �
L�R

L � L � L 
�����

�� Setzt man f	ur �t � � die zweistellige Relation 
�t� gem	a� Gleichung 
���� an� so

ergibt sich f	ur L�t �� L � 
�t�

L�t �
�

t��t��
t

Ljt�t� � 
�����

�� F	ur alle �t � � ist L�t eine Abbildung von P in sich und es gilt

AL�t � ALjtA�
t
tA

f	ur A � 
tA� xA� � 
�����

Beweis

Die Aussage �� folgt aus Gl� �����
 �� aus Gl� ����� und �� aus Gl� ������� Der Beweis von �� und

�� ergibt sich aus der De�nition von Ljt�t� in Gl� ������

Zum Nachweis von ��	 Es gelten die folgenden �aquivalenten Umformungen	

�t�� x���L � L��t�� x�� 	
W

t��t��t�

W
x��X

�t�� x��L�t
�� x�� � �t�� x��L�t�� x��

	
W

t��t��t�

W
x��X

�t�� x��Ljt
�

t�
�t�� x�� � �t�� x��Ljt�t��t�� x��

	
W

t��t��t�

�t�� x��


Ljt

�

t�
� Ljt�t�

�
�t�� x��

������
	 �t�� x��Lj

t�
t�
�t�� x��

	 �t�� x��L�t�� x�� �

Die Behauptung �� wird mit Gl� ������ unter Ber�ucksichtigung von Gl� ����� bewiesen� �
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��� Zeitinvarianz

Bei der Formulierung eines Zusatzaxioms f	ur die Regel
Relative gem	a� De�nition ����

welches die Zeitinvarianz ausdr	uckt� ist darauf zu achten� da� der synonyme Zusammen�

hang� der zwischen Regel
Relativen und Systemen besteht� auch zwischen den durch die�

ses Zusatzaxiom gekennzeichneten
!
zeitinvarianten Regel
Relativen" und

!
zeitinvarianten

Systemen" 
wie in B�� de�niert� wiederum hergestellt ist� Sie lautet

De�nition 	��

Ein Regel
Relativ 
P�R�� � dt� hei�t zeitinvariant� wenn folgendes Axiom erf	ullt ist�

��VI Zeitinvarianz

�
t��t�

�
t��T

�
��R�t��t��


t�� x��
h
�t�
t�

&dt
i

t�� x�� � 
t�#t

�� x��
h
�t��t�

t��t�&
t�dt

i

t�#t

�� x��
�����

mit &t� � R�t��t��t��t�� gem	a� &t�
t� �� &
t� t��� �

Die Rechtfertigung f	ur diese De�nition liefert

Satz 	�	

Es sei ein zeitinvariantes Regel
Relativ P gem	a� De�nition ��� gegeben� Dann ist das

zugeh	orige System ��PL nach De�nition B�� zeitinvariant� Umgekehrt ist ein zu einem

zeitinvarianten System � geh	origes Regel
Relativ P� �� zeitinvariant�

Beweis

�i� Es sei das Axiom ��VI �Zeitinvarianz� in einem Regel�Relativ P erf�ullt� Ferner seien

w � U �t��t��� x � X und t� � T gegeben
 so da� w auf x anwendbar� ist� Damit kann

gefolgert werden	

�t�� t�� x�� w�� � x� f�ur ein x� � X

����	�
� �t�� x��

h
�t�
t�
�dt

i
�t�� x�� mit � � hwi

����	�
� �t� � t�� x��

h
�t��t�

t��t��
t�dt

i
�t� � t�� x�� mit �t� � hwt�i

����	�
� �t� � t�� t� � t�� x�� w

t��� � x� mit wt� � i�ht
�

�

Damit ist die Zeitinvarianz des Systems PL nachgewiesen�

�nach Sontag �����
 bzw
 De�nition B
�
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�ii� Es sei ein zeitinvariantes Sytem � mit dem zugeh�origen Regel�Relativ P� �� gegeben�

Dann gilt	

�t�� x��
h
�t�
t�
�dt

i
�t�� x��

������
� �t�� t�� x�� w�� � x� mit w � i�h

�B����
� �t� � t�� t� � t�� x�� w

t��� � x� mit wt� � i�ht
�

������
� �t� � t�� x��

h
�t��t

�

t��t�
�t�dt

i
�t� � t�� x�� mit �t� � hwt�i �

�

��� Vollst
andigkeit

In Analogie zum Vollst	andigkeitsbegri� nach Sontag 
����� 
De�nition B��� wird ange�

setzt

De�nition 	��

Es sei � �� S 	
S

t��t�
R�t��t��� Dann hei�t das Regel
Relativ 
P�R�� � dt� S�vollst�andig�

wenn in Verst	arkung von Axiom ��I gilt��
x��X

�
t��t�

�
��S

& � R�t��t�� � 
t�� x��
h
�t�
t�

&dt
i
�� � � 
�����

Ist ein System S
vollst	andig f	ur S �
S

t��t�
R�t��t��� so nennt man es kurz vollst�andig�

F	ur eine Menge S 	 RT hei�t das Regel
Relativ 
P�R�� � dt� S
vollst	andig� wenn gilt��
x��X

�
t��t�

�
��S


t�� x��
h
�t�
t�

&j�t��t��dt
i
�� � � 
�����

�

Satz 	��

Ein Regel
Relativ P�
P�R�� � dt� gem	a� De�nition ��� ist genau dann S
vollst	andig

f	ur S 	
S

t��t�

R�t��t��� wenn das zugeh	orige System � � PL iSh
vollst	andig ist� Dabei

werde

iSh �� fi&hj& � Sg 	
�

t��t�

U �t��t�� 
�����

mit i&h gem	a� Bemerkung ��� de�niert�
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Beweis

Der Beweis erfolgt �uber die Zwischenbehauptungen �i� und �ii�	

�i� Ist P S�vollst�andig
 so ist PL iSh�vollst�andig�

�ii� Ist ein System � V�vollst�andig f�ur V �
S

t��t�

U �t��t��
 so ist das Regel�Relativ P���

hVi�vollst�andig
 wobei

hVi 	� fhwijw � Vg �
�

t��t�

R�t��t�� ������

gesetzt sei�

Aus �ii� folgt dann die Umkehrung von �i�
 da f�ur ein iSh�vollst�andiges SystemPL �ii� anwendbar

ist
 d�h�
 mit V � iSh ist �PL�� ein hVi�vollst�andiges Regel�Relativ� Nach Gl� ������ und

Bemerkung ��� gilt wegen hVi � S
 da� P ein S�vollst�andiges Regel�Relativ ist�

Nun zum Beweis der Zwischenbehauptungen �i� und �ii�	

zu �i�	 P sei S�vollst�andiges Regel�Relativ� Also gilt f�ur � � S� � � R�t��t�� und alle x � X

�t�� x��
h
�t�
t�
�dt

i

� � � ������

Mit Gl� ������ folgt �t�� t�� x��� � D�� Da im �Ubergangsverfahren L U � R gesetzt

wird
 gilt � � i�h und auch iSh � S�

zu �ii�	 � sei V�vollst�andig� F�ur w � V � w � U �t��t�� gilt also

�
x��X

�t�� t�� x�� w� � D� � ������

Man kann nun folgern

V
x��X

�t�� t�� x�� w� � D�

�
V

x��X

W
x��X

�t�� t�� x�� w�� � x�

���	�
�

V
x��X

W
x��X

�t�� x��
h
�t�
t�
�dt

i
�t�� x�� f�ur � � hwi � hSi

�
V

x��X
�t�� x��

h
�t�
t�
�dt

i

� � f�ur � � hwi � hSi �

�
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� Vergleich der De�nitionen

	�� Unterschiede der De�nitionen

Ein wesentlicher Unterschied zwischen den beiden De�nitionen des Regel
Relativs besteht

zun	achst darin� da� f	ur ein Regel
Relativ nach De�nition ��� nicht explizit angegeben

wird� wie 
ausgehend von einem realen System bzw� einem bestehenden Systemmodell�

die Relationen des Relativs zu modellieren sind� Erst die Interpretation einer bestehenden

Relation ALB durch den verbalen Ausdruck
!
B kann von A aus mit dem konstanten

Stellwert L bzw� u
L� erreicht werden" veranschaulicht die Bedeutung der Relationen�

Demgegen	uber wird aus systemtheoretischer Sicht der Zugang zum Begri� des Regel


Relativs nach De�nition ��� dadurch erleichtert� da� man durch die synonyme Beziehung

zum abstrakten Systembegri� nach Sontag 
����� auch eine explizite Modellierungsvor�

schrift f	ur die Relationen aus der Zustands	uberf	uhrungsfunktion des zugeh	origen Systems

gewinnt� Ein anderer Vorteil des Regel
Relativbegri�s nach Arnold 
����� gegen	uber dem

aus 
Arnold ����� ergibt sich daraus� da� f	ur ein Regel
Relativ nach De�nition ��� nicht

nur eine Relationenmenge zur Modellierung konstanter Kontrollfunktionen existiert� son�

dern mittels der Abbildung � � dt auch die nicht konstanten Kontrollfunktionen einer re�

lationalen Sprechweise zug	anglich gemacht werden� F	ur Systeme mit diskreter Zeitmenge


T � N bzw� T � Z� ist jede Kontrollfunktion st	uckweise konstant� Solche Kontroll�

funktionen k	onnen durch die Verkettung von Relationen durch das Relationenprodukt

gewonnen werden� Daher reicht die Relationenmenge aus� um das Systemverhalten zu

beschreiben�

Wegen Axiom ��II in De�nition ��� besitzen die Relationen einen nicht leeren Nachbereich��
A�P

�
tA�t�

AL
t� � tA� �� � � 
����

Es gilt somit

Bemerkung ���

Im Sinne von De�nition ��� ist wegen ��II ein Regel
Relativ nach De�nition ��� stets auch

RT
const�
vollst	andig mit

RT
const� �� f&L � R

T jt� � t� 
 L � R 
 &L
t� �� L f	ur alle t � T g � 
����

Konstante Kontrollen 
Relationen� sind demnach auf jeden Punkt 
t�� x�� � P anwendbar�

und f	ur alle t� � t� existiert ein eindeutig bestimmter Zustand x� mit 
t�� x��L
t�� x���

Somit ist gezeigt� da� Regel
Relative nach De�nition ��� im Sinne von De�nition ���

zus	atzlich die Eigenschaft der RT
const�
Vollst	andigkeit erf	ullen m	ussen� Demnach ist der

Regel
Relativbegri� nach De�nition ��� in dieser Hinsicht umfassender�
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	�� 
Aquivalenz der Zeitinvarianz

Zu untersuchen ist nun� ob die in Abschnitt � gegebene De�nition der Zeitinvarianz eines

Regel
Relativs mit Axiom ��V kompatibel ist� Der Nachweis f	ur die Kompatibilit	at kann


 bei Beschr	ankung auf konstante Stellfunktionen 
 wie folgt erbracht werden�

F	ur & � &L 
L � R� bedeutet Zeitinvarianz nach De�nition ��� 
also Axiom ��VI���
t��t�

�
t��T

�
L�R


t�� x��Lj
t�
t�


t�� x�� � 
t� # t�� x��Lj
t��t�

t��t�

t� # t�� x�� � 
����

Dabei ist zu bemerken� da� gilt


t�� x��
�t�
t�� x�� 
 
t� # t�� x��
�t�
t� # t�� x�� f	ur �t �� t� � t� � 
����

Satz ���

Die Eigenschaft 
����� f	ur L � R in Axiom ��V eines Regel�Relativs ist 	aquivalent mit

der Aussage 
����� �

Beweis

�����
�
� ��V

Es seien A � �tA� xA� und B � �tB� xB� mit xA � xB �	 x gegeben� Zu zeigen ist f�ur alle


t � �	

x�AL
t�
�
� x�BL
t� � �����

Es gilt

AL
t � �tA� x�Lj
tA�
t
tA

� �tA �
t� x�� und

BL
t � �tB � x�Lj
tB�
t
tB

� �tB � 
t� x��� �

Man kann nun

�tA� x�Lj
tA�
t
tA

�tA �
t� x��
�����
� �tA � t�� x�LjtA�t

��
t
tA�t�

�tA � t� �
t� x���

mit t� 	� tB � tA folgern�

Damit ist �tB � x�Lj
tB�
t
tB

�tB�
t� x�� gezeigt� Wegen der Abbildungseigenschaft vonLjtB�
t
tB

�Gl� ������ gilt zum einen x� � x�� und damit Gl� ����� zum anderen

x�BL
t� � x�tB �
t� x�� � x� � x�AL
t� �

��V
�
� �����

Es sei �t�� x��Lj
t�
t�
�t�� x�� vorgegeben� Mit A 	� �t�� x�� gilt also x�AL
t� � x� f�ur 
t 	�
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t� � t�� Setze B 	� �t� � t�� x��� Dann folgt x�A� � x�B� � x�
 so da� sich ��V anwenden

l�a�t	

x� � x�AL
t� � x�ALjtA�
t
tA

�

� x�ALjt��
t
t�

�

� x�BLjt��t
��
t

t��t�
�

� x�BLjtB�
t
tB

�

� x�BL
t� �

Damit kann man folgern

�tB � x��Lj
tB�
t
tB

�tB � 
t� x��
tB�t��t

�

� �t� � t�� x��Lj
t��t

�

t��t�
�t� � t�� x�� �

Also gilt Gl� ������ �

	�� Schwierigkeiten

Allgemeine Bemerkungen bez	uglich der De�nition des Begri�s des Regel
Relativs nach

Arnold 
����� stehen bereits in Abschnitt �� Besonders problematisch f	ur technische Sy�

steme ist die Einschr	ankung 
����� also das Axiom der einfachen Transitivit	at� Im Rahmen

dieses Axioms wird die Eineindeutigkeit der Zuordnung zweier Punkte A und B 	uber ge�

nau eine Relation L gefordert� Diese Eindeutigkeit bez	uglich der Relationen ist jedoch

nicht immer gew	ahrleistet� was schon anhand des einfachen Beispiels eines PT�
Systems

erl	autert werden soll 
Abschnitt �������

Weiterhin ist die Forderung der Idempotenz 
Axiom ��IV� bei der Beschreibung von Sy�

stemen mit diskreter Zeitmenge problematisch� Die Transitivit	at der Relationen

L � L 	 L 
����

kann erf	ullt werden� die umgekehrte Teilmengenbeziehung ist jedoch nur bei Dichtlage

der Zeitmenge g	ultig 
Abschnitt �������

��	�� Zur einfachen Transitivit�at

Es ist hinl	anglich bekannt� da� ein PT�
System mit der D	ampfung D � � auf ein

sprungf	ormiges Eingangssignal mit einer unged	ampften harmonischen Schwingung rea�

giert� Diese Schwingung ist in ihrer Frequenz jedoch nicht von der Amplitude des Ein�

gangssignals abh	angig� Somit sind bei unterschiedlichen Amplituden des Eingangssignals

die Nulldurchg	ange der Systemantwort bei den gleichen Zeitpunkten zu �nden 
Bild �����

Es gibt f	ur dieses Beispiel also zwei Systemzust	ande A und B� die in mehr als nur einer

einzigen Relation L � hui zueinander stehen�

Um trotzdem eine Beschreibung des PT�
Systems 	uber Regel
Relative gem	a� De�nition

��� m	oglich zu machen� kann die Dimension der Systemzust	ande erh	oht werden� Dennoch
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� ���

x�

x�

t�s 

A B

X

Bild ���� Systemantwort eines unged	ampften PT�
Systems auf zwei Spr	unge unter�

schiedlicher Amplitude

wird anhand dieses einfachen Beispiels die Problematik bei einer Systembeschreibung mit

Hilfe der Regel
Relative gem	a� De�nition ��� deutlich� De�nition ��� scheint demnach

besser geeignet� beliebige technisch relevante Systeme zu beschreiben� Dennoch wirkt die

aufwendige Schreibweise mit Hilfe der Abbildungsschar � � dt auf den regelungstechnisch

interessierten Ingenieur eher abschreckend� so da� eine Neuformulierung dieses Begri�s

angebracht erscheint�

��	�� Zur Idempotenz

Bei Regel
Relativen nach 
Arnold ����� ergibt sich mit diskreter Zeitmenge 
T � N� ein

Widerspruch zwischen den Axiomen ��I und ��IV�

��I bedeutet f	ur T � N� da� gilt

A
�

LB
�

� tA� # � � tB� � 
����

F	ur den Nachweis des Widerspruches sei nun angenommen� es gelte

L 	 L � L 
����

f	ur beliebige L � R� Dann ist f	ur �t � � und A � P nach ��II AL�t � AL� � B erkl	art�

und es gilt ALB mit tB � tA # �t � tA # �� Angenommen es gelte A
L � L�B� dann

existiert ein Punkt C mit ALC 
 CLB� Nach Gl� 
���� ergibt sich nun der Widerspruch

tA # � � tB � tC # � � tA # ��

Um die De�nition des Regel
Relativs auch f	ur Systeme mit diskreter Zeitmenge anwenden

zu k	onnen� mu� man entweder Axiom ��I abschw	achen zu
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��I% F	ur alle A� B � P gilt

APB � tA � tB � 
����

Oder man fordert statt ��IV nur die Transitivit	at Gl� 
�����

Im ersten Fall verlieren die ersten beiden Aussagen von Satz ��� wegen E 	 L f	ur alle

L � P ihre G	ultigkeit� jedoch l	a�t sich dann die verletzte Inklusionsbedingung herleiten�

Dieser Ansatz wird in De�nition ��� gew	ahlt�
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� Zusammenfassung und Ausblick

Der vorliegende Bericht liefert einen Beitrag zur Verallgemeinerung der Theorie dynami�

scher Systeme auf relationale Systemstrukturen� Daf	ur wurden die in 
Arnold ����� und


Arnold ����� de�nierten Begri�e der Regel
Relative 
P� P�R�K� und 
P�R�� � dt� auf

ihre Eignung hin untersucht� dynamische Systeme beschreiben zu k	onnen� Im Rahmen

dieses Berichts wurde diese Eignung nachgewiesen und gezeigt� da� 	uber explizit an�

gegebene 	Ubergangsverfahren Regel
Relative in Systeme nach Sontag 
����� 	uberf	uhrt

werden k	onnen 
und umgekehrt�� diese Begri�e also synonym sind� Ferner wurden die Be�

gri�e der Zeitinvarianz von Regel
Relativen und ein Parallelit	atsaxiom f	ur Regel
Relative

eingef	uhrt� Im Rahmen dieses Forschungsberichts wurde desweiteren bewiesen� da� der

Begri� der Zeitinvarianz f	ur Regel
Relative synonym zu dem f	ur Systeme nach Sontag


����� ist�

Bei der Anwendung der Regel
Relative auf beliebige dynamische Systeme zeigte es sich

jedoch� da� insbesondere beim Ansatz nach Arnold 
����� Schwierigkeiten auftauchen�

So birgt z�B� das Axiom der einfachen Transitivit	at in diesem Zusammenhang bereits

Schwierigkeiten bei der Beschreibung einfacher PT�
Systeme in sich� Zus	atzlich ergeben

sich bei der Beschreibung zeitdiskreter Systeme aufgrund der geforderten Idempotenz

erhebliche Probleme� so da� f	ur die Beschreibung zeitdiskreter Systeme eine Modi�kati�

on gem	a� Abschnitt ����� notwendig ist� Derartige Schwierigkeiten ergeben sich f	ur den

Regel
Relativansatz in 
Arnold ����� nicht� so da� er f	ur eine Beschreibung dynamischer

Systeme geeignet ist�

Aufgrund der nach Arnold 
����� aufwendigen Schreibweise der Abbildungsschar � � dt

zur Beschreibung nicht notwendigerweise konstanter Kontrollfunktionen ist eine Neufor�

mulierung dieses Begri�s mit einer leichter handhabbaren Schreibweise w	unschenswert�

Diese Neuformulierung geschieht in einem n	achsten Forschungsbericht� Ferner ist es bis

jetzt lediglich m	oglich� beliebige dynamische Systeme in Form von Regel
Relativen zu

beschreiben� Zu aus der Systemtheorie bekannten Systemeigenschaften wie Steuerbar�

keit�Erreichbarkeit und Beobachtbarkeit�Unterscheidbarkeit und den zugeh	origen Ana�

lysemethoden existiert jedoch noch nicht in der Sprache der Regel
Relative ein entspre�

chendes Analogon� Diese L	ucke wird in der nahen Zukunft ebenfalls geschlossen�
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A Relationen und Relative

In diesem Abschnitt werden De�nitionen und Sprechweisen� die f	ur das Rechnen mit

Relationen grundlegend sind� zusammengefa�t�

De�nition A�� 
Bronsteijn und Semendjajew �����


i� Eine bin�are Relation L auf einer Grundmenge P �� � ist eine Menge von ��Tupeln


A�B� von Elementen A�B � P� d�h�

L 	 P�P � 
A���


ii� Eine Menge L von n
Tupeln 
A�� � � � � An� von Elementen einer Grundmenge P �� �

wird n��are Relation auf P genannt�

L 	 Pn � P� � � ��P� �z �
n�mal

� 
A���

�

F	ur eine bin	are Relation L wird die mengentheoretische Schreibweise 
A�B� � L in rela�

tionaler Form durch ALB ausgedr	uckt�

ALB �� 
A�B� � L 
A���

Man sagt dann
!
A und B stehen in der Relation L"�

Da Relationen formal gesehen Mengen sind� k	onnen die 	ublichen Mengen
Operatoren

wie �� �� n auf Relationen angewendet werden� Speziell f	ur bin	are Relationen gibt es

zus	atzlich die folgenden Operationen�

De�nition A��


i� Bildung der inversen Relation

Zu einer bin	aren Relation L aufP sei L die wie folgt de�nierte zu L inverse Relation�

ALB �� BLA � 
A���


ii� Relationenprodukt

Zu bin	aren Relationen L�� L� auf derselben GrundmengeP ist als Relationenprodukt

von L� und L� die bin	are Relation L� � L� wie folgt de�niert�

A
L� � L��B ��
�
C�P

AL�C 
 CL�B � 
A���
�

Das Relationenprodukt l	a�t sich auch allgemeiner f	ur n
	are Relationen de�nieren� dies

spielt aber bei unseren Betrachtungen keine Rolle�
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De�nition A�	


i� Man spricht von einem zweistelligen 	bin�aren
 Relativ 
oder von einer bin�aren Re�

lationenalgebra� 
P�R�� wenn gegeben sind�

�� eine Menge P �� �$

�� eine Menge R 	 Pot
P �P� von zweistelligen Relationen auf P�


ii� Man spricht f	ur n � N von einem n��aren Relativ 
oder von einer n��aren Relatio�

nenalgebra� 
P�Rn�� wenn gegeben sind

�� eine Menge P �� �$

�� eine Menge R 	 Pot
Pn� von n
stelligen Relationen auf P�

Ein n
stelliges Relativ besteht also aus einer nicht leeren Menge P und einer Menge von

Relationen einer festen Stellenzahl n � �� �

Da hier ausschlie�lich mit bin	aren Relativen gearbeitet wird� l	a�t man den Zusatz bin�ar

fallen� so da� mit einer Relation 
bzw� einem Relativ� eine bin	are Relation 
bzw� ein

bin	ares Relativ� gemeint ist�

De�nition A��

Unter den Relationen ist die mit E bezeichnete Gleichheitsrelation auf P besonders aus�

gezeichnet� E ist folgenderma�en de�niert�

AEB �� A � B f	ur alle A�B � P � 
A���

�

De�nition A��

Zu A � P und L � R wird die Menge

AL �� fB � PjALBg 
A���

als Nachbereich der Relation L bez�uglich A bezeichnet� Entsprechend l	a�t sich der Vorbe�

reich der Relation L bez�uglich B erkl	aren durch

LB �� fA � LjALBg � 
A���

�

Beispiel A��

Bekannte bin	are Relationen sind die Ordnungsrelationen kleiner �� kleiner gleich ��

gr�o�er � und gr�o�er gleich �� Als Grundmenge kann jede geordnete Menge dienen�

Dabei unterscheiden sich die einzelnen Relationen bzgl� verschiedener Grundmengen�
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Werden die Ordnungsrelationen bzgl� N betrachtet� so gilt die mengentheoretische

Schreibweise f	ur die kleiner gleich
Relation

� � f
a� b� � N �Nja � b im 	ublichen Sinneg � 
B ������

Wegen ��� �� N gilt also auch nicht ��� � � bzgl� N� Bezieht man die kleiner gleich


Relation auf die Menge der reellen Zahlen R� so da�

� � f
a� b� � R�Rja� b im 	ublichen Sinneg � 
B ������

so erh	alt man ��� � �� Die oben angegeben Relationen lassen sich mengentheoretisch

vergleichen� Es gilt zum Beispiel� 	 �� F	ur die Anwendung der Mengenoperationen

sei angegeben�

� � �� E � 
B ������

� � �� � � 
B ������

Diese Aussagen sind unabh	angig von der betrachteten Grundmenge� Zur Veran�

schaulichung von Vor
 und Nachbereich der Relation � werde als Grundmenge die

Menge der reellen Zahlen R betachtet� Es sei b � R beliebig vorgegeben� Es ergeben

sich als Vor
 bzw� Nachbereich Halbstrahlen auf der reellen Achse�

b � � fc � Rjb� cg � �b��� und 
B ������

� b � fa � Rja� bg � 
��� b � 
B ������

Die inverse Relation zu � ist � und zu � ist � invers� �

Beispiel A��

Nun wird der Begri� des bin	aren Relativs erl	autert� Verglichen werden die Rela�

tive 
N� f���g� und 
R� f���g�� d�h� man betrachtet N bzw� R als Grundmenge

und jeweils die beiden Ordnungsrelationen kleiner � und gr	o�er � werden in der

Relationenmenge zusammengefa�t� Da� die kleiner
Relationen bez	uglich N und R

verschieden sind� ist genauso� wie f	ur die Relation � einzusehen� Aber auch die

Eigenschaften der Relative unterscheiden sich� Die Aussage

� 	 � � � 
B ������

gilt f	ur die Grundmenge R aber nicht f	ur die Grundmenge N� Zu reellen Zahlen

a � c existiert immer eine reelle Zahl b� mit der Eigenschaft a � b � c� Dies

entspricht gerade der Gleichung 
B ������ in relationaler Schreibweise� W	ahlt man

nun als nat	urliche Zahlen � � �� so existiert aber keine nat	urliche Zahl n � N mit

� � n � �� �
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B Systembegri
 nach Sontag �����


De�nition B�� Sontag 
�����

Wir sprechen von einem System

� � 
T �X �U ���� 
B���

wenn gegeben werden

�� als Zeitmenge eine Untergruppe T 
#� � R
#�$

�� eine nicht leere Menge X � deren Elemente Zust�ande hei�en$

�� eine nicht leere Menge U � deren Elemente Stellwerte hei�en$

�� eine Zustands	uberf	uhrungsfunktion

� � D� �� X � 
B���

mit

D� 	
n

t�� t�� x� w�jt�� t� � T $ t� � t�$x � X $w � U �t��t��

o

B���

und wenn die folgenden Bedingungen erf	ullt sind�

B�I Nicht�Trivialit�at

Zu jedem Zustand x� � X gibt es mindestens ein Paar t� � t� � T und ein

w � U �t��t�� derart� da� 
t�� t�� x�� w� � D� gilt�

Ist 
t�� t�� x�� w� � D�� so sagt man auch
!
w ist auf x� anwendbar"�

B�II Restriktion

Ist w � U �t��t�� anwendbar auf x�� so ist auch f	ur jedes t� � �t�� t�� die Restriktion

w� � wj�t��t�� � U �t��t�� auf x� anwendbar und zudem ist die Restriktion w� �

wj�t��t�� � U
�t��t�� anwendbar auf x
t�� � 
t�� t�� x�� w����

B�III Halbgruppenaxiom

Sind t�� t
�� t� � T mit t� � t� � t�� w� � U �t��t�� und w� � U �t��t�� gegeben und ist x�

ein Zustand mit


t�� t�� x�� w��� � x� 
 
t�� t
�� x�� w��� � x�� 
B���

dann ist die Konkatenation 
Verkettung� w � w�

t�

� w� � U �t��t�� auf x� anwendbar�

und es gilt


t�� t�� x�� w�� � x� � 
B���
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Dabei wird gesetzt


w�

t�

� w��
t� ��

�
w�
t� f	ur t � �t�� t

��

w�
t� f	ur t � �t�� t��
� 
B���

B�IV Identit�at

F	ur jedes t� � T und jedes x � X ist die leere Abbildung � � U �t��t�� auf x

anwendbar� und es gilt


t�� t�� x���� � x � 
B���

�

Zus	atzlich zu der in Sontag 
����� angegebenen Axiomatik erweist sich f	ur eine synonyme

Charakterisierung des System
Begri�s durch Regel
Relative folgendes Zusatzaxiom als

wichtig 
Arnold ������

B�V Reduktion

Es seien u�� u� � U mit

�
t�

�
t��t�

�
x�X


t�� t�� x� wu��� � 
t�� t�� x� wu��� 
B���

gegeben� wobei wui
t� � ui f	ur alle t � �t�� t�� und i � �� � gesetzt sei� so folgt

u� � u� � 
B���

�

Der Begri� des
!
Systems" wird stets in dem Sinn gebraucht� da� die Axiome B�I
B�V

als g	ultig vorausgesetzt werden� Das Reduktionsaxiom B�V stellt keine wesentliche Ein�

schr	ankung dar� da man zwei Stellwerte identi�zieren kann� die bez	uglich des vorgegebe�

nen Systems dieselbe Wirkung haben�

Bemerkung B��


i� Wegen des Restriktionsaxioms kann man zu w � U �t��t�� Trajektorien

x
t� � 
t� t�� x�� wj�t��t���� f	ur alle t � �t�� t�� 
B����

bilden� Dies sind Kurven mit Zwischenwerten von Zust	anden� Au�erdem gilt� da�

von jedem solchen Zwischenpunkt x
t� als neuer Anfangspunkt der Endpunkt x
t��

mit der Kontrollfunktion w�t�t�� erreicht werden kann� Die folgende Eigenschaft ist

also in jedem System g	ultig�
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Zerlegung

Ist w � U �t��t�� anwendbar auf x� � X mit


t�� t�� x�� w�� � x� � 
B����

dann ist f	ur jedes t � �t�� t�� wj�t��t� anwendbar auf x� und weiter ist wj�t�t�� an�

wendbar auf

xt �� 
t� t�� x�� wj�t��t��� � 
B����

Zudem gilt


t�� t� xt� wj�t�t���� � x� � 
B����


ii� Wendet man das Axiom B�IV auf wj�t��t�� � � f	ur w � U �t��t�� und t� � �t�� t�� an�

so erh	alt man


t�� t�� x� wj�t��t��� � x f	ur alle x � X � 
B����

�

De�nition B��

Zwei Systeme 
T �X �U��� und 
T �X ��U����� hei�en isomorph zueinander 
in Zeichen�


T �X �U ��� �� 
T �X ��U������� wenn es zwei Bijektionen

� �

�
X �� X �

x ��� x�
� � �

�
U �� U�

u ��� u�

B����

gibt� f	ur die mit�
U �t��t�� �� U��t��t��

w ��� w � �

B����

die Aussagen


t�� t�� x� w� � D� � 
t�� t�� x��w � �� � D�� 
B����

und



t�� t�� x� w���� � 
t�� t�� x��w � ���� 
B����

gelten� �
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De�nition B�	

Ein System 
T �X �U��� hei�t zeitinvariant� wenn f	ur jedes w � U �t��t�� und jedes x � X �

t� � T gilt�

Ist w anwendbar auf x� so ist auch die Translation

wt� � U �t��t
��t��t

�� � wt�
t� �� w
t� t�� 
B����

anwendbar auf x� und es gilt


t�� t�� x� w�� � 
t� # t�� t� # t�� x� wt��� � 
B����

�

De�nition B�� Sontag 
�����

Man nennt ein System 
T �X �U ��� vollst�andig� wenn jede Stellfunktion f	ur jeden Zustand

zul	assig ist�

D� � f
t�� t�� x� w�jt� � t�� x � X � w � U �t��t��g� 
B����

Verallgemeinernd bedeutet f	ur eine Familie von Stellfunktionen V 	
S

t��t�

U �t��t�� die Ei�

genschaft der V�Vollst�andigkeit� da� f	ur t� � t�� x � X und w � V die Beziehung


t�� t�� x� w� � D� gilt� �
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C Synonymit�at von Regel�Relativen und Systemen

In diesem Abschnitt werden die in Satz ��� und Bemerkung ��� getro�enen Aussagen

	uber den synonymen Zusammenhang von Regel
Relativen gem	a� De�nition ��� und dem

Systembegri� nach Sontag 
����� 
siehe Anhang B� im einzelnen bewiesen�

De�nition C��

Zwei axiomatisch gegebene StrukturenA� B hei�en synonym zueinander� wenn zwei 	Uber�

gangsverfahren

� � A �� B � L � B �� A

angegeben werden k	onnen� so da� f	ur alle A� A� B� B gilt

A�L �� A und BL� �� B �

�

Hier sei nun als A die Menge aller Systeme� also die Menge aller Quadrupel 
T �X �U ����

welche den Axiomen in De�nition B�� gen	ugen und B die Menge aller Regel
Relative�

d�h� die Menge aller Tripel 
P�R�� � dt�� die die Axiomatik in De�nition ��� erf	ullen�

Die 	Ubergangsverfahren L und � wurden in den De�nitionen ��� und ��� angegeben�

Die folgenden S	atze und Lemmata entstammen 
Arnold ����� und sind mit Beweisen

versehen�

Lemma C��

Die in Bemerkung ��� erkl	arte Abbildung

h�i �

�
U �� R

u ��� hui

ist eine Bijektion und l	a�t sich f	ur jedes t� � t� fortsetzen zu einer Bijektion

h�i �

�
U �t��t�� �� R�t��t��

w ��� hwi
�

indem man f	ur t � �t�� t�� setzt

hwi
t� �� hw
t�i� 
C���

Beweis

�i� Die Surjektivit�at von h�i folgt direkt aus der De�nition der Relationenmenge in � als

R 	� fhuiju � Ug�
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�ii� Zur Injektivit�at	

Es sei hu�i � hu�i f�ur u�� u� � U vorausgesetzt	

V
t��t�

V
x��x��X

�t�� x��hu�i�t�� x��	 �t�� x��hu�i�t�� x��

�
�

V
t��t�

V
x��x��X

�t�� t�� x�� wu��� � x� 	 �t�� t�� x�� wu��� � x�

�
V

t��t�

V
x��X

�t�� t�� x�� wu��� � �t�� t�� x�� wu���

��V
� u� � u� �

Also ist h�i injektiv�

Nun werden die Surjektivit�at und Injektivit�at der erweiterten Abbildung h�i nachgewiesen	

�iii� Zur Surjektivit�at	

Es sei � � R�t��t��
 d�h� ��t� � R f�ur alle t � �t�� t��� Das hei�t also
 f�ur alle t � �t�� t��

gilt ��t� � huti f�ur ein geeignetes ut � U � Setzt man nun die Abbildung w � U �t��t��

folgenderma�en an	

w�t� 	� ut f�ur alle t � �t�� t�� � �C���

so folgt f�ur alle t � �t�� t��	

hwi�t�
�C���
� hw�t�i

�C���
� huti � ��t� �

Es gilt somit hwi 
 ��

�iv� Zur Injektivit�at	

Vorgegeben seien w�� w� � U
�t��t�� mit hw�i � hw�i�

hw�i � hw�i � hw�i�t� � hw�i�t� f�ur alle t � �t�� t��
�C���
� hw��t�i � hw��t�i f�ur alle t � �t�� t��
�ii�
� w��t� � w��t� f�ur alle t � �t�� t��

� w� 
 w� �

�

Lemma C��

Die Umkehrabbildung von h�i

i � h �

�
R �� U

L ��� iLh

ist ebenfalls eine Bijektion und kann entsprechend fortgesetzt werden zu einer Bijektion

i � h � R�t��t�� �� U �t��t�� f	ur beliebige t� � t� durch die De�nition

i&h
t� �� i&
t�h � 
C���
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Beweis

Da h�i 	 R �� U bijektiv ist
 stellt auch die Umkehrabbildung i � h 	 R �� U eine Bijektion dar�

i � h 	

�
R�t��t�� �� U �t��t��

� ��� i�h

ist eine Bijektion
 denn f�ur w � U �t��t�� ist � 	� hwi ein Urbild
 wodurch die Surjektivit�at belegt

wird� Die Injektivit�at folgt analog zum Beweisteil �iv� von Lemma C�� aus der Injektivit�at von

i � h� �

Bemerkung C��

Zu jedem & � U �t��t�� gibt es also genau ein w � U �t��t�� mit & � hwi� F	ur dieses w gilt

w
t� � i&
t�h f	ur alle t � �t�� t��� 
C���

Die beiden erweiterten Bijektionen h�i und i � h kehren also einander um�

Lemma C�	

Es gilt f	ur w� � U �t��t
�� und w� � U �t��t�� stets

hw�

t�

� w�i � hw�i
t�

� hw�i 
C���

f	ur die Konkatenation der beiden Funktionen w� und w� in t��

Beweis

Zu zeigen ist

hw�
t�

� w�i�t�
�
� �hw�i

t�

� hw�i��t� f� a� t � �t�� t���

�� Fall	 t � �t�� t
��	

hw�
t�

� w�i�t� � h�w�
t�

� w���t�i
t��t��t��
� hw��t�i

t��t��t��
� �hw�i

t�

� hw�i��t� �

�� Fall	 t � �t�� t��	

Die Behauptung wird analog zum �� Fall mit vertauschten Rollen von w� und w� bewiesen�

�

Lemma C��

Es gilt f	ur &� � R�t��t�� und &� � R�t��t�� stets

i&�

t�

� &�h � i&�h
t�

� i&�h � 
C���



C Synonymit
at von Regel�Relativen und Systemen ��

Beweis

Der Beweis verl�auft v�ollig analog zum Beweis von Lemma C��� �

Satz C��

Es sei 
T �X �U ��� ein System� Dann ist die durch das 	Ubergangsverfahren � de�nierte

Struktur


T �X �U ���� �� 
P�R�� � dt� 
C���

ein Regel
Relativ�

Beweis

Zu zeigen sind die Axiome ��I���V eines Regel�Relativs f�ur ein gem�a� � de�niertes Relativ

�P�R�� � dt� 	� �T �X �U�����

zu ��I	 Es sei x � X � Wegen der Nicht�Trivialit�at B�I existiert ein Paar t� � t� � T und

w � U �t��t�� mit

�t�� t�� x� w� � D� �

Es gilt also �t�� t�� x�� w�� � x� f�ur ein x� � X � Setze � 	� hwi � R�t��t��� Dann gilt nach

Gl� ������ �t�� x��
h
�t�
t�
�dt

i
�t�� x�� und somit �t�� x��

h
�t�
t�
�dt

i

� ��

zu ��II	 Die Pr�amisse

�t�� x��
h
�t�
t�
�dt

i
�t�� x�� � �t�� x��

h
�t�
t�
�dt

i
�t�� x

�
��

bedeutet nach Gl� ������

�t�� t�� x�� w�� � x� � �t�� t�� x�� w�� � x��

mit w � U �t��t�� und � � hwi� Da � eine Funktion ist
 folgt x� � x���

zu ��III	 Nachzuweisen isth
�t�

t�
��dt

i
�
h
�t�
t���dt

i
�
� ��t�

t�
���

t�

� ���dt� �

�
� Es seien �t�� x�� und �t�� x�� � P mit

�t�� x��

h
�t�

t�
��dt

i
�
h
�t�
t���dt

i�
�t�� x��

gegeben�

�t�� x��

h
�t�

t�
��dt

i
�
h
�t�
t���dt

i�
�t�� x��

�
W

�t��x���P
�t�� x��

h
�t�

t�
��dt

i
�t�� x�� � �t�� x��

h
�t�
t���dt

i
�t�� x��

����	�
�

W
�t��x���P

�t�� t�� x�� w��� � x� � �t�� t�� x�� w��� � x�

B�III
� �t�� t�� x�� �w�

t�

� w���� � x�
Lemma C
�

� �t�� x����
t�
t�
���

t�

� ���dt��t�� x�� �
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�
� Vorausgesetzt wird �t�� x����

t�
t�
���

t�

� �����t�� x�� f�ur �t�� x��� �t�� x�� � P� Nach

Gl� ������ gilt also wegen Bemerkung C��

�t�� t�� x�� w�� � x�

mit w � i��
t�

� ��h� Damit folgt

w� 	� w�t��t�� � i��h � w� 	� w�t��t�� � i��h �

Mit der Zerlegungseigenschaft in Bemerkung B���i� erh�alt man

�t�� t�� x�� w��� � x� � �t�� t
�� x�� w��� � x� f�ur ein x� � X �

Unter Ber�ucksichtigung von Gl� ������ ergibt sich

�t�� x��
h
�t�

t�
��dt

i
�t�� x�� � �t�� x��

h
�t�
t���dt

i
�t�� x���

woraus die Behauptung folgt�

zu ��IV	 Nachzuweisen ist
h
�t�
t�
Ldt

i
�
� Ljt�t� f�ur beliebige L � R�

Wegen Gl� ������ gilt L � hui f�ur ein u � U � Zu zeigen ist also

h
�t�
t�
huidt

i
�
� huijt�t� �

Es gilt
h
�t�
t�
huidt

i
�
h
�t�
t�
�huidt

i
mit �hui�t� � hui � hwu�t�i f�ur t � �t�� t�� und damit

�t�� x��
h
�t�
t�
huidt

i
�t�� x��

����	�
	 �t�� t�� x�� wu�� � x�

	 �t�� x��hui�t�� x��
�����
	 �t�� x��huij

t�
t�
�t�� x�� �

zu ��V	 Nach der Identit�atseigenschaft B�IV gilt �t�� t�� x���� � x f�ur die leere Abbildung

� � U �t��t�� mit beliebigem t� � T � Damit gilt nach Gl� ������

�t�� x�
h
�t�
t�
�dt

i
�t�� x�

f�ur die leere Abbildung � � R�t��t��� �

Satz C��


P�R�� � dt� sei ein Regel�Relativ� Dann ist


P�R�� � dt� L �� 
T �X �U ��� 
C���

ein System�
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Beweis

Die Abbildungseigenschaft von � aus der Grundvoraussetzung folgt aus der Eigenschaft ��II des

Regel�Relativs�

Zum Nachweis der Axiome B�I�B�V	

zu B�I	 Es sei x� � X beliebig vorgegeben� Nach Axiom ��I existieren t� � t� � T und

� � R�t��t�� � U �t��t��
 so da�

�t�� x��
h
�t�
t�
�dt

i

� �

erf�ullt ist� Gem�a� Gl� ������ folgt �t�� t�� x�� i�h� � D��

zu B�II	 Es sei w � � � U �t��t�� anwendbar auf x� � X � Es gelte also �t�� t�� x���� � D�
 was

gem�a� Gl� ������ bedeutet

�t�� x��
h
�t�
t�
�dt

i

� � � �C���

Ferner sei nun t� � �t�� t�� beliebig aber fest gegeben� Gesetzt wird

�� 	� �j�t��t�� � U
�t��t�� � �� 	� �j�t��t�� � U

�t��t�� �

Zun�achst wird �t�� x��
h
�t�

t�
��dt

i �

� � gezeigt�

Angenommen
 es gilt �t�� x��
h
�t�

t�
��dt

i
� �� Dann ist richtig

�t�� x��
h
�t�

t�
��dt

i
� � � �t�� x��


h
�t�

t�
��dt

i
�
h
�t�
t���dt

i�
� �

��III
� �t�� x����

t�
t�
���

t�

� ���dt� � � �

Da ��
t�

� �� � � gilt
 ergibt sich ein Widerspruch zu Gl� �C���� Es ist also gezeigt
 da�

�j�t��t�� auf x� anwendbar ist� Insbesondere folgt

�t�� x��
h
�t�

t�
��dt

i
�t�� x�� f�ur ein x� � X � �C����

Weiter ist nun zu zeigen	

�t�� x��
h
�t�
t���dt

i �

� � �

Aus Gl� �C��� l�a�t sich folgern

�t�� x��
h
�t�
t�
�dt

i

� �

��III
� �t�� x��


h
�t�

t�
��dt

i
�
h
�t�
t���dt

i�

� �

� �t�� x��
h
�t�

t�
��dt

i
�t�� x� �

�t�� x�
h
�t�
t���dt

i
�t�� x�� f� g� x� x� � X

�nach ��II und Gl� �C���� gilt x� � x��

� �t�� x��
h
�t�
t���dt

i

� � �

So ist auch die Anwendbarkeit von �� auf x
� gezeigt und B�II insgesamt nachgewiesen�
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zu B�III	 Es seien t� � t� � t� � T gegeben� Weiter seien �� � U �t��t
�� und �� � U �t��t�� sowie

ein Zustand x� � X mit

�t�� t�� x������ � x� � �t�� t
�� x������ � x� f�ur geeignete x

�� x� � X �C����

gegeben� Wir setzen

� 	� ��
t�

� �� � U
�t��t�� � �C����

Gl� �C���� bedeutet gem�a� Gl� ������

�t�� x��
h
�t�

t�
��dt

i
�t�� x�� � �t�� x��

h
�t�
t���dt

i
�t�� x�� �

Damit kann man schlie�en	

�t�� x��
h
�t�

t�
��dt

i
�t�� x�� � �t�� x��

h
�t�
t���dt

i
�t�� x��

� �t�� x��

h
�t�

t�
��dt

i
�
h
�t�
t���dt

i�
�t�� x��

��III
� �t�� x��

�
�t�
t�
���

t�

� ���dt

�
�t�� x��

�C����
� �t�� x��

h
�t�
t�
�dt

i
�t�� x��

������
� �t�� t�� x���� � D� mit �t�� t�� x����� � x� �

zu B�IV	 Seien t� � T � x � X beliebig vorgegeben� Nach ��III gilt �t�� x�
h
�t�
t�
�dt

i
�t�� x�
 was

nach Gl� ������ hei�t �t�� t�� x���� � x�

zu B�V	 Gegeben seien L��L� � U � R
 so da� die Pr�amisse �B��� von B�V erf�ullt ist� Es gilt

also	

V
t�

V
t��t�

V
x��X

�t�� t�� x�� wL��� � �t�� t�� x�� wL���

������
	

V
t�

V
t��t�

V
x��X

�t�� x��
h
�t�
t�
L�dt

i
� �t�� x��

h
�t�
t�
L�dt

i
��IV
�

V
t�

V
t��t�

V
x��X

�t�� x��L�j
t�
t�
� �t�� x��L�j

t�
t�

	
V
t�

V
t��t�

V
x��X

V
x��X

�t�� x���L�j
t�
t�
��t�� x��	 �t�� x���L�j

t�
t�
��t�� x��

	
V
t�

V
t��t�

V
x��X

V
x��X

�t�� x��L��t�� x��	 �t�� x��L��t�� x�� �

Das bedeutet aber
 da� die Relationen L� und L� �ubereinstimmen� �

Satz C�	

F	ur jedes Regel
Relativ 
P�R�� � dt� gilt


P�R�� � dt� L� � 
P�R�� � dt� � 
C����
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Beweis

Zun�achst gilt nach den S�atzen C�� und C��
 da�

�P� � T � �X ��R���� � dt� 	� �P�R�� � dt� L�

ein Regel�Relativ ist
 wobei durch die �Ubergangsverfahren sowohl die Zeitmenge T als auch die

Menge der Zust�ande X unver�andert bleiben	

T � � T und X � � X � P� � P �

Zu zeigen bleibt also	

�i� R� �
� R

�ii� �� � dt
�
� � � dt �

F�ur den Beweis sei �T �X �U��� 	� �P�R�� � dt� L gesetzt�

zu �i�	 Nach Gl� ������ im �Ubergangsverfahren � gilt

R� � fhuiju � Ug �

wobei U gem�a� Gl� ������ de�niert ist
 d�h� es gilt U � R und damit

R� � fhLijL � Rg � �C����

Es gilt

�t�� x�hLi�t�� y�
������
	 �t�� t�� x� wL�� � y �

wobei wL � U �t��t�� � R�t��t�� gem�a� wL�t� � L f�ur alle t � �t�� t�� de�niert ist� Gezeigt

wird nun
 da� gilt

L
�
� hLi f�ur alle L � R � �C����

woraus o ensichtlich wegen �C���� die Behauptung R � R� folgt�

Zum Nachweis von Gl� �C����	

�t�� x��hLi�t�� x��
������
	 �t�� t�� x�� wL�� � x�

������
	 �t�� x��

h
�t�
t�
wLdt

i
�t�� x��

	 �t�� x��
h
�t�
t�
Ldt

i
�t�� x��

��IV
	 �t�� x��



Ljt�t�

�
�t�� x��

�����
	 �t�� x��L�t�� x�� �
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zu �ii�	 Die Behauptung �� �dt
�
� � �dt ist gezeigt
 wenn man f�ur alle t� � t� und alle � � R�t��t��

nachweist	h
��t�

t�
�dt

i
�
�
h
�t�
t�
�dt

i
�

Seien also t� � t� und � � R�t��t�� beliebig vorgegeben�

Setze w 	� i�h� Damit kann man schlie�en	

w � i�h
Bem
 C
�
	 w�t� � i��t�h f�ur alle t � �t�� t��

Lemma C
�
	 hw�t�i � ��t� f�ur alle t � �t�� t��
�i�
� w�t� � ��t� f�ur alle t � �t�� t��

� w � � �

Hieraus folgt	

�t�� x��
h
��t�

t�
�dt

i
�t�� x��

����	�
	 �t�� t�� x�� w�� � x�

������
	 �t�� x��

h
�t�
t�
wdt

i
�t�� x��

	 �t�� x��
h
�t�
t�
�dt

i
�t�� x�� �

�

Satz C��

F	ur jedes System 
T �X �U��� gilt


T �X �U ����L �� 
T �X �U��� � 
C����

Beweis

Zun�achst gilt nach den S�atzen C�� und C��
 da�

�T ��X ��U ����� 	� �T �X �U ����L

ein System ist
 f�ur das jedenfalls T � � T und X � � X gilt� Um die geforderte Isomorphie

nachzuweisen
 sind nach De�nition B�� zwei Bijektionen

� 	

�
X �� X ��� X �

x ��� x�
� � 	

�
U �� U �

u ��� u�

anzugeben
 die den gew�unschten Operationstreue�Eigenschaften gen�ugen�

Wir machen folgenden Ansatz	

� 	

�
X �� X

x ��� x� 	� x
� � 	

�
U �� U �

u ��� u� 	� hui �
�C����

Da Injektivit�at und Surjektivit�at der Abbildungen o ensichtlich sind �vgl� Lemma C���
 ist nur

noch zu zeigen	

�a� �t�� t�� x�� w� � D�
�
	 �t�� t�� x���w � �� � D��

�C��	�
	 �t�� t�� x�� hwi� � D� �
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�b� ��t�� t�� x�� w����
�
� �t�� t�� x���w � ���� �C��	�� �t�� t�� x�� hwi��� �

zu �a�	 Seien t� � t�
 x� � X 
 hwi � R�t��t��
������
� U �t��t�� gegeben� Dann gilt	

�t�� t�� x�� hwi� � D��

������
	 �t�� x��

h
�t�
t�
hwidt

i

� �

	 �t�� x��
h
�t�
t�
hwidt

i
�t�� x�� f�ur ein x� � X
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