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1 Einleitende Ubersicht

Aufgrund der Nichtlinearitdten realer technischer Systeme erweist sich eine Beschreibung mit
Hilfe der Theorie linearer Systeme haufig als nicht ausreichend. Im Bereich der nichtlinearen Sy-
stemtheorie wird darum mafigeblich versucht Werkzeuge der linearen Systemtheorie, wie z.B. bei
der Steuerbarkeits- und Beobachtbarkeitsanalyse auf nichtlineare Systeme zu iibertragen.

Im Rahmen einer derartigen Ubertragung muf eine Trennung der Begriffe der Steuerbarkeit,
Erreichbarkeit und der Zuganglichkeit erfolgen. Der Unterschied zwischen den ersten beiden
Begriffen liegt in den unterschiedlichen Auflagen begriindet, die die End- bzw. Anfangspunkte
(-zustdnde) der Untersuchung erfiillen miissen. Bei der Fragestellung nach der Erreichbarkeit
eines Systems wird untersucht, ob von einem Startpunkt aus der Systemzustand in die an-
deren Punkte des Systems tiberfithrt werden kann. Bei dem Problem der Steuerbarkeit eines
Systems wird die Betrachtungsweise genau umgekehrt, es wird also untersucht, ob von beliebi-
gen Anfangspunkten des Systems aus der Systemzustand in einen fest vorgegebenen Endpunkt
tiberfithrt werden kann. Dieser ist dann meist ein Gleichgewichtszustand und in der Regel der
Koordinatenursprung. Bei der Zugénglichkeit eines Systems wird der Frage nachgegangen, ob
von jedem beliebigen Punkt des Systems aus andere erreichbare bzw. andere steuerbare Punkte
vorhanden sind. Unter gewissen Bedingungen bzw. fiir gewisse Systeme sind die Begriffe der
Erreichbarkeit und der Steuerbarkeit synonym und diese strenge Unterscheidung eriibrigt sich.
Dazu gehéren die linearen Systeme, aber auch die sogenannten symmetrischen Systeme, fiir die

tiir beliebige  und w gilt: f(x, —u) = — f(x,u) (Sontag 1990).

Fir die Erweiterung der algebraischen Kriterien linearer Systeme auf nichtlineare haben sich
sowohl differentialgeometrische als auch differentialalgebraische Methoden als hilfreich erwie-
sen. In dem vorliegenden Bericht werden algebraische und differentialgeometrische Definitionen
und Kriterien der Steuerbarkeit, Erreichbarkeit und Zugénglichkeit fiir dynamische Systeme
zusammen- und gegeniibergestellt. Diese Gegeniiberstellung wird an dem technischen Anwen-
dungsbeispiel eines elektrohydraulischen Translationsantriebs erldutert.

Fiir eine bessere Finordnung der hier vorgestellten Ergebnisse werden im Abschnitt 2 zunachst
verschiedene Steuerbarkeitsdefinitionen fiir lineare Systeme vorgestellt und Beurteilungskrite-
rien fiir den Begriff der Zustandssteuerbarkeit exemplarisch hergeleitet. In den Abschnitten
2.3 bis 2.5 werden dann die bekanntesten algebraischen Kriterien fiir lineare zeitkontinuierliche
Systeme zusammengestellt und erldutert.

Abschnitt 3 befaBt sich mit der Erweiterung des linearen Steuerbarkeitsbegriffs auf nichtlineare
Systeme. Dieser kann jedoch nicht einfach iibertragen werden, sondern es ist erforderlich die
Begriffe Steuerbarkeit, Erreichbarkeit und Zugénglichkeit voneinander abzugrenzen. Die Be-
griffsunterscheidung erfolgt an der allgemeinen (nichtlinearen) Systemklasse der analytischen
Systeme Y45 (Abschnitt 3.1, Gl. (3.1)). Eine Einfithrung in die differentialgeometrische Steu-
erbarkeitsanalyse (Abschnitt 3.2) verdeutlicht die enge Verkniipfung der Differentialgeometrie
mit der Lie-Algebra in diesem Bereich der Kontrolltheorie und offenbart die grundlegenden
Schwierigkeiten bei einer Herleitung von Steuerbarkeitskriterien fiir nichtlineare Systeme. Da-
bei wird im Rahmen dieser Arbeit vorwiegend der von Isidori (1989) propagierte Ansatz zur
Systemanalyse benutzt. Neben dessen Definitionen im Bereich der Differentialgeometrie fin-
den jedoch auch haufig Erlauterungen von Olver (1986) Verwendung, insbesondere bei der
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Einbeziehung der Lie-Algebra und der Lie-Theorie. Eine Ubersicht iiber die benutzten diffe-
rentialgeometrischen Begriffe und eine knappe Einfithrung in die Differentialgeometrie befindet
sich im Anhang B des Berichts. Fiir die Gegeniiberstellung verschiedener Kriterien (Abschnitt
3.3) beziiglich einer Steuerbarkeitsanalyse dynamischer Systeme werden insbesondere solche
Kriterien beriicksichtigt, die als eine Erweiterung des Rangkriteriums nach Kalman fiir lineare
Systeme angesehen werden kénnen. Inwieweit eine weiterfiihrende Analyse eines vorliegenden
Systems erfolgen kann, wenn das Gesamtsystem nicht steuerbar/erreichbar ist, zeigt Abschnitt
3.5. Im Rahmen einer derartigen Analyse erfolgt eine Aufteilung des Systems in zwei Teile
(Systemdekomposition): einen prinzipiell nicht erreichbaren/steuerbaren und einen prinzipiell
erreichbaren /steuerbaren Anteil.

Anhand eines anschaulichen Beispiels wird dann in Abschnitt 4.1 die Anwendung von verschie-
denen Kriterien erldutert und die Bedeutung der Lie-Kommutatoren innerhalb der Differenti-
algeometrie veranschaulicht und die Leistungsfahigkeit der vorgestellten Kriterien anhand ei-
nes technischen Beispiels in Form eines elektrohydraulischen Translationsantriebs demonstriert

(Abschnitt 4.2).

Eine Zusammenfassung und ein Ausblick in Abschnitt 5 schlieflen diesen Bericht ab.
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2 Steuerbarkeit linearer Systeme

2.1 Steuerbarkeitsdefinition fiir lineare Systeme

In der Literatur gibt es eine Vielzahl von Definitionen beziiglich der Steuerbarkeit eines Sy-
stems. Alle fithren auf die Frage hinaus, ob es moglich ist, einen vorgegebenen Zustand eines
Systems auf einen gewiinschten Endzustand in einer endlichen Zeitspanne T' zu bringen. Dabei
ist dann noch zu unterscheiden, ob es sich um eine Untersuchung der Steuerbarkeit beziiglich
der Zustdnde eines Systems handelt (was als Zustandssteuerbarkeit, oder auch kurz mit Steu-
erbarkeit bezeichnet wird) oder, ob der Systemausgang auf seine Steuerbarkeit hin untersucht
werden soll. Der letzte Fall wird dann mit dem Begriff der Ausgangssteuerbarkeit umschrieben.

Der Begriff der Zustandssteuerbarkeit soll nun fiir ein lineares, zeitvariantes System nach Kno-
bloch und Kwakernaak (1985) erldutert werden. Betrachtet wird hierfiir ein System der Form:

i(1) = A(a(t)+ Bltull)

y(t) = C(H)a(t)+ D(t)u(l) (2.1)

Dabei stellen m die Anzahl der Systemeingénge, n die Anzahl der Zustdnde und [ die Anzahl der
Ausgénge dar. Im Verlauf der weiteren Arbeit wird die Durchgangsmatrix D zu 0 angenommen.

Man nennt nun ein System (Gl. 2.1) steuerbar, wenn es grundséatzlich moglich ist, durch Wahl
einer geeigneten Steuerfunktion von einem vorgegebenen Anfangszustand ¢ in endlicher Zeit
zu einem vorgegebenen Endzustand @; zu gelangen (Knobloch und Kwakernaak 1985). Die
Betonung liegt dabei auf ,grundsédtzlich®. Denn fiir die Steuerbarkeit wird fiir die konkrete
Uberfithrung &y — @, keine weitere Bedingung an u(-) (auBer Stetigkeit) und an @(-) gestellt.
Bei technischen Systemen ist jedoch eine freie Wahl der Stellgréfien und Zustdnde nicht moglich
(Stellgrofienbeschrankungen, Zustandsbeschrankungen). Somit sind bei technischen Systemen
Nebenbedingungen der Form wu(?) € Uy C U oder auch x(t) € My C M zu beachten. Fiir ein
technisches System, das durch ein steuerbares lineares Modell der Gl. (2.1) beschrieben wird,
bedeutet das also noch keineswegs, dafl sich der Zustand des zugrundeliegenden Systems stets
in der gewiinschten Weise beeinflussen 1&ft.

Trotzdem ist auf eine Analyse der Steuerbarkeit mit einer Systembeschreibung der Form Gl. (2.1)
nicht zu verzichten. Das liegt daran, dafl die Steuerbarkeit eines Systems eine Grundvorausset-
zung fiir eine befriedigende mathematische Behandlung der wichtigsten regelungstechnischen
Probleme ist (auch solcher, die mit der Frage der reinen Zustandsverdnderung nichts zu tun

haben) (Knobloch und Kwakernaak 1985).

Somit ergeben sich also die beiden folgenden Defintionen der Steuerbarkeit linearer Systeme:

Definition 2.1 (Knobloch und Kwakernaak 1985)

Gegeben sei das System nach Gl. (2.1), die Anfangszeit o, der Anfangszustand @, und der
Endzustand @,. Das Paar (tg, ®o) heifit zur Zeit t; > to nach @, steuerbar, falls es eine stetige
Steuerfunktion w(-) gibt derart, daff die Losung des Anfangswertproblems

@(t) = Atz (t) + B(hu(t) ,z(to) = zq (2.2)
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der Bedingung @«(t;) = @, genligt.
Das Paar (%o, @) heifit nach @; steuerbar, wenn es zu irgendeiner Zeit t; > to nach &, steuerbar
ist. O

Definition 2.2
Wenn fiir jedes (to, o) und jedes &, das Paar (tg, @¢) nach @; steuerbar ist, so heifit GI. (2.1)
ein vollstindig steuerbares System. O

Nach Svaricek (1994) wird weiterhin unterschieden:

Definition 2.3

Ein dynamisches System ®(t) = Ax(t)+ Bu(t), y(t) = Cx(t) heit vollstindig ausgangssteuer-
bar, wenn der Ausgangsvektor y(¢) durch einen geeigneten Steuervektor w(t) in einer endlichen
Zeit T von einem beliebigen Anfangswert y(0) = yo in irgendeinen Endwert y(7') tiberfiihrt
werden kann. O

In der englischsprachigen Literatur findet sich haufig eine andere Definition fiir die Untersu-
chung der Ausgangssteuerbarkeit (Svaricek 1994):

Definition 2.4

Ein dynamisches System @(t) = Ax(t) + Bu(t); y(t) = Cx(t) heiit funktional vollstandig
ausgangssteuerbar, wenn fiir jeden beliebigen Vektor y(t) von geeigneten Ausgangsfunktionen,
die fiir £ > 0 definiert seien, ein entsprechender Steuervektor u(t), (¢ > 0) existiert, der fiir die
Anfangsbedingung ®(0) = 0 diesen Vektor von Ausgangsfunktionen generiert. O

Geeignete Ausgangsfunktionen sind dabei hinreichend glatte Funktionen, die somit ohne im-
pulsférmige Anregungen des Steuervektors w erzeugt werden kénnen und iiber eine Laplace—
Transformierte verfiigen.

2.2 Steuerbarkeitskriterien fiir lineare Systeme

Anhand der vorgestellten Steuerbarkeitsdefinitionen sollen nun Kriterien fiir die Bestimmung
der Zustandssteuerbarkeit linearer Systeme entwickelt werden. Dafiir ist es notwendig, die Ge-
samtheit aller Paare (tg, @), die im Zeitintervall [to, ;] nach O steuerbar sind, durch L(to, 1)
zusammenzufassen. Zur besseren Ubersicht werden in der Regel die Zeitargumente in den
Zustanden unterdriickt. @g € L(fo,11) bedeutet demnach, dafl eine Steuerfunktion w(-) exi-
stiert, so daf} die Losung des Anfangswertproblems

&= A(t)x + B(H)u(t) ,2(t) =0 (2.3)

der Bedingung ®(t,) = @0 geniigt. Diese Forderung 18t sich mit ®(¢, 7), der Ubertragungsma-
trix der Differentialgleichung @ = A(t)@ so umformulieren:

0 = B(ty, to)xo + /@(tl,t)B(t)u(t)dt . (2.4)

to
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Somit kann die Menge L(%o,11) auch so definiert werden: &y € L(to,%1), falls es eine Steuer-
funktion w(t) gibt, derart daf} gilt:

-ﬂm:/MmﬂB®u®ﬁ . (2.5)

Ein anderer Zugang zur Menge der nach 0 steuerbaren Punkte kann durch Finsetzen des fol-
genden wichtigen Satzes der linearen Kontrollmathematik erfolgen:

Satz 2.1 (Knobloch und Kwakernaak 1985):

Sei G(t) eine auf | — 0o, 00| definierte und stetige Matrix vom Typ (n,m) und es sei
V:/G@G@%thdL (2.6)

V ist eine symmetrische Matrix vom Typ (n,n). Dann gilt: @ € R” 1at sich dann und nur
dann in der Form

w:/G@Mmﬁ (2.7)

mit einer stiickweise stetigen m-dimensionalen Vektorfunktion w(?) schreiben, wenn @ im
Bildraum der Matrix V' liegt, d.h. wenn es ein z gibt, derart dafl ® = V z gilt. O

Die Aussage dieses Satzes 1a3t sich auch so formulieren:
Wenn @ tiberhaupt mit Hilfe einer Funktion w(-) in der Form GI. (2.7) dargestellt werden kann,
so ist dies immer mit Hilfe eines speziellen Funktionentyps, namlich

u(t) = G(t)z =z = const. (2.8)
moglich (Knobloch und Kwakernaak 1985).

Die Gesamtheit der Elemente € R, die sich in Form GI. (2.8) mit einem geeigneten () schrei-
ben lassen, bildet einen linearen Raum £, und der Bildraum der Matrix V ist ein Teilraum von
L, d.h. es ist bildV C L. Wegen der Symmetrie der Matrix V' gilt auch: £ N kern V = {0}.
Fiir die Beschreibung der Menge der Punkte, die zu 0 steuerbar sind, kann dieser Hilfssatz nun
in folgender Weise benutzt werden. Zunichst wird G(t) mit der Matrix ®(%o,t1)B(t) identi-
fiziert (vgl. Gln. (2.5) und (2.8)). Die zugehorige symmetrische Matrix V' wird mit W (t,11)
bezeichnet. Also (Knobloch und Kwakernaak 1985):

W (to, 1) := /1<I>(t0,t)B(t)B(t)TCD(to,t)Tdt : (2.9)

Daraus ergibt sich nun der folgende Satz, der im Grunde eine Interpretation von bild und kern

der Matrix W (#o,11) darstellt:

Satz 2.2 (Knobloch und Kwakernaak 1985)
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i) L(to,11) ist der Bildraum der Matrix W (to,t1), d.h. es gilt
E(to,tl) = {513 dz mit @ = W(to,tl)Z} . (210)

ii) W (tg,t1)x = 0 gilt dann und nur dann wenn & ®(¢o,¢)B(¢) = 0 fiir alle ¢ € [to,t,].
O
Daraus 148t sich dann nach Knobloch und Kwakernaak (1985) das folgende Kriterium herleiten:

Kriterium 2.1
Das System nach Gl. (2.2) ist dann und nur dann steuerbar, wenn es zu jedem tq ein t; gibt

derart, daB W (to,%1) > 0 ist. Es ist dann in dieser Zeit ¢; jedes (tg, @) in jedes @ steuerbar.
O

Fiir zeitinvariante Systeme 1a88t sich dieses Kriterium noch deutlich vereinfachen. Dabei wird
dann das folgende zeitinvariante System betrachtet:

= Az + Bu (2.11)
mit konstanten Matrizen A und B. Somit gilt (Knobloch und Kwakernaak 1985):

Satz 2.3
Fiir ein zeitinvariantes System nach Gl. (2.11) ist L(to,%1) von tg,t; unabhéngig und es ist
gleich dem von den Spalten der Matrix

Qs=|B,AB,... A" B] (2.12)
aufgespannten Teilraum des R”, d.h. es ist L(t,%1) = bild Q5. O

Aus diesem Satz lassen sich dann die beiden bekanntesten algebraischen Steuerbarkeitskriterien
fiir zeitinvariante Systeme ableiten:

Kriterium 2.2
Die Eigenschaft des Systems nach Gl. (2.11), steuerbar zu sein ist mit jeder der beiden nach-
folgenden Bedingungen gleichwertig:

1. rang Qs = n.
2. Ist p Eigenvektor zu AT, so gilt p? B # 0.

a

Das erste Kriterium ist erstmals von Kalman formuliert worden und wird zusammen mit dem
zweiten (von Hautus und in etwas veranderter Form von Rosenbrock) im Abschnitt 2.5 ausfiihr-
licher behandelt. Dazu analog werden auch in Schwarz (1971) Kriterien zur Steuerbarkeitsiiber-
prifung linearer, zeitinvarianter Systeme hergeleitet. Dabei werden die Differentialgleichung
dieser Systeme direkt integriert und anschlieend mit Hilfe einer Taylorreihenapproximation
algebraische Kriterien eingefiihrt.
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2.3 Algebraische Kriterien der Zustandssteuerbarkeit linearer Sys-
teme

Aufbauend auf den Definitionen der Steuerbarkeit lassen sich unterschiedliche Kriterien fiir
die Steuerbarkeit eines vorgegebenen Systems herleiten (vgl. Abschnitt 2.2). Das erste und
bekannteste Kriterium ist das sog. Rang—Kriterium von Kalman (Unbehauen 1989, Svaricek

1994):

Kriterium 2.3
Ein dynamisches System (A, B) ist genau dann vollstindig (zustands—) steuerbar, wenn fiir
die Steuerbarkeitsmatrix Qg gilt:

rang Qs = rang [B,AB, L,A"'Bl =n,=n . (2.13)
O

Dabei stellt n die Dimension des Zustandraums dar. Fiir nicht vollsténdig steuerbare Systeme ist
ns < n,und ny gibt die Dimension des vollstindig steuerbaren Unterraumes an. Schwarz (1971)
fithrt an, daf} fiir Mehrgrofensysteme die Rangbestimmung der Matrix Qs bereits nach den
ersten n linear unabhéngigen Spaltenvektoren abgebrochen werden kann, obwohl die Matrix Qs
selber jedoch n-m Spalten besitzt. Mit dem Kalman—Rangkriterium wird also unter Umstéanden
eine hoherer Rechenaufwand betrieben, als unbedingt notwendig ist. Dieser Umstand wird mit
Hilfe der Steuerbarkeitsindizes umgangen, die in Abschnitt 2.5 an spéterer Stelle noch weiter
behandelt werden.

Mit Hilfe des Kriteriums 2.3 ist es moglich, eine Entscheidung zu treffen, ob ein System iiber-
haupt steuerbar ist. Sollen jedoch auch Aussagen dariiber getroffen werden, welche der Figen-
bewegungen eines Systems (FEigenwerte der Matrix A) nicht steuerbar sind, oder wie weit das
System vom néchsten steuerbaren entfernt ist, sind andere Kriterien heranzuziehen. So existiert
fiir den ersten Fall z.B. das sog. Hautus—Kriterium (Svaricek 1994):

Kriterium 2.4
Ein dynamisches System (A, B) ist genau dann vollstandig steuerbar, wenn

rang [A\l — A, B] =n (2.14)
fiir alle FKigenwerte A der Matrix A gilt. O

Dieses Kriterium erfordert die Kenntnis der n Eigenwerte der Systemmatrix A und in der Regel
eine n-malige Ranguntersuchung der Matrix [AI — A, B]. Die Verletzung der Steuerbarkeits-
bedingung aus Gl. (2.14) zeigt dann an, welche der Eigenwerte fiir eine fehlende vollstandige
Steuerbarkeit des Gesamtsystems verantwortlich ist. Bei einer Untersuchung der Steuerbarkeit
eines Systems ist jedoch zu beachten, dafl das Hautus—Kriterium keine zuverlassigen Aussagen
bei mehrfachen Eigenwerten geben kann.

Bei einem dritten Kriterium zur Steuerbarkeitsiiberpriifung nach Rosenbrock werden die soge-
nannten Eingangs—Entkopplungsnullstellen (EEN) bestimmt (Svaricek 1994):
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Kriterium 2.5

Die Gesamtheit aller Nullstellen der elementaren Polynome der Polynommatrix
Pr(s) = [sI — A, B] sind die Eingangs—Entkopplungsnullstellen (EFEN) und gehdren zu dem
nicht steuerbaren Systemanteil. Alle Eingangs—Entkopplungsnullstellen gentigen dann der Be-
ziehung

rang [Pg(s)],_ppy = rtang[sl — A, B| _p..n <n . (2.15)

a

2.4 Algebraische Kriterien der Ausgangssteuerbarkeit linearer Sys-
teme

Fir die Ausgangssteuerbarkeit gibt es ein Kriterium (Schwarz 1971, Svaricek 1994), das sehr
dhnlich zu dem von Kalman (Kriterium 2.3) aufgebaut ist:

Kriterium 2.6
Ein dynamisches System (A, B, C) ist genau dann vollstandig ausgangssteuerbar, wenn fiir die
Ausgangs—Steuerbarkeitsmatrix Q4 gilt:

rang Q4 = rang |CB,CAB,...,CA"'B| =1 | (2.16)
mit [ als Anzahl der Ausgange. O
Ist die Systemmatrix D ungleich 0 dann gilt (Unbehauen 1989):

Kriterium 2.7
Ein dynamisches System (A, B, C, D) ist genau dann vollstindig ausgangssteuerbar, wenn fiir
die Ausgangs—Steuerbarkeitsmatrix Q4 gilt:

rang Q4 = rang [CB,CAB,... . CA"'B.D| =m | (2.17)
mit m als Anzahl der Eingéange. O

Aus der Definition der funktionalen Ausgangsteuerbarkeit (Definition 2.4) 148t sich ein Krite-
rium zu deren Uberpriifung herleiten. Dieses Kriterium umfafit jedoch auch die Ausgangssteu-
erbarkeit geméB Definition 2.3. Ein solches Kriterium von Rosenbrock lautet (Svaricek 1994)2:

Kriterium 2.8
Ein dynamisches System (A, B,C) ist genau dann funktional vollstandig ausgangssteuerbar,
wenn fiir die Ubertragungsmatrix F'(s)

normalrang F'(s) = [ (2.18)
bzw. fiir die Rosenbrock—Systemmatrix P(s)
normalrang P(s) =n+1 (2.19)

gilt; dabei ist [ identisch mit der Anzahl der Ausgéange. O

Zygl. Definition A.2
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2.5 Algebraisch—quantitative Steuerbarkeitsanalyse linearer Syste-
me

Mit Hilfe der bisher in diesem Abschnitt aufgefiithrten Kriterien ist lediglich eine Aussage
dariiber zu treffen, ob ein System {iberhaupt steuerbar ist, oder welche Eigenbewegungen des
Systems nicht steuerbar sind. Von Interesse ist aber bei technischen Anwendungen auch die
Giite einer Steuerbarkeit. So beschreiben Schwarz (1971) und Svaricek (1994) einen Steuerbar-
keitsindex kg als ein Maf} fiir den ,,Regelbarkeitsaufwand®. Je grofer dieser Index ist, umso
komplizierter miissen Regler aufgebaut sein, wenn das System beliebig verandert werden soll.
Es kann dann immer ein Regler der Ordnung kleiner gleich ks — 1 gefunden werden, der die

Pole beliebig plaziert (Svaricek 1994).

Definition 2.5 (Svaricek 1994)

Der Steuerbarkeitsindex xg eines dynamischen Systems Gl. (2.13) ist die Potenz der System-
matrix A, die ausreicht, die vollstindige Steuerbarkeit eines Systems nachzuweisen, d.h. es muf}
gelten:

rang Qs = rang [B, AB,..., AF”S_IB] =n . (2.20)
O

Aus der Tatsache, daf} die Steuerbarkeitsmatrix Qs eines Systems (A, B) mehr Spalten (n xm)
als Zeilen besitzt, laBt sich das Rangkriterium nach Kalman umschreiben. Fiir den Nachweis der
Steuerbarkeit reicht der Nachweis von n linear unabhéngigen Spalten aus (d.h. rang Qs = n),
die frei aus der urspriinglichen Steuerbarkeitsmatrix Gl. (2.13) gew&hlt werden kénnen, solange
der Rang der urspriinglichen Matrix unverédndert bleibt. Somit ist es auch erlaubt, die ersten
n linear unabhéngigen Spaltenvektoren aus der folgenden Matrix zu benutzen. Die Steuerbar-
keitsmatrix Qs wird dabei zundchst entsprechend ihren Spalten (mit B = [by,bs,...,b,])
aufgeschrieben:

Qs = |br..... by, Aby,. .. Ab,, ... A" by, A, | (2.21)
Ftwas anders sortiert erhdlt man m Vektorketten
K = |by, Aby,..., A" by, by, Aby,... . A® by, b, Ab,, .. AT, | (222)

Die bei diesem Verfahren gewonnenen Langen x; der Vektorketten stellen die Steuerbarkeitsindi-
zes des Systems (A, B) dar. Somit ergibt sich die folgende Definition der Steuerbarkeitsindizes

Definition 2.6 (Svaricek 1994)
Der Steuerbarkeitsindex k; der Spalte b; in B = [by, by, ..., b,,] ist die kleinste ganze Zahl, so
daBl A%b; von seinen Vorgéngern linear abhingig ist. O

Da wahrend der oben erlauterten Umformung der Rang der erhaltenen Matrix K mit der
urspriinglichen Steuerbarkeitsmatrix Qg tibereinstimmt, gilt immer noch:

rang K =ng = rang Qs : (2.23)

Da in der Matrix K nach der Umformung nur noch linear unabhéngige Vektoren enthalten
sind, miissen fiir die Rangbestimmung der Matrix nur noch die Spalten , gez&hlt* werden. So



2 Steuerbarkeit linearer Systeme 10

gibt also die Summe der Steuerbarkeitsindizes die Dimension ng des steuerbaren Unterraumes
an:

ng = Z/ﬁ . (224)
=1

Speziell fiir den Fall der vollstandigen Steuerbarkeit gilt ng = n.
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3 Differentialgeometrische Methoden

Die Definition der Steuerbarkeit fiir nichtlineare System verlauft im Grunde analog zu der
fiir lineare. Dabei ist jedoch das betrachtete Modell des realen Systems von dem der linearen
Systeme grundlegend verschieden. Desweiteren wird bei nichtlinearen Systemen oft nicht die
Steuerbarkeit nachgewiesen, sondern die (lokale) Erreichbarkeit eines Systems. Dabei bedeutet
die Erreichbarkeit eines Gesamtsystems auch die Steuerbarkeit des Gesamtsystems (die exakte
Unterscheidung der Begriffe erfolgt in Abschnitt 3.1).

Im Bereich der Steuerbarkeits— bzw. der Erreichbarkeitsuntersuchungen eines Systems kann
man nicht von reinen differentialgeometrischen Untersuchungen reden. So sind die Uberginge
in diesem Bereich zur gruppentheoretischen Betrachtung fliefend. So wird letztendlich versucht
die Erreichbarkeit /Steuerbarkeit mit differentialgeometrischen Methoden auf ein numerisch aus-
wertbares, algebraisches Kriterium zu reduzieren. Bei diesen Uberlegungen stellen dann grup-
pentheoretische, insbesondere Lie-theoretische Uberlegungen eine entscheidende Rolle. Einige
der wichtigsten Uberlegungen fiir eine Charakterisierung der Differentialgeometrie finden sich
in den folgenden Beschreibungen von Bronsteijn und von Sussmann.

Die Differentialgeometrie untersucht die Figenschaften von Kurven und Flachen mit den Me-
thoden der Differentialrechnung. Um das Verhalten in einer Umgebung eines Punktes zu studie-
ren, benutzt man wesentlich die Taylorentwicklung, wobei stillschweigend vorausgesetzt wird,
dafB alle in den Gleichungen vorkommenden Ableitungen stetig sind. Differentialgeometrische
Figenschaften miissen unabhéangig vom gewihlten Koordinatensystem sein (Bronsteijn und
Semendjajew 1991).

Bei einer differentialgeometrischen Untersuchung von dynamischen Systemen wird ein Kontroll-
system in erster Linie als eine Familie von Vektorteldern auf einer Mannigfaltigkeit angesehen
und viele der in kontrolltheoretischer Hinsicht interessanten Informationen iiber das System,
sollten in den Lie-Klammern dieser Vektorfelder enthalten sein (Sussman 1985).

Eine knappe Einfithrung in die in dieser Arbeit bendtigten Begriffe aus der Differentialgeometrie

befindet sich in Anhang B.

3.1 Definitionen

Fiir nichtlineare Systeme existiert keine internationale Normung der Begriffe Steuerbarkeit, Er-
reichbarkeit und Zuginglichkeit, wodurch erhebliche Schwierigkeiten bei der Ubertragbarkeit
der Satze entstehen. Insbesondere der Vergleich verschiedener Steuerbarkeits— bzw. Erreichbar-
keitskriterien wird dadurch erschwert. So kénnen zwar einige Kriterien unterschiedlich komplex
in der Anwendung sein, die Aussagen dieser Kriterien iiber das Systemverhalten sind jedoch in
der Regel von Grund auf verschieden. Bei einigen Autoren (z.B. Herman und Krener (1977),
Krener (1985) und Sussman (1985)) besitzt der Begriff Steuerbarkeit zum Teil die Bedeutung
der Erreichbarkeit bei anderen Autoren (z.B. Casti (1985) und Schwarz (1991)). Zusatzlich
fiihren dann die Vertreter der ersten Steuerbarkeitsauffassung den Begriff der Zugénglichkeit
(engl.: accessibility) ein, der nur unter gewissen Vorraussetzungen mit dem der Erreichbarkeit
der Autoren der zweiten Steuerbarkeitsauffassung iibereinstimmt. Neben diesen teilweise nur
auf den zweiten Blick unterscheidbaren Ansichten der méglichen Definition dieser Begriffe, gibt
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es fiir nichtlineare Systeme noch eine Vielzahl von Einschrankungen und zusétzlichen Bedin-
gungen fiir diese Begriffe. Diese sollen dann z.B. eine lokale Bedeutung, oder auch eineindeutige
Relationen zwischen Zustdnden eines Systems hervorheben. Vertreter solcher Einschriankungen
(oder auch Erweiterungen) sind z.B. Adjektive wie: endlich, lokal, schwach, streng, umkehrbar
oder vollstandig. Fiir eine bessere Finordnung der in dieser Arbeit benutzten Begriffe soll in
Anlehnung an Schwarz (1991) in tabellarischer Form die Idee charakterisiert werden, die hinter
den entsprechenden Begriffen steht.

Betrachtet werden zunéchst analytische Systeme (X 45) der Form (Schwarz 1991):

>, 0 = S0ut) 5 == 1)

y(t) = c(z)

Dabei stellt U eine Menge zulassiger Steuerfunktionen aus R™ (also u(t) € #U C R™), Y
eine Menge RP—wertiger Ausgangsfunktionen (mit y(¢) € Y C R?) und M eine C* einfach
zusammenhangenden Mannigfaltigkeit der Dimension n dar («(t) € M C R"). In Anlehnung
an Schwarz (1991) wird in dieser Arbeit unterschieden:

Definition 3.1

i) Die Frage, welche Systemzustiande von einem gegebenen Anfangszustand @, unter der
Wirkung einer Steuerung w(t) € U innerhalb einer Zeit T' erreicht werden konnen, betrifft

das Problem der Zustands—FErreichbarkeit (Bild 3.1).

ii) Soll das System von @&, in einen Gleichgewichtszustand — iiblicherweise der Koordina-
tenursprung der Zustandsdarstellung — tiberfithrt werden, sprechen wir von dem Problem

der Steuerbarkeit (Bild 3.2).

iii) Die Frage, ob von einem Systemzustand aus in einer offenen (Teil-)Menge des Zustands-
raums erreichbare Punkte vorhanden sind, wird mit Zugdnglichkeit charakterisiert.

iv) Den Begriff der endlichen Erreichbarkeit betrifft das Problem, ob eine vollstandige Um-
gebung um einen Zustand @ in einer endlichen Zeit von @, aus erreichbar ist. Diese
Fragestellung ist im Begriff der Erreichbarkeit enthalten.

O

Fiir eine bessere Einordnung dieser Arbeit in die vorhandene Literatur sei erwéhnt, dafl Suss-
man (1985), Herman und Krener (1977) und Krener (1985) in ihren Artikeln die Begriffe wie
folgt benutzen: Erreichbarkeit=controllability /attainability, endliche Erreichbarkeit=small ti-
me local controllability und Zugénglichkeit=accessibility.

Im folgenden wird die Erreichbarkeit intensiver behandelt, da das Problem der Steuerbarkeit
teilweise in dieser Betrachtung enthalten ist. Fiir die Vereinfachung der Notation wird angenom-

men, daf der Zustandsraum M durch global definierte Koordinaten @ = [z, ..., z,]? beschreib-

bar sei. Dann lassen sich die folgenden Definitionen (Herman und Krener 1977, Krener 1985) ei-

ner Erreichbarkeit unterscheiden. Dabei sei M eine offene zusammenhéngende Untermannigfaltigkeit®
von M, und T sei eine nichtnegative reelle Zahl.

3sieche Anhang B.4
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Bild 3.1: Erreichbarkeit eines Punktes von Bild 3.2: Steuerbarkeit eines Punktes in
einem Punkt @, Steuerbarkeit ei- einen Punkt xg.
nes Punktes von einem Punkt aus.

Definition 3.2

Ein Punkt @y € My, mit Mg C M heiit Mg-erreichbar von @y zur Zeit T, wenn eine
beschrankte, mefibare Steuerung w(t) € U exisitiert, die eine Trajektorie von (3.1) mit @(t) €
M fiir alle t € [to, T] generiert derart, daB gilt:

x(ty) = xound (1) =x7 . (3.2)
a

Bei dem Begriff der Mo—Erreichbarkeit (und spéater auch bei den verschiedenen Begriffen der lo-
kalen Erreichbarkeit) ist zu beachten, daf§ die Trajektorien zu keiner Zeit wahrend des Vorgangs
xo — «(T') die vorher definierte Umgebung Mo um ¢ verlassen darf.

Definition 3.3

Die Menge aller Zustinde a7, die von xg aus zur Zeit T Mg—erreichbar sind, wird mit
R(@xo, T, My) bezeichnet. Wird die Zeit T weggelassen, so versteht man unter dieser Menge
die zu einer positiven Zeit t > 0 von @g aus Mg—erreichbaren Zusténde:

R(zo, Mo) = | R(o, T, My) . (3.3)
) O

Definition 3.4
Gilt R(@xo) = M, so spricht man von M—Erreichbarkeit oder von Erreichbarkeit schlechthin. O

Herman und Krener (1977) fithren in ihrem Artikel den Begriff der Steuerbarkeit eines Systems
von einem Punkt aus ein. Dieser Begriff deckt sich jedoch nicht mit dem Verstédndnis der
Steuerbarkeit durch Definition 3.1 (Bild 3.3 und 3.4). Der Vollstandigkeit halber sei dieser
Begrifft hier erlautert:

Definition 3.5
Ist R(xg) = M, so ist das System GI. (3.1) steuerbar von . O

Unter dem Begriff der Steuerbarkeit von einem Punkt aus ist also die Erreichbarkeit nach
Definition 3.1 zu verstehen. Demgegeniiber ist die nachfolgende Definition wieder mit der in
Definition 3.1 angefiihrten Unterscheidung der Erreichbarkeit und Steuerbarkeit eines Systems
vertraglich (Krener 1985):
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Bild 3.3: Erreichbarkeit eines Systems von Bild 3.4: Steuerbarkeit eines Systems in
einem Punkt @, Steuerbarkeit ei- einen Punkt xg.
nes Systems von einem Punkt aus.

Definition 3.6
Gilt R(®o) = M fiir jedes beliebige &y € M, so ist das System Gl. (3.1) steuerbar. O

Das liegt daran, dafl in dieser Definition der Begriff der Steuerbarkeit eines Systems ,,symme-
trisch® ist:

Von jedem beliebigen Punkt des Zustandsraums aus ist jeder beliebige Punkt des Zustands-
raums per Definition erreichbar; also ist auch jeder beliebige Punkt des Zustandsraums in jeden
beliebigen Punkt des Zustandsraums steuerbar.

Diese Uberlegung gilt fiir den Begriff der Steuerbarkeit eines Systems von einem Punkt aus
natiirlich nicht:

Der gesamte Zustandsraum mufl nur von dem einen Punkt & aus M—erreichbar sein; die Steuer-
barkeit eines Systems von einem Punkt aus (Definition 3.5) ist also durchaus nicht symmetrisch
und ist mit der Aussage identisch, dafl das System erreichbar von @ ist.

Aus den Definitionen (3.4) bis (3.6) wird ersichtlich, daf fiir eine Zeit T', innerhalb derer die
entsprechenden Systemzustinde erreicht werden und fiir die Systemzustinde & der Trajektorie
x(t) nur geringe Einschrankungen gelten. So ist es dann durchaus denkbar, daf bestimmte
Systemzustdnde nur nach einer sehr grofien Zeit T, oder aber iiber sehr weite Wege fiir @(t)
erreicht werden kénnen. Fiir eine technische Anwendung spielen aber gerade die fiir das Errei-
chen eines bestimmten Zustands x. bendtigte Zeit T', die dafiir benétigte Energie, oder auch
die dadurch bedingten Systembelastungen eine grofie Rolle. Es erscheint also sinnvoll, eine lo-
kale Erreichbarkeit einzufiithren, die es eher gestattet, diese Fragestellungen zu beriicksichtigen.
Dabei wird dann eine Umgebung My C M um einen Punkt @y betrachtet, die eine offene und
zusammenhangende Teilmenge von M darstellt (Krener 1985). So wird in Herman und Krener

(1977) definiert:

Definition 3.7
Das System Y45 (Gl. (3.1)) ist lokal steuerbar von @o, wenn fiir jede Umgebung My von @
die Menge R(®¢) ebenfalls eine Umgebung von @ ist. O

Bei dieser Definition ist wieder dasselbe zu beachten, wie in Definition 3.5: Diese Interpretation
ist nicht deckungsgleich mit der Steuerbarkeitsauffassung nach Definition (3.1). Wichtiger ist
jedoch die nachfolgende Definition von Krener (1985):



3 Differentialgeometrische Methoden 15

Definition 3.8

Das System Y45 (Gl. (3.1)) ist lokal steuerbar, wenn es fiir jede beliebige offene zusammenhéngen-
de Teilmenge M, von M steuerbar ist; d.h. R(@xq, My) = M, fiir jedes beliebige &y € My C M
ist. a

Hinter Definition 3.8 verbirgt sich also wieder ein symmetrischer Begriff. Aus den unterschied-
lichen Steuerbarkeitsdefinitionen nach Herman und Krener (1977) ergibt sich, dal nur solche
Steuerbarkeitsdefinitionen nach Herman und Krener (1977) mit der Steuerbarkeitsauffassung
nach Definition 3.1 vertraglich sind, die symmetrisch sind. Unter einer derartigen Steuerbarkeit
ist dann eher eine vollstandige Steuerbarkeit entsprechend der Definition fiir lineare Systeme
zu verstehen und unter den steuerbaren Zustdnden aus Herman und Krener (1977) verstecken
sich im Grunde erreichbare Zustande. Aus diesem Grund benutzt Krener (1985) nur symme-
trische Begriffe zur Beschreibung der Steuerbarkeit, wie in den Definitionen 3.6 und 3.8. Fir
die Steuerbarkeit eines Systems in einen Punkt sollte es jedoch nur erforderlich sein, daf alle
Ausgangszustdnde aus einen Zustandsraum in ein und denselben Endzustand bewegt werden
konnen. Dieser Endzustand braucht dann nicht unbedingt beliebig zu sein (die Steuerbarkeit
in Krener (1985) ist also eine wesentlich strengere Systemeigenschaft und kann eher mit dem
Begriff der vollstindigen Steuerbarkeit beschrieben werden; Bild 3.5 und 3.6).

Bild 3.5: Lokale FErreichbarkeit eines Sy- Bild 3.6: Steuerbarkeit eines Systems in
stems von einem Punkt @, loka- einen Punkt x,.
le Steuerbarkeit eines Systems von
einem Punkt aus.

Bei der Betrachtung der unterschiedlichen Erreichbarkeits— und Steuerbarkeitsdefinitionen ist
zu beachten, daf§ die Anforderungen fiir das ,lokale* Verhalten eines Systems sehr viel schwie-
riger zu erfiillen sind als die ,globalen®. In diesem Zusammenhang muf} beriicksichtigt werden,
dafl — im Rahmen der Steuerbarkeitsuntersuchung — bei lokalen Systemeigenschaften verlangt
wird, daBl die Umgebung frei wahlbar ist. Sie kann also — solange sie zusammenh&ngend bleibt
— beliebig klein gewéhlt werden. Ist also ein System lokal steuerbar/erreichbar, so existiert da-
mit auch eine kleinste oder auch minimale Verbindungslinie zwischen den Systemzustanden des
Systems.

Ein weiterer wichtiger Aspekt der lokalen Erreichbarkeit/Steuerbarkeit ist, daff ein steuerba-
res/erreichbares System auch im gesamten Zustandsraum steuerbar/erreichbar ist. Aus der
lokalen Eigenschaft folgt in diesem Zusammenhang also die globale. Bild 3.7 verdeutlicht die-
sen Vorgang: Im gesamten Zustandsraum/Mannigfaltigkeit M sind sowohl die Umgebungen
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Mo, Moy C M, als auch die Punkte xq frei wahlbar. Es ist damit moglich, alle beliebigen
Punkte @; in der gesamten Zustandsmannigfaltigkeit M iiber Punkte aus der Schnittmenge
Mo N Moz miteinander zu verbinden und so den gesamten Zustandsraum/Mannigfaltigkeit
mit dieser Eigenschaft (Erreichbarkeit/Steuerbarkeit) zu erfassen.

Bild 3.7: Zur lokalen Erreichbarkeit/Steuerbarkeit eines Systems.

Bei der Definition einer Erreichbarkeit/Steuerbarkeit von einem Punkt aus ist zu beachten, —
ebenso wie die Definitionen 3.2 bis 3.5 — dafl diese Erreichbarkeit/Steuerbarkeit nicht symme-
trisch ist; d.h. . kann von @ aus erreichbar sein, der Umkehrschlufl @ ist von @. aus erreichbar
muf} jedoch nicht gelten (etwas, was bei zeitkontinuierlichen linearen Systemen durchweg der
Fall ist).

Sollen nun alle Punkte zusammengefafit werden, die in einer Erreichbarkeits— oder Steuerbar-
keitsbeziehung stehen, so muf} eine schwichere Beziehung eingefiithrt werden, die nicht mehr die
Richtungsabhéngigkeit dieser Beziehung beriicksichtigt. Dafiir werden dann mehrere System-
zustdnde zu einer Sequenz von Systemzustidnden zusammengefafit. Innerhalb dieser Sequenz soll
dann entweder jeweils der Vorgénger vom Nachfolger aus erreichbar sein oder der Nachfolger
vom Vorginger. Da es gleich ist, ob in der Sequenz nun der Vorgénger oder aber der Nach-
folger erreichbar ist, kann in der Definition auch die Erreichbarkeit durch die Steuerbarkeit
vom Vorgénger oder Nachfolger aus ersetzt werden, ohne die daraus resultierenden Aussagen
zu verfalschen.

Nach Casti (1985) und Schwarz (1991) wird definiert:

Definition 3.9

Zwei Zusténde x. und T des Systems ) 45 sind schwach erreichbar voneinander dann und nur
dann, wenn Zustande @g,@q,...,x;, € M derart existieren, dafl @y = ®. und &, = T und
entweder @; von @;_; oder ®;_; von @; erreichbar ist, fiir ¢ = 1,2,..., k. O

In der urspriinglichen Fassung in Herman und Krener (1977) wird diese Eigenschaft einer Se-
quenz von Systemzustanden (Definition 3.9) mit dem Begriff der schwachen M—Zugénglichkeit
beschrieben. Der Begriff der Zugénglichkeit erleichtert in diesem Zusammenhang den Zugang
zu einigen grundlegenden Eigenschaften, die ein System besitzt, das schwach erreichbar ist. Die
Erlduterungen dazu erfolgen jedoch an spéterer Stelle und es wird zunéchst mit den Definitionen
beziiglich einer schwachen Systemeigenschaft fortgefahren.

Definition 3.10
Das System Y 45 ist schwach erreichbar, wenn es schwach erreichbar fiir jedes ® € M ist. O
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Definition 3.11
Die Menge aller von xg aus schwach erreichbaren Zustidnde wird mit

SR(xo) = | J{z|x schwach erreichbar von #} (3.4)

bezeichnet. O

Aquivalent dazu sind die Begriffe der schwachen Steuerbarkeit (Herman und Krener 1977):

Definition 3.12

Das System Y- ¢ ist schwach steuerbar von @, wenn gilt: SR(xq) = M. a
Definition 3.13
Das System Y- 4q ist schwach steuerbar, wenn gilt: SR(2) = M fir alle & € M. a

Bild 3.8: Schwach erreichbare Zustande &g bis xy.

Aus den Uberlegungen zur schwachen Erreichbarkeit heraus ergeben sich auch noch andere
Konsequenzen fiir die Eigenschaft der schwachen Erreichbarkeit von Punkten eines Systems: Es
kann vorkommen, dafl zwei Punkte @y und @, schwach erreichbar sind, obwohl weder @, von
xo aus erreichbar noch @y von @, aus erreichbar ist (Bild 3.8: jeder Punkt ist in der unteren
Darstellung von @ aus erreichbar, aber von keinem Punkt aus ist &, selbst erreichbar). Besitzt
also ein System die Eigenschaft der schwachen Erreichbarkeit, so ist keineswegs gewahrleistet,
daf jeder Punkt von jedem Punkt aus erreichbar ist (etwas, was falschlicherweise unter der
Symmetrie in Casti (1985) und unter der ,Aquivalenzrelation der schwachen Mo—Zugéinglich-
keit“ in Herman und Krener (1977) verstanden werden kann). Schwache Erreichbarkeit ist nur
insofern eine Aquivalenzrelation, als fiir einen Punkt ., der von @ aus schwach erreichbar ist,
auch gilt, dafl ¢ von @, aus schwach erreichbar ist.

Einen anderen Zugang zur Figenschaft der schwachen Erreichbarkeit eines Systems erhélt man
tiber den Ansatz der Zuganglichkeit eines Systems: Ist ein System innerhalb einer Umgebung
schwach erreichbar, so existieren ausgezeichnete Punkte innerhalb dieser Umgebung, von de-
nen aus die meisten Zustande in dieser Umgebung entweder erreichbar sind oder aber in die
die meisten Punkte dieser Umgebung steuerbar sind. Kénnen alle diese Punkte angesprochen
werden, so kann auch jeder beliebige Punkt in der Umgebung entweder erreicht werden oder
aber in diese Punkte gesteuert werden. Das System besitzt dann also die Eigenschaft, daff die
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Gesamtumgebung in Teilumgebungen aufgeteilt werden kann, in denen es dann jeweils minde-
stens einen Punkt gibt, von denen dann diese Teilumgebung erreichbar oder aber in die diese
Teilumgebung steuerbar ist (es existieren also ,Quellen® und , Senken*).

Durch die Einfithrung dieser schwachen Begriffe werden jedoch nicht mehr lokale Konzepte
verfolgt. Fiir eine lokale Betrachtung bietet sich die folgende Definitionen nach Herman und

Krener (1977) an:

Definition 3.14
Das System Y~ 45 ist lokal schwach steuerbar um @y, wenn fiir jede beliebige Umgebung von ¢
die Menge der schwach erreichbaren Punkte SR, wiederum eine Umgebung um @ ist. O

Definition 3.15
Das System 3~ 4q ist lokal schwach steuerbar, wenn gilt:

SR, () = M fiir alle x. 0

Es ergeben sich somit die folgenden Zusammenhénge der schwachen Steuerbarkeits— und Er-
reichbarkeitsdefinitionen. Dabei stehen die Pfeile jeweils in Richtung der geringeren Steuerbar-
keits—/Erreichbarkeitsanforderungen des Systems bzw. in Richtung des logischen Zusammen-
hangs der Definitionen (ein steuerbares oder erreichbares System ist immer auch ein schwach
steuerbares/erreichbares u.s.w.):

lokale Steuerbarkeit — Steuerbarkeit

4 4

lokale schwache Steuer—/Erreichbarkeit = schwache Steuer—/Erreichbarkeit.

i (i

lokale Erreichbarkeit — FErreichbarkeit

Fiir zeitinvariante bzw. autonome lineare Systeme sind diese Konzepte alle identisch.

Der nachfolgende Satz fiir ¥ 45 spiegelt die Interpretation der lokalen schwachen Erreichbarkeit
wieder. Anders ausgedriickt heifit das, dafl ein System ¥ 45 dann und nur dann lokal schwach
erreichbar sein kann, wenn man zur Unterscheidung der Trajektorien von jedem Punkt @ aus
lokale Koordinaten der Dimension n benétigt.

Satz 3.1 (Herman und Krener 1977)
Ein System Y45 ist dann und nur dann lokal schwach erreichar, wenn fiir jedes € M und
jeder Umgebung Mg von @ das Innere SR, # 0 ist. O

Bei dem Versuch, das Rangkriterium (Kriterium 2.6) linearer Systeme fiir nichtlineare zu verall-
gemeinern, zeigt sich, daf fiir ¥ 475 (analytische Systeme mit linearer Steuerung) das Konzept
der lokalen schwachen Erreichbarkeit angemessen ist. Bei der Untersuchung von bilinearen Sy-
stemen ist noch die n—FErreichbarkeit (Schwarz 1991) wichtig:

Definition 3.16
Das System X 45 heifit n—erreichbar, wenn die Menge aller schwach erreichbaren Zustdnde den
vollstadndigen Zustandsraum aufspannt:

SR(zo)= M =R" . (3.5)
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Anhand der Definition der n—Erreichbarkeit erkennt man, dafl es sich dabei um eine schwache
Steuerbarkeit handelt.

Wie bereits im Verlauf dieses Abschnitts festgestellt worden ist, ist lokale Steuerbarkeit/Er-
reichbarkeit eines Systems bzw. Steuerbarkeit /Erreichbarkeit eines Systems ein symmetrischer
Begriff: Jeder beliebige Punkt der Zustandsmannigfaltigkeit ist von jedem beliebigen Punkt
der Zustandsmannigfaltigkeit aus erreichbar bzw. dahin steuerbar. Ungliicklicherweise ist dieser
Begriff nicht mit einem einfachen Kriterium auswertbar. Die Voraussetzung fiir ein derartiges
Kriterium ist, dafi den Systemtrajektorien in beliebiger Richtung gefolgt werden kann (hin und
zurlick). Fiir ein beliebiges technisches System wiirde das bedeuten, daf die Trajektorien auch
yzeitinvers® existieren. Da das aber eine Forderung ist, die analytische Systeme in dieser Art
nicht erfiillen kénnen, miissen nun Systeme betrachtet werden, die eine zur zeitinversen aqui-
valente Eigenschaft besitzen. Diese Systeme stellen eine Unterklasse der X 45 dar und besitzen
die Figenschaft symmetrisch zu sein. Nach Krener (1985) werden Systeme der folgenden Art
betrachtet:

z = f(z,u,u)=go(x)uo+g(z)u
y = h(z) , mitz(0) =2 (3.6)

Bei diesen Systemen kann also durch Vorzeichenumkehr in den Steuerungen auch die System-
trajektorie in ihrer Richtung umgekehrt werden.

Von grofler Bedeutung fiir eine technische Anwendung dieser Systemklasse ist der folgende

Begriff nach Krener (1985):

Definition 3.17
Ein System nach GIl. (3.1) ist umkehrbar steuerbar/erreichbar, wenn Gl. (3.6) steuerbar ist. O

Definition 3.18
Ein System nach Gl. (3.1) ist lokal umkehrbar steuerbar/erreichbar, wenn Gl. (3.6) lokal steu-
erbar ist. O

Analog zur Beschreibung der Erreichbarkeit wird nun nach Krener (1985) definiert:

Definition 3.19
Mit RR(xo, T, My) wird die Menge der von x¢ aus, entlang Trajektorien von Gl. (3.6) Mo—

erreichbaren Punkte bezeichnet. O

Nach Krener (1985) gilt:

Satz 3.2
Ein System Gl. (3.1) ist genau dann umkehrbar steuerbar, wenn fiir jedes &, € M gilt:
RR(?E()) = M. O
Satz 3.3

Ein System GI. (3.1) ist genau dann lokal umkehrbar steuerbar, wenn fiir jedes ¢y € My und
fiir jedes My C M gilt: RR(@o, Mo) = M. a
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Aus diesen Definitionen ergibt sich, dafi aus der Steuerbarkeit /Erreichbarkeit umkehrbare Steu-
erbarkeit /Erreichbarkeit folgt, nicht jedoch umgekehrt. Ist ein System umkehrbar steuerbar /er-
reichbar, so bedeutet das, daf keine Systemzustdnde in diesem System existieren, die nicht durch
die Systemsteuerungen beeinfluflt werden kénnen. Somit stellt umkehrbare Steuerbarkeit also
eine ausgesprochen wichtige Eigenschaft tiir die Anwendung dar.

Eine weitere wichtige FEigenschaft ist die Zugénglichkeit eines Systems, die im Verlauf dieses
Abschnitts bereits erwahnt worden ist. Nach Krener (1985) wird definiert:

Definition 3.20
Das System nach Gl. (3.1) besitzt die Zugénglichkeitseigenschaft, wenn R(@¢) ein nichtleeres
Inneres fiir jedes beliebige &y € M besitzt. O

Definition 3.21

Das System nach Gl. (3.1) besitzt die lokale Zugénglichkeitseigenschaft, wenn R(@xq, My) ein
nichtleeres Inneres fiir jedes beliebige &y € M und einer beliebigen offenen Umgebung M,
besitzt. O

Definition 3.22
Das System nach GI. (3.1) besitzt die umkehrbare Zugénglichkeitseigenschaft, wenn das System
GL.(3.6) die Zuganglichkeitseigenschaft besitzt. O

Definition 3.23
Das System nach Gl. (3.1) besitzt die lokale umkehrbare Zuganglichkeitseigenschaft, wenn das
System GI.(3.6) die lokale Zugénglichkeitseigenschaft besitzt. O

Daraus ergibt sich dann der folgende Satz, der die Verkniipfungen dieser Definitionen unterein-
ander hervorhebt:

Satz 3.4 (Krener 1985)

1. Besitzt das System nach Gl. (3.1) die Zugénglichkeitseigenschaft, so ist es umkehrbar
steuerbar.

2. Dieses System besitzt die umkehrbare Zugénglichkeitseigenschaft dann und nur dann,
wenn es umkehrbar steuerbar ist.

3. Dieses System besitzt die lokale umkehrbare Zugénglichkeitseigenschaft dann und nur
dann, wenn es lokal; umkehrbar steuerbar ist.

4. Das System besitzt die lokale Zugénglichkeitseigenschaft dann und nur dann, wenn es
umkehrbar steuerbar ist.

a

Somit ergeben sich auch fiir die damit eingefiihrten Begriffe zur Beschreibung einer Steuerbar-
keits—/Zuganglichkeitseigenschaft folgende Zusammenhénge (Krener 1985):
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lokale Steuerbarkeit — Steuerbarkeit
U U
lokale Zugénglichkeitseigenschaft =— Zugénglichkeitseigenschaft
U U
lokale umkehrbare Steuerbarkeit — umkehrbare Steuerbarkeit
|} |}
lokale umkehrbare umkehrbare
—

Zuganglichkeitseigenschaft Zuganglichkeitseigenschaft

Um den Unterschied zwischen den Begriffen der schwachen Steuer—/Erreichbarkeit und der
Zugéanglichkeit eines Systems zu erlautern, seien nun zwei aus mathematischer Sicht interessante
Beispiele eines schwach steuerbaren und eines lokal zuganglichen Systems vorgestellt. In Bild
3.9 ist ein System dargestellt, in dem die Umgebung Mg, nach &, steuerbar, die Umgebung
M3 nach @3 steuerbar, die Umgebung Mgy von @5 aus erreichbar und die Umgebung My
von @4 aus erreichbar ist. Somit ist das Gesamtsystem (Umgebung M) schwach erreichbar.
Trotzdem kann der Zustand dieses Systems nicht mehr gedndert werden, wenn er sich einmal
in den Punkt @, oder &3 bewegt hat. Eine derartige Konstellation mag zwar in der Praxis nicht
allzu héufig vorkommen, trotzdem wird die Schwierigkeit deutlich, die mit dem Begriff der
schwachen Erreichbarkeit eines Systems verbunden ist: In einem schwach steuerbaren System
sind nicht notwendigerweise alle Zustidnde von einem beliebigen Punkt aus erreichbar, oder alle
Punkte in einen beliebigen Punkt steuerbar. Es existieren vielmehr ausgezeichnete Punkte von
denen aus entweder andere Punkte erreicht werden kénnen (,Quelle”), oder aber in die andere
Punkte steuerbar sind (,Senke“).

Bild 3.9: Schwach erreichbares System. Bild 3.10: Lokal zugéangliches Systems nach
Definition 3.20 und 3.21.

Eine andere ungliickliche Konstellation fiir die Zugénglichkeit bzw. auch fiir die lokale Zuging-
lichkeit wird durch Bild 3.10 verdeutlicht: Es ist zwar moglich jeden beliebigen Punkt des
Zustandsraums zu verlassen, trotzdem kann es vorkommen, dal man sich dabei auf Bahnen in-
nerhalb in sich geschlossener Bereiche bewegt. So ist es dann nicht méglich, obwohl das System
lokal zugénglich ist, die geschlossenen Umgebungen zu verlassen, auf denen sich der Anfangs-
zustand der Trajektorie befindet (es existiert also keine Verbindung von Bereich 1 zu Bereich 2
u.s.w.). Die Folge ist, dal in einem lokal zugénglichen System nicht notwendigerweise auch alle
Zusténde erreicht werden kénnen bzw. der Systemzustand immer in jede beliebige Richtung
verdndert werden kann.
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Nijmeijer und van der Schaft (1991) fithren zuséatzlich noch den Begriff der strengen Zuganglich-
keit ein. Damit soll beriicksichtigt werden, daf fiir das Frreichen der gewiinschten Endzustande
auch eine moglichst kleine Zeit erforderlich ist:

Definition 3.24 (Nijmeijer und van der Schaft 1991)

Das  System mnach Gl (3.1) heifit lokal streng zugénglich von @y, wenn
R(@xo, My) ein nichtleeres Inneres fiir jede beliebige Umgebung My um @ und T' hinreichend
klein besitzt. a

3.2 Einfithrung in die differentialgeometrische Steuerbarkeitsanaly-
se

Um die Schwierigkeiten zu verdeutlichen, die auftreten, wenn versucht wird, das Rangkriterium
von Kalman auf nichtlineare System zu erweitern, erfolgen in diesem Abschitt einige Uberle-
gungen zu der von einem Punkt aus erreichbaren Menge. Dabei wird die enge Verkniipfung der
Differentialgeometrie mit der Lie-Algebra im Rahmen einer Steuerbarkeitsanalyse dynamischer
Systeme deutlich.

Zur Vereinfachung werde zunéichst eine einzelne Differentialgleichung im R”™ betrachtet:
= fx(t)) ;x(0)=2€R" , (3.7)

wobei f geniigend glatt sei, um genau eine Losung zu definieren. Im Rahmen der Theorie
der Differentialgleichungen wird tiblicherweise der Wert der Losung zur Zeit ¢ mit @(t, @)
bezeichnet (in der Differentialgeometrie wird dafiir auch haufig die Schreibweise (exptf)xo
beutzt, unabhéngig davon, ob f linear ist oder nicht). Entsprechend dem Cauchy-Lipschitz—
Theorem kann man nun sagen, daf} eine eindimensionale Teilmenge M des R™ mit M = {@ :
x = D(t,20) ; |t| < €} existiert in der Art, daB f(@(t)) zu jedem Punkt tangential zu M ist.
Ahnlich zu dieser Betrachtung kann nun auch allgemeiner die folgende Frage formuliert werden.
Betrachtet werde ein System

i = ﬁ:uzfi(az(t)) 2(0) = 2o € R" . (3.8)

Analog zu oben lautet die Fragestellung wie folgt: Wann 1a8t sich eine p—dimensionale Teilmenge
M von R™ in der Art finden, dafl die fi(«) den Tangentialraum von M an jedem beliebigen
Punkt aufspannen?

Das Interesse an der Beantwortung dieser Frage ist offensichtlich: die u; stellen in dieser Diffe-
rentialgleichung die frei wahlbaren Eingangsgréfien dar. Wenn also ein solches M existiert, so
wird @ offensichtlich auch in der Lage sein, an jeden beliebigen Punkt in M zu gelangen und
dabei M nicht zu verlassen (Brocket 1976). Mit diesen Fragestellungen sind dann die Begriffe
der Steuerbarkeit und Erreichbarkeit des Systems eng verkniipft.

Zunéchst einmal hdngt die Existenz von einem derartigen M von der folgenden Beobachtung
ab: Wenn man sich entlang der Integralkurve von & = fi(@) ¢ Zeiteinheiten lang, danach
fiir ¢t Zeiteinheiten entlang & = fi(@), dann fiir weitere ¢ Zeiteinheiten entlang & = — fi(x)
und schlieBlich noch einmal fiir ¢ Zeiteinheiten entlang & = — fy(x) bewegt, so kann man mit
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Hilfe der Taylor-Reihenentwicklung den erreichten Punkt @~%2(¢, @~ (t &F2(t F1(t, x())))

bestimmen. Dabei wird dann wiederholt die Entwicklung bis zur zweiten Ordnung benutzt:

12of:

@ = @0+ fil@o) + 5 5 fil@) + O(1) (3.9)
fithrt dann zu

S (1, & (1,87 (1,8 (1, 20)))) = o + — e S o Rileo+0(%) (3.10)
Dabei ist dann

[f2; 1] = a—f - oh (3.11)

2
ox ’

die sogenannte Lie—-Klammer in der Differentialgeometrie bzw. der Lie-Kommutator.

Wenn also [fi, f2] keine Linearkombination der Vektorfelder { fi, fo, ..., fn} darstellt, so repra-
sentiert dieser Lie-Kommutator eine ,neue“ Richtung, in die sich die Lésung bewegen kann, und
das urspriingliche Problem, das des Findens einer Mannigfaltigkeit in der Art, dafl fi, fo, ..., i
den Tangentialraum aufspannen, ist nicht mehr 16shar.

Mit diesem Problem ist der Begriff involutiv eng verkniipft: Man nennt eine Menge von Vek-
torfeldern {f1, fa,..., fin} involutiv, wenn ein 7,5 in der Art existiert, dafl gilt:

flv.f] 272]16 . (312)

Die Eigenschaft der Involutivitét ist also eine notwendige Bedingung, um die Vektorfelder
(f1, f2, ..., fm) 7u integrieren“, um eine ,Losungsmannigfaltigkeit® zu erhalten. Als Frobe-
nius dann sein Theorem der vollstandigen Integrabilitat vorstellte, zeigte es sich, dafl diese
Eigenschaft unter gewissen Regularitdtsanforderungen auch hinreichend ist.

Die Bedeutung der Lie-Klammer (Lie-Kommutator) folgt aus einem Theorem von Chow. Dafiir
sel ein System

m

2(t) =D uifilz(t)] ;2(0) == (3.13)

=1
gegeben. Mit Sicherheit kénnen dann die Punkte der folgenden Form erreicht werden:

Tr = ds‘fal (t1,¢fa2 (tz,@fag’ (tg,. .. ,ds‘fam(tm,wo) .. ))) R (314)
indem einfach je alle Eingénge bis auf einen zu Null gesetzt werden. Im speziellen Fall mit zwei
gegeben Vektorfeldern f; und f; kénnen also

2

@ =@ (1), @7 (1, 7 (11, 87 (15, 20)))) = 0 + t 5 2. fr] o + O(t?) (3.15)

erreicht werden. Das heifit also, dafi der Zustand in Richtung [fi, f2] bewegt werden kann,
obwohl diese Richtung nicht im linearen Feld der {f;} enthalten sein muf. Aus dieser Tatsache
ergibt sich die nun folgende Defintion:
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Definition 3.25 (Brocket 1976)

Wenn {f;} eine Sammlung von C'* oder analytischen Vektorfeldern auf einer Mannigfaltigkeit
M ist, so sagt man, dal {f;} eine Lie-Algebra von Vektorfeldern darstellt, unter der Vorraus-
setzung, daf

1. {f;} einen reellen Vektorraum hinsichtlich der gewohnlichen Addition und Skalarmulti-
plikation darstellt und

2. wenn f; und fi zu {f;} gehoren, auch die Lie-Klammer zu {f;} gehort.

Die Lie-Algebra heifit dann endlich dimensional, wenn der reelle Vektorraum {f;} endlich
dimensional ist. O

Der Flufl &7 (t,x,) ist also in der Menge der von @ aus erreichbaren Punkte enthalten, wenn
er als kommutierende (engl.: bracketet) Kombination der f; dargestellt werden kann. Bezeichne
nun {f;}r4 die Lie-Algebra der Vektorfelder, die durch {f;} erzeugt wird; d.h. es kénnen alle
Linearkombinationen der {f;}, alle Lie-Klammern und wieder alle Linearkombinationen, alle
Lie-Klammern, u.s.w. benutzt werden, um an die kleinste Lie-Algebra der Vektorfelder zu
gelangen, die {f;} enthélt und bezeichne diese mit { f;},4. Dieser Begriff soll nun fiir den Fall
erweitert werden, wenn die Vektorfelder in {fi}4 komplett (complete) sind; d.h. ¥ (¢, ) ist
fiir alle —oco < t < oo definiert. Fiir diesen Fall existiert eine Gruppe von Abbildungen auf sich
selbst, die eng mit der Lie-Algebra {f;} 4 verkniipft ist:

Definition 3.26 (Brocket 1976)

Die Menge aller eineindeutigen C'*° und C'** Abbildungen einer C'**~Mannigfaltigkeit auf sich
selbst werden als Gruppe der Diffeomorphismen auf M und mit diff(M) bezeichnet, wenn sie
die Eigenschaft besitzen, daf die inverse Abbildung ebenfalls C* (glatt) ist. Diese Menge recht-
fertigt den Begriff der Gruppe, da sie abgeschlossen unter der Inversenbildung und Komposition
ist. O

Ist nun ein Vektorfeld f gegeben, so wird fiir jedes ¢ durch @¥(¢) eine Abbildung von M auf
sich selbst definiert, eben die durch den Flufl auf M erzeugte Abbildung, die durch die Diffe-
rentialgleichung & = f(«) definiert wird. Es wird nun die kleinste Untergruppe von diff( M),
die @¥(¢) fiir alle f in {f;} enthélt, mit {@}; bezeichnet. Es ist offensichtlich, dafi ein Punkt
& € M der Form ¢ = {®%}5(x,) von @, aus erreicht werden kann (durch Lésungskurven
der Gl. (3.8) und stiickweise konstanten Eingangen). Worin liegt nun der Unterschied zwischen
einer Menge {®7i}c(2o) und der Menge {@7} 4(x0)? Die erste Menge stellt in jedem Fall eine
von @y aus erreichbare Menge dar, wahrend die zweite etwas grofleres zu sein scheint. Nach
dem Theorem von Chow sind diese Mengen jedoch unter gewissen schwachen Annahmen gleich

(Brocket 1976):

Satz 3.5 (Version des Theorems von Chow)
Sei {fi(z), fa(x),..., fn(x)} eine Sammlung von Vektorfeldern, so daB die Sammlung

{fi(z), fa(@), ..., fn(®)}ra

1. analytisch auf einer analytischen Mannigfaltigkeit M ist. Ist dann ein beliebiger Punkt
Ty € M gegeben, so existiert eine maximale Teilmannigfaltigkeit N” C M, die ¢ enthélt
in der Art, daB gilt: {®Fi}5(xo) = {DFi}pa(20) = N.
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2. C* auf einer O Mannigfaltigkeit M ist, mit span({ fi(«)} 1) konstant iiber M. Ist dann
ein beliebiger Punkt &y € M gegeben, so existiert eine maximale Teilmannigfaltigkeit

N C M, die &y enthilt in der Art, daBl gilt: {®Fi}g(xo) = {DF}pa(xo) = N,
O

Mit diesen Aussagen lassen sich dann Kriterien fiir ein System Gl. (3.8) bilden. In der Technik
sind jedoch haufiger Systeme relevant, die einen sogenannten Driftterm enthalten:

&(1) = fla(t) + ulhgle(t) . @(0) == . (3.16)

Fiir die Untersuchung eines solchen Systems liegt eine Schwierigkeit darin, dafl dafiir im Theo-
rem von Chow nicht zwischen positiven und negativen Zeiten unterschieden wird. Das bedeutet,
daBl eine Teilmannigfaltigkeit, deren Existenz durch Satz 3.5 gesichert ist, Punkte enthalten
kann, die nur dadurch erreicht werden kénnen, indem man riickwérts entlang einem Vektorfeld
f(@) lauft. Das bedeutet fiir eine technische Anwendung, da die Menge der von @, aus er-
reichbaren Punkte immer in der durch Chows Theorem (Satz 3.5) definierten Mannigfaltigkeit
enthalten sind, im allgemeinen aber nur eine echte Teilmenge dieser Mannigfaltigkeit darstellen:

Satz 3.6 (Brocket 1976)
Seien f und g Vektorfelder auf einer Mannigfaltigkeit M und {f, g} erfiillen jeweils die Bedin-
gungen des Chow—Theorems. Dann beinhaltet die Menge der erreichbaren Punkte des Systems

nach Gl. (3.16) eine offene Menge Teilmenge der Mannigfaltigkeit N" = {{&F9} 4} . (2o). O

Unter gewissen Umsténden ist es moglich den Einflufl des Driftterms auf die Menge der von @
aus erreichbaren Punkte R(t) ,herauszumultiplizieren®. Daftir wird Lo, eine Lie-Algebra von
Vektorteldern, die durch f und g bestimmt wird bené&tigt. Diese mufl jedoch nicht notwendi-
gerweise mit {f,g}ra tibereinstimmen. Ein besonders einfacher und anschaulicher Fall wird

durch den folgenden Satz (Brocket 1976)wiedergegeben:

Satz 3.7

Sei L = {f,g}r4 und Lg die kleinste Unteralgebra von L, die g enthédlt und abgeschlossen unter
Lie-Kommutieren mit f (Lie bracketing with f) ist. Weiterhin soll fiir ein h aus Lo gelten:
[h, g] = apg mit konstantem a. Dann gilt auch:

R(t) = (@1} o®T (1, 20) . (3.17)

a

Beispiel 3.1 Betrachtet werde das lineare, zeitinvariante System:
x(t)= Ax(t)+ Bu(t) ; xo€R" . (B3.1-1)
Daraus ergeben sich:

L ={B,AB,...,A""'B, Az}

Lo={B,AB,...,A""' B} (B3.1-2)

und

[Lo, B] = {0} . (B3.1-3)
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Somit ist die zur Zeit ¢ von @y aus erreichbare Menge

R(t) = ¢{B,AB,...,An—1B}(eAtwO) ' (B3.1-4)
Da (B,AB,..., A" ' B) konstante Vektorfelder darstellen, ist diese Darstellung
aquivalent:

R(t) = {;13 ceteg+n ,m € span (B, AB,.. .,A”_lB)} : (B3.1-5)

3.3 Kiriterien fiir nichtlineare Systeme

Nach der knappen Einleitung in die Problematik der Kriterienentwicklung fiir eine Steuer-
barkeitsanalyse dynamischer Systeme (Abschnitt 3.2) werden in diesem Abschnitt Steuerbar-
keits—/Erreichbarkeitskriterien fiir die Systemklasse der analytischen in der Steuerung linearen
Systeme Y 415 zusammengestellt. Diese kénnen als Spezialfall der analytischen Systeme Y45
verstanden werden und besitzen die nachfolgende Form (Schwarz 1991):

m

s e(t) = a(z(t)+ X bi(=()u(t) ; wozw(())} (3.18)

y(t) = elw) .

Es ergibt sich nach Schwarz (1991) das folgende Kriterium zur Bestimmung der lokalen schwa-
chen Erreichbarkeit:

Kriterium 3.1

Fir das System Y475 (3.18) und eine Umgebung My um den betrachteten Anfangszustand
xo sei die Distribution! A(x) = span {bi(x),...,b.(x)} iiber M, definiert und es sei-
en a(x),bi(x),...,b,(x) die Vektorfelder, unter denen A(x) invariant sein soll. Ferner sei
P(x) die minimale Distribution, die A(a) enthdlt und invariant unter den Vektorfeldern

a(z),bi(x),..., b, () ist:
P(x)= (a(x),bi(x),...,b,(x)| span {by(x),....b,(x)}) , (3.19)
dann gilt:

i) Das System (3.18) ist in M, vollstdndig schwach erreichbar, wenn
dim P(®)=n . (3.20)

ii) dim P(«) = r < n gibt die Dimension der lokal schwach erreichbaren Teilmannigfaltigkeit
von My an.

a

Daraus 1aBt sich das folgende Rangkriterium bilden, welches ein nichtlineares Analagon zum
linearen Rangkriterium nach Kalman darstellt (Schwarz 1991):

*sieche Anhang B.12
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Kriterium 3.2

Es sei
P(z) = |Pyz)iPi(x)...]
Pyz) = |bi(x)i...ib,(x)] : (3.21)
Piz) = l|a(z),Pi(x)] ; k=1.2,...
dann gibt
rang P(z)=r <n (3.22)
die Dimension der lokal schwach erreichbaren Mannigfaltigkeit in Mg an. 0

Der so beschriebene Bildungsalgorithmus kann nach Isidori (1989) abgebrochen werden, wenn
ein k* exisitiert fiir das gilt: Py«(®) = Pyey1(@). Das ist z.B. der Fall, wenn alle Lie-Kommuta-
toren bei der Stufe £* 4+ 1 Null ergeben. Der Algorithmus kann aber auch abgebrochen werden,
sobald der volle Rang (n) erreicht ist, das System also in Mg vollstandig schwach erreichbar
ist.

Die Dimension d der Distribution P bzw. der Rang r der diese Distribution erzeugenden Matrix
P(x) entspricht der Bezeichnung ng aus dem linearen Bereich im Abschnitt 2.3. Um aus einem
gegebenen System die Systemteile ablesen zu kénnen, die fiir den Rangabfall, also den nicht
schwach steuerbaren Systemteil verantwortlich sind, kann eine (nichtlineare) Koordinatentrans-
formation benutzt werden, um mit deren Hilfe das System in die eben erwadhnten Teilsysteme
aufzuteilen. Eine derartige Vorgehensweise wird im Abschnitt 3.5 erldutert.

Analog zu diesem Rang—Kriterium der ¥ 475 fiir die schwache Erreichbarkeit existieren auch
noch fiir andere nichtlineare Systeme und Erreichbarkeitsdefinitionen unterschiedliche Entschei-
dungskriterien. Als néchstes soll nun noch der Begriff der Zugénglichkeit mit einem Entschei-
dungskriterium versehen werden.

Nach Nijmeijer und van der Schaft (1991) sei nun:

Definition 3.27

Betrachtet werde ein System ¥ 415 der Form (3.1). Die Zuginglichkeitsalgebra C ist die kleinste
Unteralgebra von V*=(M) (die Lie-Algebra von Vektorfeldern auf M), die
f.g1,...,9, enthélt. a

Definition 3.28
Die Zugdnglichkeitsdistribution C ist die durch die Zugénglichkeitsalgebra C generierte Distri-
bution:

C(x)= span {X(@)|X Vektorfeldin C}, @€ M. (3.23)

a

Auflerdem gilt nach Nijmeijer und van der Schaft (1991):
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Satz 3.8
Gilt fiir ein System ¥ 475 nach GI.(3.1)

dim C(xo) =n (3.24)

so besitzt fiir jede beliebige Umgebung My von @y und T > 0 die Menge der erreichbaren
Punkte R(@o, T, My) ein nichtleeres Inneres. a

Daraus ergibt sich (Nijmeijer und van der Schaft 1991):

Kriterium 3.3
Gilt dim C'(@) = n fiir alle € M, so ist das System lokal zugénglich. O

Dieses Kriterium 3.3 wird in der Literatur auch haufig Zuginglichkeits—Rangbedingung genannt.

Weiterhin wird unterschieden (Nijmeijer und van der Schaft 1991):

Definition 3.29
Sei C die Zuganglichkeitsalgebra von GI.(3.1). Es sei nun Cy die kleinste Unteralgebra, die
gi,- -, gn enthilt und fir die gilt: [f, X] € Co VX € C.

Desweiteren wird die dazu korrespondierende involutive Distribution definiert:

Co(x) = span {X (@) | X ist Vektorfeld in Co} . (3.25)
Dann heifit Cy strenge Zugdnglichkeitsalgebra und Cy strenge Zugdinglichkeitsdistribution. a
Zur Verdeutlichung seien diese Begriffe fiir lineare Systeme erldutert:

Satz 3.9 (Nijmeijer und van der Schaft 1991)
Fiir lineare Systeme der Form Gl. (2.1) gilt:

Co = span{b;, Ab,,..., A" 'b;, i=1,....m} (3.26)
Co(®) = bild (BiAB:...:A"'B) '
O
Kriterium 3.4
Betrachtet werde das System Gl. (3.1). Gilt
dann ist das System lokal streng zugénglich von . O

Dieses Kriterium nennen Nijmeijer und van der Schaft (1991) auch strenge Zugénglichkeits—
Rangbedingung.
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Bilineare Eingr6fiensysteme

Fiir bilineare Fingroflensysteme 148t sich die n—Frreichbarkeit durch eine einfache Erweiterung
des Kalman—Kriteriums bestimmen. Dabei werden bilineare Systeme der Form (Schwarz 1991):

x(t) = Ax(t)+ Na(t)u(t)+ bu(t)

YBLs y(t) = cTa(t) , @(0)=0 (3.28)

betrachtet. Das Kriterium zur Uberpriifung der n—Erreichbarkeit bilinearer EingroBensysteme
lautet nun entsprechend Rough (1981) bzw. Schwarz (1991):

Kriterium 3.5
Ein n—dimensionales bilineares System { A, N, b, R"} ist genau dann n-erreichbar, wenn gilt:

rang P(A,N,b)=n (3.29)

wobei die (n x (2" — 1))-dimensionale Erreichbarkeitsmatrix P(A, N, b) aus folgender Rekur-
sionsformel berechnet wird:

P1 — b y
P, = (AP_,,NP_,) vV i=23,....,n ,und (3.30)
P(A.N.,b) = (P,P,....P,).
O

3.4 Algebraische Kriterien durch Linearisierung

Algebraische Steuerbarkeitskriterien fiir lineare Systeme haben sich in der Regelungstechnik
als duflerst niitzlich erwiesen. Mit ihrer Hilfe kénnen per Rechnerprogramm aus dem linearen
Modell Steuerbarkeitsuntersuchungen vorgenommen werden. Wie bereits im Abschnitt 2 gezeigt
wurde, ist ein lineares zeitinvariantes System der Form GI. (2.11) genau dann und nur dann
steuerbar, wenn gilt (Storey 1973):

rang (B,AB,A’B,... . A"'B)=n . (3.31)

Fiir ein zeitvariantes System der Form Gl. (2.1) ergibt sich das Kriterium, daf} dieses System
steuerbar ist, wenn die Steuerbarkeitsmatrix W (#y,?) nach Gl. (2.9) den maximalen Rang fiir
ein vorgegebenes f; und ein beliebiges ¢ behdlt. Um nun ein nichtlineares System algebraisch
auf seine lokale Steuerbarkeit hin zu untersuchen, muf} das System

z = f(e,u) (3.32)

um einen beliebigen Arbeitspunkt linearisiert werden. Soll z.B. die Steuerbarkeit am Ursprung
mit £(0,0) = 0 und begrenzten StellgroBen ||u(t)|| < e fiir positive e untersucht werden, so
werden zunéchst die Matrizen A und B gebildet:

+ = (o)

B = (gff(o,o))

U;

(3.33)
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Wenn das Rang—Kriterium nach GI. (3.31) erfiillt ist, dann existiert ein (nach 0) steuerbarer
Bereich um den Ursprung, der eine Umgebung um den Ursprung enthélt. Die tatséchliche
Grofe dieses Bereichs bleibt jedoch unbekannt (Storey 1973). Zusammengefafit heifit das: Aus
der Steuerbarkeit der Linearisierung des nichtlinearen Systems folgt, daf} eine offene Umgebung
um den Ursprung existiert, in der jeder Punkt steuerbar zum Ursprung des urspriinglichen,
nichtlinearen Systems ist (Storey 1973).

3.5 Systemdekomposition und Erreichbarkeit
Lokale Systemaufteilung

Isidori (1989) zeigt, dal durch eine geschickte Koordinatentransformation ein nichtlineares Sy-
stem in zwei Teile aufgespalten werden kann (auch Dekomposition genannt). Das erste Teilsy-
stem kann dann ein erreichbares sein, wihrend das zweite ein nicht erreichbares ist. Dabei geht
Isidori iiblicherweise nach folgendem Algorithmus vor:

1. Bilden einer involutiven, minimalen Distribution A, mit Hilfe des Algorithmus nach
G1.(3.38). Dabei werden Kommutatoren von Vektorfeldern ausgerechnet, was partielles
Differenzieren erfordert.

2. Finden einer Koordinatentransformation. Das erfordert das Losen (Integration) partieller
Differentialgleichungen.

3. Ausfithren der Koordinatentransformation. Dafiir mufl wieder differenziert werden.
Fiir ein System
x = f(x)+ ;gi(w)U¢
yi = hi(@)

kénnen nun die folgenden Aufteilungen gefunden werden:

(3.34)

1. Sei A eine nichtsinguldre Distribution der Dimension d und invariant unter den Vektor-
feldern f,g1,...,gm. Desweiteren sei span {gi,...,gn} in der Distribution A enthalten.
Dann ist es fiir jeden Punkt &, moglich eine Umgebung M, von @y und eine lokale Ko-
ordinatentransformation z = ¢(&) derart zu finden, dafi das System nach GI. (3.34) in
den neuen Koordinaten durch ein Gleichungssystem der folgenden Form wiedergegeben
werden kann:

é1 = fi(¢y,¢y) + f: 91:(¢y,€5)u; prinzipiell  steuerbarer/er-
=t reichbarer Systemanteil

éz = f2(¢,y) prinzipiell nicht steuerba- (3.35)

rer/erreichbarer Systeman-
teil

mit ¢; = (21, .-, 24) und €3 = (Zdg1,- - 2n)-
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Bei dieser Darstellung ist sehr gut zu erkennen, dafl der gesamte Zustandsraum durch die Ko-
ordinaten ¢; und ¢, beschrieben wird, der steuerbare Systemanteil jedoch lediglich durch die
Koordinaten ¢, erfaBt wird. Somit sind die steuerbaren Zustédnde in den Koordinaten von ¢,
nicht mehr zu unterscheiden. Die durch diesen Sachverhalt beschriebenen Punkte im Zustands-
raum bilden sogenannte Schetben:

Se = {a:/ e My:(y(a) = CQ(;B)} . (3.36)

Anders ausgedriickt heifit das, daff diejenigen (verschiedenen) Punkte aus der Umgebung Mg zu
einer Scheibe gehoren, die dieselbe Koordinatendarstellung in (,—Koordinaten besitzen. Somit
wird der Zustandsraum also in verschiedene Scheiben partitioniert.

Sehr anschaulich wird dadurch die Darstellung der Menge der erreichbaren Punkte R(@q) (mit
der Dimension r) eines Systems (von einem Startwert @y aus). Diese Punkte sind nun ebenfalls
nicht in {,~Koordinaten zu unterscheiden. Somit liegen diese Punkte auf einer Scheibe S, der

Umgebung My und R(@xo) stellt eine Teilmenge der Scheibe S, dar. Bild 3.11 stellt diesen
Vorgang dar.

Sx, 1

. in

Q.

A\

> SX(\7L1

Bild 3.11: Menge der erreichbaren Punkte Bild 3.12: Partition der Umgebung M in
in My in den Koordinaten ¢, Scheiben S.
und ¢,.

2. Sei A eine nichtsinguldre Distribution der Dimension d und invariant unter den Vek-
torfeldern f,g1,...,gm. Desweiteren sei die Kodistribution span {dhq,...,dh,} in der
Kodistribution A+ (= Annulator zu A, Anhang B.13) enthalten. Dann ist es fiir jeden
Punkt &y moglich eine Umgebung Mg von @y und eine lokale Koordinatentransformation
z = ¢(@) derart zu finden, daB das System GI. (3.34) in den neuen Koordinaten durch
ein Gleichungssystem der folgenden Form wiedergegeben werden kann:

é1 = fi(¢y,¢) + igu(cl,g)ui prinzipiell nicht beobacht-
=1

barer Systemanteil
éz = filCy) + f: g2i(Cy)u; prinzipiell ~ beobachtbarer (3.37)
=1 Systemanteil
Y. = hl(CZ) ’

mit ¢; = (21, .+, 24) und €y = (Zdg1,- - 2n)-
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Es gilt also allgemein: Existiert eine nichtsinguldre Distribution A der Dimension d mit den
folgenden Eigenschaften:

i) A ist involutiv,
ii) A enthalt die Distribution span {g1,...,¢m} und
iii) A ist invariant unter den Vektorfeldern f,g1,...,gm,

dann ist es, fiir jeden beliebigen Punkt xq, méoglich, eine auf einer Umgebung M, um g
definierte Koordinatentransformation und eine Partition von Mg in Scheiben der Dimension d
zu finden, so dafl die zu einer Zeit T" erreichbaren Punkte (ausgehend von einem Initialzustand
xo und auf Trajektorien verlaufend, die in M, fiir alle ¢ € [0,T] verbleiben) innerhalb einer
solchen Scheibe von M, liegen.

Im Rahmen dieser Arbeit ist jedoch nur die erste dieser beiden Systemaufteilungen von Inter-
esse. Fiir eine technische Anwendung ist es jedoch nicht nur interessant zu wissen, dafl man
ein System in ein lokal erreichbares und in ein nicht erreichbares Teilsystem aufspalten kann,
sondern man mochte auch gerne erfahren, welche Grofle die Menge der zur Zeit T' erreichba-
ren Punkte einer Scheibe besitzt. Dies geschieht, indem zunéchst ein erreichbarer Unterraum
bzw. Teilmannigfaltigkeit erzeugt wird, der invariant unter Vektorfeldern f.,gy,...,g, und
involutiv ist. Die so berechnete Distribution A stellt das nichtlineare Analogon zur Steuerbar-
keitsmatrix Qs aus der linearen Kontrolltheorie dar:

Gegeben sei eine kleinste, unter den Vektorfeldern 7,...,7, invariante Distribution
(T1,...,74|AQ). Um zu gewahrleisten, daf} diese minimale Distribution ebenfalls nichtsinguléar,
wie die Distribution A selber ist, gibt Isidori (1989) einen Algorithmus zur Berechnung einer
nichtabfallenden Sequenz von Distributionen an. Der Algorithmus lautet:

AO — A
A = A+ 3 [T, Al

q
=1

(3.38)
Die so erzeugten Distributionen Aj geniigen also fiir alle ganzzahligen, nichtnegativen k:

A C(T1,...,74]AQ) : (3.39)
Existiert dann ein k*, fiir das gilt Agx = Ageyq, so gilt auch:

Ape = (11,...,17,] Q) (3.40)

und der Bildungsalgorithmus kann abgebrochen werden. Dieser Fall tritt z.B. ein, wenn alle
neu gebildeten Lie-Kommutatoren verschwinden (Null werden).

Satz 3.10 (Isidori 1989)
Die Distribution A werde von einigen der Vektorfelder 7y,...,7, aufgespannt und
(T1,...,74| Q) sei nichtsingular. Dann gilt auch : (71,...,7,| A) ist involutiv. O
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Aufbauend auf diesen Begriffen sollen nun zwei Distributionen besonderer Art eine eigene Be-
zeichnung erhalten:

P = <.fvglv"'7gm| span {glvvgm}> (341)

und

R:<.fvglv"'7gm| span {fvglv"'vgm}> ’ (342)
mit dim P = p und dim R = r.

Satz 3.11 (Isidori 1989)
Sind P und P+span{f} nichtsingular, dann gilt:

dm R— dm P <1 . (3.43)

Mit diesen Begriffen 148t sich nun zusammenfassend der folgende Satz formulieren:

Satz 3.12 (Isidori 1989)

Seien die Distributionen P (also die kleinste unter f,gi,...,g, invariante Distribution, die
g1, .-, 9m enthdlt) mit der Dimension p und P + span {f} nichtsingular. Dann existiert fiir
jedes & € M eine Umgebung M, von ¢ und eine auf M, definierte Koordinatentransformation
z = ¢(x) mit den folgenden Eigenschaften:

1. Die Menge R(@o,T') der zur Zeit t = T erreichbaren Zustande von einem Startpunkt
xo zur Zeit t = 0 aus, die auf vollstdndig in M enthaltenen Trajektorien liegen, sind
unter der Bedingung von stiickweise konstanten Eingangstunktionen eine Teilmenge der

Scheibe:

Sa’,o,T = {513 - MO :

bp1(®) = bpr (B4(20)) ... bu(x) = 6 (B (0)) } (3.44)

wobei @(x0) die zur Zeit ¢ = T unter u(t) = 0 erreichten Zustinde fiir alle ¢ € [0,7]
darstellt.

2. Die Menge R(x¢,T') enthélt eine offenen Teilmenge von Sg, 7.
O

Das bedeutet, daf§ die Punkte der Scheibe Sg, 7 der betrachteten Umgebung Mg um 2y durch
die p+1-te bis n—te Koordinatenfunktion nicht unterscheidbar sind. Die Menge der erreichbaren
Punkte in My muf also Teilmenge dieser Scheibe sein.
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Globale Systemdekomposition durch Koordinatentransformation

Betrachtet werde ein System, das durch Gleichungen der Form
p=f(p)+> g (3.45)
i=1

beschrieben werden kann. Dabei werde der Zustandsraum des durch GI.(3.45) beschriebenen
Systems mit N bezeichnet. Wichtig fiir die Steuerbarkeit eines Systems ist die sog. Figenschaft
der mazimalen Integralmannigfaltigkeit. Die fiir diese Figenschaft notwendige und hinreichende
Bedingung ist in dem sog. Sussmann—Theorem aufgefithrt (fiir die Definition eines Differentials
sei auf Anhang B.9 verwiesen):

Definition 3.30 (Isidori 1989)

Eine Distribution A besitzt genau dann die Eigenschaft der maximalen Integralmannigfaltig-
keit, wenn fiir jedes Vektorfeld = € A und fiir jedes Paar (¢,p) € R x N, so daB der Fluf
&7 (p) von 7 definiert ist, das Differential (@] ), bei p den Teilraum A(p) in den Teilraum
A(PT(p)) abbildet. O

Die kleinste Teilalgebra von V(N'), die die Vektorfelder f,g,...,g, enthdlt wird mit C be-
zeichnet und heifit Kontroll-Lie—Algebra. Mit C wird die Distribution Ag:

Ac={r:7€(C} . (3.46)

verbunden. Fiir die Distribution A¢ gilt die Beziehung zu den in Abschnitt 3.5 eingefiithrten
Distributionen P und R:

A C P+ span {f} CR . (3.47)

Definition 3.31
Das System nach Gl. (3.45) erfiillt die Rangbedingung der Erreichbarkeit bei po, wenn gilt:

dim Ac¢(po) =n ) (3.48)

a

Kriterium 3.6
Eine hinreichende Bedingung eines Kontrollsystems der Form Gl. (3.45) dafiir, daff es schwach
steuerbar auf A ist, lautet

dim Ac¢(p) =n , (3.49)

fiir alle p € . Falls die Distribution A die Eigenschaft der maximalen Integralmannigfaltig-
keit besitzt, ist diese Bedingung auch notwendig. O
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Beispiel einer Systemdekomposition

Beispiel 3.2 Anhand dieses Beispiels soll die Vorgehensweise einer lokalen System-
dekomposition entsprechend Isidori (1989) vorgefithrt werden. Im Verlauf des Bei-
spiels wird dabei auf die Schwierigkeiten bei der Realisierung einer solchen Auf-
teilung eingegangen. Die Hauptschwierigkeiten liegen dabei nicht in den Beurtei-
lungskriterien, ob ein System lokal in ein prinzipiell steuerbares/erreichbares und
prinzipiell nicht steuerbares/erreichbares System aufteilbar ist, sondern darin, die
tatsiachlich benotigte (nichtlineare) Koordinatentransformation zu finden, durch die
diese Aufteilung erfolgt.

Betrachtet werde hierzu das nichtlineare System:

2
;i::l “iee 2]+[ o ]u . (B3.2-1)
Ty — X1y — Ty
—_—
f g

Diesem System sieht man nicht direkt an, dafl es in ein prinzipiell nicht erreich-
bares und ein prinzipiell erreichbares Teilsystem aufteilbar ist. Also soll zunéchst
nach Isidori (1989) vorgegangen werden, um dies zu iiberpriifen. Es wird also ent-
sprechend Punkt 1) der Vorgehensweise aus Abschnitt 3.5 eine involutive, minimale

Distribution A nach Algorithmus (3.38) gebildet. Dabei ist:
A= span g. (B3.2-2)

Als néchstes miissen die Invarianten dieser Distribution unter Kommutieren mit f
und g berechnet werden. Da [g, g] = 0, wird also die Lie-Klammer [f, g] gebildet:

dg . Of 0
[f’g]_a_z _879_[0] : (B3.2-3)
Der Algorithmus 3.38 besitzt in diesem Beispiel also folgende Form:
AO = g
Al — AO —|— [f, Ao] . (B 32-4)
A2 — Al
Somit ist ¥ =1 und
P = (f.g|span {g}) = A; . (B3.2-5)

Die Dimension der Distribution ist dim P = 1, denn es gilt fiir beliebige Punkte
x £ 0:

€1

0 ] _1 . (B3.2-6)

rang [gf[f,g]] = rang l 0

Entsprechend Punkt 2) der Vorgehensweise in Abschnitt 3.5 soll nun eine (nicht-
lineare) Koordinatentransformation (vgl. Anhang B.15) gefunden werden, die in
der Lage ist, das System in prinzipiell erreichbare/steuerbare und nicht erreichba-

re/steuerbare Teilsysteme aufzuspalten. Fiir diese gewiinschten Systemaufteilung
nach Gl. (3.35) und Bild 3.11 sollen die gesuchten Teilkoordinaten ¢, invariant
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gegeniiber g sein. Es muf} also fiir die gesuchten Teilkoordinaten ¢, (in Operator-
schreibweise) gelten:

gC2 =0 ) (B 32_7)
oder in Vektorschreibweise:
g-V¢,=0 . (B3.2-8)
Fiir die Bestimmung der gesuchten Koordinatentransformation gilt also:
0 0
— =0 . B3.2-9
T1 57— Ers + ( 2) “Cy = ( )

In diesem Beispiel besteht C2 nur aus einer einzigen Koordinate, so dafl fir ¢, = (,
die oben aufgefithrte partielle Differentialgleichung (B 3.2-9) gelost werden muf.
Hier liegt in der Anwendung der Dekompositionssatze von Isidori (1989) auch die
eigentliche Schwierigkeit: Lésen von partiellen, im allgemeinen nichtlinearen Diffe-
rentialgleichungen. In diesem Fall kann eine Losung geraten werden:

(=0 =x20 . (B 3.2-10)

Die restlichen Teilkoordinaten ({; = (1) sind dann beliebig. In diesem Beispiel wird
gewéahlt:

Cl = T . (B 32-11)

Es ergibt sich damit folgende nichtlineare Koordinatentransformation/Umkehrtrans-
formation:

com=[n] L emer0=]] . e

12 CT
1

Fiir die Anwendung dieser Koordinatentransformation (entsprechend Punkt 3) der
Vorgehensweise aus Abschnitt 3.5) werden noch die Jakobi-Matrizen der Koordina-
tentransformationen bendtigt:

10
| & 1| - (B3.2-13)
3 G

Die Bestimmung der transformierten Systemmatrizen ergibt sich durch:

- _ |0¢ | GG
f [[aazf( )L:(ﬁ_l(o_ [Cﬁ ] (B3.2-14)

G
7= |52t -|
0" gy L0

Somit ergibt sich folgendes transformiertes System:

¢:Eﬂ+l%]u : (B3.2-15)

dpz) [1 0 99~ (¢)
dxe | 2 x ’ o¢

(2

T g
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Dabei beschreibt dann die (;-Koordinate den prinzipiell nicht erreichbaren /steuerbaren
Systemanteil.
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4 Anwendungsbeispiele

4.1 Steuerbarkeit eines Automobils in der Ebene

Ein anschauliches Beispiel fiir eine Steuerbarkeitsanalyse findet sich z.B. in (Sontag 1991).
Dabei handelt es sich um das in der Differentialgeometrie weit verbreitete Beispiel des Steu-
erns eines Automobils in einer Ebene. Anschaulich wiirde die Aufgabenstellung dieses Beispiels
in etwa so lauten: Kann man ein Automobil auf einem ebenen Parkplatz an einer beliebigen
Parkliicke mit beliebiger Orientierung einparken? Die Antwort auf eine derartige Fragestellung
gibt die Steuerbarkeits— bzw. die Erreichbarkeitsanalyse des Systems ,, Automobil® in der Ebene.
Eine derartige Fragestellung erscheint tiir einen Autofahrer aufgrund seiner persénlichen Erfah-
rungen trivial. Aus systemtheoretischer Sicht ist dieses Problem durchaus nicht trivial. Denn:
ein lineares System ., Automobil“ ist nach Aussage von Nijmeijer und van der Schaft (1991)
nicht steuerbar, wihrend das nichtlineare System steuerbar ist. Anhand dieses Ergebnisses der
Systemuntersuchung zeigt sich deutlich, wie wichtig eine exaktere Systembeschreibung als ei-

ne rein lineare ist. Wird jedoch ein nichtlineares Modell fiir das System Automobil aufgestellt
und dieses erst fiir beliebige Arbeitspunkte linearisiert, so 14t sich zeigen, dafl das linearisier-
te Ersatzmodell ebenfalls steuerbar ist, unter der Vorraussetzung, dafl sich das Auto bewegt.
Weiterhin kann an diesem Beispiel gut gesehen werden, warum man in der Kontrollmathematik
im allgemeinen Fall mit fiir den Ingenieur so abschreckenden Konstrukten wie mit Mannigi-
faltigkeiten rechnet, statt mit den bekannten Vektorrdumen in euklidischen Raumen. So ist es
fiir den Autofahrer eine Selbstverstandlichkeit, bei der Orientierung des Wagens in der Ebene
alle Winkel © 4+ 27n als identisch anzusehen: nach einer vollen Umdrehung der Orientierung
ist wieder die Urspriingliche erreicht. In euklidischen Koordinaten ist dies aber nicht der Fall,
so dafB} eine in sich geschlossene Koordinatenachse fiir die Orientierung des Autos eingefiihrt
werden muf}, die nicht mehr den Bedingungen eines euklidischen Raums gentigt.

Beispiel 4.1 Fiir die betrachtete Aufgabenstellung geht man davon aus, dafl ein
Automobil auf einer Ebene (R?) bewegt werden soll. Als Eingangsgrofien des Sy-
stems ,, Automobil“ stehen zwei Gréfien zur Verfiigung. Die erste, uq, stellt den Dreh-
winkel am Lenkrad dar und die zweite, uy, reprasentiert die Antriebsgeschwindigkeit
durch den Motor (die Massentragheit wird in diesem Beispiel also vernachléssigt).

Das auf der Ebene bewegte Auto wird dabei durch die folgenden Zustandsgréfien
beschrieben (Bild 4.1):

r z—Koordinate des Mittelpunkts der Vorderachse in der Ebene,
y y—Koordinate des Mittelpunkts der Vorderachse in der Ebene,
¢  Orientierung der Vorderachse und

© Winkel zwischen der Orientierung des Automobils und der Vorderradstellung.

Dabei ist davon auszugehen, daB sich der Winkel © lediglich im Intervall [—0g, O]

bewegen kann, so wie es die maximale Auslenkung des Lenkrades erlaubt.
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A
-
Bild 4.1: Steuerbarkeit eines Automobils.
Dieses idealisierte Modell ist wie folgt beschreibbar (Sontag 1991):

0 cos(¢ + O)

. 0 sin(¢ + ©

z = 0 U1 im@ ) 2 (B 41-1)
1 0

———

g1 g2

Dieses Modell besitzt die Eigenschaft, daf es symmetrischist (f(x, —u) = — f(2, u)).

Somit ist fiir dieses System der Begriff der Steuerbarkeit mit dem der Erreichbar-
keit identisch. Es 148t sich anhand dieses Modells zeigen, dafy das System vollstandig
steuerbar (bzw. erreichbar) ist. Hier soll jedoch zunédchst nur eine lokale Untersu-
chung der Zustande erfolgen.

Anhand der Zustandsraumdarstellung dieses Modells kdnnte man meinen, dafl der
Zustand z = (z,y, ¢,0)T zu einen Zustandsraum der Form

R xR xR x[-0g,00 CR* (B4.1-2)

gehort. Tatsdchlich ist es jedoch sehr viel natiirlicher die Winkel ¢ und ¢ 4+ 27 als
identisch anzusehen, so daf sich fiir den Zustandsraum die Form

M =R xR x 5" x [-0, O] (B4.1-3)

ergibt. Dadurch ist die p—Koordinatenachse in sich geschlossen, d.h. wenn man sich
in eine Richtung entlang der ¢—Koordinate fortbewegt, so wird der Ausgangspunkt
wieder erreicht. Das fithrt dann zu einem Kontrollsystem Automobil, das sich auf
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einer Mannigfaltigkeit bewegt, die sich von der des euklidischen Raums grundlegend
unterscheidet.

Im weiteren Verlauf des Beispiels wird nun angenommen, dafl die Steuerung v Wer-
te im R? annimmt (Stellgréfenbeschrankungen werden somit vernachlissigt). Stell-
groflen mit uy = 0 erzeugen dann eine reine Steuerbewegung des Lenkrads (lenken),
also ein Verdrehen der Vorderreifen. Demgegeniiber erzeugen Stellgréflen mit uqy = 0
eine reine Vor— oder Riickwértshewegung mit festgehaltenem Lenkrad (bewegen).
Es werden nun die Vektorfelder wie folgt bezeichnet g; = (0,0,0,1)T = lenken und
g2 = (cos(¢ + 0),sin(¢ + O),sin @,O)T = bewegen. Jedem Autofahrer ist intuitiv
klar, dal mit dem Automobil jede beliebige Orientierung an jeder beliebigen Posi-
tion in der Ebene erreicht werden kann, das System also vollstdndig steuerbar ist.
Man kann jedoch auch die Rangbedingung der Erreichbarkeit iiberpriifen. Dafiir
werden zunachst die Vektorfelder

schlingeln = [ bewegen , lenken ]
und
fahren = [ schlingeln , bewegen |

berechnet. Werden die Vektorfelder in die Berechungsformel der Lie-Klammer ein-
gesetzt, so ergibt sich:

schlingeln =wr = [g1,92] =

9z7"  9z7°
0 0 —sin(¢+0) —sin(¢+ 0O) 0
10 0 cos(p+0) cos(¢+ O) 0
100 0 cos © 0
0 0 0 0 1
cos(¢ + O)
o sin(¢ + O) (B4.1-4)
sin ©
0
—sin(¢ + O)
_ cos(¢+ O)
cos ©

0



bar/erreichbar, wahrend das lineare System nach Nijmeijer und van der Schaft
(1991) nicht steuerbar ist.

Fiir ¢ = © = 0 ergibt sich fiir beliebige # und y schlingeln = (0,1,1,0)T als
eine Mischung aus einer Vorwértsbewegung in y—Richtung und einer Rotationsbe-
wegung. fahren = (0,1,0,0)T représentiert dann eine reine Vorwértsbewegung in
y—Richtung. Daran wird auch die Bedeutung der Lie-Klammer in der Differential-
geometrie deutlich. So setzt sich dann die kreisbogenférmige Bewegung die durch
schlingeln reprasentiert wird, per Definition der Lie-Klammer (Kommutator) aus
schnellen Iterationen der Aktionen

lenken — bewegen — riickwdrts lenken — rickwdrts bewegen, u.s.w.

zusammen. Auf &hnliche Art und Weise kann man auch die reine Vorwéartshewegung
approximieren:

schlingeln — bewegen — rickwdrts schlingeln — riickwdrts bewegen, u.s.w.
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und
0 Jwr
fahren =sl = [wr, g;] = ;szr — 5, 9
0 0 —sin(¢+0) —sin(¢+ 0O) —sin(¢ + O)
|0 0 cos(¢+0) cos(¢+ O) cos(¢ + O)
10 0 0 cos © cos ©
0 0 0 0 0
0 0 —cos(¢p+0) —cos(¢p+09) cos(¢ + O)
0 0 —sin(¢+0) —sin(¢+ 0O) sin(¢ + O)
100 0 —sin® sin ©
0 0 0 0 0 (B4.1-5)
[ —sin(¢ 4 O)cos O —cos(¢ + O)sin ©
_| cos(¢+O)cos® | | —sin(¢+0O)sinO
- 0 0
L 0 0
[ cos(¢+ ©)sin® —sin(¢ + O) cos O — sin(¢)
| sin(¢+ 0)sin® 4 cos(¢p+ O)cos© | cos(¢)
- 0 - 0
L 0 0
Die Determinante der Matrix P(z) = [lenken : bewegen : schlingeln : fahren] ist
iiberall von Null verschieden und im besonderen natiirlich auch im Ursprung:
cos(¢p+0) 0 —sin(¢+0) —sing
| sin(¢+0O) 0 cos(¢4+0O) —coso
P(z)= sin © 0 cos © 0 (B4.1-6)
0 1 0 0
rang P(z) = r ist im Ursprung » = 4 und damit ist das System lokal steuer-
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Das hier vorgestellte Kriterium mit Hilfe der Lie-Klammern soll nun mit dem Rang—
Kriterium fiir das linearisierte Ersatzmodell verglichen werden. Da mit Hilfe der
Differentialgeometrie nun einmal Tangentialrdume der Zustandsmannigfaltigkeit be-
trachtet werden, sollte bei einer exakten Linearisierung des Systems fiir beliebige
Arbeitspunkte zumindest fiir eine lokale Umgebung um den Arbeitspunkt auch das
gleiche Ergebnis beziiglich der Steuerbarkeit an dem betrachteten Arbeitspunkt her-
auskommen. Das linearisierte System besitzt die Form:

z = AAz + BAu . (B4.1-7)

Die Matrizen des linearisierten Modells ergeben sich am Arbeitspunkt zg, ug zu:

[0 0 —uy, sin(do + Op) —ug, sin(gg + Op)
e 0 0 g, cos(go+ Op)  ug, cos(pp + Og)
10 0 0 U, c0s(Op)
L0 0 0 0
(B4.1-8)
[0 cos(¢o + Op)
B 0 sin(¢o + Op)
0 sin(©y)
1 0

Fir das Steuerbarkeitskriterium nach Kalman wird nun die Steuerbarkeitsmatrix
Q5| z0.u, benodtigt. Sie ergibt sich zu:

0 cos(Pog+ Op) | —usg, sin(Pg + Op)
0 sin(®g + Op) | ug, cos(Po + Op)

Qs lzou0 = 0 sin(Oy) g, c0s(O)
1 0 0
(B4.1-9)
— g, sin(Og) sin(Pg + Op) —u%o cos(0g) sin(Po + Op)
Uy $iN(Og) cos(Pg + Op) u%o cos(0g) cos(Py + Op) ololo
0 0
0 0
Fiir zg = 0 ergibt sich:
010 0,0 0j0 0|0 O
|0 0fuy Ofuz 00 0|0 O
Qslow = | Uy, 01 0 010 00 0 (B4.1-10)
1 00 00 0]0 0]O0 O
und:
rang Qslow, =4 Voug, 0 . (B4.1-11)
Das um z = 0 linearisierte System ist also fiir alle uy, # 0 ebenfalls steuerbar.

Oder mit Worten ausgedriickt: Das im Ursprung linearisierte System ., Automobil®
ist genau dann steuerbar, wenn sich das Auto bewegt.
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4.2 Steuerbarkeitsanalyse eines hydraulischen Antriebs

Im Gerdteplan von Bild 4.2 ist ein elektrohydraulischer Translationsantrieb dargestellt. Er
besteht aus Servoventil und Hydro—Gleichgangzylinder. Die Modellbildung dieses Systems ist
in verschiedenen Arbeiten bereits beschrieben worden (z.B. Doriflen (1990), Schwarz (1991)
und Jelali (1993)). Mit den Zustandsvariablen xy = y, #3 = y, 3 = py — p1 kann das System
wie folgt modelliert werden:

£ 0 1 0 - 0
{1 A A " (4.1)

ro | = | 0 T | + B ” u o,
" Qok, /1 — —38gn(u)
Po

Tm__
0 —Auk 0
dabei sind m die Masse, A, die wirksame Kolbenfliche, fi eine Reibkraftkonstante, Qo der
maximale Durchflul bei gegebenen Versorgungsdruck, p, der Versorgungsdruck und k eine
Es(pa) Es(ps)

‘/O—I'wal —I_‘/O_wal‘

T3 T3

Konstante, mit k ~ k(pa,pp, 1) =

hydr. Zylinder

/ /Last

[P A B v

[ Vi Vo

T T R
Q1 Qe

Proportionalventil
u > o
2 gl A, X

R Kk
Bild 4.2: Elektrohydraulischer Antrieb

Um die Unstetigkeitsstelle bei v = 0 zu umgehen, wird der Bereich u > 0 betrachtet. Es ergibt
sich somit:

1 @A 8
152 = —ﬁxz + —wx3 + _ T3 u . (42)
153 m —m on 1 —_ —

a(x) b(=)

Zur Berechnung der Dimension der schwach erreichbaren Mannigfaltigkeit My wird nun ent-

1 (4.3)

sprechend Kriterium 3.2 vorgegeangen:

|=

szwm:k()%duﬁ%

Po
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Fiir die nachste Stufe des Algorithmus wird nun der Lie-Kommutator aus a(«) und P, berech-
net:

0
QAE(,_n)’
Pi(z) = [a(z), Py(@)] = m po) (4.4)
QoALk . (1 B E)_E
2po Po

Das so erhaltene Vektorfeld stellt also eine neue Richtung dar. Entsprechend dem Algorithmus
aus Kriterium 3.2 wird nun der néchste Lie-Kommutator gebildet:

Py(z) = la(z), Py(2)] =

_2 m . Do B
 QoALKws  QoAuk(2fipo — 2fizs + Aukzam) (4.5)
Y e Y L e R
_ QoF" Au(2fipors = 2fiaws = 2Aupors + 2405 + FAwmaE) QALK Vo — w5
dm (po — 23) " /o my/po
Somit ergibt sich:
P(z) = Po(a:)fPl(a:)sz(a:)]
0 0 QoAk (1 B E)
. m Po (46)
Ak 3\ 2 :
- 0 _Qom (1 - p—z) Po()
. S QALK -
on 1-— E QO To 11— E P2 3(513)
L Po 2po Do ’ ]
mit:
Pyy(z) = — QoAZEQ@ B QkoE(Qﬁpo —2fixs + AwEme)
7 2771_\2/}?_0\/}?0 — 3 m2\/po\/Po — T3 - ~
P2 3(;13) _ _on Aw(QflpoiL'z - 2f1$2$3 — 2Awp0$3 + QAWJ/'% + kAwmxg) B QOAZ,k /pO — I3

4m (po — 51?3)_3/2 \/Po m+/Po

Aus der rekursiven Berechung der Lie-Kommutatoren ergibt sich also, dafl die Dimension der
schwach erreichbaren Mannigfaltigkeit My gleich der der Zustandsmannigfaltigkeit (n = 3)
ist, wenn gilt: 3 # po. Dieses Ergebnis deckt sich also mit der Erfahrung, dafl ein elektro-
hydraulischer Translationsantrieb steuerbar ist, solange nicht die Grenzbelastung des Systems
iiberschritten wird. Anhand dieses Beispiels ist jedoch auch erkennbar, dafl der Rechenaufwand
gegeniiber einer linearen Steuerbarkeitsanalyse hoher ist.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Um den Ubergang von der Behandlung linearer Systeme zu nichtlinearen zu erleichtern, werden
bevorzugt auch diejenigen Methoden einer nichtlinearen Systemtheorie verwendet, die eine Fr-
weiterung der Methoden fiir lineare Systeme darstellen. Als Beispiel einer solchen Erweiterung
wird in dieser Arbeit die Steuerbarkeitsanalyse dynamischer Systeme behandelt.

Am Anfang dieser Arbeit stellt ein kurzer Abrifl die bekanntesten Kriterien fiir eine Steuerbar-
keitsanalyse linearer zeitkontinuierlicher Systeme zusammen.

Fiir eine allgemeine Klasse nichtlinearer Systeme, den analytischen Systemen (X 45), werden die
Begriffe Steuerbarkeit, Erreichbarkeit und Zugénglichkeit eingefithrt und gegeneinander abge-
grenzt, um dann fiir unterschiedliche Steuerbarkeitsbegriffe verschiedene Beurteilungskriterien
fiir die wichtige Systemklasse der analytischen Systeme mit linearem Eingang (¥ 4rs) herzu-
leiten und gegeniiberzustellen. Der Vergleich der Kriterien geschieht anhand des Beispiels der
Steuerbarkeitsuntersuchung eines Automobils in der Ebene, unter Veranschaulichung des Lie—
Kommutators bzw. der Lie-Klammer der Differentialgeometrie.

Fiir ein nicht steuerbares System dieser Klasse ergibt sich die Moglichkeit einer Aufteilung
(Systemdekomposition) in einen prinzipiell nicht steuerbaren/erreichbaren und einen prinzi-
piell steuerbaren/erreichbaren Anteil. Das Problem liegt hierbei nicht bei der Erkennung der
Méglichkeit zur Systemaufteilung, sondern in der dazu notwendigen Bestimmung der (nichtli-
nearen) Koordinatentransformationsmatrix, fiir die (nichtlineare) partielle Differentialgleichun-
gen zu l6sen sind.

Die Arbeit schlieffit mit dem technischen Beispiel eines elektrohydraulischen Translationsan-
triebs, welches die Leistungsfahigkeit der Untersuchungsmethoden demonstriert.

Fiir zukiinftige Arbeiten ist es sinnvoll, die verschiedenen, in der Literatur vorhandenen differen-
tialalgebraischen Algorithmen, sowie andere Ansédtz zur Systembeschreibung, wie z.B. geome-
trische zusammenzustellen und auf ithre Wirksamkeit hin zu untersuchen. Bei einer derartigen
Zusammenstellung entstehen jedoch Probleme hinsichtlich der Ubertragbarkeit von Definitio-
nen, Satzen und Kriterien. Dies liegt an der fehlenden internationalen Normung der Begriffe.
So definieren unterschiedliche Autoren dieselben Begriffe (z.B. die Steuerbarkeit selbst) unter-
schiedlich, woraus keine uneingeschriankte Vergleichbarkeit der Systemeigenschaften resultiert.

Desweiteren schlieit die Beschrankung auf Kriterien der Systemklasse der ¥ 475 eine Anzahl von
technisch relevanten Fragestellungen aus. Bei einer Erweiterung der betrachteten Systemklasse
gilt jedoch generell, dafl mit steigender Komplexitdt der Systemklasse auch die Komplexitét der
Kriterien zunimmt — oder aber die damit verbundenen Systemeigenschaften immer schwécher
werden.
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A Allgemeine mathematische Hilfsmittel

A.1 Glatte und analytische Funktionen

Sei M eine offene Teilmenge von R™ und f : M — R eine Funktion. Der zum Punkt & =
(21,...,29) gehorige Wert von f wird geschrieben als f(@) = f(x1,...,2,).

Die Funktion f heifit zur Klasse C'* gehérig (oder auch: ist C*°, oder auch glatte Funktion),
wenn ihre partiellen Ableitungen beliebiger Ordnung nach ihren Argumenten x4, ..., z, existie-
ren und stetig sind.

Eine Funktion f heifit analytisch (manchmal wird dies durch C* gekennzeichnet), wenn sie
C* ist und fir jeden Punkt &y € M eine Umgebung My von xq derart existiert, daf} die
Taylor—Reihenentwicklung von f um @ bezliglich f(@) fiir jedes & € M, konvergiert.

Beispiel A.1 Ein typisches Beispiel einer Funktion, die zwar glatt (C'*°), nicht
jedoch analytisch ist, stellt die Funktion f: R — R

flz)y = 0 wenn z <0
{f(:z;) = exp(—l) wenn x>0

X

(B1.1-1)

dar. Diese Funktion besitzt zwar beliebig viele Ableitungen fiir jedes x € R (=
Glattheit), sie kann jedoch nicht durch eine konvergierende Taylorreihenentwicklung
approximiert werden.

Eine Abbildung F' : M — R™ sei eine Sammlung von m Funktionen f; : M — R. Die
Abbildung F' ist dann C'*°, wenn alle f; C'™ sind.

A.2 Linearisierung
Gegeben sei eine nichtlineare Funktion

Y =F(X,U) : (A.1)
Die Linearisieung um einen Arbeitspunkt Uy, Xy, Yy lautet dann:

_IoF L oF
T X T oU

Xo,Uo

u . (A.2)

Xo,Uo

Yy

A.3 Bild und Nullraum (Kern)

Wird einem Element & € M durch die Abbildung F' das Element y € Y zugeordnet, so nennt
man y ein Bild von & bzgl. F. Fafit man die Abbildung F : M +— Y als Operator auf, so
schreibt man symbolisch: y = F(x) oder y = Fx. y ist dann ein Bild von @ bzgl. F. (nach
Gellert u. a. (1981)). Ist die Abbildung linear, so kann man den bild-Operator mit y € R™,
x € R" und A als m x n—Matrix wie folgt definieren (Schwarz 1991):

bild A {y|y = Az, z € R"} . (A.3)
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In der Algebra versteht man nach Gellert u. a. (1981) unter einem Kern (oder auch Nullraum)
die Teilmenge einer Gruppe oder eines Rings A, die bei dem Homomorphismus ¢ von A in B
auf das Finselement bzw. das Nullelement von B abgebildet wird. Der Kern eines Ringhomo-
morphismus ¢ ist ein Ideal von A. Fiir lineare Abbildungen ¢ gilt:

kern ¢ = {g e V|px =0} . (A4)

A.4 Rangberechnungen
Definition A.1 (Svaricek 1994)

Der Rang einer Matrix ist identisch mit der Dimension der grofiten von Null verschiedenen
Unterdeterminante der Matrix. O

Der Rang einer Matrix stellt also die maximale Anzahl der linear unabhéngigen Zeilen bzw. Spal-
ten der Matrix dar. Besitzt eine n x n Matrix den vollen Rang, so wird sie auch reguldr genannt.

Definition A.2 (Svaricek 1994)

Der Normalrang einer rationalen Matrix F'(s) bzw. einer Polynommatrix P(s) ist der maximale

Rang der Matrix F'(s) bzw. P(s), der sich fiir feste Werte des komplexen Parameters s ergibt.
O
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B Differentialgeometrische Hilfsmittel

B.1 Topologien, offene Mengen und Umgebung

Sei S eine Menge. Dann ist eine topologische Struktur oder kurz Topologie auf S eine Sammlung
von Untermengen von S, offene Mengen genannt, die folgenden Axiomen geniigt:

i) die Vereinigung einer beliebigen Anzahl von offenen Mengen ist ebenfalls offen,
ii) der Schnitt (engl. intersection) jeder finiten Anzahl von offener Mengen ist offen und
iii) die Menge S und die leere Menge ) sind offen.

Eine Menge S mit einer Topologie wird topologischer Raum genannt. Eine Umgebung M, eines
Punktes @ eines topologischen Raumes ist eine offene Menge, die den Punkt @ enthélt. Ein
topologischer Raum S befriedigt das Hausdorffsche Separationsaxiom (oder kurz: S ist ein
Hausdorff-Raum), wenn zwei beliebige verschiedene Punkte #; und @, disjunkte Umgebungen
besitzen.

B.2 Homeomorphismus

Seien S und Sy topologische Rdume und F' eine Abbildung F' : 57 — S5. Die Abbildung F
heiflt stetig, wenn das inverse Bild jeder offenen Menge von S, eine offene Menge von Sy ist.
Die Abbildung F' ist offen, wenn das Bild einer offenen Menge von 5; eine offene Menge von
Sy darstellt. Die Abbildung F' stellt einen Homeomorphismus dar, wenn sie eine Bijektion ist,
die sowohl stetig als auch offen ist.

Zwei topologisch Raume 57, Sy werden werden homeomorph genannt, wenn ein Homeomorphis-
mus F' : 5] — 55 existiert.

B.3 Diffeomorphismus fiir Koordinatentransformationen

Sei ¢(x) eine R"—wertige Funktion von n Verdnderlichen, also ¢ : R" — R™

¢1(£13) ¢1($1,...,$n)

qu(a:): 452@) _ 452(51?17-:--7%) :z(a:) 7 (B.l)

qﬁn(a:) qbn(:zjl,:..,xn)

mit den folgenden Eigenschaften:

1. ¢(@) ist invertierbar, d.h. es existiert eine Funktion ¢~'(2), fiir alle € R™ in der Art,
daf

o (d(z) =2 . (B.2)

2. ¢()und ¢~ '(2z) sind je glatte Abbildungen, d.h. sie besitzen stetige partielle Ableitungen
beliebiger Ordnung, sind also C'*°.
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Die so definierte Transformation heifit globaler Diffeomorphismus auf R". Ist eine derartige
Transformation lediglich auf einer Umgebung um einen gegebenen Punkt herum definiert, so
spricht man von einem lokalen Diffeomorphismus.

Satz B.1 (Isidori 1989)

Sei ¢(x) eine glatte auf einer Teilmenge M von R” definierte Funktion. Es sei weiterhin die
Jakobi-Matrix von ¢ bei einem Punkt @y nichtsingular. Dann definiert ¢(@) auf einer geeig-
neten offenen Teilmenge My von M einen lokalen Diffeomorphismus. O

Mit anderen Worten bedeutet das, dal ¢(a) das Kriterium des maximalen Rangs erfiillt —
bzw. dim ¢(x) = dim M. So definierte Koordinatentransformationen bilden im tibrigen auch
eine Gruppe (siehe Anhang B.10), was soviel bedeutet wie, daf} eine Koordinatentransformation,
angewandt auf einer Koordinatentransformation wiederum eine (neue) Koordinatentransforma-
tion darstellt.

B.4 Glatte Mannigfaltigkeiten, Koordinatennetze, Koordinatenfunk-
tionen

Definition B.1

Ein lokal euklidischer Raum X der Dimension n ist ein topologischer Raum derart, daf§ fiir
jeden beliebigen Punkt p € X ein Homeomorphismus ¢ existiert, der eine Umgebung von p in
eine offene Menge in R" abbildet. O

Definition B.2
Eine Mannigfaltigkeit N' der Dimension n ist ein topologischer, lokal euklidischer Raum der
Dimension n, der einen Hausdorff-Raum darstellt und eine endlich abzdhlbare Basis besitzt. O

Wird eine Mannigfaltigkeit in lokalen Koordinaten dargestellt, so sieht diese lokal auch exakt wie
ein — in der Ingenieurwissenschaft bekannter — euklidischer Raum aus (vgl. Olver (1986)). Da im
Bereich der Ingenieurwissenschaften sehr haufig Probleme lokaler Natur auftreten, ist es fiir den
Anwender sehr wohl méglich, den Begriff der Mannigfaltigkeit durch den einer offenen Teilmenge
eines eukidischen Raums zu ersetzen, ohne — lokal betrachtet — einen falschen Eindruck der
notwendigen Theorie zu bekommen.

Ein Koordinatennetz auf einer Mannigfaltigkeit A ist ein Zwei-Tupel (U, ¢) fiir das gilt: U
ist eine offene Menge von N und ¢ ein Homeomorphismus von U auf eine offene Menge von
R™ Manchmal wird ¢ als eine Menge (¢1,...,¢,) dargestellt, wobei ¢, : U — R die i—te
Koordinatenfunktion genannt wird. Fir p € U heifit das n—Tupel von reellwertigen Zahlen
(01(p), ..., Pu(p)) lokale Koordinaten von p im Koordinatennetz (U, ¢).

Seien (U, @) und (V, 1)) zwei Koordinatennetze auf einer Mannigfaltigkeit ', mit U NV # .
Seien ferner (1, ...,,) die Koordinatenfunktionen der Abbildung 4. Der Homeomorphismus

Yol pUNV) = p(UNV) | (B.3)
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der fiir jeden Punkt p € U NV die Menge von lokalen Koordinaten (¢1(p), ..., ¢.(p)) in eine
Menge lokaler Koordinaten (11(p), ..., ¥.(p)) tberfithrt, heiit Koordinatentransformation auf
UNV. Eine Koordinatentransformation 1o ¢ ™" kann in der folgenden Form dargestellt werden:

U Y1(x1, .oy xp)
Y Yn(T1y .oy p)

und die inverse Transformation

r=z(y) . (B.5)
Zwei Koordinatennetze (U, ¢) und (V,4) heilen C*~kompatibel, wenn fiir jede U NV #£ () die

Koordinatentransformation ¥ o ¢ ™" einen Diffeomorphismus darstellt, d.h. wenn y(x) und z(y)

jeweils C'*° Abbildungen sind.

Die Kompatibilitdt von Koordinatennetzen ist dann wichtig, wenn man aus mehreren lokalen
Koordinatennetzen ein globales ,,zusammenkleben® méchte. Dafiir ist es dann wichtig, dafl in
den Bereichen an denen sich diese Koordinatennetze tiberlappen keine ,, Ecken® und , Kanten*
oder gar Unstetigkeitsstellen erzeugt werden. Ein derart ,zusammengeklebtes® System von
lokalen Koordinatennetzen heifit dann Atlas:

Ein C* Atlas auf einer Mannigfaltigkeit N ist eine Sammlung A = {(U;, ¢; : ¢+ € I} von paar-

weise C'*°~kompatiblen Koordinatennetzen mit der Eigenschaft |J V; = V.
€]

Definition B.3
Eine glatte oder C* Mannigfaltigkeit ist eine mit einem kompletten C'* Atlas versehene
Mannigfaltigkeit. O

B.5 Untermannigfaltigkeiten

Definition B.4
Sei F : N' — M eine glatte Abbildung von Mannigfaltigkeiten.

i) F heiit Immersion, wenn Rang (F) =dim (N) fiir alle p € NV gilt.
i) F heifit univalente Immersion, wenn F eine Immersion und injektiv ist.

iii) F heifit Einbettung, wenn F eine univalente Immersion ist und die auf F(N) induzierte
Topologie mit der von A" zusammenfillt und eine Teilmenge von M ist.

a

Eine Immersion dient dazu, eine Parametrisierung einer Untermannigfaltigkeit zu definieren

(Olver 1986).

Definition B.5
Das Bild F(N) einer univalenten Immersion heifit immerse Untermannigfaltigkeit von M. Das
Bild F(N) einer Einbettung heifit eingebettete Untermannigfaltigkeit von M. O
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B.6 Tangentenvektoren und Tangentialriume

Sei N eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n. Dann heifit eine reell-wertige Funktion A
glatt in einer Umgebung von p, wenn der Bereich von ) eine offene Menge U von N einschliefit,
die den Punkt p einschlieft und die Restriktion ertiillt, dafl A nach U eine glatte Funktion ist.

Die Menge aller glatten Funktionen innerhalb einer Umgebung von p wird mit C'*°(p) bezeich-
net. Dabei bildet C'°(p) einen Vektorraum iiber den Korper R.

Definition B.6
Ein Tangentenvektor v an dem Punkt P ist eine Abbildung
v : C®(p) — R mit den folgenden Eigenschaften:

i) Linearitat: v(aA + by) = av(A) + bv(7) fir alle A,y € C*(p), und a,b € R und
ii) Leibnitzregel: v(Ay) = v(p)v(X) + A(p)v(7), fiir alle X,y € C>(p).
O

Die Sammlung aller Tangentenvektoren zu allen nur moglichen Kurven, die durch einen gegebe-
nen Punkt p € NV verlaufen, heiBt Tangentialraum (mit TpN bezeichnet) zu A" bei p. Ist N eine
n—dimensionale Mannigfaltigkeit, so stellt T, einen n—dimensionalen Vektorraum dar, fiir den

{0/0p1,...,0/0p,} eine Basis in den gegebenen lokalen Koordinaten darstellt (Olver 1986).

Definition B.7 (Isidori 1989)
Sei NV eine glatte Mannigfaltigkeit. Dann ist der Tangentialraum zu ' am Punkt p die Menge
aller Tangentenvektoren bei p. Der Tangentialraum wird durch TN gekennzeichnet. O

Definition B.8
Seien N und M glatte Mannigfaltigkeiten. Sei ferner F': N — M eine glatte Abbildung. Das
Differential F, von F' beim Punkt p ist dann die Abbildung:

Fo: TN = TpipyM | (B.6)
die wie folgt definiert wird:
(Fi(v)(A)=v(Ao F) . (B.7)

a

Dabei ist F, eine Abbildung vom Tangentialraum von A" am Punkt p auf den Tangentialraum

von M beim Punkt F(p).

B.7 Vektorfelder, Integralkurven, Fluf}

Definition B.9
Sei NV eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n. Dann ist ein Vektorfeld f auf N eine
Abbildung, die zu jedem Punkt p € A einen Tangentenvektor f(p) in TpN zuordnet. a
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Definition B.10
Ein Vektorfeld f heiit glatt, wenn fiir jeden Punkt p € N ein Koordinatennetz (U, @) iiber
p und n reell-wertige glatte Funktionen f,..., f,, die auf U definiert sind, existieren, in der

Art, daB fiir alle ¢ € U gilt:

fla) =X 50 ( ai) . (B5)

a

Wird diese Gleichung in lokalen Koordinaten aufgeschrieben, so wird verdeutlicht, dafl man ein
Vektorfeld als einen Operator auffassen kann. Dabei ist dann ein Vektorfeld als Erzeuger einer
Transformation anzusehen. Es ergibt sich die Gleichung

fle) =Y g (B.9)

Dabei spannen dann die 9/0x; den Tangentialraum auf. Ein Vektorfeld kann also als ein Ope-
rator (auf den Systemzustand oder den Stellwert) interpretiert werden, der dieser Gréfie neue
Groflen in Richtung der Koordinaten des Tangentialraumes an diesem Punkt zuweist. Fiir den
Fall, dafl der Zustandsraum im R™ ist, spannen die d/d«; (lokal) den R" selbst auf.

Mit Hilfe der Vektorfelder kann nun ein Konzept der Differentialgleichungen auf einer Mannig-
faltigkeit N eingefiihrt werden. Die Menge aller glatten Vektorfelder auf einer Mannigfaltigkeit
N wird durch die Schreibweise V(N') gekennzeichnet. Diese Menge stellt einen Vektorraum
iiber R dar.

Sei f ein Vektorfeld. Dann heifit die eine glatte Kurve o : (¢1,t3) — N Integralkurve auf f,
wenn fiir alle t € [t1, 5] gilt:

. (%) ~ f(olt) (B.10)

Oder anders ausgedriickt (Olver 1986): Eine Integralkurve eines Vektorfelds v ist eine glatte
parametrisierte Kurve, deren Tangentenvektoren zu jedem Punkt mit dem Wert von v am
selben Punkt zusammenféllt.

Die Schreibweise @f(a:) bezeichne den Fluf§ eines Vektorfelds f, also die glatte Funktion von ¢
und @ mit der Eigenschaft, daf @(t) = &7 (2,) die gewohnliche Differentialgleichung & = f(a)
mit der Anfangsbedingung 2(0) = @, 16st. Anders ausgedriickt heiBt das, daB @] (2) eine glatte
Funktion von ¢ und @ ist, die

0

adsf(w):f@f(w)) ; f(Pl(e) =2 (B.11)

erfilllt. Fiir ein beliebiges vorgegebenes &, existiert ein (hinreichend kleines) ¢ derart, daff die

Abbildung

& .- o (x) | (B.12)

die fiir alle & auf einer Umgebung von @ definiert ist, einen lokalen Diffeomorphismus (auf ihr

Bild) darstellt.
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B.8 Kovektorfelder, duale Vektorfelder

Bei einigen Berechungen mit Hilfe von Vektorfeldern ist es bequemer statt ausschlielich mit
Vektorteldern, auch zu ithnen duale Objekte, die Kovektorfelder, zu beriicksichtigen. Dabei stellt
ein Kovektorfeld eine Abbildung eines Punktes @ (einer Untermenge M) auf ein Element ei-
nes dualen Raums (R*) dar. Anschaulich kann man sich glatte Kovektorfelder (die auf einer
Untermenge des R™ definiert seien) als Zeilen— (1 x n)—vektoren vorstellen. Der zu einem Vek-
torraum V' (z.B. R") dualen Raum V* (R") stellt dabei die Menge aller linearen reell-wertigen
Funktionen dar, die auf V' definiert sind. Der duale Raum eines n—dimensionalen Vektorraums
ist ebenfalls ein n—dimensionaler Vektorraum, dessen Elemente Kovektoren genannt werden. So
wie jede andere lineare Abbildung kann auch ein Element w* von V* als eine Matrix aufgefafit
werden. Da im besonderen w* eine Abbildung eines n—dimensionalen Raums V' auf den eindi-
mensionalen Raum R darstellt, besteht diese Matrix dann aus nur einer Zeile, stellt also einen
Zeilenvektor dar.

Vor diesem Hintergrund kann man (R")* als die Menge aller n—dimensionalen Zeilenvektoren
und jede Untermenge von (R™)* als eine Sammlung aller Linearkombinationen einer Menge von
n—dimensionalen Zeilenvektoren (z.B. die Zeilen einer Matrix mit n Spalten) auffassen. Ein

Vektor
U1
U2
v=| . (B.13)
O
stellt also ein Element von V und

*

w' =lw wy Wy (B.14)

ein Element von V* dar. Der , Wert" von w* bei v wird durch das Produkt

Wy = Zwivi (B15)
=1
berechnet.
Seien nun wy, . . . ,w, glatte reell-wertige Funktionen der Verédnderlichen 4, ..., z,, die auf einer

offenen Teilmenge von R™ definiert seien. Betrachtet werde dann der Zeilenvektor:

w(x) = [wi(xr,...,xn) o, . oyxn) oo w0, 2,)] (B.16)

Auf der Grundlage der obigen Diskussion erscheint es natiirlich, diesen Zeilenvektor (Gl. (B.15))
als eine (glatte) Abbildung aufzufassen, die jedem Punkt @ einer Teilmenge M ein Element
w(x) eines dualen Raums (R")* zuordnet, also dem Objekt, welches als Kovektorfeld bezeichnet
wird.
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B.9 Differential, Gradient, (Lie—) Ableitungen

Ein Kovektorfeld besonderer Bedeutung stellt das sog. Differential, oder auch der Gradient einer
reellwertigen Funktion A dar, wobei A auf einer offenen Menge M des R" definiert sei. Das mit
dX bezeichnete Kovektorfeld ist definiert als der 1 x n Zeilenvektor, dessen i-tes Element die
partielle Ableitung von A nach z; beinhaltet. Der Wert zu einem bestimmten Punkt @ ist dann:

o[ »
Qx| 0xy O oz,

Die rechte Seite der Gleichung (B.17) stellt exakt die Jakobi-Matrix von A dar.

d\(x)

(B.17)

Definition B.11

Sei f ein glattes Vektorfeld auf A" und A eine glatte reell-wertige Funktion auf A". Dann ist die
Ableitung von X\ entlang f eine Funktion NV — R, die mit Ly bezeichnet wird und wie folgt
definiert ist:

(L )(p) = (F(p))(N) (B.18)

a

Die Funktion LgA ist ebenfalls eine glatte Funktion. In lokalen Koordinaten dargestellt ergibt
sich fiir LgA:

S

) oA
(LeN)(@) = (LX) (o) = [55 0 2] | (B.19)
In
Gebrauchlich sind auch die folgenden Schreibweisen:
) "L 0N
L) = (iMa). flz)) = G2 () =3 Sfle) (B.20)

Wird Gl. (B.20) leicht umgeschrieben, fallt einem die Operatorauffasung dieser Funktion auf.
Die Ableitung von A entlang eines Vektorfelds f stellt also einen Operator dar:

oA - oA
L) = (@), Fl) = (@) 0 = 3 fiw) (B21)
=1 2
Seien fi, f> Vektorfelder und A eine reell-wertige Funktion, so schreibt man
Lf1Lf2)‘ = Lf1 (Lf2)‘) : (B'QQ)

Ahnlich zur Definition B.11 (bzw. B.20) ist auch die nachste Operation erklart.

Seien das Kovektorfeld w und das Vektorfeld f auf einer offenen Teilmenge M des R" definiert.
Dann erzeugt diese Operation ein neues Vektorfeld, das mit Lsw bezeichnet wird und fiir jedes
x € M wie folgt definiert ist (der Hochindex  steht dabei fiir die transponierte Matrix):

owT]?! B
] o

L)) = (@) |G o (B.23

Der so erzeugte Kovektor heifit Ableitung von w entlang f.
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B.10 Gruppe und Lie—Gruppe

Fiir die Anwendung der Theorien von Lie innerhalb der Kontrollmathematik und im besonderen
der Differentialgeometrie, sind im Grunde nur die Lie-Algebra und die Lie-Klammer (auch Lie-
Produkt oder Kommutator) von grofiem Interesse. Fiir ein besseres Verstandnis werden an
dieser Stelle jedoch auch die Lie-Gruppen erwahnt.

Definition B.12 (Olver 1986)

Eine Gruppe ist eine Menge (G zusammen mit einer Gruppenoperation, tiblicherweise Multipli-
kation genannt, in der Art, daB fiir zwei beliebige Elemente ¢, h aus G das Produkt ¢-h wiederum
ein Element von G ist. Die Gruppenoperation muf} den folgenden Axiomen unterliegen:

1. Assoziatwvitit: Sind g, h und k Elemente der Menge G, so gilt:
g-(h-k)y=(g-h)-k | (B.24)

2. Identitit: Es gibt ein Element e von (¢, das sogenannte Identitétselement, das die folgende
Eigenschaft besitzt:

c-g=g-e=g ) (B.25)

3. Invertierbarkeit: Fiir jedes ¢ aus (& existiert ein inverses mit ¢~' bezeichnets Element mit
der Eigenschaft:

g9 =97 g=¢ . (B.26)
O

Als Untergruppe bezeichnet man eine Teilmenge H einer Gruppe G, die den Gruppenaxiomen
(Gl.(B.24) — (B.26)) gentigt. (Gellert u. a. 1981). Die Untergruppe N von G ist genau dann
Normalteiler, wenn fiir beliebige a € GG gilt: a- N = N - a. Fiir jedes Element a der Gruppe
G und jedes Element b der Untergruppe N mufl dazu a - b - a~" wieder in N liegen. (Gellert
u. a. 1981). Eine kommutative Gruppe wird auch abelsche Gruppe genannt und es gilt (Gellert
u. a. 1981): In einer abelschen Gruppe ist jede Untergruppe Normalteiler.

Beispiel B.1 (Olver 1986)

a) Sei G = GL(n,Q) die Menge der invertierbaren n x n Matrizen mit rationalen
Zahlen als Elementen. Die Gruppenoperation ist dann durch die Matrizenmul-
tiplikation gegeben. Das Identitatselement ist die Einheitsmatrix und die zu A
inverse Matrix ist die gewdhnliche inverse Matrix, die wiederum nur rationale
Zahlen als Elemente besitzt.

b) Ahnlich zu a) stelle GL(n,R) die Menge aller invertierbaren n x n Matrizen mit
rationalen Zahlen als Matrizenelemente dar, so ist diese Menge ebenfalls eine
Gruppe unter der Matrizenmultiplikation. Die Identitatsmatrix und die Inverse
sind genauso definiert wie in a). Als abkiirzende Schreibweise fiir die generelle
lineare Gruppe GL(n,R) wird im folgenden GL(n) benutzt.

Die besondere Eigenschaft einer Lie—Gruppe ist, dafl diese Gruppe zuséatzlich noch die Struktur
einer glatten Mannigfaltigkeit besitzt, die Gruppenelemente kénnen also stetig variieren.
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B.11 Lie—Algebra und Lie-Klammer

Eine der wichtigsten Operationen auf einem Vektorfeld ist ihre Lie-Klammer oder Kommu-
tator. Diese ist am einfachsten in ihrem Sinn als Ableitung entlang Funktionen definiert. Im
besonderen, wenn v und w Vektorfelder auf M darstellen, ist ihre Lie-Klammer [v, w] als das

Vektorfeld definiert, fir das gilt:

[v, w](f) = v(w(f)) — w(v(])) (B.27)
fiir alle glatten Funktionen f: M — R (Olver 1986).

Beispiele solcher Lie-Klammern sind (Olah 1993):
o Das Kreuzprodukt in der Vektorrechnung,
e die Poisson-Klammer in der klassischen Mechanik und

e der Kommutator aus der Quantenmechanik.

Stellt & eine Lie-Gruppe dar, dann existieren herausragende Vektorfelder in &, die dadurch
charakterisiert sind, daf} sie invariant unter der Gruppenmultiplikation sind. Diese Vektorfelder
bilden einen endlich dimensionalen Vektorraum, der Lie-Algebra von GG genannt wird, die in
einer praziseren Deutung die ,infinitesimalen Erzeuger® von (' sind. Tatséchlich sind nahezu
alle Informationen tiber die Gruppe G in ihrer Lie-Algebra enthalten. Diese fundamentale
Beobachtung stellt einen der Eckpfeiler der Lie-Gruppen—Theorie dar. So wird es dadurch
z.B. moglich, komplizierte nichtlineare Invarianzbedingungen unter einer Gruppenoperation
durch einfacherere, infinitesimale lineare Bedingungen zu ersetzen. Nahezu alle Anwendungen
der Lie-Gruppen auf Differentialgleichungen basieren letztlich auf dieser Konstruktion (Olver

1936).

Fiir die exakte Definition der Lie-Algebra werden jedoch noch die Rechts—Multiplikation und
die Rechtsinvarianz benotigt:

Definition B.13 (Olver 1986)
Sei eine Lie—Gruppe G gegeben. Fiir jedes Gruppenelement ¢ € ' ist dann die Rechts—
Multiplikation

R,:G—G (B.28)
definiert durch:

Ry(h)y=h-g (B.29)
und stellt einen Diffeomorphismus mit der inversen

R, =(R,)™! (B.30)

dar. O
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Definition B.14 (Olver 1986)
Ein Vektorfeld v aut GG heifit rechtsinvariant, wenn fiir alle ¢ und A in G gilt:

dR,(v])) = vla,m = vl (B.31)

gilt. O

Sind die beiden Vektorfelder v und w rechtsinvariant, so gilt dies auch fiir alle Linearkombinatio-
nen av + bw ,a,b € R. Die Menge aller rechtsinvarianten Vektortfelder bildet einen Vektorraum.

Definition B.15 (Olver 1986)
Die Lie—Algebra einer Gruppe G ist der Vektorraum aller rechtsinvarianten Vektorfelder aut .
O

Eine andere Méglichkeit der Definition der Lie-Algebra und des Kommutators sieht dagegen
wie folgt aus (Isidori 1989):

Definition B.16

Ein Vektorraum V iiber R heifit Lie-Algebra, wenn zusédtzlich zu seiner Vektorraumstruktur es
moglich ist, eine bindre Operation V x V. — V zu definieren, die Lie-Klammer genannt und
als [-, ] geschrieben wird, mit den Eigenschaften [-,]:

i) ist schief kommutativ, d.h.
[v,w] = —[w,v] (B.32)
ii) ist ist bélinear iiber R, d.h.

[ozlvl + v, 'w] = m [’01, 'w] + o [’02, 'w] (B.33)

wobel ay, ay reelle Zahlen darstellen

iii) besitzt eine Jacobi-Identitdt, d.h.

(v, [w, 2]] + [w. [z,0]] + [z [v,w]| =0 . (B.34)

Es 1aBt sich nun ein Lie-Produkt (Lie-Klammer) [-, -] wie folgt definieren: Seien f und g Vektor-
felder. [f, g] ist dann ein neues Vektorfeld, dessen Werte beim Punkt p, einen Tangentenvektor

in TpN', C>(p) abbildet auf R. Das geschieht nach der Rechenvorschrift:

([f,g]) = (LngA) (p) — (LgLM) (p) - (B.35)
Man kann auch vereinfacht schreiben:

Lifg = LyLgh — LaLgh . (B.36)
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In lokalen Koordinaten ergibt sich mit der Jacobi-Matrix:

_ 9g(=) of (=)
Fa)g@) =2 pay Ty
g dn On ] [Oh O 0]
oxy Oz Oz, oxy Oz Oz,
= ‘1 ‘2 ‘ ‘n f(w)_ ‘1 ‘2 ‘ ‘n g(w)
g g 99y fn  0fa dfn
| Jxy Oxy  Jzy, | | dxy dzy 0 Oxy,
Gilt im speziellen Fall V' = R™ und
flz) = Ax g(z) = Bex (B.38)
dann gilt auch
f.9](x)=(AB-BA)z . (B.39)
Als Operator aufgefafit ergibt sich fiir den Kommutator:
|A.B|=AB-BA | (B.40)

Die Matrix [A, B] wird Kommutator von A, B genannt.

Anschaulich betrachtet ist der Kommutator ein Maf} dafiir, wie abhédngig ein System von der
Reihenfolge der Anwendung der Operatoren ist. Ist der Kommutator gleich Null, so ist es egal,
welcher Operator zuerst angewendet wird, das System ist dann also beziiglich der betrachteten
Operatoren kommutativ. Da im Rahmen der Differentialgeometrie die Lie-Klammer in Form des
Kommutators benutzt wird, die Vektorfelder in einen Tangentialraum abbildet, kann man diese
Lie-Klammer auch als Ableitung der Vektorfelder nach ihren Verédnderlichen ansehen, wobei
das Ergebnis in den Koordinaten der partiellen Ableitungen der urspriinglichen Vektorfelder
ausgerechnet wird.

Satz B.2 Der Kommutator (Gl. (B.39)) bildet zusammen mit V(M) eine Lie-Algebra. O

Als Umkehrschluf 148t sich auch formulieren, daf} eine Lie-Algebra eine Vektorraumstruktur
und eine Kommutatorstruktur besitzt. Die Lie-Klammer bzw. der oben definierte Kommutator
spielt eine grofle Rolle bei der differentialgeometrischen Beschreibung nichtlinearer Systeme.
Darum sei an dieser Stelle noch eine wichtige Eigenschaft erwéhnt:

e Sei N eine eingebettete Mannigfaltigkeit von A. Seien ferner U eine offene Menge von

N und f,g glatte Vektorfelder von A, so daB fiir alle p € U’ gilt:
f(p) e TLN  und g(p) € TLN (B.41)

dann gilt auch

f.9](p) e TN (B.42)
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fiir alle p € U'. In anderen Worten bedeutet dies, daf eine Lie-Klammer ,tangential®
zu einer fixen Untermannigfaltigkeit immer noch eine tangentiale Untermannigfaltigkeit
darstellt.

Ebenfalls wichtig ist die Erkenntnis, dafl der Kommutator invariant unter Koordinatentransfor-
mationen ist (Olah 1993). Wird also mit Hilfe dieses Kommutators eine Distribution (Anhang
B.12) dadurch erzeugt, dai Vektorfelder in lokalen Koordinaten benutzt werden, so ist das
erzeugte Objekt (z.B. die Distribution P aus Abschnitt 3.3 oder 3.5) unabhéngig von den
urspriinglich gewihlten Koordinaten.

B.12 Distribution, Reguliritiat, Singularitéit

Es seien d glatte Vektortelder fi,..., f; gegeben, die alle auf derselben offenen Menge U defi-
niert seien. Zu jedem fixen Punkt & € U spannen die Vektoren fi(x),..., fi(e) einen Vektor-
raum (einen Unterraum des Vektorraums, auf dem die Vektoren fi;(«) definiert sind, d.h. ein
Unterraum von R™) auf. Dieser, von & abhangige Vektorraum sei mit A(x) bezeichnet, also

die Menge:
A(zx) = span {fi(z),..., fa(x)} : (B.43)

Durch diese Definition wird jedem Punkt @ aus U ein Vektorraum zugeordnet. A(x) stellt also
den Vektorraum am Punkt @ dar. Da die Vektorfelder fi,..., f; glatt sind, wird auch die so
definierte Menge als glatt bezeichnet. Das so charakterisierte Objekt heifit glatte Distribution.

Definition B.17
Der Vektorraum, der durch d Vektorfelder f;,: = 1,2, ..., d aufgespannt wird, heifit Distribution
A:

A= span {flv.f?v"'?fd} . (B44)

a

A stellt somit den Vektorraum als ganzes dar. A(a) bezeichnet dann den ,, Wert“ von A bei
einem Punkt . Punktweise ist eine Distribution also ein Vektorraum, bzw. ein Unterraum von
R". Daraus ergeben sich die folgenden Rechenregeln fiir Distributionen.

Die Summe zweier Distributionen Ay, Ay wird berechnet, indem Punktweise die Summe der
Unterraume Aq(x), Az(x) berechnet wird:

Die Schnittmenge berechnet sich zu:

(AN A)(z) = A(z) N Ag(z) (B.46)

Sei F' eine Matrix, die aus n Zeilen aufgebaut ist und deren Elemente glatte Funktionen in
Abhéangigkeit von @ seien. Die Spalten der Matrix kénnen als glatte Vektorfelder aufgefafit
werden. Somit kann jede derart aufgebaute Matrix eine glatte Distribution erzeugen, die durch
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die Spalten der Matrix aufgespannt wird. Der Wert einer solchen Distribution zu einem belie-
bigen Punkt @ ist gleich dem Bild der Matrix F(«) zu diesem Punkt:

Alz) = bild (F(z)) . (B.4T)

Dabei ist bild (F) fiir eine m x n-Matrix gemaf Gl. (A.3) definiert. Aus dieser Uberlegung
ist ersichtlich, daf} fiir eine Distribution A, die durch die Spalten einer Matrix F' aufgespannt
wird, die Dimensionsbestimmung von A identisch mit einer Rangbestimmung von F' ist. Fir
diesen Fall gilt dann:

dim A(z) =r = rang F(z) (B.48)

Eine Distribution A(@) heifit nichtsingulir, wenn eine nichtnegative ganze Zahl r existiert, so

dafB fir alle & € U gilt:
dim (A(x)) =7 . (B.49)

Fiir eine nichtsingulare Distribution A(x) bzw. deren erzeugende Matrix F(@) gilt dann, daf}
dim A(«) und rang F(«) konstant sind. Ein Punkt &y € U heifit reguldrer Punkt einer Dis-
tribution A, wenn eine Umgebung Uy von @ existiert, die die Eigenschaft besitzt, dal A
nichtsingular auf Uy ist.

Die so definierte Distribution A(x) besitzt einige wichtige Eigenschaften:

Satz B.3
Es sei A(@) eine glatte Distribution, @ ein regularer Punkt von A(x) sowie dim A(xg) = d,
dann existiert eine offene Umgebung Uy von &y und eine Menge tiber Uy definierter Vektorfelder:

{fi(2), fo(@), ..., fa(®)} (B.50)
mit den Eigenschaften:
i) Die Vektoren fi(a),..., fi(x) sind linear unabhingig fiir alle & € U.
ii) A(x) = span {fi(z),..., fa(z)}, fir alle & € Uy

iii) Jedes glatte Vektorfeld 7(x), das in A(«) enthalten ist, 14t sich als Linearkombination
der f;(x) darstellen zu:

(@) =) al@)fi(z) , (B.51)

worin die ¢;(@) reellwertige, tiber Uy definierte Funktionen von @ sind.

a

Mit Hilfe der Lie-Klammer lassen sich im folgenden nun einige Eigenschaften von Distributionen
erklaren.
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Definition B.18

Eine Distribution Ax) ist involutiv, wenn die Lie-Klammer
[fi(x), f2(x)] eines beliebigen zu A(x) gehoérenden Paares von Vektorfeldern fi(@) und fo(x)
ein Vektorfeld ist, das wiederum in A(«) enthalten ist:

filz) e A(z) , fal®) € A(z) = [fi(z), fo(2)] € A(z) (B.52)
O
Eine solche Eigenschaft wird auch mit Abgeschlossenheit unter Kommutieren bezeichnet. Die

Uberpriifung einer solchen involutiven Eigenschaft kann mit Hilfe des folgenden Rangkriteriums
erfolgen:

Satz B.4
Eine Distribution A(x) = span {fi(@), fo(x),..., fs(x)} mit der Dimension dim A(x) = d

ist involutiv, wenn gilt:

vang  [fi(@)ifa(@)i .. ful@)

= rang [fi(z)'... fu(@)[fi(=), f;(2)] (B.53)
fir alle 2,7 =1,2,...,d .

a

Eine Distribution A(x) heifit invariant unter einem Vektorfelder f, wenn die Lie-Klammer
[f,7] von f und jedem Vektorfeld 7 von A wiederum ein Vektorfeld von A erzeugt. Also
wenn:

TeA=|[f1]eA . (B.54)

Dieselbe Aussage liefert die dichtere Schreibweise, in der [f, A] die Distribution bezeichnet, die
von allen Vektorfeldern der Form [f, 7] mit 7 € A aufgespannt wird:

[f,A] = span {[f, 7], 7€ A} . (B.55)
Satz B.5
Es seien eine glatte Distribution A und eine Menge von Vektorfeldern 74,..., 7, gegeben. Die
Familie aller Distributionen, die invariant unter 74,..., 7, sind und A enthalten, besitzen ein
kleinstes Element, welches ebenfalls eine glatte Distribution darstellt. O

Diese kleinste A beinhaltende Distribution, die invariant unter den Vektorfeldern
T1,...,T, ist, wird durch die folgende Schreibweise dargestellt:

<T17"'7Tq|A> : (B.56)
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B.13 Kodistributionen, Annullatoren

Héaufig lassen sich Rechnungen beziiglich Distributionen vereinfachen, indem zu ihnen duale
Objekte, die sog. Kodistributionen betrachtet werden: Gegeben sei ein auf einer offenen Teil-
menge M von R” definiertes glattes Kovektorfeld w. Das kann als eine glatte Zuordnung — fiir
jeden Punkt @ € M — zu einem Element des dualen Raums (R")* aufgefafit werden. Mit einer
Menge glatter Kovektortelder wy, ..., wy, die alle auf derselben Teilmenge M von R" definiert
seien, kann eine Zuordnung — fiir jeden Punkt & aus M — zu einem Punkt einer Teilmenge von
(R™)*, die durch die Kovektoren wy, ..., wy aufgespannt, wird assoziiert werden. Da die Kovek-
torfelder wy, ..., wy glatt sind, nennt man das so charakterisierte Objekt glatte Kodistribution.
Analog zur Schreibweise der Distributionen wird vereinbart:

2 = span {wy,...,wy} (B.57)
2(x) = span {wi(x),...,wy(x)} . (B.58)

Manchmal ist es moglich Kodistributionen durch Distributionen zu konstruieren, oder auch
umgekehrt. Auf diese Weise soll nun eine Kodistribution und eine Distribution festgelegt wer-
den. Es sei eine Distribution A gegeben. Fiir jedes @ aus M ist der Annullator von A(x) die
Menge von Kovektoren, die alle Vektoren in A(a) annulieren:

At(z) = {w* € (R")*: (w*,v) = 0 fiir alle v € A(2)} . (B.59)

Da A*(z) eine Teilmenge des (R™)* darstellt, wird dadurch exakt eine Kodistribution erzeugt,
in der — zu jedem Punkt @ aus M — eine Teilmenge von (R™)* zugeordnet wird. Diese Kodis-
tribution At heiBt Annullator von A.

Sehr anschaulich wird die Einfiihrung einer Kodistribution anhand des sehr bekannten Beispiels
des orthogonalen Komplements nach Bronsteijn und Semendjajew (1991). Demnach sind die
Kovektoren, die die Vektoren der Distribution A annulieren orthogonal zu diesen Vektoren. Die
Kodistribution At ist dann die Vereinigungsmenge aller nur méglichen Vektoren, die zu allen
Vektoren der Distribution A orthogonal sind. Diese Kodistribution A+ stellt somit nach Bron-
steijn und Semendjajew (1991) das orthogonale Komplement zur Distribution A dar (Formal
geht das jedoch nur, wenn gilt: R™ = (R")".)

Umgekehrt kann zu einer gegebenen Kodistribution §2 eine Distribution §2+ konstruiert werden,
der sog. Annullator von §2, mit:

2t (x) = {v € R": (w*,v) = 0 fiir alle w* € 2(x)} . (B.60)

Sei eine nichtsinguldre Distribution A mit der Dimension d gegeben und auf einer offenen
Teilmenge M von R" definiert. Dann gibt es in einer Umgebung M, von @ d glatte und linear
unabhédngige Vektorfelder fi,..., f;, die aut My definiert sind, die A aufspannen, also:

A(@) = span {fi(@)..... ful@)} . (B.61)

fiir alle € € M. Die Kodistribution §2 = A* ist dann ebenfalls glatt und nichtsingulér.
Ihre Dimension betrdgt n — d und wird lokal um jeden Punkt @y durch n — d Kovektorfelder
w1, ..., w,_q aufgespannt. Das heif}t:

2(z) = At(z) = span {wi,...,w, 4}, (B.62)
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mit
dim 2 = dim At =n—d . (B.63)

Per Konstruktion besitzt das Kovektorfeld w; fiir alle & € M, die Form

(wi(x), file)) =0 firalle1 <i:<d, 1 <j<n—-d ; (B.64)
d.h. sie 16sen die Gleichung
wj(z)F(z) =0 ) (B.65)

mit der n x d Matrix F

Fle) = [fi(2)..... fil@)] . (B.66)

Es sollen nun jedoch nicht jegliche Losungen von Gl1.(B.65) akzeptiert werden, sondern mit Hilfe

der reell-wertigen glatten Funktionen Ay,...  A,_4 sollen die Losungen der Gleichung
%
= = B.67
Wi 8513 ( )
geniigen. Ist das der Fall, so kénnen die Funktionen Ay,..., \,_; dazu benutzt werden, eine

Koordinatentransformation (lokal um @) zu definieren, durch die die Vektorfelder der Distri-
bution A besonders einfach dargestellt werden kann. Das Problem sei also die Losbarkeit einer
partiellen Differentialgleichung der Form:

% %

— e =—F(x)=0 . B.68

Pilfiw) e = P pa) (B.63)
Diese Fragestellung fithrt dann zu dem Begriff der vollstandigen Integrierbarkeit, der im nachsten
Abschnitt erlautert werden soll.

B.14 Frobenius—Theorem, vollstindige Integrierbarkeit

Eine auf einer offenen Teilmenge M von R" definierte, nichtsingulare, d—dimensionale Distri-
bution A heifit vollstindig integrierbar, wenn fiir jeden Punkt &, von M eine Umgebung M,

von xo und n — d auf M, definierte reell-wertige, glatte Funktionen Aq,..., \,_4 existieren, so
daf} gilt:
span {A1, ..., g} = At : (B.69)

Darauf aufbauend ergibt sich die folgende sowohl notwendige als auch hinreichende Bedingung
fiir die vollstdndige Integrierbarkeit:

Satz B.6 (Isidori 1989)
Eine nichtsingulare Distribution ist vollstandig integrierbar genau dann, wenn sie involutiv ist.
O
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B.15 Koordinatentransformation

Ein wichtiges Hilfsmittel bei der Beschreibung nichtlinearer Systeme stellt die Koordinaten-
transformation im Zustandsraum dar. Durch eine Koordinatentransformation ist es oft moglich,
bestimmte Eigenschaften wie z.B. die in dieser Arbeit untersuchte Steuerbarkeit bestimmter
Systeme hervorzuheben. Bei der Betrachtung linearer Systeme werden tiblicherweise lineare Ko-
ordinatentransformationen in Betracht gezogen. Dabei wird dann der urspriingliche Zustands-
vektor & durch einen neuen Vektor z ersetzt, der nach der Transformationsvorschrift

z=Tx (B.70)

berechnet wird. Dabei stellt T" eine nichtsinguldre n x n-Matrix dar. Wird also das urspriingliche
lineare System

x = Azx+ Bu
> y = Cu (B.71)
LS

durch die Beschreibung

z = Az+ Bu
> y = C= (B.72)
LS
ersetzt, so gilt
A = TAT!
B = TB (B.73)
C = c1!

Bei nichtlinearen Systemen hingegen erscheint eine nichtlineare Koordinatentransformation oft
sinnvoller. Eine nichtlineare Koordinatentransformation kann wie folgt beschrieben werden:

z=¢(x) . (B.74)

Dabei ist ¢ eine nach Anhang B.3 beschriebene Funktion, die einen globalen Diffeomorphis-
mus auf R” darstellt. Dabei stellt die 2. Figenschaft in dem eben erwéhnten Abschnitt die
Notwendigkeit dafiir dar, dafl eine Umkehrtransformation existiert und der urspriingliche Zu-
standsvektor berechnet werden kann:

x=0¢'(z) . (B.75)

Fiir nichtlineare Systeme
= f(x)+ Y gi(z)u (B.76)
=1
eignet sich die folgende Beschreibung. Sei
2(1) = p(a(t) . (B.77)

Durch Ableitung nach der Zeit ergibt sich:

- I e (B.78)
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Wird die Beziehung &(t) = ¢~ '(z(t)) ausgenutzt, so ergibt sich:

2(t) = F(z() +g(=(1)u(t)
y(t) = h(z(t)) .g (B.79)

Fiir die Umrechnung in das neue Koordinatensystem gilt somit:

s = [Gere]
g(z) = lg—ig(aﬁ)l o (B.80)
h(z) = [h(2)] _

Auch fiir diese Umrechnung kénnen die Vektorfelder als Operatoren aufgefait werden. Dies soll
durch Umschreiben der ersten Gleichung verdeutlicht werden:

F(z) = [f(w)a%cﬁl o (B51)

Ist die betrachtete Transformation linear, so ergibt sich mit ¢p() = T'x fiir die Gleichung (B.80)
die gleiche Transformationsvorschrift wie in Gleichung (B.73).



