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� Einleitende �Ubersicht

Aufgrund der Nichtlinearit	aten realer technischer Systeme erweist sich eine Beschreibung mit
Hilfe der Theorie linearer Systeme h	aug als nicht ausreichend� Im Bereich der nichtlinearen Sy�
stemtheorie wird darum ma�geblich versucht Werkzeuge der linearen Systemtheorie� wie z�B� bei
der Steuerbarkeits� und Beobachtbarkeitsanalyse auf nichtlineare Systeme zu 	ubertragen�

Im Rahmen einer derartigen 	Ubertragung mu� eine Trennung der Begri
e der Steuerbarkeit�
Erreichbarkeit und der Zug	anglichkeit erfolgen� Der Unterschied zwischen den ersten beiden
Begri
en liegt in den unterschiedlichen Au�agen begr	undet� die die End� bzw� Anfangspunkte
��zust	ande� der Untersuchung erf	ullen m	ussen� Bei der Fragestellung nach der Erreichbarkeit
eines Systems wird untersucht� ob von einem Startpunkt aus der Systemzustand in die an�
deren Punkte des Systems 	uberf	uhrt werden kann� Bei dem Problem der Steuerbarkeit eines
Systems wird die Betrachtungsweise genau umgekehrt� es wird also untersucht� ob von beliebi�
gen Anfangspunkten des Systems aus der Systemzustand in einen fest vorgegebenen Endpunkt
	uberf	uhrt werden kann� Dieser ist dann meist ein Gleichgewichtszustand und in der Regel der
Koordinatenursprung� Bei der Zug	anglichkeit eines Systems wird der Frage nachgegangen� ob
von jedem beliebigen Punkt des Systems aus andere erreichbare bzw� andere steuerbare Punkte
vorhanden sind� Unter gewissen Bedingungen bzw� f	ur gewisse Systeme sind die Begri
e der
Erreichbarkeit und der Steuerbarkeit synonym und diese strenge Unterscheidung er	ubrigt sich�
Dazu geh	oren die linearen Systeme� aber auch die sogenannten symmetrischen Systeme� f	ur die
f	ur beliebige x und u gilt� f �x��u� � �f �x�u� �Sontag ������

F	ur die Erweiterung der algebraischen Kriterien linearer Systeme auf nichtlineare haben sich
sowohl di
erentialgeometrische als auch di
erentialalgebraische Methoden als hilfreich erwie�
sen� In dem vorliegenden Bericht werden algebraische und di
erentialgeometrische Denitionen
und Kriterien der Steuerbarkeit� Erreichbarkeit und Zug	anglichkeit f	ur dynamische Systeme
zusammen� und gegen	ubergestellt� Diese Gegen	uberstellung wird an dem technischen Anwen�
dungsbeispiel eines elektrohydraulischen Translationsantriebs erl	autert�

F	ur eine bessere Einordnung der hier vorgestellten Ergebnisse werden im Abschnitt � zun	achst
verschiedene Steuerbarkeitsdenitionen f	ur lineare Systeme vorgestellt und Beurteilungskrite�
rien f	ur den Begri
 der Zustandssteuerbarkeit exemplarisch hergeleitet� In den Abschnitten
��� bis ��� werden dann die bekanntesten algebraischen Kriterien f	ur lineare zeitkontinuierliche
Systeme zusammengestellt und erl	autert�

Abschnitt � befa�t sich mit der Erweiterung des linearen Steuerbarkeitsbegri
s auf nichtlineare
Systeme� Dieser kann jedoch nicht einfach 	ubertragen werden� sondern es ist erforderlich die
Begri
e Steuerbarkeit� Erreichbarkeit und Zug	anglichkeit voneinander abzugrenzen� Die Be�
gri
sunterscheidung erfolgt an der allgemeinen �nichtlinearen� Systemklasse der analytischen
Systeme �AS �Abschnitt ���� Gl� ������� Eine Einf	uhrung in die di
erentialgeometrische Steu�
erbarkeitsanalyse �Abschnitt ���� verdeutlicht die enge Verkn	upfung der Di
erentialgeometrie
mit der Lie�Algebra in diesem Bereich der Kontrolltheorie und o
enbart die grundlegenden
Schwierigkeiten bei einer Herleitung von Steuerbarkeitskriterien f	ur nichtlineare Systeme� Da�
bei wird im Rahmen dieser Arbeit vorwiegend der von Isidori ������ propagierte Ansatz zur
Systemanalyse benutzt� Neben dessen Denitionen im Bereich der Di
erentialgeometrie n�
den jedoch auch h	aug Erl	auterungen von Olver ������ Verwendung� insbesondere bei der
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Einbeziehung der Lie�Algebra und der Lie�Theorie� Eine 	Ubersicht 	uber die benutzten di
e�
rentialgeometrischen Begri
e und eine knappe Einf	uhrung in die Di
erentialgeometrie bendet
sich im Anhang B des Berichts� F	ur die Gegen	uberstellung verschiedener Kriterien �Abschnitt
���� bez	uglich einer Steuerbarkeitsanalyse dynamischer Systeme werden insbesondere solche
Kriterien ber	ucksichtigt� die als eine Erweiterung des Rangkriteriums nach Kalman f	ur lineare
Systeme angesehen werden k	onnen� Inwieweit eine weiterf	uhrende Analyse eines vorliegenden
Systems erfolgen kann� wenn das Gesamtsystem nicht steuerbar�erreichbar ist� zeigt Abschnitt
���� Im Rahmen einer derartigen Analyse erfolgt eine Aufteilung des Systems in zwei Teile
�Systemdekomposition�� einen prinzipiell nicht erreichbaren�steuerbaren und einen prinzipiell
erreichbaren�steuerbaren Anteil�

Anhand eines anschaulichen Beispiels wird dann in Abschnitt ��� die Anwendung von verschie�
denen Kriterien erl	autert und die Bedeutung der Lie�Kommutatoren innerhalb der Di
erenti�
algeometrie veranschaulicht und die Leistungsf	ahigkeit der vorgestellten Kriterien anhand ei�
nes technischen Beispiels in Form eines elektrohydraulischen Translationsantriebs demonstriert
�Abschnitt �����

Eine Zusammenfassung und ein Ausblick in Abschnitt � schlie�en diesen Bericht ab�
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��� Steuerbarkeitsde�nition f�ur lineare Systeme

In der Literatur gibt es eine Vielzahl von Denitionen bez	uglich der Steuerbarkeit eines Sy�
stems� Alle f	uhren auf die Frage hinaus� ob es m	oglich ist� einen vorgegebenen Zustand eines
Systems auf einen gew	unschten Endzustand in einer endlichen Zeitspanne T zu bringen� Dabei
ist dann noch zu unterscheiden� ob es sich um eine Untersuchung der Steuerbarkeit bez	uglich
der Zust	ande eines Systems handelt �was als Zustandssteuerbarkeit� oder auch kurz mit Steu�
erbarkeit bezeichnet wird� oder� ob der Systemausgang auf seine Steuerbarkeit hin untersucht
werden soll� Der letzte Fall wird dann mit dem Begri
 der Ausgangssteuerbarkeit umschrieben�

Der Begri
 der Zustandssteuerbarkeit soll nun f	ur ein lineares� zeitvariantes System nach Kno�
bloch und Kwakernaak ������ erl	autert werden� Betrachtet wird hierf	ur ein System der Form�

"x�t� � A�t�x�t� #B�t�u�t� $
y�t� � C�t�x�t� #D�t�u�t� �

�����

Dabei stellen m die Anzahl der Systemeing	ange� n die Anzahl der Zust	ande und l die Anzahl der
Ausg	ange dar� Im Verlauf der weiteren Arbeit wird die DurchgangsmatrixD zu � angenommen�

Man nennt nun ein System �Gl� ���� steuerbar� wenn es grunds	atzlich m	oglich ist� durch Wahl
einer geeigneten Steuerfunktion von einem vorgegebenen Anfangszustand x� in endlicher Zeit
zu einem vorgegebenen Endzustand x� zu gelangen �Knobloch und Kwakernaak ������ Die
Betonung liegt dabei auf

�
grunds	atzlich�� Denn f	ur die Steuerbarkeit wird f	ur die konkrete

	Uberf	uhrung x� � x� keine weitere Bedingung an u��� �au�er Stetigkeit� und an x��� gestellt�
Bei technischen Systemen ist jedoch eine freie Wahl der Stellgr	o�en und Zust	ande nicht m	oglich
�Stellgr	o�enbeschr	ankungen� Zustandsbeschr	ankungen�� Somit sind bei technischen Systemen
Nebenbedingungen der Form u�t� � U� � U oder auch x�t� � M� � M zu beachten� F	ur ein
technisches System� das durch ein steuerbares lineares Modell der Gl� ����� beschrieben wird�
bedeutet das also noch keineswegs� da� sich der Zustand des zugrundeliegenden Systems stets
in der gew	unschten Weise beein�ussen l	a�t�

Trotzdem ist auf eine Analyse der Steuerbarkeit mit einer Systembeschreibung der Form Gl� �����
nicht zu verzichten� Das liegt daran� da� die Steuerbarkeit eines Systems eine Grundvorausset�
zung f	ur eine befriedigende mathematische Behandlung der wichtigsten regelungstechnischen
Probleme ist �auch solcher� die mit der Frage der reinen Zustandsver	anderung nichts zu tun
haben� �Knobloch und Kwakernaak ������

Somit ergeben sich also die beiden folgenden Dentionen der Steuerbarkeit linearer Systeme�

De�nition ��� �Knobloch und Kwakernaak �����
Gegeben sei das System nach Gl� ������ die Anfangszeit t�� der Anfangszustand x� und der
Endzustand x�� Das Paar �t��x�� hei�t zur Zeit t� � t� nach x� steuerbar� falls es eine stetige
Steuerfunktion u��� gibt derart� da� die L	osung des Anfangswertproblems

"x�t� � A�t�x�t� #B�t�u�t� �x�t�� � x� �����
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der Bedingung x�t�� � x� gen	ugt�
Das Paar �t��x�� hei�t nach x� steuerbar� wenn es zu irgendeiner Zeit t� � t� nach x� steuerbar
ist� �

De�nition ���

Wenn f	ur jedes �t��x�� und jedes x� das Paar �t��x�� nach x� steuerbar ist� so hei�t Gl� �����
ein vollst�andig steuerbares System� �

Nach Svaricek ������ wird weiterhin unterschieden�

De�nition ���

Ein dynamisches System "x�t� � Ax�t�#Bu�t�� y�t� � Cx�t� hei�t vollst�andig ausgangssteuer�
bar� wenn der Ausgangsvektor y�t� durch einen geeigneten Steuervektor u�t� in einer endlichen
Zeit T von einem beliebigen Anfangswert y��� � y� in irgendeinen Endwert y�T � 	uberf	uhrt
werden kann� �

In der englischsprachigen Literatur ndet sich h	aug eine andere Denition f	ur die Untersu�
chung der Ausgangssteuerbarkeit �Svaricek ������

De�nition ���

Ein dynamisches System "x�t� � Ax�t� # Bu�t�$ y�t� � Cx�t� hei�t funktional vollst	andig
ausgangssteuerbar� wenn f	ur jeden beliebigen Vektor y�t� von geeigneten Ausgangsfunktionen�
die f	ur t � � deniert seien� ein entsprechender Steuervektor u�t�� �t � �� existiert� der f	ur die
Anfangsbedingung x��� � � diesen Vektor von Ausgangsfunktionen generiert� �

Geeignete Ausgangsfunktionen sind dabei hinreichend glatte Funktionen� die somit ohne im�
pulsf	ormige Anregungen des Steuervektors u erzeugt werden k	onnen und 	uber eine Laplace�
Transformierte verf	ugen�

��� Steuerbarkeitskriterien f�ur lineare Systeme

Anhand der vorgestellten Steuerbarkeitsdenitionen sollen nun Kriterien f	ur die Bestimmung
der Zustandssteuerbarkeit linearer Systeme entwickelt werden� Daf	ur ist es notwendig� die Ge�
samtheit aller Paare �t��x��� die im Zeitintervall �t�� t� nach � steuerbar sind� durch L�t�� t��
zusammenzufassen� Zur besseren 	Ubersicht werden in der Regel die Zeitargumente in den
Zust	anden unterdr	uckt� x� � L�t�� t�� bedeutet demnach� da� eine Steuerfunktion u��� exi�
stiert� so da� die L	osung des Anfangswertproblems

"x � A�t�x#B�t�u�t� �x�t�� � � �����

der Bedingung x�t�� � x� gen	ugt� Diese Forderung l	a�t sich mit ��t� � �� der 	Ubertragungsma�
trix der Di
erentialgleichung "x � A�t�x so umformulieren�

� � ��t�� t��x� #

t�Z
t�

��t�� t�B�t�u�t�dt � �����
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Somit kann die Menge L�t�� t�� auch so deniert werden� x� � L�t�� t��� falls es eine Steuer�
funktion u�t� gibt� derart da� gilt�

�x� �

t�Z
t�

��t�� t�B�t�u�t�dt � �����

Ein anderer Zugang zur Menge der nach � steuerbaren Punkte kann durch Einsetzen des fol�
genden wichtigen Satzes der linearen Kontrollmathematik erfolgen�

Satz ��� �Knobloch und Kwakernaak ������
Sei G�t� eine auf  ����� denierte und stetige Matrix vom Typ �n�m� und es sei

V ��

t�Z
t�

G�t�G�t�Tdt � t� 	 t�� �����

V ist eine symmetrische Matrix vom Typ �n� n�� Dann gilt� x � Rn l	a�t sich dann und nur
dann in der Form

x �

t�Z
t�

G�t�u�t�dt �����

mit einer st	uckweise stetigen m�dimensionalen Vektorfunktion u�t� schreiben� wenn x im
Bildraum der Matrix V liegt� d�h� wenn es ein z gibt� derart da� x � V z gilt� �

Die Aussage dieses Satzes l	a�t sich auch so formulieren�
Wenn x 	uberhaupt mit Hilfe einer Funktion u��� in der Form Gl� ����� dargestellt werden kann�
so ist dies immer mit Hilfe eines speziellen Funktionentyps� n	amlich

u�t� � G�t�z z � const� �����

m	oglich �Knobloch und Kwakernaak ������

Die Gesamtheit der Elementex � R� die sich in Form Gl� ����� mit einem geeigneten u��� schrei�
ben lassen� bildet einen linearen Raum L� und der Bildraum der Matrix V ist ein Teilraum von
L� d�h� es ist bildV � L� Wegen der Symmetrie der Matrix V gilt auch� L � kern V � f�g�
F	ur die Beschreibung der Menge der Punkte� die zu � steuerbar sind� kann dieser Hilfssatz nun
in folgender Weise benutzt werden� Zun	achst wird G�t� mit der Matrix ��t�� t��B�t� identi�
ziert �vgl� Gln� ����� und ������� Die zugeh	orige symmetrische Matrix V wird mit W �t�� t��
bezeichnet� Also �Knobloch und Kwakernaak ������

W �t�� t�� ��

t�Z
t�

��t�� t�B�t�B�t�T��t�� t�
Tdt � �����

Daraus ergibt sich nun der folgende Satz� der im Grunde eine Interpretation von bild und kern
der Matrix W �t�� t�� darstellt�

Satz ��� �Knobloch und Kwakernaak �����
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i� L�t�� t�� ist der Bildraum der Matrix W �t�� t��� d�h� es gilt

L�t�� t�� � fx	z mit x � W �t�� t��zg � ������

ii� W �t�� t��x � � gilt dann und nur dann wenn xT��t�� t�B�t� � � f	ur alle t � �t�� t� �

�

Daraus l	a�t sich dann nach Knobloch und Kwakernaak ������ das folgende Kriterium herleiten�

Kriterium ���

Das System nach Gl� ����� ist dann und nur dann steuerbar� wenn es zu jedem t� ein t� gibt
derart� da� W �t�� t�� � � ist� Es ist dann in dieser Zeit t� jedes �t��x�� in jedes x� steuerbar�

�

F	ur zeitinvariante Systeme l	a�t sich dieses Kriterium noch deutlich vereinfachen� Dabei wird
dann das folgende zeitinvariante System betrachtet�

"x � Ax#Bu � ������

mit konstanten Matrizen A und B� Somit gilt �Knobloch und Kwakernaak ������

Satz ���

F	ur ein zeitinvariantes System nach Gl� ������ ist L�t�� t�� von t�� t� unabh	angig und es ist
gleich dem von den Spalten der Matrix

QS �
h
B�AB� � � � �An��B

i
������

aufgespannten Teilraum des Rn� d�h� es ist L�t�� t�� � bild QS � �

Aus diesem Satz lassen sich dann die beiden bekanntesten algebraischen Steuerbarkeitskriterien
f	ur zeitinvariante Systeme ableiten�

Kriterium ���

Die Eigenschaft des Systems nach Gl� ������� steuerbar zu sein ist mit jeder der beiden nach�
folgenden Bedingungen gleichwertig�

�� rang QS � n�

�� Ist p Eigenvektor zu AT � so gilt pTB 
� ��

�

Das erste Kriterium ist erstmals von Kalman formuliert worden und wird zusammen mit dem
zweiten �von Hautus und in etwas ver	anderter Form von Rosenbrock� im Abschnitt ��� ausf	uhr�
licher behandelt� Dazu analog werden auch in Schwarz ������ Kriterien zur Steuerbarkeits	uber�
pr	ufung linearer� zeitinvarianter Systeme hergeleitet� Dabei werden die Di
erentialgleichung
dieser Systeme direkt integriert und anschlie�end mit Hilfe einer Taylorreihenapproximation
algebraische Kriterien eingef	uhrt�
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��� Algebraische Kriterien der Zustandssteuerbarkeit linearer Sys�
teme

Aufbauend auf den Denitionen der Steuerbarkeit lassen sich unterschiedliche Kriterien f	ur
die Steuerbarkeit eines vorgegebenen Systems herleiten �vgl� Abschnitt ����� Das erste und
bekannteste Kriterium ist das sog� Rang�Kriterium von Kalman �Unbehauen ����� Svaricek
������

Kriterium ���

Ein dynamisches System �A�B� ist genau dann vollst	andig �zustands�� steuerbar� wenn f	ur
die Steuerbarkeitsmatrix QS gilt�

rang QS � rang
h
B�AB� � � � �An��B

i
� ns � n � ������

�

Dabei stellt n die Dimension des Zustandraums dar� F	ur nicht vollst	andig steuerbare Systeme ist
ns 	 n� und ns gibt die Dimension des vollst	andig steuerbaren Unterraumes an� Schwarz ������
f	uhrt an� da� f	ur Mehrgr	o�ensysteme die Rangbestimmung der Matrix QS bereits nach den
ersten n linear unabh	angigen Spaltenvektoren abgebrochen werden kann� obwohl die MatrixQS

selber jedoch n�m Spalten besitzt� Mit dem Kalman�Rangkriterium wird also unter Umst	anden
eine h	oherer Rechenaufwand betrieben� als unbedingt notwendig ist� Dieser Umstand wird mit
Hilfe der Steuerbarkeitsindizes umgangen� die in Abschnitt ��� an sp	aterer Stelle noch weiter
behandelt werden�

Mit Hilfe des Kriteriums ��� ist es m	oglich� eine Entscheidung zu tre
en� ob ein System 	uber�
haupt steuerbar ist� Sollen jedoch auch Aussagen dar	uber getro
en werden� welche der Eigen�
bewegungen eines Systems �Eigenwerte der Matrix A� nicht steuerbar sind� oder wie weit das
System vom n	achsten steuerbaren entfernt ist� sind andere Kriterien heranzuziehen� So existiert
f	ur den ersten Fall z�B� das sog� Hautus�Kriterium �Svaricek ������

Kriterium ���

Ein dynamisches System �A�B� ist genau dann vollst	andig steuerbar� wenn

rang ��I �A�B � n ������

f	ur alle Eigenwerte � der Matrix A gilt� �

Dieses Kriterium erfordert die Kenntnis der n Eigenwerte der SystemmatrixA und in der Regel
eine n�malige Ranguntersuchung der Matrix ��I �A�B � Die Verletzung der Steuerbarkeits�
bedingung aus Gl� ������ zeigt dann an� welche der Eigenwerte f	ur eine fehlende vollst	andige
Steuerbarkeit des Gesamtsystems verantwortlich ist� Bei einer Untersuchung der Steuerbarkeit
eines Systems ist jedoch zu beachten� da� das Hautus�Kriterium keine zuverl	assigen Aussagen
bei mehrfachen Eigenwerten geben kann�

Bei einem dritten Kriterium zur Steuerbarkeits	uberpr	ufung nach Rosenbrock werden die soge�
nannten Eingangs�Entkopplungsnullstellen �EEN� bestimmt �Svaricek ������
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Kriterium ��	

Die Gesamtheit aller Nullstellen der elementaren Polynome der Polynommatrix
PE�s� � �sI �A�B sind die Eingangs�Entkopplungsnullstellen �EEN� und geh	oren zu dem
nicht steuerbaren Systemanteil� Alle Eingangs�Entkopplungsnullstellen gen	ugen dann der Be�
ziehung

rang �PE�s� s�EEN � rang �sI �A�B s�EEN 	 n � ������

�

��� Algebraische Kriterien der Ausgangssteuerbarkeit linearer Sys�
teme

F	ur die Ausgangssteuerbarkeit gibt es ein Kriterium �Schwarz ����� Svaricek ������ das sehr
	ahnlich zu dem von Kalman �Kriterium ���� aufgebaut ist�

Kriterium ��


Ein dynamisches System �A�B�C� ist genau dann vollst	andig ausgangssteuerbar� wenn f	ur die
Ausgangs�Steuerbarkeitsmatrix QA gilt�

rang QA � rang
h
CB�CAB� � � � �CAn��B

i
� l � ������

mit l als Anzahl der Ausg	ange� �

Ist die Systemmatrix D ungleich � dann gilt �Unbehauen ������

Kriterium ���

Ein dynamisches System �A�B�C�D� ist genau dann vollst	andig ausgangssteuerbar� wenn f	ur
die Ausgangs�Steuerbarkeitsmatrix QA gilt�

rang QA � rang
h
CB�CAB� � � � �CAn��B�D

i
� m � ������

mit m als Anzahl der Eing	ange� �

Aus der Denition der funktionalen Ausgangsteuerbarkeit �Denition ���� l	a�t sich ein Krite�
rium zu deren 	Uberpr	ufung herleiten� Dieses Kriterium umfa�t jedoch auch die Ausgangssteu�
erbarkeit gem	a� Denition ���� Ein solches Kriterium von Rosenbrock lautet �Svaricek �������

Kriterium ���

Ein dynamisches System �A�B�C� ist genau dann funktional vollst	andig ausgangssteuerbar�
wenn f	ur die 	Ubertragungsmatrix F �s�

normalrang F �s� � l ������

bzw� f	ur die Rosenbrock�Systemmatrix P �s�

normalrang P �s� � n # l ������

gilt$ dabei ist l identisch mit der Anzahl der Ausg	ange� �

�vgl
 De�nition A
�
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��	 Algebraisch
quantitative Steuerbarkeitsanalyse linearer Syste�
me

Mit Hilfe der bisher in diesem Abschnitt aufgef	uhrten Kriterien ist lediglich eine Aussage
dar	uber zu tre
en� ob ein System 	uberhaupt steuerbar ist� oder welche Eigenbewegungen des
Systems nicht steuerbar sind� Von Interesse ist aber bei technischen Anwendungen auch die
G	ute einer Steuerbarkeit� So beschreiben Schwarz ������ und Svaricek ������ einen Steuerbar�
keitsindex 
S als ein Ma� f	ur den

�
Regelbarkeitsaufwand�� Je gr	o�er dieser Index ist� umso

komplizierter m	ussen Regler aufgebaut sein� wenn das System beliebig ver	andert werden soll�
Es kann dann immer ein Regler der Ordnung kleiner gleich 
S � � gefunden werden� der die
Pole beliebig plaziert �Svaricek ������

De�nition ��	 �Svaricek �����
Der Steuerbarkeitsindex 
S eines dynamischen Systems Gl� ������ ist die Potenz der System�
matrixA� die ausreicht� die vollst	andige Steuerbarkeit eines Systems nachzuweisen� d�h� es mu�
gelten�

rang QS � rang
h
B�AB� � � � �A�S��B

i
� n � ������

�

Aus der Tatsache� da� die SteuerbarkeitsmatrixQS eines Systems �A�B� mehr Spalten �n�m�
als Zeilen besitzt� l	a�t sich das Rangkriterium nach Kalman umschreiben� F	ur den Nachweis der
Steuerbarkeit reicht der Nachweis von n linear unabh	angigen Spalten aus �d�h� rang QS � n��
die frei aus der urspr	unglichen Steuerbarkeitsmatrix Gl� ������ gew	ahlt werden k	onnen� solange
der Rang der urspr	unglichen Matrix unver	andert bleibt� Somit ist es auch erlaubt� die ersten
n linear unabh	angigen Spaltenvektoren aus der folgenden Matrix zu benutzen� Die Steuerbar�
keitsmatrix QS wird dabei zun	achst entsprechend ihren Spalten �mit B � �b�� b�� � � � � bm �
aufgeschrieben�

QS �
h
b�� � � � � bm�Ab�� � � � �Abm� � � � �A

n��b�� � � � �A
n��bm

i
� ������

Etwas anders sortiert erh	alt man m Vektorketten

K �
h
b��Ab�� � � � �A

����b�� b��Ab�� � � � �A
����b�� � � � � bm�Abm� � � � �A

�m��bm
i
� ������

Die bei diesem Verfahren gewonnenen L	angen 
i der Vektorketten stellen die Steuerbarkeitsindi�
zes des Systems �A�B� dar� Somit ergibt sich die folgende Denition der Steuerbarkeitsindizes

De�nition ��
 �Svaricek �����
Der Steuerbarkeitsindex 
i der Spalte bi in B � �b�� b�� � � � � bm ist die kleinste ganze Zahl� so
da� A�ibi von seinen Vorg	angern linear abh	angig ist� �

Da w	ahrend der oben erl	auterten Umformung der Rang der erhaltenen Matrix K mit der
urspr	unglichen Steuerbarkeitsmatrix QS 	ubereinstimmt� gilt immer noch�

rang K � nS � rang QS � ������

Da in der Matrix K nach der Umformung nur noch linear unabh	angige Vektoren enthalten
sind� m	ussen f	ur die Rangbestimmung der Matrix nur noch die Spalten

�
gez	ahlt� werden� So
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gibt also die Summe der Steuerbarkeitsindizes die Dimension nS des steuerbaren Unterraumes
an�

nS �
mX
i��


i � ������

Speziell f	ur den Fall der vollst	andigen Steuerbarkeit gilt nS � n�
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� Di�erentialgeometrische Methoden

Die Denition der Steuerbarkeit f	ur nichtlineare System verl	auft im Grunde analog zu der
f	ur lineare� Dabei ist jedoch das betrachtete Modell des realen Systems von dem der linearen
Systeme grundlegend verschieden� Desweiteren wird bei nichtlinearen Systemen oft nicht die
Steuerbarkeit nachgewiesen� sondern die �lokale� Erreichbarkeit eines Systems� Dabei bedeutet
die Erreichbarkeit eines Gesamtsystems auch die Steuerbarkeit des Gesamtsystems �die exakte
Unterscheidung der Begri
e erfolgt in Abschnitt �����

Im Bereich der Steuerbarkeits� bzw� der Erreichbarkeitsuntersuchungen eines Systems kann
man nicht von reinen di
erentialgeometrischen Untersuchungen reden� So sind die 	Uberg	ange
in diesem Bereich zur gruppentheoretischen Betrachtung �ie�end� So wird letztendlich versucht
die Erreichbarkeit�Steuerbarkeit mit di
erentialgeometrischen Methoden auf ein numerisch aus�
wertbares� algebraisches Kriterium zu reduzieren� Bei diesen 	Uberlegungen stellen dann grup�
pentheoretische� insbesondere Lie�theoretische 	Uberlegungen eine entscheidende Rolle� Einige
der wichtigsten 	Uberlegungen f	ur eine Charakterisierung der Di
erentialgeometrie nden sich
in den folgenden Beschreibungen von Bronsteijn und von Sussmann�

Die Di
erentialgeometrie untersucht die Eigenschaften von Kurven und Fl	achen mit den Me�
thoden der Di
erentialrechnung� Um das Verhalten in einer Umgebung eines Punktes zu studie�
ren� benutzt man wesentlich die Taylorentwicklung� wobei stillschweigend vorausgesetzt wird�
da� alle in den Gleichungen vorkommenden Ableitungen stetig sind� Di
erentialgeometrische
Eigenschaften m	ussen unabh	angig vom gew	ahlten Koordinatensystem sein �Bronsteijn und
Semendjajew ������

Bei einer di
erentialgeometrischen Untersuchung von dynamischen Systemen wird ein Kontroll�
system in erster Linie als eine Familie von Vektorfeldern auf einer Mannigfaltigkeit angesehen
und viele der in kontrolltheoretischer Hinsicht interessanten Informationen 	uber das System�
sollten in den Lie�Klammern dieser Vektorfelder enthalten sein �Sussman ������

Eine knappe Einf	uhrung in die in dieser Arbeit ben	otigten Begri
e aus der Di
erentialgeometrie
bendet sich in Anhang B�

��� De�nitionen

F	ur nichtlineare Systeme existiert keine internationale Normung der Begri
e Steuerbarkeit� Er�
reichbarkeit und Zug	anglichkeit� wodurch erhebliche Schwierigkeiten bei der 	Ubertragbarkeit
der S	atze entstehen� Insbesondere der Vergleich verschiedener Steuerbarkeits� bzw� Erreichbar�
keitskriterien wird dadurch erschwert� So k	onnen zwar einige Kriterien unterschiedlich komplex
in der Anwendung sein� die Aussagen dieser Kriterien 	uber das Systemverhalten sind jedoch in
der Regel von Grund auf verschieden� Bei einigen Autoren �z�B� Herman und Krener �������
Krener ������ und Sussman ������� besitzt der Begri
 Steuerbarkeit zum Teil die Bedeutung
der Erreichbarkeit bei anderen Autoren �z�B� Casti ������ und Schwarz �������� Zus	atzlich
f	uhren dann die Vertreter der ersten Steuerbarkeitsauffassung den Begri
 der Zug	anglichkeit
�engl�� accessibility� ein� der nur unter gewissen Vorraussetzungen mit dem der Erreichbarkeit
der Autoren der zweiten Steuerbarkeitsauffassung 	ubereinstimmt� Neben diesen teilweise nur
auf den zweiten Blick unterscheidbaren Ansichten der m	oglichen Denition dieser Begri
e� gibt
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es f	ur nichtlineare Systeme noch eine Vielzahl von Einschr	ankungen und zus	atzlichen Bedin�
gungen f	ur diese Begri
e� Diese sollen dann z�B� eine lokale Bedeutung� oder auch eineindeutige
Relationen zwischen Zust	anden eines Systems hervorheben� Vertreter solcher Einschr	ankungen
�oder auch Erweiterungen� sind z�B� Adjektive wie� endlich� lokal� schwach� streng� umkehrbar
oder vollst	andig� F	ur eine bessere Einordnung der in dieser Arbeit benutzten Begri
e soll in
Anlehnung an Schwarz ������ in tabellarischer Form die Idee charakterisiert werden� die hinter
den entsprechenden Begri
en steht�

Betrachtet werden zun	achst analytische Systeme ��AS� der Form �Schwarz ������

X
AS

"x�t� � f �x�t��u�t�� $ x� � x���
y�t� � c�x� �

�����

Dabei stellt U eine Menge zul	assiger Steuerfunktionen aus Rm �also u�t� � U � Rm�� Y
eine Menge Rp�wertiger Ausgangsfunktionen �mit y�t� � Y � Rp� und M eine C� einfach
zusammenh	angenden Mannigfaltigkeit der Dimension n dar �x�t� � M � Rn�� In Anlehnung
an Schwarz ������ wird in dieser Arbeit unterschieden�

De�nition ���

i� Die Frage� welche Systemzust	ande von einem gegebenen Anfangszustand x� unter der
Wirkung einer Steuerung u�t� � U innerhalb einer Zeit T erreicht werden k	onnen� betri
t
das Problem der Zustands�Erreichbarkeit �Bild �����

ii� Soll das System von x� in einen Gleichgewichtszustand � 	ublicherweise der Koordina�
tenursprung der Zustandsdarstellung � 	uberf	uhrt werden� sprechen wir von dem Problem
der Steuerbarkeit �Bild �����

iii� Die Frage� ob von einem Systemzustand aus in einer o
enen �Teil��Menge des Zustands�
raums erreichbare Punkte vorhanden sind� wird mit Zug�anglichkeit charakterisiert�

iv� Den Begri
 der endlichen Erreichbarkeit betri
t das Problem� ob eine vollst	andige Um�
gebung um einen Zustand x� in einer endlichen Zeit von x� aus erreichbar ist� Diese
Fragestellung ist im Begri
 der Erreichbarkeit enthalten�

�

F	ur eine bessere Einordnung dieser Arbeit in die vorhandene Literatur sei erw	ahnt� da� Suss�
man ������� Herman und Krener ������ und Krener ������ in ihren Artikeln die Begri
e wie
folgt benutzen� Erreichbarkeit�controllability�attainability� endliche Erreichbarkeit�small ti�
me local controllability und Zug	anglichkeit�accessibility�

Im folgenden wird die Erreichbarkeit intensiver behandelt� da das Problem der Steuerbarkeit
teilweise in dieser Betrachtung enthalten ist� F	ur die Vereinfachung der Notation wird angenom�
men� da� der ZustandsraumM durch global denierte Koordinaten x � �x�� � � � � xn T beschreib�
bar sei� Dann lassen sich die folgenden Denitionen �Herman und Krener ����� Krener ����� ei�
ner Erreichbarkeit unterscheiden� Dabei seiM� eine o
ene zusammenh	angende Untermannigfaltigkeit�

von M� und T sei eine nichtnegative reelle Zahl�

�siehe Anhang B
�
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Bild ���� Erreichbarkeit eines Punktes von
einem Punkt x�� Steuerbarkeit ei�
nes Punktes von einem Punkt aus�

Bild ���� Steuerbarkeit eines Punktes in
einen Punkt x��

De�nition ���

Ein Punkt xT � M�� mit M� � M hei�t M��erreichbar von x� zur Zeit T � wenn eine
beschr	ankte� me�bare Steuerung u�t� � U exisitiert� die eine Trajektorie von ����� mit x�t� �
M� f	ur alle t � �t�� T  generiert derart� da� gilt�

x�t�� � x� und x�T � � xT � �����

�

Bei dem Begri
 der M��Erreichbarkeit �und sp	ater auch bei den verschiedenen Begri
en der lo�
kalen Erreichbarkeit� ist zu beachten� da� die Trajektorien zu keiner Zeit w	ahrend des Vorgangs
x� � x�T � die vorher denierte Umgebung M� um x� verlassen darf�

De�nition ���

Die Menge aller Zust	ande xT � die von x� aus zur Zeit T M��erreichbar sind� wird mit
R�x�� T�M�� bezeichnet� Wird die Zeit T weggelassen� so versteht man unter dieser Menge
die zu einer positiven Zeit t � � von x� aus M��erreichbaren Zust	ande�

R�x��M�� �
�
T��

R�x�� T�M�� � �����

�

De�nition ���

Gilt R�x�� � M� so spricht man von M�Erreichbarkeit oder von Erreichbarkeit schlechthin� �

Herman und Krener ������ f	uhren in ihrem Artikel den Begri
 der Steuerbarkeit eines Systems
von einem Punkt aus ein� Dieser Begri
 deckt sich jedoch nicht mit dem Verst	andnis der
Steuerbarkeit durch Denition ��� �Bild ��� und ����� Der Vollst	andigkeit halber sei dieser
Begri
 hier erl	autert�

De�nition ��	

Ist R�x�� � M� so ist das System Gl� ����� steuerbar von x�� �

Unter dem Begri
 der Steuerbarkeit von einem Punkt aus ist also die Erreichbarkeit nach
Denition ��� zu verstehen� Demgegen	uber ist die nachfolgende Denition wieder mit der in
Denition ��� angef	uhrten Unterscheidung der Erreichbarkeit und Steuerbarkeit eines Systems
vertr	aglich �Krener ������
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Bild ���� Erreichbarkeit eines Systems von
einem Punkt x�� Steuerbarkeit ei�
nes Systems von einem Punkt aus�

Bild ���� Steuerbarkeit eines Systems in
einen Punkt x��

De�nition ��


Gilt R�x�� � M f	ur jedes beliebige x� � M� so ist das System Gl� ����� steuerbar� �

Das liegt daran� da� in dieser Denition der Begri
 der Steuerbarkeit eines Systems
�
symme�

trisch� ist�
Von jedem beliebigen Punkt des Zustandsraums aus ist jeder beliebige Punkt des Zustands�
raums per Denition erreichbar$ also ist auch jeder beliebige Punkt des Zustandsraums in jeden
beliebigen Punkt des Zustandsraums steuerbar�
Diese 	Uberlegung gilt f	ur den Begri
 der Steuerbarkeit eines Systems von einem Punkt aus
nat	urlich nicht�
Der gesamte Zustandsraum mu� nur von dem einen Punkt x� aus M�erreichbar sein$ die Steuer�
barkeit eines Systems von einem Punkt aus �Denition ���� ist also durchaus nicht symmetrisch
und ist mit der Aussage identisch� da� das System erreichbar von x� ist�

Aus den Denitionen ����� bis ����� wird ersichtlich� da� f	ur eine Zeit T � innerhalb derer die
entsprechenden Systemzust	ande erreicht werden und f	ur die Systemzust	ande x der Trajektorie
x�t� nur geringe Einschr	ankungen gelten� So ist es dann durchaus denkbar� da� bestimmte
Systemzust	ande nur nach einer sehr gro�en Zeit T � oder aber 	uber sehr weite Wege f	ur x�t�
erreicht werden k	onnen� F	ur eine technische Anwendung spielen aber gerade die f	ur das Errei�
chen eines bestimmten Zustands xe ben	otigte Zeit T � die daf	ur ben	otigte Energie� oder auch
die dadurch bedingten Systembelastungen eine gro�e Rolle� Es erscheint also sinnvoll� eine lo�
kale Erreichbarkeit einzuf	uhren� die es eher gestattet� diese Fragestellungen zu ber	ucksichtigen�
Dabei wird dann eine Umgebung M� �M um einen Punkt x� betrachtet� die eine o
ene und
zusammenh	angende Teilmenge von M darstellt �Krener ������ So wird in Herman und Krener
������ deniert�

De�nition ���

Das System �AS �Gl� ������ ist lokal steuerbar von x�� wenn f	ur jede Umgebung M� von x�

die Menge R�x�� ebenfalls eine Umgebung von x� ist� �

Bei dieser Denition ist wieder dasselbe zu beachten� wie in Denition ���� Diese Interpretation
ist nicht deckungsgleich mit der Steuerbarkeitsau
assung nach Denition ������ Wichtiger ist
jedoch die nachfolgende Denition von Krener �������
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De�nition ���

Das System �AS �Gl� ������ ist lokal steuerbar� wenn es f	ur jede beliebige o
ene zusammenh	angen�
de TeilmengeM� vonM steuerbar ist$ d�h�R�x��M�� � M� f	ur jedes beliebige x� � M� M
ist� �

Hinter Denition ��� verbirgt sich also wieder ein symmetrischer Begri
� Aus den unterschied�
lichen Steuerbarkeitsdenitionen nach Herman und Krener ������ ergibt sich� da� nur solche
Steuerbarkeitsdenitionen nach Herman und Krener ������ mit der Steuerbarkeitsau
assung
nach Denition ��� vertr	aglich sind� die symmetrisch sind� Unter einer derartigen Steuerbarkeit
ist dann eher eine vollst	andige Steuerbarkeit entsprechend der Denition f	ur lineare Systeme
zu verstehen und unter den steuerbaren Zust	anden aus Herman und Krener ������ verstecken
sich im Grunde erreichbare Zust	ande� Aus diesem Grund benutzt Krener ������ nur symme�
trische Begri
e zur Beschreibung der Steuerbarkeit� wie in den Denitionen ��� und ���� F	ur
die Steuerbarkeit eines Systems in einen Punkt sollte es jedoch nur erforderlich sein� da� alle
Ausgangszust	ande aus einen Zustandsraum in ein und denselben Endzustand bewegt werden
k	onnen� Dieser Endzustand braucht dann nicht unbedingt beliebig zu sein �die Steuerbarkeit
in Krener ������ ist also eine wesentlich strengere Systemeigenschaft und kann eher mit dem
Begri
 der vollst	andigen Steuerbarkeit beschrieben werden$ Bild ��� und �����

Bild ��	� Lokale Erreichbarkeit eines Sy�
stems von einem Punkt x�� loka�
le Steuerbarkeit eines Systems von
einem Punkt aus�

Bild ��
� Steuerbarkeit eines Systems in
einen Punkt x��

Bei der Betrachtung der unterschiedlichen Erreichbarkeits� und Steuerbarkeitsdenitionen ist
zu beachten� da� die Anforderungen f	ur das

�
lokale� Verhalten eines Systems sehr viel schwie�

riger zu erf	ullen sind als die
�
globalen�� In diesem Zusammenhang mu� ber	ucksichtigt werden�

da� � im Rahmen der Steuerbarkeitsuntersuchung � bei lokalen Systemeigenschaften verlangt
wird� da� die Umgebung frei w	ahlbar ist� Sie kann also � solange sie zusammenh	angend bleibt
� beliebig klein gew	ahlt werden� Ist also ein System lokal steuerbar�erreichbar� so existiert da�
mit auch eine kleinste oder auch minimale Verbindungslinie zwischen den Systemzust	anden des
Systems�

Ein weiterer wichtiger Aspekt der lokalen Erreichbarkeit�Steuerbarkeit ist� da� ein steuerba�
res�erreichbares System auch im gesamten Zustandsraum steuerbar�erreichbar ist� Aus der
lokalen Eigenschaft folgt in diesem Zusammenhang also die globale� Bild ��� verdeutlicht die�
sen Vorgang� Im gesamten Zustandsraum�Mannigfaltigkeit M sind sowohl die Umgebungen
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M���M��  M� als auch die Punkte x� frei w	ahlbar� Es ist damit m	oglich� alle beliebigen
Punkte xi in der gesamten Zustandsmannigfaltigkeit M 	uber Punkte aus der Schnittmenge
M�� � M�� miteinander zu verbinden und so den gesamten Zustandsraum�Mannigfaltigkeit
mit dieser Eigenschaft �Erreichbarkeit�Steuerbarkeit� zu erfassen�

Bild ���� Zur lokalen Erreichbarkeit�Steuerbarkeit eines Systems�

Bei der Denition einer Erreichbarkeit�Steuerbarkeit von einem Punkt aus ist zu beachten� �
ebenso wie die Denitionen ��� bis ��� � da� diese Erreichbarkeit�Steuerbarkeit nicht symme�
trisch ist$ d�h� xe kann von x� aus erreichbar sein� der Umkehrschlu�x� ist von xe aus erreichbar
mu� jedoch nicht gelten �etwas� was bei zeitkontinuierlichen linearen Systemen durchweg der
Fall ist��
Sollen nun alle Punkte zusammengefa�t werden� die in einer Erreichbarkeits� oder Steuerbar�
keitsbeziehung stehen� so mu� eine schw	achere Beziehung eingef	uhrt werden� die nicht mehr die
Richtungsabh	angigkeit dieser Beziehung ber	ucksichtigt� Daf	ur werden dann mehrere System�
zust	ande zu einer Sequenz von Systemzust	anden zusammengefa�t� Innerhalb dieser Sequenz soll
dann entweder jeweils der Vorg	anger vom Nachfolger aus erreichbar sein oder der Nachfolger
vom Vorg	anger� Da es gleich ist� ob in der Sequenz nun der Vorg	anger oder aber der Nach�
folger erreichbar ist� kann in der Denition auch die Erreichbarkeit durch die Steuerbarkeit
vom Vorg	anger oder Nachfolger aus ersetzt werden� ohne die daraus resultierenden Aussagen
zu verf	alschen�

Nach Casti ������ und Schwarz ������ wird deniert�

De�nition ���

Zwei Zust	ande xe und x des Systems
P

AS sind schwach erreichbar voneinander dann und nur
dann� wenn Zust	ande x��x�� � � � �xk � M derart existieren� da� x� � xe und xk � x und
entweder xi von xi�� oder xi�� von xi erreichbar ist� f	ur i � �� �� � � � � k� �

In der urspr	unglichen Fassung in Herman und Krener ������ wird diese Eigenschaft einer Se�
quenz von Systemzust	anden �Denition ���� mit dem Begri
 der schwachenM��Zug	anglichkeit
beschrieben� Der Begri
 der Zug	anglichkeit erleichtert in diesem Zusammenhang den Zugang
zu einigen grundlegenden Eigenschaften� die ein System besitzt� das schwach erreichbar ist� Die
Erl	auterungen dazu erfolgen jedoch an sp	aterer Stelle und es wird zun	achst mit den Denitionen
bez	uglich einer schwachen Systemeigenschaft fortgefahren�

De�nition ����

Das System �AS ist schwach erreichbar� wenn es schwach erreichbar f	ur jedes x � M ist� �
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De�nition ����

Die Menge aller von x� aus schwach erreichbaren Zust	ande wird mit

SR�x�� �
� fxjx schwach erreichbar von x�g �����

bezeichnet� �

	Aquivalent dazu sind die Begri
e der schwachen Steuerbarkeit �Herman und Krener ������

De�nition ����

Das System
P

AS ist schwach steuerbar von x�� wenn gilt� SR�x�� � M� �

De�nition ����

Das System
P

AS ist schwach steuerbar� wenn gilt� SR�x� � M f	ur alle x � M� �

Bild ���� Schwach erreichbare Zust	ande x� bis xk�

Aus den 	Uberlegungen zur schwachen Erreichbarkeit heraus ergeben sich auch noch andere
Konsequenzen f	ur die Eigenschaft der schwachen Erreichbarkeit von Punkten eines Systems� Es
kann vorkommen� da� zwei Punkte x� und xk schwach erreichbar sind� obwohl weder xk von
x� aus erreichbar noch x� von xk aus erreichbar ist �Bild ���� jeder Punkt ist in der unteren
Darstellung von x� aus erreichbar� aber von keinem Punkt aus ist x� selbst erreichbar�� Besitzt
also ein System die Eigenschaft der schwachen Erreichbarkeit� so ist keineswegs gew	ahrleistet�
da� jeder Punkt von jedem Punkt aus erreichbar ist �etwas� was f	alschlicherweise unter der
Symmetrie in Casti ������ und unter der

�
	Aquivalenzrelation der schwachen M��Zug	anglich�

keit� in Herman und Krener ������ verstanden werden kann�� Schwache Erreichbarkeit ist nur
insofern eine 	Aquivalenzrelation� als f	ur einen Punkt xe� der von x� aus schwach erreichbar ist�
auch gilt� da� x� von xe aus schwach erreichbar ist�

Einen anderen Zugang zur Eigenschaft der schwachen Erreichbarkeit eines Systems erh	alt man
	uber den Ansatz der Zug	anglichkeit eines Systems� Ist ein System innerhalb einer Umgebung
schwach erreichbar� so existieren ausgezeichnete Punkte innerhalb dieser Umgebung� von de�
nen aus die meisten Zust	ande in dieser Umgebung entweder erreichbar sind oder aber in die
die meisten Punkte dieser Umgebung steuerbar sind� K	onnen alle diese Punkte angesprochen
werden� so kann auch jeder beliebige Punkt in der Umgebung entweder erreicht werden oder
aber in diese Punkte gesteuert werden� Das System besitzt dann also die Eigenschaft� da� die
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Gesamtumgebung in Teilumgebungen aufgeteilt werden kann� in denen es dann jeweils minde�
stens einen Punkt gibt� von denen dann diese Teilumgebung erreichbar oder aber in die diese
Teilumgebung steuerbar ist �es existieren also

�
Quellen� und

�
Senken���

Durch die Einf	uhrung dieser schwachen Begri
e werden jedoch nicht mehr lokale Konzepte
verfolgt� F	ur eine lokale Betrachtung bietet sich die folgende Denitionen nach Herman und
Krener ������ an�

De�nition ����

Das System
P

AS ist lokal schwach steuerbar um x�� wenn f	ur jede beliebige Umgebung von x�

die Menge der schwach erreichbaren Punkte SRM�
wiederum eine Umgebung um x� ist� �

De�nition ���	

Das System
P

AS ist lokal schwach steuerbar� wenn gilt�
SRM�

�x� � M f	ur alle x� �

Es ergeben sich somit die folgenden Zusammenh	ange der schwachen Steuerbarkeits� und Er�
reichbarkeitsdenitionen� Dabei stehen die Pfeile jeweils in Richtung der geringeren Steuerbar�
keits��Erreichbarkeitsanforderungen des Systems bzw� in Richtung des logischen Zusammen�
hangs der Denitionen �ein steuerbares oder erreichbares System ist immer auch ein schwach
steuerbares�erreichbares u�s�w���

lokale Steuerbarkeit �� Steuerbarkeit
� �

lokale schwache Steuer��Erreichbarkeit �� schwache Steuer��Erreichbarkeit�
� �

lokale Erreichbarkeit �� Erreichbarkeit

F	ur zeitinvariante bzw� autonome lineare Systeme sind diese Konzepte alle identisch�

Der nachfolgende Satz f	ur �AS spiegelt die Interpretation der lokalen schwachen Erreichbarkeit
wieder� Anders ausgedr	uckt hei�t das� da� ein System �AS dann und nur dann lokal schwach
erreichbar sein kann� wenn man zur Unterscheidung der Trajektorien von jedem Punkt x aus
lokale Koordinaten der Dimension n ben	otigt�

Satz ��� �Herman und Krener �����
Ein System �AS ist dann und nur dann lokal schwach erreichar� wenn f	ur jedes x � M und
jeder Umgebung M� von x� das Innere SRM�


� � ist� �

Bei dem Versuch� das Rangkriterium �Kriterium ���� linearer Systeme f	ur nichtlineare zu verall�
gemeinern� zeigt sich� da� f	ur �ALS �analytische Systeme mit linearer Steuerung� das Konzept
der lokalen schwachen Erreichbarkeit angemessen ist� Bei der Untersuchung von bilinearen Sy�
stemen ist noch die n�Erreichbarkeit �Schwarz ����� wichtig�

De�nition ���


Das System �AS hei�t n�erreichbar� wenn die Menge aller schwach erreichbaren Zust	ande den
vollst	andigen Zustandsraum aufspannt�

SR�x�� � M � Rn � �����

�
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Anhand der Denition der n�Erreichbarkeit erkennt man� da� es sich dabei um eine schwache
Steuerbarkeit handelt�

Wie bereits im Verlauf dieses Abschnitts festgestellt worden ist� ist lokale Steuerbarkeit�Er�
reichbarkeit eines Systems bzw� Steuerbarkeit�Erreichbarkeit eines Systems ein symmetrischer
Begri
� Jeder beliebige Punkt der Zustandsmannigfaltigkeit ist von jedem beliebigen Punkt
der Zustandsmannigfaltigkeit aus erreichbar bzw� dahin steuerbar� Ungl	ucklicherweise ist dieser
Begri
 nicht mit einem einfachen Kriterium auswertbar� Die Voraussetzung f	ur ein derartiges
Kriterium ist� da� den Systemtrajektorien in beliebiger Richtung gefolgt werden kann �hin und
zur	uck�� F	ur ein beliebiges technisches System w	urde das bedeuten� da� die Trajektorien auch

�
zeitinvers� existieren� Da das aber eine Forderung ist� die analytische Systeme in dieser Art

nicht erf	ullen k	onnen� m	ussen nun Systeme betrachtet werden� die eine zur zeitinversen 	aqui�
valente Eigenschaft besitzen� Diese Systeme stellen eine Unterklasse der �AS dar und besitzen
die Eigenschaft symmetrisch zu sein� Nach Krener ������ werden Systeme der folgenden Art
betrachtet�

"x � f �x� u��u� � g��x�u� # g�x�u �
y � h�x� � mit x��� � x� �

�����

Bei diesen Systemen kann also durch Vorzeichenumkehr in den Steuerungen auch die System�
trajektorie in ihrer Richtung umgekehrt werden�

Von gro�er Bedeutung f	ur eine technische Anwendung dieser Systemklasse ist der folgende
Begri
 nach Krener �������

De�nition ����

Ein System nach Gl� ����� ist umkehrbar steuerbar�erreichbar� wenn Gl� ����� steuerbar ist� �

De�nition ����

Ein System nach Gl� ����� ist lokal umkehrbar steuerbar�erreichbar� wenn Gl� ����� lokal steu�
erbar ist� �

Analog zur Beschreibung der Erreichbarkeit wird nun nach Krener ������ deniert�

De�nition ����

Mit RR�x�� T�M�� wird die Menge der von x� aus� entlang Trajektorien von Gl� ����� M��
erreichbaren Punkte bezeichnet� �

Nach Krener ������ gilt�

Satz ���

Ein System Gl� ����� ist genau dann umkehrbar steuerbar� wenn f	ur jedes x� � M gilt�
RR�x�� � M� �

Satz ���

Ein System Gl� ����� ist genau dann lokal umkehrbar steuerbar� wenn f	ur jedes x� � M� und
f	ur jedes M� M gilt� RR�x��M�� � M�� �
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Aus diesen Denitionen ergibt sich� da� aus der Steuerbarkeit�Erreichbarkeit umkehrbare Steu�
erbarkeit�Erreichbarkeit folgt� nicht jedoch umgekehrt� Ist ein System umkehrbar steuerbar�er�
reichbar� so bedeutet das� da� keine Systemzust	ande in diesem System existieren� die nicht durch
die Systemsteuerungen beein�u�t werden k	onnen� Somit stellt umkehrbare Steuerbarkeit also
eine ausgesprochen wichtige Eigenschaft f	ur die Anwendung dar�

Eine weitere wichtige Eigenschaft ist die Zug	anglichkeit eines Systems� die im Verlauf dieses
Abschnitts bereits erw	ahnt worden ist� Nach Krener ������ wird deniert�

De�nition ����

Das System nach Gl� ����� besitzt die Zug	anglichkeitseigenschaft� wenn R�x�� ein nichtleeres
Inneres f	ur jedes beliebige x� � M besitzt� �

De�nition ����

Das System nach Gl� ����� besitzt die lokale Zug	anglichkeitseigenschaft� wenn R�x��M�� ein
nichtleeres Inneres f	ur jedes beliebige x� � M und einer beliebigen o
enen Umgebung M�

besitzt� �

De�nition ����

Das System nach Gl� ����� besitzt die umkehrbare Zug	anglichkeitseigenschaft� wenn das System
Gl������ die Zug	anglichkeitseigenschaft besitzt� �

De�nition ����

Das System nach Gl� ����� besitzt die lokale umkehrbare Zug	anglichkeitseigenschaft� wenn das
System Gl������ die lokale Zug	anglichkeitseigenschaft besitzt� �

Daraus ergibt sich dann der folgende Satz� der die Verkn	upfungen dieser Denitionen unterein�
ander hervorhebt�

Satz ��� �Krener �����

�� Besitzt das System nach Gl� ����� die Zug	anglichkeitseigenschaft� so ist es umkehrbar
steuerbar�

�� Dieses System besitzt die umkehrbare Zug	anglichkeitseigenschaft dann und nur dann�
wenn es umkehrbar steuerbar ist�

�� Dieses System besitzt die lokale umkehrbare Zug	anglichkeitseigenschaft dann und nur
dann� wenn es lokal$ umkehrbar steuerbar ist�

�� Das System besitzt die lokale Zug	anglichkeitseigenschaft dann und nur dann� wenn es
umkehrbar steuerbar ist�

�

Somit ergeben sich auch f	ur die damit eingef	uhrten Begri
e zur Beschreibung einer Steuerbar�
keits��Zug	anglichkeitseigenschaft folgende Zusammenh	ange �Krener ������
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lokale Steuerbarkeit �� Steuerbarkeit
� �

lokale Zug	anglichkeitseigenschaft �� Zug	anglichkeitseigenschaft
� �

lokale umkehrbare Steuerbarkeit �� umkehrbare Steuerbarkeit
m m

lokale umkehrbare
Zug	anglichkeitseigenschaft

�� umkehrbare
Zug	anglichkeitseigenschaft

Um den Unterschied zwischen den Begri
en der schwachen Steuer��Erreichbarkeit und der
Zug	anglichkeit eines Systems zu erl	autern� seien nun zwei aus mathematischer Sicht interessante
Beispiele eines schwach steuerbaren und eines lokal zug	anglichen Systems vorgestellt� In Bild
��� ist ein System dargestellt� in dem die Umgebung M�� nach x� steuerbar� die Umgebung
M�� nach x� steuerbar� die Umgebung M�� von x� aus erreichbar und die Umgebung M��

von x� aus erreichbar ist� Somit ist das Gesamtsystem �Umgebung M� schwach erreichbar�
Trotzdem kann der Zustand dieses Systems nicht mehr ge	andert werden� wenn er sich einmal
in den Punkt x� oder x� bewegt hat� Eine derartige Konstellation mag zwar in der Praxis nicht
allzu h	aug vorkommen� trotzdem wird die Schwierigkeit deutlich� die mit dem Begri
 der
schwachen Erreichbarkeit eines Systems verbunden ist� In einem schwach steuerbaren System
sind nicht notwendigerweise alle Zust	ande von einem beliebigen Punkt aus erreichbar� oder alle
Punkte in einen beliebigen Punkt steuerbar� Es existieren vielmehr ausgezeichnete Punkte von
denen aus entweder andere Punkte erreicht werden k	onnen �

�
Quelle��� oder aber in die andere

Punkte steuerbar sind �
�
Senke���

Bild ���� Schwach erreichbares System� Bild ����� Lokal zug	angliches Systems nach
Denition ���� und �����

Eine andere ungl	uckliche Konstellation f	ur die Zug	anglichkeit bzw� auch f	ur die lokale Zug	ang�
lichkeit wird durch Bild ���� verdeutlicht� Es ist zwar m	oglich jeden beliebigen Punkt des
Zustandsraums zu verlassen� trotzdem kann es vorkommen� da� man sich dabei auf Bahnen in�
nerhalb in sich geschlossener Bereiche bewegt� So ist es dann nicht m	oglich� obwohl das System
lokal zug	anglich ist� die geschlossenen Umgebungen zu verlassen� auf denen sich der Anfangs�
zustand der Trajektorie bendet �es existiert also keine Verbindung von Bereich � zu Bereich �
u�s�w��� Die Folge ist� da� in einem lokal zug	anglichen System nicht notwendigerweise auch alle
Zust	ande erreicht werden k	onnen bzw� der Systemzustand immer in jede beliebige Richtung
ver	andert werden kann�
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Nijmeijer und van der Schaft ������ f	uhren zus	atzlich noch den Begri
 der strengen Zug	anglich�
keit ein� Damit soll ber	ucksichtigt werden� da� f	ur das Erreichen der gew	unschten Endzust	ande
auch eine m	oglichst kleine Zeit erforderlich ist�

De�nition ���� �Nijmeijer und van der Schaft �����
Das System nach Gl� ����� hei�t lokal streng zug	anglich von x�� wenn
R�x��M�� ein nichtleeres Inneres f	ur jede beliebige Umgebung M� um x� und T hinreichend
klein besitzt� �

��� Einf�uhrung in die di�erentialgeometrische Steuerbarkeitsanaly�
se

Um die Schwierigkeiten zu verdeutlichen� die auftreten� wenn versucht wird� das Rangkriterium
von Kalman auf nichtlineare System zu erweitern� erfolgen in diesem Abschitt einige 	Uberle�
gungen zu der von einem Punkt aus erreichbaren Menge� Dabei wird die enge Verkn	upfung der
Di
erentialgeometrie mit der Lie�Algebra im Rahmen einer Steuerbarkeitsanalyse dynamischer
Systeme deutlich�

Zur Vereinfachung werde zun	achst eine einzelne Di
erentialgleichung im Rn betrachtet�

"x � f �x�t�� $x��� � x� � Rn � �����

wobei f gen	ugend glatt sei� um genau eine L	osung zu denieren� Im Rahmen der Theorie
der Di
erentialgleichungen wird 	ublicherweise der Wert der L	osung zur Zeit t mit ��t�x��
bezeichnet �in der Di
erentialgeometrie wird daf	ur auch h	aug die Schreibweise �exp tf �x�

beutzt� unabh	angig davon� ob f linear ist oder nicht�� Entsprechend dem Cauchy�Lipschitz�
Theorem kann man nun sagen� da� eine eindimensionale Teilmenge M des Rn mit M � fx �
x � ��t� x�� $ jtj 	 �g existiert in der Art� da� f �x�t�� zu jedem Punkt tangential zu M ist�
	Ahnlich zu dieser Betrachtung kann nun auch allgemeiner die folgende Frage formuliert werden�
Betrachtet werde ein System

"x �
mX
i��

uifi�x�t�� �x��� � x� � Rn � �����

Analog zu oben lautet die Fragestellung wie folgt� Wann l	a�t sich eine p�dimensionale Teilmenge
M von Rn in der Art nden� da� die fi�x� den Tangentialraum von M an jedem beliebigen
Punkt aufspannen%

Das Interesse an der Beantwortung dieser Frage ist o
ensichtlich� die ui stellen in dieser Di
e�
rentialgleichung die frei w	ahlbaren Eingangsgr	o�en dar� Wenn also ein solches M existiert� so
wird x o
ensichtlich auch in der Lage sein� an jeden beliebigen Punkt in M zu gelangen und
dabei M nicht zu verlassen �Brocket ������ Mit diesen Fragestellungen sind dann die Begri
e
der Steuerbarkeit und Erreichbarkeit des Systems eng verkn	upft�

Zun	achst einmal h	angt die Existenz von einem derartigen M von der folgenden Beobachtung
ab� Wenn man sich entlang der Integralkurve von "x � f��x� t Zeiteinheiten lang� danach
f	ur t Zeiteinheiten entlang "x � f��x�� dann f	ur weitere t Zeiteinheiten entlang "x � �f��x�
und schlie�lich noch einmal f	ur t Zeiteinheiten entlang "x � �f��x� bewegt� so kann man mit
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Hilfe der Taylor�Reihenentwicklung den erreichten Punkt ��f��t���f��t��f��t��f��t�x�����
bestimmen� Dabei wird dann wiederholt die Entwicklung bis zur zweiten Ordnung benutzt�

x � x� # tfi�x�� #
t�

�

�fi
�x

fi�x�� # O�t�� �����

f	uhrt dann zu

��f��t���f��t��f��t��f��t�x����� � x� #
t�

�
�f��f� x� # O�t�� � ������

Dabei ist dann

�f��f� �
�f�
�x

f� � �f�
�x

f� � ������

die sogenannte Lie�Klammer in der Di
erentialgeometrie bzw� der Lie�Kommutator�

Wenn also �f��f� keine Linearkombination der Vektorfelder ff��f�� � � � �fmg darstellt� so repr	a�
sentiert dieser Lie�Kommutator eine

�
neue� Richtung� in die sich die L	osung bewegen kann� und

das urspr	ungliche Problem� das des Findens einer Mannigfaltigkeit in der Art� da� f��f�� � � � �fm
den Tangentialraum aufspannen� ist nicht mehr l	osbar�
Mit diesem Problem ist der Begri
 involutiv eng verkn	upft� Man nennt eine Menge von Vek�
torfeldern ff��f�� � � � �fmg involutiv� wenn ein �ijk in der Art existiert� da� gilt�

�fi�fj  �
mX
k��

�ijk�x�fk�x� � ������

Die Eigenschaft der Involutivit	at ist also eine notwendige Bedingung� um die Vektorfelder
�f��f�� � � � �fm� zu

�
integrieren�� um eine

�
L	osungsmannigfaltigkeit� zu erhalten� Als Frobe�

nius dann sein Theorem der vollst	andigen Integrabilit	at vorstellte� zeigte es sich� da� diese
Eigenschaft unter gewissen Regularit	atsanforderungen auch hinreichend ist�

Die Bedeutung der Lie�Klammer �Lie�Kommutator� folgt aus einem Theorem von Chow� Daf	ur
sei ein System

"x�t� �
mX
i��

uifi�x�t� $x��� � x� ������

gegeben� Mit Sicherheit k	onnen dann die Punkte der folgenden Form erreicht werden�

x � �f�� �t���
f�� �t���

f�� �t�� � � � ��
f�m �tm�x�� � � ���� � ������

indem einfach je alle Eing	ange bis auf einen zu Null gesetzt werden� Im speziellen Fall mit zwei
gegeben Vektorfeldern f� und f� k	onnen also

x � ��f��t���
�f��t���

f��t���
f��t��x����� � x� #

t�

�
�f��f� x� # O�t�� ������

erreicht werden� Das hei�t also� da� der Zustand in Richtung �f��f� bewegt werden kann�
obwohl diese Richtung nicht im linearen Feld der ffig enthalten sein mu�� Aus dieser Tatsache
ergibt sich die nun folgende Dention�
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De�nition ���	 �Brocket �����
Wenn ffig eine Sammlung von C� oder analytischen Vektorfeldern auf einer Mannigfaltigkeit
M ist� so sagt man� da� ffig eine Lie�Algebra von Vektorfeldern darstellt� unter der Vorraus�
setzung� da�

�� ffig einen reellen Vektorraum hinsichtlich der gew	ohnlichen Addition und Skalarmulti�
plikation darstellt und

�� wenn fj und fk zu ffig geh	oren� auch die Lie�Klammer zu ffig geh	ort�

Die Lie�Algebra hei�t dann endlich dimensional� wenn der reelle Vektorraum ffig endlich
dimensional ist� �

Der Flu� �f �t�x�� ist also in der Menge der von x� aus erreichbaren Punkte enthalten� wenn
er als kommutierende �engl�� bracketet� Kombination der fi dargestellt werden kann� Bezeichne
nun ffigLA die Lie�Algebra der Vektorfelder� die durch ffig erzeugt wird$ d�h� es k	onnen alle
Linearkombinationen der ffig� alle Lie�Klammern und wieder alle Linearkombinationen� alle
Lie�Klammern� u�s�w� benutzt werden� um an die kleinste Lie�Algebra der Vektorfelder zu
gelangen� die ffig enth	alt und bezeichne diese mit ffigLA� Dieser Begri
 soll nun f	ur den Fall
erweitert werden� wenn die Vektorfelder in ffigLA komplett �complete� sind$ d�h� �f �t�x� ist
f	ur alle �� 	 t 	� deniert� F	ur diesen Fall existiert eine Gruppe von Abbildungen auf sich
selbst� die eng mit der Lie�Algebra ffigLA verkn	upft ist�

De�nition ���
 �Brocket �����
Die Menge aller eineindeutigen C� und C� Abbildungen einer C��Mannigfaltigkeit auf sich
selbst werden als Gruppe der Di
eomorphismen auf M und mit di
�M� bezeichnet� wenn sie
die Eigenschaft besitzen� da� die inverse Abbildung ebenfalls C� �glatt� ist� Diese Menge recht�
fertigt den Begri
 der Gruppe� da sie abgeschlossen unter der Inversenbildung und Komposition
ist� �

Ist nun ein Vektorfeld f gegeben� so wird f	ur jedes t durch �f �t� eine Abbildung von M auf
sich selbst deniert� eben die durch den Flu� auf M erzeugte Abbildung� die durch die Di
e�
rentialgleichung "x � f �x� deniert wird� Es wird nun die kleinste Untergruppe von di
�M��
die �f �t� f	ur alle f in ffig enth	alt� mit f�figG bezeichnet� Es ist o
ensichtlich� da� ein Punkt
x � M der Form x � f�figG�x�� von x� aus erreicht werden kann �durch L	osungskurven
der Gl� ����� und st	uckweise konstanten Eing	angen�� Worin liegt nun der Unterschied zwischen
einer Menge f�figG�x�� und der Menge f�figLA�x��% Die erste Menge stellt in jedem Fall eine
von x� aus erreichbare Menge dar� w	ahrend die zweite etwas gr	o�eres zu sein scheint� Nach
dem Theorem von Chow sind diese Mengen jedoch unter gewissen schwachen Annahmen gleich
�Brocket ������

Satz ��	 �Version des Theorems von Chow�
Sei ff��x��f��x�� � � � �fm�x�g eine Sammlung von Vektorfeldern� so da� die Sammlung
ff��x��f��x�� � � � �fm�x�gLA

�� analytisch auf einer analytischen Mannigfaltigkeit M ist� Ist dann ein beliebiger Punkt
x� � M gegeben� so existiert eine maximale Teilmannigfaltigkeit N M� die x� enth	alt
in der Art� da� gilt� f�figG�x�� � f�figLA�x�� � N �
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�� C� auf einerC� MannigfaltigkeitM ist� mit span�ffi�x�gLA� konstant 	uber M� Ist dann
ein beliebiger Punkt x� � M gegeben� so existiert eine maximale Teilmannigfaltigkeit
N M� die x� enth	alt in der Art� da� gilt� f�figG�x�� � f�figLA�x�� � N �

�

Mit diesen Aussagen lassen sich dann Kriterien f	ur ein System Gl� ����� bilden� In der Technik
sind jedoch h	auger Systeme relevant� die einen sogenannten Driftterm enthalten�

"x�t� � f �x�t�� # u�t�g�x�t�� � x��� � x� � ������

F	ur die Untersuchung eines solchen Systems liegt eine Schwierigkeit darin� da� daf	ur im Theo�
rem von Chow nicht zwischen positiven und negativen Zeiten unterschieden wird� Das bedeutet�
da� eine Teilmannigfaltigkeit� deren Existenz durch Satz ��� gesichert ist� Punkte enthalten
kann� die nur dadurch erreicht werden k	onnen� indem man r	uckw	arts entlang einem Vektorfeld
f �x� l	auft� Das bedeutet f	ur eine technische Anwendung� da� die Menge der von x� aus er�
reichbaren Punkte immer in der durch Chows Theorem �Satz ���� denierten Mannigfaltigkeit
enthalten sind� im allgemeinen aber nur eine echte Teilmenge dieser Mannigfaltigkeit darstellen�

Satz ��
 �Brocket �����
Seien f und g Vektorfelder auf einer Mannigfaltigkeit M und ff �gg erf	ullen jeweils die Bedin�
gungen des Chow�Theorems� Dann beinhaltet die Menge der erreichbaren Punkte des Systems
nach Gl� ������ eine o
ene Menge Teilmenge der Mannigfaltigkeit N � ff�f �ggLAgG�x��� �

Unter gewissen Umst	anden ist es m	oglich den Ein�u� des Driftterms auf die Menge der von x�

aus erreichbaren Punkte R�t�
�
herauszumultiplizieren�� Daf	ur wird L�� eine Lie�Algebra von

Vektorfeldern� die durch f und g bestimmt wird ben	otigt� Diese mu� jedoch nicht notwendi�
gerweise mit ff �ggLA 	ubereinstimmen� Ein besonders einfacher und anschaulicher Fall wird
durch den folgenden Satz �Brocket �����wiedergegeben�

Satz ���

Sei L � ff �ggLA und L� die kleinste Unteralgebra von L� die g enth	alt und abgeschlossen unter
Lie�Kommutieren mit f �Lie bracketing with f � ist� Weiterhin soll f	ur ein h aus L� gelten�
�h�g � �hg mit konstantem �� Dann gilt auch�

R�t� � f�L�gG�f �t�x�� � ������

�

Beispiel ��� Betrachtet werde das lineare� zeitinvariante System�

"x�t� � Ax�t� #Bu�t� $ x� � Rn � �B ������

Daraus ergeben sich�

L �fB�AB� � � � �An��B�Axg
L��fB�AB� � � � �An��Bg �B ������

und

�L��B � f�g � �B ������
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Somit ist die zur Zeit t von x� aus erreichbare Menge

R�t� � �fB�AB�����An��Bg�eAtx�� � �B ������

Da �B�AB� � � � �An��B� konstante Vektorfelder darstellen� ist diese Darstellung
	aquivalent�

R�t� �
n
x � eAtx� # � �� � span �B�AB� � � � �An��B�

o
� �B ������

��� Kriterien f�ur nichtlineare Systeme

Nach der knappen Einleitung in die Problematik der Kriterienentwicklung f	ur eine Steuer�
barkeitsanalyse dynamischer Systeme �Abschnitt ���� werden in diesem Abschnitt Steuerbar�
keits��Erreichbarkeitskriterien f	ur die Systemklasse der analytischen in der Steuerung linearen
Systeme �ALS zusammengestellt� Diese k	onnen als Spezialfall der analytischen Systeme �AS

verstanden werden und besitzen die nachfolgende Form �Schwarz ������

X
ALS

"x�t� � a�x�t�� #
mP
i��
bi�x�t��ui�t� $ x� � x���

y�t� � c�x� �

��
� ������

Es ergibt sich nach Schwarz ������ das folgende Kriterium zur Bestimmung der lokalen schwa�
chen Erreichbarkeit�

Kriterium ���

F	ur das System �ALS ������ und eine Umgebung M� um den betrachteten Anfangszustand
x� sei die Distribution� ��x� � span fb��x�� � � � � bm�x�g 	uber M� deniert und es sei�
en a�x�� b��x�� � � � � bm�x� die Vektorfelder� unter denen ��x� invariant sein soll� Ferner sei
P �x� die minimale Distribution� die ��x� enth	alt und invariant unter den Vektorfeldern
a�x�� b��x�� � � � � bm�x� ist�

P �x� � ha�x�� b��x�� � � � � bm�x�j span fb��x�� � � � � bm�x�g i � ������

dann gilt�

i� Das System ������ ist in M� vollst	andig schwach erreichbar� wenn

dim P �x� � n � ������

ii� dim P �x� � r � n gibt die Dimension der lokal schwach erreichbaren Teilmannigfaltigkeit
von M� an�

�

Daraus l	a�t sich das folgende Rangkriterium bilden� welches ein nichtlineares Analagon zum
linearen Rangkriterium nach Kalman darstellt �Schwarz ������

�siehe Anhang B
��
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Kriterium ���

Es sei

P �x� �
h
P��x�

���P��x�
��� � � �

i
P��x� �

h
b��x�

��� � � �
���bm�x�

i
Pk�x� �

h
a�x��Pk���x�

i
$ k � �� �� � � �

���������
��������

� ������

dann gibt

rang P �x� � r � n ������

die Dimension der lokal schwach erreichbaren Mannigfaltigkeit in M� an� �

Der so beschriebene Bildungsalgorithmus kann nach Isidori ������ abgebrochen werden� wenn
ein k� exisitiert f	ur das gilt� Pk��x� � Pk�	��x�� Das ist z�B� der Fall� wenn alle Lie�Kommuta�
toren bei der Stufe k� # � Null ergeben� Der Algorithmus kann aber auch abgebrochen werden�
sobald der volle Rang �n� erreicht ist� das System also in M� vollst	andig schwach erreichbar
ist�

Die Dimension d der Distribution P bzw� der Rang r der diese Distribution erzeugenden Matrix
P �x� entspricht der Bezeichnung nS aus dem linearen Bereich im Abschnitt ���� Um aus einem
gegebenen System die Systemteile ablesen zu k	onnen� die f	ur den Rangabfall� also den nicht
schwach steuerbaren Systemteil verantwortlich sind� kann eine �nichtlineare� Koordinatentrans�
formation benutzt werden� um mit deren Hilfe das System in die eben erw	ahnten Teilsysteme
aufzuteilen� Eine derartige Vorgehensweise wird im Abschnitt ��� erl	autert�

Analog zu diesem Rang�Kriterium der �ALS f	ur die schwache Erreichbarkeit existieren auch
noch f	ur andere nichtlineare Systeme und Erreichbarkeitsdenitionen unterschiedliche Entschei�
dungskriterien� Als n	achstes soll nun noch der Begri
 der Zug	anglichkeit mit einem Entschei�
dungskriterium versehen werden�

Nach Nijmeijer und van der Schaft ������ sei nun�

De�nition ����

Betrachtet werde ein System �ALS der Form ������ Die Zug�anglichkeitsalgebra C ist die kleinste
Unteralgebra von V ��M� �die Lie�Algebra von Vektorfeldern auf M�� die
f �g�� � � � �gm enth	alt� �

De�nition ����

Die Zug�anglichkeitsdistribution C ist die durch die Zug	anglichkeitsalgebra C generierte Distri�
bution�

C�x� � span fX�x� jX Vektorfeld in Cg � x � M� ������

�

Au�erdem gilt nach Nijmeijer und van der Schaft �������
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Satz ���

Gilt f	ur ein System �ALS nach Gl������

dim C�x�� � n � ������

so besitzt f	ur jede beliebige Umgebung M� von x� und T � � die Menge der erreichbaren
Punkte R�x�� T�M�� ein nichtleeres Inneres� �

Daraus ergibt sich �Nijmeijer und van der Schaft ������

Kriterium ���

Gilt dimC�x� � n f	ur alle x � M� so ist das System lokal zug	anglich� �

Dieses Kriterium ��� wird in der Literatur auch h	aug Zug�anglichkeits�Rangbedingung genannt�

Weiterhin wird unterschieden �Nijmeijer und van der Schaft ������

De�nition ����

Sei C die Zug	anglichkeitsalgebra von Gl������� Es sei nun C� die kleinste Unteralgebra� die
g�� � � � �gm enth	alt und f	ur die gilt� �f �X � C� �X � C�
Desweiteren wird die dazu korrespondierende involutive Distribution deniert�

C��x� � span fX�x� jX ist Vektorfeld in C�g � ������

Dann hei�t C� strenge Zug�anglichkeitsalgebra und C� strenge Zug�anglichkeitsdistribution� �

Zur Verdeutlichung seien diese Begri
e f	ur lineare Systeme erl	autert�

Satz ��� �Nijmeijer und van der Schaft �����
F	ur lineare Systeme der Form Gl� ����� gilt�

C� � spanfbi�Abi� � � � �An��bi� i � �� � � � �mg
C��x� � bild �B

���AB
��� � � �

���An��B�
������

�

Kriterium ���

Betrachtet werde das System Gl� ������ Gilt

dim C��x�� � n � ������

dann ist das System lokal streng zug	anglich von x�� �

Dieses Kriterium nennen Nijmeijer und van der Schaft ������ auch strenge Zug	anglichkeits�
Rangbedingung�
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Bilineare Eingr�o�ensysteme

F	ur bilineare Eingr	o�ensysteme l	a�t sich die n�Erreichbarkeit durch eine einfache Erweiterung
des Kalman�Kriteriums bestimmen� Dabei werden bilineare Systeme der Form �Schwarz ������

�BLS
"x�t� � Ax�t� #Nx�t�u�t� # bu�t�
y�t� � cTx�t� � x��� � �

������

betrachtet� Das Kriterium zur 	Uberpr	ufung der n�Erreichbarkeit bilinearer Eingr	o�ensysteme
lautet nun entsprechend Rough ������ bzw� Schwarz �������

Kriterium ��	

Ein n�dimensionales bilineares System fA�N � b�Rng ist genau dann n�erreichbar� wenn gilt�

rang P �A�N � b� � n � ������

wobei die �n� ��n � ����dimensionale Erreichbarkeitsmatrix P �A�N � b� aus folgender Rekur�
sionsformel berechnet wird�

P� � b �
Pi � �APi���NPi��� � i � �� �� � � � � n � und

P �A�N � b� � �P��P�� � � � �Pn� �
������

�

��� Algebraische Kriterien durch Linearisierung

Algebraische Steuerbarkeitskriterien f	ur lineare Systeme haben sich in der Regelungstechnik
als 	au�erst n	utzlich erwiesen� Mit ihrer Hilfe k	onnen per Rechnerprogramm aus dem linearen
Modell Steuerbarkeitsuntersuchungen vorgenommen werden� Wie bereits im Abschnitt � gezeigt
wurde� ist ein lineares zeitinvariantes System der Form Gl� ������ genau dann und nur dann
steuerbar� wenn gilt �Storey ������

rang
�
B�AB�A�B� � � � �An��B

�
� n � ������

F	ur ein zeitvariantes System der Form Gl� ����� ergibt sich das Kriterium� da� dieses System
steuerbar ist� wenn die Steuerbarkeitsmatrix W �t�� t� nach Gl� ����� den maximalen Rang f	ur
ein vorgegebenes t� und ein beliebiges t beh	alt� Um nun ein nichtlineares System algebraisch
auf seine lokale Steuerbarkeit hin zu untersuchen� mu� das System

"x � f �x�u� ������

um einen beliebigen Arbeitspunkt linearisiert werden� Soll z�B� die Steuerbarkeit am Ursprung
mit f ����� � � und begrenzten Stellgr	o�en jju�t�jj � � f	ur positive � untersucht werden� so
werden zun	achst die Matrizen A und B gebildet�

A �

�
�fi
�xj

�����

	

B �

�
�fi
�uj

�����

	
�

������
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Wenn das Rang�Kriterium nach Gl� ������ erf	ullt ist� dann existiert ein �nach �� steuerbarer
Bereich um den Ursprung� der eine Umgebung um den Ursprung enth	alt� Die tats	achliche
Gr	o�e dieses Bereichs bleibt jedoch unbekannt �Storey ������ Zusammengefa�t hei�t das� Aus
der Steuerbarkeit der Linearisierung des nichtlinearen Systems folgt� da� eine o
ene Umgebung
um den Ursprung existiert� in der jeder Punkt steuerbar zum Ursprung des urspr	unglichen�
nichtlinearen Systems ist �Storey ������

��	 Systemdekomposition und Erreichbarkeit

Lokale Systemaufteilung

Isidori ������ zeigt� da� durch eine geschickte Koordinatentransformation ein nichtlineares Sy�
stem in zwei Teile aufgespalten werden kann �auch Dekomposition genannt�� Das erste Teilsy�
stem kann dann ein erreichbares sein� w	ahrend das zweite ein nicht erreichbares ist� Dabei geht
Isidori 	ublicherweise nach folgendem Algorithmus vor�

�� Bilden einer involutiven� minimalen Distribution �� mit Hilfe des Algorithmus nach
Gl�������� Dabei werden Kommutatoren von Vektorfeldern ausgerechnet� was partielles
Di
erenzieren erfordert�

�� Finden einer Koordinatentransformation� Das erfordert das L	osen �Integration� partieller
Di
erentialgleichungen�

�� Ausf	uhren der Koordinatentransformation� Daf	ur mu� wieder di
erenziert werden�

F	ur ein System

"x � f �x� #
mP
i��
gi�x�ui

yi � hi�x�
������

k	onnen nun die folgenden Aufteilungen gefunden werden�

�� Sei � eine nichtsingul	are Distribution der Dimension d und invariant unter den Vektor�
feldern f �g�� � � � �gm� Desweiteren sei span fg�� � � � �gmg in der Distribution � enthalten�
Dann ist es f	ur jeden Punkt x� m	oglich eine Umgebung M� von x� und eine lokale Ko�
ordinatentransformation z � ��x� derart zu nden� da� das System nach Gl� ������ in
den neuen Koordinaten durch ein Gleichungssystem der folgenden Form wiedergegeben
werden kann�

"�� � f����� ��� #
mP
i��
g�i���� ���ui prinzipiell steuerbarer�er�

reichbarer Systemanteil
"�� � f����� prinzipiell nicht steuerba�

rer�erreichbarer Systeman�
teil

�
������

mit �� � �z�� � � � � zd� und �� � �zd	�� � � � � zn��
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Bei dieser Darstellung ist sehr gut zu erkennen� da� der gesamte Zustandsraum durch die Ko�
ordinaten �� und �� beschrieben wird� der steuerbare Systemanteil jedoch lediglich durch die
Koordinaten �� erfa�t wird� Somit sind die steuerbaren Zust	ande in den Koordinaten von ��
nicht mehr zu unterscheiden� Die durch diesen Sachverhalt beschriebenen Punkte im Zustands�
raum bilden sogenannte Scheiben�

Sx �
n
x

� � M� � ���x
�

� � ���x�
o

� ������

Anders ausgedr	uckt hei�t das� da� diejenigen �verschiedenen� Punkte aus der UmgebungM� zu
einer Scheibe geh	oren� die dieselbe Koordinatendarstellung in ���Koordinaten besitzen� Somit
wird der Zustandsraum also in verschiedene Scheiben partitioniert�

Sehr anschaulich wird dadurch die Darstellung der Menge der erreichbaren Punkte R�x�� �mit
der Dimension r� eines Systems �von einem Startwert x� aus�� Diese Punkte sind nun ebenfalls
nicht in ���Koordinaten zu unterscheiden� Somit liegen diese Punkte auf einer Scheibe Sx� der
Umgebung M� und R�x�� stellt eine Teilmenge der Scheibe Sx� dar� Bild ���� stellt diesen
Vorgang dar�

Bild ����� Menge der erreichbaren Punkte
in M� in den Koordinaten ��
und ���

Bild ����� Partition der Umgebung M� in
Scheiben S�

�� Sei � eine nichtsingul	are Distribution der Dimension d und invariant unter den Vek�
torfeldern f �g�� � � � �gm� Desweiteren sei die Kodistribution span fdh�� � � � � dhpg in der
Kodistribution �� �� Annulator zu �� Anhang B���� enthalten� Dann ist es f	ur jeden
Punkt x� m	oglich eine Umgebung M� von x� und eine lokale Koordinatentransformation
z � ��x� derart zu nden� da� das System Gl� ������ in den neuen Koordinaten durch
ein Gleichungssystem der folgenden Form wiedergegeben werden kann�

"�� � f����� ��� #
mP
i��
g�i���� ���ui prinzipiell nicht beobacht�

barer Systemanteil
"�� � f����� #

mP
i��
g�i����ui prinzipiell beobachtbarer

Systemanteil
yi � hi���� �

������

mit �� � �z�� � � � � zd� und �� � �zd	�� � � � � zn��
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Es gilt also allgemein� Existiert eine nichtsingul	are Distribution � der Dimension d mit den
folgenden Eigenschaften�

i� � ist involutiv�

ii� � enth	alt die Distribution span fg�� � � � �gmg und

iii� � ist invariant unter den Vektorfeldern f �g�� � � � �gm�

dann ist es� f	ur jeden beliebigen Punkt x�� m	oglich� eine auf einer Umgebung M� um x�

denierte Koordinatentransformation und eine Partition von M� in Scheiben der Dimension d
zu nden� so da� die zu einer Zeit T erreichbaren Punkte �ausgehend von einem Initialzustand
x� und auf Trajektorien verlaufend� die in M� f	ur alle t � ��� T  verbleiben� innerhalb einer
solchen Scheibe von M� liegen�

Im Rahmen dieser Arbeit ist jedoch nur die erste dieser beiden Systemaufteilungen von Inter�
esse� F	ur eine technische Anwendung ist es jedoch nicht nur interessant zu wissen� da� man
ein System in ein lokal erreichbares und in ein nicht erreichbares Teilsystem aufspalten kann�
sondern man m	ochte auch gerne erfahren� welche Gr	o�e die Menge der zur Zeit T erreichba�
ren Punkte einer Scheibe besitzt� Dies geschieht� indem zun	achst ein erreichbarer Unterraum
bzw� Teilmannigfaltigkeit erzeugt wird� der invariant unter Vektorfeldern f �g�� � � � �gm und
involutiv ist� Die so berechnete Distribution � stellt das nichtlineare Analogon zur Steuerbar�
keitsmatrix QS aus der linearen Kontrolltheorie dar�
Gegeben sei eine kleinste� unter den Vektorfeldern � �� � � � � � q invariante Distribution
h� �� � � � � � q j�i� Um zu gew	ahrleisten� da� diese minimale Distribution ebenfalls nichtsingul	ar�
wie die Distribution � selber ist� gibt Isidori ������ einen Algorithmus zur Berechnung einer
nichtabfallenden Sequenz von Distributionen an� Der Algorithmus lautet�

�� � �

�k � �k�� #
qP

i��
�� i��k�� �

������

Die so erzeugten Distributionen �k gen	ugen also f	ur alle ganzzahligen� nichtnegativen k�

�k  h� �� � � � � � q j�i � ������

Existiert dann ein k�� f	ur das gilt �k� � �k�	�� so gilt auch�

�k� � h� �� � � � � � q j�i ������

und der Bildungsalgorithmus kann abgebrochen werden� Dieser Fall tritt z�B� ein� wenn alle
neu gebildeten Lie�Kommutatoren verschwinden �Null werden��

Satz ���� �Isidori �����
Die Distribution � werde von einigen der Vektorfelder � �� � � � � � q aufgespannt und
h� �� � � � � � q j�i sei nichtsingul	ar� Dann gilt auch � h� �� � � � � � q j�i ist involutiv� �



� Di�erentialgeometrische Methoden ��

Aufbauend auf diesen Begri
en sollen nun zwei Distributionen besonderer Art eine eigene Be�
zeichnung erhalten�

P � hf �g�� � � � �gm j span fg�� � � � �gmgi ������

und

R � hf �g�� � � � �gm j span ff �g�� � � � �gmgi � ������

mit dim P � p und dim R � r�

Satz ���� �Isidori �����
Sind P und P#spanffg nichtsingul	ar� dann gilt�

dim R � dim P � � � ������

�

Mit diesen Begri
en l	a�t sich nun zusammenfassend der folgende Satz formulieren�

Satz ���� �Isidori �����
Seien die Distributionen P �also die kleinste unter f �g�� � � � �gm invariante Distribution� die
g�� � � � �gm enth	alt� mit der Dimension p und P # span ffg nichtsingul	ar� Dann existiert f	ur
jedes x � M eine UmgebungM� von x� und eine auf M� denierte Koordinatentransformation
z � ��x� mit den folgenden Eigenschaften�

�� Die Menge R�x�� T � der zur Zeit t � T erreichbaren Zust	ande von einem Startpunkt
x� zur Zeit t � � aus� die auf vollst	andig in M enthaltenen Trajektorien liegen� sind
unter der Bedingung von st	uckweise konstanten Eingangsfunktionen eine Teilmenge der
Scheibe�

Sx��T � fx � M� �

�p	��x� � �p	�

�
�
f
T �x��

�
� � � � � �n�x� � �n

�
�
f
T �x��

�o
�

������

wobei �f
T �x�� die zur Zeit t � T unter u�t� � � erreichten Zust	ande f	ur alle t � ��� T  

darstellt�

�� Die Menge R�x�� T � enth	alt eine o
enen Teilmenge von Sx��T �

�

Das bedeutet� da� die Punkte der Scheibe Sx��T der betrachteten Umgebung M� um x� durch
die p#��te bis n�te Koordinatenfunktion nicht unterscheidbar sind� Die Menge der erreichbaren
Punkte in M� mu� also Teilmenge dieser Scheibe sein�
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Globale Systemdekomposition durch Koordinatentransformation

Betrachtet werde ein System� das durch Gleichungen der Form

"p � f �p� #
mX
i��

giui ������

beschrieben werden kann� Dabei werde der Zustandsraum des durch Gl������� beschriebenen
Systems mit N bezeichnet� Wichtig f	ur die Steuerbarkeit eines Systems ist die sog� Eigenschaft
der maximalen Integralmannigfaltigkeit� Die f	ur diese Eigenschaft notwendige und hinreichende
Bedingung ist in dem sog� Sussmann�Theorem aufgef	uhrt �f	ur die Denition eines Di
erentials
sei auf Anhang B�� verwiesen��

De�nition ���� �Isidori �����
Eine Distribution � besitzt genau dann die Eigenschaft der maximalen Integralmannigfaltig�
keit� wenn f	ur jedes Vektorfeld � � � und f	ur jedes Paar �t�p� � R� N � so da� der Flu�
��t �p� von � deniert ist� das Di
erential ���t �� bei p den Teilraum ��p� in den Teilraum
����t �p�� abbildet� �

Die kleinste Teilalgebra von V �N �� die die Vektorfelder f �g�� � � � �gm enth	alt wird mit C be�
zeichnet und hei�t Kontroll�Lie�Algebra� Mit C wird die Distribution �C�

�C � f� � � � Cg � ������

verbunden� F	ur die Distribution �C gilt die Beziehung zu den in Abschnitt ��� eingef	uhrten
Distributionen P und R�

�C  P # span ffg  R � ������

De�nition ����

Das System nach Gl� ������ erf	ullt die Rangbedingung der Erreichbarkeit bei p�� wenn gilt�

dim �C�p�� � n � ������

�

Kriterium ��


Eine hinreichende Bedingung eines Kontrollsystems der Form Gl� ������ daf	ur� da� es schwach
steuerbar auf N ist� lautet

dim �C�p� � n � ������

f	ur alle p � N � Falls die Distribution �C die Eigenschaft der maximalen Integralmannigfaltig�
keit besitzt� ist diese Bedingung auch notwendig� �
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Beispiel einer Systemdekomposition

Beispiel ��� Anhand dieses Beispiels soll die Vorgehensweise einer lokalen System�
dekomposition entsprechend Isidori ������ vorgef	uhrt werden� Im Verlauf des Bei�
spiels wird dabei auf die Schwierigkeiten bei der Realisierung einer solchen Auf�
teilung eingegangen� Die Hauptschwierigkeiten liegen dabei nicht in den Beurtei�
lungskriterien� ob ein System lokal in ein prinzipiell steuerbares�erreichbares und
prinzipiell nicht steuerbares�erreichbares System aufteilbar ist� sondern darin� die
tats	achlich ben	otigte �nichtlineare� Koordinatentransformation zu nden� durch die
diese Aufteilung erfolgt�

Betrachtet werde hierzu das nichtlineare System�

"x �



x��x�

x� � x�x
�
�

�
� z �

f

#



x�
�x�

�
� z �

g

u � �B ������

Diesem System sieht man nicht direkt an� da� es in ein prinzipiell nicht erreich�
bares und ein prinzipiell erreichbares Teilsystem aufteilbar ist� Also soll zun	achst
nach Isidori ������ vorgegangen werden� um dies zu 	uberpr	ufen� Es wird also ent�
sprechend Punkt �� der Vorgehensweise aus Abschnitt ��� eine involutive� minimale
Distribution � nach Algorithmus ������ gebildet� Dabei ist�

�� � span g� �B ������

Als n	achstes m	ussen die Invarianten dieser Distribution unter Kommutieren mit f
und g berechnet werden� Da �g�g � �� wird also die Lie�Klammer �f �g gebildet�

�f �g �
�g

�z
f � �f

�z
g �



�
�

�
� �B ������

Der Algorithmus ���� besitzt in diesem Beispiel also folgende Form�

�� � g

�� � �� # �f ��� 
�� � ��

� �B ������

Somit ist k� � � und

P � hf �gj span fggi � �� � �B ������

Die Dimension der Distribution ist dim P � �� denn es gilt f	ur beliebige Punkte
x 
� ��

rang
�
g

����f �g 
�

� rang



x� �
�x� �

�
� � � �B ������

Entsprechend Punkt �� der Vorgehensweise in Abschnitt ��� soll nun eine �nicht�
lineare� Koordinatentransformation �vgl� Anhang B���� gefunden werden� die in
der Lage ist� das System in prinzipiell erreichbare�steuerbare und nicht erreichba�
re�steuerbare Teilsysteme aufzuspalten� F	ur diese gew	unschten Systemaufteilung
nach Gl� ������ und Bild ���� sollen die gesuchten Teilkoordinaten �� invariant
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gegen	uber g sein� Es mu� also f	ur die gesuchten Teilkoordinaten �� �in Operator�
schreibweise� gelten�

g�� � � � �B ������

oder in Vektorschreibweise�

g � r�� � � � �B ������

F	ur die Bestimmung der gesuchten Koordinatentransformation gilt also�

x�

�

�x�
# ��x�� �

�x�

�
� �� � � � �B ������

In diesem Beispiel besteht �� nur aus einer einzigen Koordinate� so da� f	ur �� � �
die oben aufgef	uhrte partielle Di
erentialgleichung �B ������ gel	ost werden mu��
Hier liegt in der Anwendung der Dekompositionss	atze von Isidori ������ auch die
eigentliche Schwierigkeit� L	osen von partiellen� im allgemeinen nichtlinearen Di
e�
rentialgleichungen� In diesem Fall kann eine L	osung geraten werden�

�� � � � x�x� � �B �������

Die restlichen Teilkoordinaten ��� � �� sind dann beliebig� In diesem Beispiel wird
gew	ahlt�

� � x� � �B �������

Es ergibt sich damit folgende nichtlineare Koordinatentransformation�Umkehrtrans�
formation�

� � ��x� �



x�
x�x�

�
� x � ������ �

�
���
�

�
�

�
��� � �B �������

F	ur die Anwendung dieser Koordinatentransformation �entsprechend Punkt �� der
Vorgehensweise aus Abschnitt ���� werden noch die Jakobi�Matrizen der Koordina�
tentransformationen ben	otigt�

���x�

�x
�
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Die Bestimmung der transformierten Systemmatrizen ergibt sich durch�

f �
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�x
f �x�

�
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Somit ergibt sich folgendes transformiertes System�
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Dabei beschreibt dann die ��Koordinate den prinzipiell nicht erreichbaren�steuerbaren
Systemanteil�
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� Anwendungsbeispiele

��� Steuerbarkeit eines Automobils in der Ebene

Ein anschauliches Beispiel f	ur eine Steuerbarkeitsanalyse ndet sich z�B� in �Sontag ������
Dabei handelt es sich um das in der Di
erentialgeometrie weit verbreitete Beispiel des Steu�
erns eines Automobils in einer Ebene� Anschaulich w	urde die Aufgabenstellung dieses Beispiels
in etwa so lauten� Kann man ein Automobil auf einem ebenen Parkplatz an einer beliebigen
Parkl	ucke mit beliebiger Orientierung einparken% Die Antwort auf eine derartige Fragestellung
gibt die Steuerbarkeits� bzw� die Erreichbarkeitsanalyse des Systems

�
Automobil� in der Ebene�

Eine derartige Fragestellung erscheint f	ur einen Autofahrer aufgrund seiner pers	onlichen Erfah�
rungen trivial� Aus systemtheoretischer Sicht ist dieses Problem durchaus nicht trivial� Denn�
ein lineares System

�
Automobil� ist nach Aussage von Nijmeijer und van der Schaft ������

nicht steuerbar� w	ahrend das nichtlineare System steuerbar ist� Anhand dieses Ergebnisses der
Systemuntersuchung zeigt sich deutlich� wie wichtig eine exaktere Systembeschreibung als ei�
ne rein lineare ist� Wird jedoch ein nichtlineares Modell f	ur das System Automobil aufgestellt
und dieses erst f	ur beliebige Arbeitspunkte linearisiert� so l	a�t sich zeigen� da� das linearisier�
te Ersatzmodell ebenfalls steuerbar ist� unter der Vorraussetzung� da� sich das Auto bewegt�
Weiterhin kann an diesem Beispiel gut gesehen werden� warum man in der Kontrollmathematik
im allgemeinen Fall mit f	ur den Ingenieur so abschreckenden Konstrukten wie mit Mannigi�
faltigkeiten rechnet� statt mit den bekannten Vektorr	aumen in euklidischen R	aumen� So ist es
f	ur den Autofahrer eine Selbstverst	andlichkeit� bei der Orientierung des Wagens in der Ebene
alle Winkel � � ��n als identisch anzusehen� nach einer vollen Umdrehung der Orientierung
ist wieder die Urspr	ungliche erreicht� In euklidischen Koordinaten ist dies aber nicht der Fall�
so da� eine in sich geschlossene Koordinatenachse f	ur die Orientierung des Autos eingef	uhrt
werden mu�� die nicht mehr den Bedingungen eines euklidischen Raums gen	ugt�

Beispiel ��� F	ur die betrachtete Aufgabenstellung geht man davon aus� da� ein
Automobil auf einer Ebene �R�� bewegt werden soll� Als Eingangsgr	o�en des Sy�
stems

�
Automobil� stehen zwei Gr	o�en zur Verf	ugung� Die erste� u�� stellt den Dreh�

winkel am Lenkrad dar und die zweite� u�� repr	asentiert die Antriebsgeschwindigkeit
durch den Motor �die Massentr	agheit wird in diesem Beispiel also vernachl	assigt��
Das auf der Ebene bewegte Auto wird dabei durch die folgenden Zustandsgr	o�en
beschrieben �Bild �����

x x�Koordinate des Mittelpunkts der Vorderachse in der Ebene�

y y�Koordinate des Mittelpunkts der Vorderachse in der Ebene�

� Orientierung der Vorderachse und

� Winkel zwischen der Orientierung des Automobils und der Vorderradstellung�

Dabei ist davon auszugehen� da� sich der Winkel � lediglich im Intervall ������� 
bewegen kann� so wie es die maximale Auslenkung des Lenkrades erlaubt�
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Bild ���� Steuerbarkeit eines Automobils�

Dieses idealisierte Modell ist wie folgt beschreibbar �Sontag ������

"z �

�
BBB�

�
�
�
�

�
CCCA

� z �
g�

u� #

�
BBB�

cos�� # ��
sin�� # ��

sin �
�

�
CCCA

� z �
g�

u� � �B ������

Dieses Modell besitzt die Eigenschaft� da� es symmetrisch ist �f �x��u� � �f �x�u���
Somit ist f	ur dieses System der Begri
 der Steuerbarkeit mit dem der Erreichbar�
keit identisch� Es l	a�t sich anhand dieses Modells zeigen� da� das System vollst	andig
steuerbar �bzw� erreichbar� ist� Hier soll jedoch zun	achst nur eine lokale Untersu�
chung der Zust	ande erfolgen�

Anhand der Zustandsraumdarstellung dieses Modells k	onnte man meinen� da� der
Zustand z � �x� y� ����T zu einen Zustandsraum der Form

R�R�R� ������� � R� �B ������

geh	ort� Tats	achlich ist es jedoch sehr viel nat	urlicher die Winkel � und � � �� als
identisch anzusehen� so da� sich f	ur den Zustandsraum die Form

M � R�R� S� � ������� �B ������

ergibt� Dadurch ist die ��Koordinatenachse in sich geschlossen� d�h� wenn man sich
in eine Richtung entlang der ��Koordinate fortbewegt� so wird der Ausgangspunkt
wieder erreicht� Das f	uhrt dann zu einem Kontrollsystem Automobil� das sich auf
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einer Mannigfaltigkeit bewegt� die sich von der des euklidischen Raums grundlegend
unterscheidet�

Im weiteren Verlauf des Beispiels wird nun angenommen� da� die Steuerung u Wer�
te im R� annimmt �Stellgr	o�enbeschr	ankungen werden somit vernachl	assigt�� Stell�
gr	o�en mit u� � � erzeugen dann eine reine Steuerbewegung des Lenkrads �lenken��
also ein Verdrehen der Vorderreifen� Demgegen	uber erzeugen Stellgr	o�en mit u� � �
eine reine Vor� oder R	uckw	artsbewegung mit festgehaltenem Lenkrad �bewegen��
Es werden nun die Vektorfelder wie folgt bezeichnet g� � ��� �� �� ��T � lenken und
g� � � cos�� # ��� sin�� # ��� sin �� ��T � bewegen� Jedem Autofahrer ist intuitiv
klar� da� mit dem Automobil jede beliebige Orientierung an jeder beliebigen Posi�
tion in der Ebene erreicht werden kann� das System also vollst	andig steuerbar ist�
Man kann jedoch auch die Rangbedingung der Erreichbarkeit 	uberpr	ufen� Daf	ur
werden zun	achst die Vektorfelder

schl�angeln � � bewegen � lenken  

und

fahren � � schl�angeln � bewegen  

berechnet� Werden die Vektorfelder in die Berechungsformel der Lie�Klammer ein�
gesetzt� so ergibt sich�

schl�angeln �wr � �g��g� �
�g�
�z

g� � �g�
�z

g�

�

�
����

� � � sin�� # �� � sin�� # ��
� � cos�� # �� cos��# ��
� � � cos �
� � � �

�
����
�
����

�
�
�
�

�
����

� �

�
����

cos�� # ��
sin�� # ��
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����
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cos��# ��

cos �
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�
����
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und

fahren �sl � �wr�g� �
�g�
�z

wr � �wr

�z
g�

�

�
����

� � � sin�� # �� � sin�� # ��
� � cos�� # �� cos��# ��
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� � � �

�
����
�
����
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Die Determinante der Matrix P �z� � �lenken
��� bewegen

��� schl�angeln
��� fahren ist

	uberall von Null verschieden und im besonderen nat	urlich auch im Ursprung�

P �z��

�
����

cos�� # �� � � sin��# �� � sin�
sin�� # �� � cos�� # �� � cos �

sin � � cos � �
� � � �

�
���� �B ������

rang P �z� � r ist im Ursprung r � � und damit ist das System lokal steuer�
bar�erreichbar� w	ahrend das lineare System nach Nijmeijer und van der Schaft
������ nicht steuerbar ist�

F	ur � � � � � ergibt sich f	ur beliebige x und y schl�angeln � ��� �� �� ��T als
eine Mischung aus einer Vorw	artsbewegung in y�Richtung und einer Rotationsbe�
wegung� fahren � ��� �� �� ��T repr	asentiert dann eine reine Vorw	artsbewegung in
y�Richtung� Daran wird auch die Bedeutung der Lie�Klammer in der Di
erential�
geometrie deutlich� So setzt sich dann die kreisbogenf	ormige Bewegung die durch
schl�angeln repr	asentiert wird� per Denition der Lie�Klammer �Kommutator� aus
schnellen Iterationen der Aktionen

lenken � bewegen � r�uckw�arts lenken � r�uckw�arts bewegen� u�s�w�

zusammen� Auf 	ahnliche Art und Weise kann man auch die reine Vorw	artsbewegung
approximieren�

schl�angeln � bewegen � r�uckw�arts schl�angeln � r�uckw�arts bewegen� u�s�w�
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Das hier vorgestellte Kriterium mit Hilfe der Lie�Klammern soll nun mit dem Rang�
Kriterium f	ur das linearisierte Ersatzmodell verglichen werden� Da mit Hilfe der
Di
erentialgeometrie nun einmal Tangentialr	aume der Zustandsmannigfaltigkeit be�
trachtet werden� sollte bei einer exakten Linearisierung des Systems f	ur beliebige
Arbeitspunkte zumindest f	ur eine lokale Umgebung um den Arbeitspunkt auch das
gleiche Ergebnis bez	uglich der Steuerbarkeit an dem betrachteten Arbeitspunkt her�
auskommen� Das linearisierte System besitzt die Form�

"z � A!z #B!u � �B ������

Die Matrizen des linearisierten Modells ergeben sich am Arbeitspunkt z��u� zu�
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�
����
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����

B�

�
����
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� sin��� # ���
� sin����
� �

�
���� �

�B ������

F	ur das Steuerbarkeitskriterium nach Kalman wird nun die Steuerbarkeitsmatrix
QS jz��u� ben	otigt� Sie ergibt sich zu�

QS jz��u� �
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� cos��� # ��� �u�� sin��� # ���
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�u�� sin���� sin��� # ��� �u��� cos���� sin��� # ���
u�� sin���� cos��� # ��� u��� cos���� cos��� # ���

� �
� � �

� �

�
���� �

�B ������

F	ur z� � � ergibt sich�

QS j��u� �

�
����

� � � � � � � � � �
� � u�� � u��� � � � � �
� � u�� � � � � � � �
� � � � � � � � � �

�
���� �B �������

und�

rang QSj��u� � � � u�� 
� � � �B �������

Das um z � � linearisierte System ist also f	ur alle u�� 
� � ebenfalls steuerbar�
Oder mit Worten ausgedr	uckt� Das im Ursprung linearisierte System

�
Automobil�

ist genau dann steuerbar� wenn sich das Auto bewegt�
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��� Steuerbarkeitsanalyse eines hydraulischen Antriebs

Im Ger	ateplan von Bild ��� ist ein elektrohydraulischer Translationsantrieb dargestellt� Er
besteht aus Servoventil und Hydro�Gleichgangzylinder� Die Modellbildung dieses Systems ist
in verschiedenen Arbeiten bereits beschrieben worden �z�B� Dori�en ������� Schwarz ������
und Jelali �������� Mit den Zustandsvariablen x� � y� x� � "y� x� � p� � p� kann das System
wie folgt modelliert werden�

�
�� "x�

"x�
"x�

�
�� �

�
����

� � �

� �f�
m

Aw

m
� �Awk �

�
����
�
�� x�
x�
x�

�
��#

�
�����

�
�

Q�k

s
�� x�

p�
sgn�u�

�
�����u � �����

dabei sind m die Masse� Aw die wirksame Kolben�	ache� f� eine Reibkraftkonstante� Q� der
maximale Durch�u� bei gegebenen Versorgungsdruck� p� der Versorgungsdruck und k eine

Konstante� mit k � k�pA� pB� x�� �
E�Ol�pA�

V� # Awx�
#

E�Ol�pB�

V� �Awx�
�

Bild ���� Elektrohydraulischer Antrieb

Um die Unstetigkeitsstelle bei u � � zu umgehen� wird der Bereich u � � betrachtet� Es ergibt
sich somit�

�
�� "x�

"x�
"x�

�
�� �

�
����

x�

�f�
m
x� #

Aw

m
x�

�Awkx�

�
����

� z �
a�x�

#

�
�����

�
�

Q�k

s
� � x�

p�

�
�����

� z �
b�x�

u � �����

Zur Berechnung der Dimension der schwach erreichbaren Mannigfaltigkeit M� wird nun ent�
sprechend Kriterium ��� vorgegeangen�

P��x� � �b�x� �

�
�� � Q�k

�
� � x�

p�

	 �

�

�
�T �����
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F	ur die n	achste Stufe des Algorithmus wird nun der Lie�Kommutator aus a�x� und P� berech�
net�

P��x� � �a�x��P��x� �

�
BBBBBBB�

�

�Q�Awk

m

�
�� x�

p�

	 �

�

Q�Awk
�

�p�
x�

�
� � x�

p�

	� �

�

�
CCCCCCCA

�����

Das so erhaltene Vektorfeld stellt also eine neue Richtung dar� Entsprechend dem Algorithmus
aus Kriterium ��� wird nun der n	achste Lie�Kommutator gebildet�

P��x� � �a�x��P��x� ��
BBBBBBBBBBB�

Q�Awk

m

�
� � x�

p�

	 �

�

� Q�A
�
wk

�
x�

�m
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m�
p
p�
p
p� � x�

�Q�k
�
Aw��f�p�x� � �f�x�x� � �Awp�x� # �Awx

�
� # kAwmx���

�m �p� � x��
����p

p�
� Q�A

�
wk

�p
p� � x�

m
p
p�

�
CCCCCCCCCCCA

�����

Somit ergibt sich�

P �x� �
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P��x�
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Aus der rekursiven Berechung der Lie�Kommutatoren ergibt sich also� da� die Dimension der
schwach erreichbaren Mannigfaltigkeit M� gleich der der Zustandsmannigfaltigkeit �n � ��
ist� wenn gilt� x� 
� p�� Dieses Ergebnis deckt sich also mit der Erfahrung� da� ein elektro�
hydraulischer Translationsantrieb steuerbar ist� solange nicht die Grenzbelastung des Systems
	uberschritten wird� Anhand dieses Beispiels ist jedoch auch erkennbar� da� der Rechenaufwand
gegen	uber einer linearen Steuerbarkeitsanalyse h	oher ist�
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� Zusammenfassung und Ausblick

Um den 	Ubergang von der Behandlung linearer Systeme zu nichtlinearen zu erleichtern� werden
bevorzugt auch diejenigen Methoden einer nichtlinearen Systemtheorie verwendet� die eine Er�
weiterung der Methoden f	ur lineare Systeme darstellen� Als Beispiel einer solchen Erweiterung
wird in dieser Arbeit die Steuerbarkeitsanalyse dynamischer Systeme behandelt�

Am Anfang dieser Arbeit stellt ein kurzer Abri� die bekanntesten Kriterien f	ur eine Steuerbar�
keitsanalyse linearer zeitkontinuierlicher Systeme zusammen�

F	ur eine allgemeine Klasse nichtlinearer Systeme� den analytischen Systemen ��AS�� werden die
Begri
e Steuerbarkeit� Erreichbarkeit und Zug	anglichkeit eingef	uhrt und gegeneinander abge�
grenzt� um dann f	ur unterschiedliche Steuerbarkeitsbegri
e verschiedene Beurteilungskriterien
f	ur die wichtige Systemklasse der analytischen Systeme mit linearem Eingang ��ALS� herzu�
leiten und gegen	uberzustellen� Der Vergleich der Kriterien geschieht anhand des Beispiels der
Steuerbarkeitsuntersuchung eines Automobils in der Ebene� unter Veranschaulichung des Lie�
Kommutators bzw� der Lie�Klammer der Di
erentialgeometrie�

F	ur ein nicht steuerbares System dieser Klasse ergibt sich die M	oglichkeit einer Aufteilung
�Systemdekomposition� in einen prinzipiell nicht steuerbaren�erreichbaren und einen prinzi�
piell steuerbaren�erreichbaren Anteil� Das Problem liegt hierbei nicht bei der Erkennung der
M	oglichkeit zur Systemaufteilung� sondern in der dazu notwendigen Bestimmung der �nichtli�
nearen� Koordinatentransformationsmatrix� f	ur die �nichtlineare� partielle Di
erentialgleichun�
gen zu l	osen sind�

Die Arbeit schlie�t mit dem technischen Beispiel eines elektrohydraulischen Translationsan�
triebs� welches die Leistungsf	ahigkeit der Untersuchungsmethoden demonstriert�

F	ur zuk	unftige Arbeiten ist es sinnvoll� die verschiedenen� in der Literatur vorhandenen di
eren�
tialalgebraischen Algorithmen� sowie andere Ans	atz zur Systembeschreibung� wie z�B� geome�
trische zusammenzustellen und auf ihre Wirksamkeit hin zu untersuchen� Bei einer derartigen
Zusammenstellung entstehen jedoch Probleme hinsichtlich der 	Ubertragbarkeit von Denitio�
nen� S	atzen und Kriterien� Dies liegt an der fehlenden internationalen Normung der Begri
e�
So denieren unterschiedliche Autoren dieselben Begri
e �z�B� die Steuerbarkeit selbst� unter�
schiedlich� woraus keine uneingeschr	ankte Vergleichbarkeit der Systemeigenschaften resultiert�

Desweiteren schlie�t die Beschr	ankung auf Kriterien der Systemklasse der �ALS eine Anzahl von
technisch relevanten Fragestellungen aus� Bei einer Erweiterung der betrachteten Systemklasse
gilt jedoch generell� da� mit steigender Komplexit	at der Systemklasse auch die Komplexit	at der
Kriterien zunimmt � oder aber die damit verbundenen Systemeigenschaften immer schw	acher
werden�
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A Allgemeine mathematische Hilfsmittel

A�� Glatte und analytische Funktionen

Sei M eine o
ene Teilmenge von Rn und f � M � R eine Funktion� Der zum Punkt x �
�x�� � � � � x�� geh	orige Wert von f wird geschrieben als f�x� � f�x�� � � � � xn��

Die Funktion f hei�t zur Klasse C� geh	orig �oder auch� ist C�� oder auch glatte Funktion��
wenn ihre partiellen Ableitungen beliebiger Ordnung nach ihren Argumenten x�� � � � � xn existie�
ren und stetig sind�

Eine Funktion f hei�t analytisch �manchmal wird dies durch C� gekennzeichnet�� wenn sie
C� ist und f	ur jeden Punkt x� � M eine Umgebung M� von x� derart existiert� da� die
Taylor�Reihenentwicklung von f um x� bez	uglich f�x� f	ur jedes x � M� konvergiert�

Beispiel A�� Ein typisches Beispiel einer Funktion� die zwar glatt �C��� nicht
jedoch analytisch ist� stellt die Funktion f � R� R��

�
f�x� � � wenn x � �

f�x� � exp
�
��

x

�
wenn x � �

�B ������

dar� Diese Funktion besitzt zwar beliebig viele Ableitungen f	ur jedes x � R � '�
Glattheit�� sie kann jedoch nicht durch eine konvergierende Taylorreihenentwicklung
approximiert werden�

Eine Abbildung F � M � Rm sei eine Sammlung von m Funktionen fi � M � R� Die
Abbildung F ist dann C�� wenn alle fi C� sind�

A�� Linearisierung

Gegeben sei eine nichtlineare Funktion

Y � F �X�U � � �A���

Die Linearisieung um einen Arbeitspunkt U��X��Y� lautet dann�

y �
�F

�X

�����
X��U�

x#
�F

�U

�����
X� �U�

u � �A���

A�� Bild und Nullraum Kern�

Wird einem Element x � M durch die Abbildung F das Element y � Y zugeordnet� so nennt
man y ein Bild von x bzgl� F � Fa�t man die Abbildung F � M �� Y als Operator auf� so
schreibt man symbolisch� y � F �x� oder y � Fx� y ist dann ein Bild von x bzgl� F � �nach
Gellert u� a� �������� Ist die Abbildung linear� so kann man den bild�Operator mit y � Rm�
x � Rn und A als m� n�Matrix wie folgt denieren �Schwarz ������

bild A
def
� fy jy � Ax � x � Rng � �A���
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In der Algebra versteht man nach Gellert u� a� ������ unter einem Kern �oder auch Nullraum�
die Teilmenge einer Gruppe oder eines Rings A� die bei dem Homomorphismus � von A in B
auf das Einselement bzw� das Nullelement von B abgebildet wird� Der Kern eines Ringhomo�
morphismus � ist ein Ideal von A� F	ur lineare Abbildungen � gilt�

kern �
def
� fx � V j�x � �g � �A���

A�� Rangberechnungen

De�nition A�� �Svaricek �����
Der Rang einer Matrix ist identisch mit der Dimension der gr	o�ten von Null verschiedenen
Unterdeterminante der Matrix� �

Der Rang einer Matrix stellt also die maximaleAnzahl der linear unabh	angigen Zeilen bzw� Spal�
ten der Matrix dar� Besitzt eine n�n Matrix den vollen Rang� so wird sie auch regul�ar genannt�

De�nition A�� �Svaricek �����
Der Normalrang einer rationalen Matrix F �s� bzw� einer PolynommatrixP �s� ist der maximale
Rang der Matrix F �s� bzw� P �s�� der sich f	ur feste Werte des komplexen Parameters s ergibt�

�
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B�� Topologien� o�ene Mengen und Umgebung

Sei S eine Menge� Dann ist eine topologische Struktur oder kurz Topologie auf S eine Sammlung
von Untermengen von S� o�ene Mengen genannt� die folgenden Axiomen gen	ugt�

i� die Vereinigung einer beliebigen Anzahl von o
enen Mengen ist ebenfalls o
en�

ii� der Schnitt �engl� intersection� jeder niten Anzahl von o
ener Mengen ist o
en und

iii� die Menge S und die leere Menge � sind o
en�

Eine Menge S mit einer Topologie wird topologischer Raum genannt� Eine Umgebung M� eines
Punktes x eines topologischen Raumes ist eine o
ene Menge� die den Punkt x enth	alt� Ein
topologischer Raum S befriedigt das Hausdor�sche Separationsaxiom �oder kurz� S ist ein
Hausdor��Raum�� wenn zwei beliebige verschiedene Punkte x� und x� disjunkte Umgebungen
besitzen�

B�� Homeomorphismus

Seien S� und S� topologische R	aume und F eine Abbildung F � S� � S�� Die Abbildung F
hei�t stetig� wenn das inverse Bild jeder o
enen Menge von S� eine o
ene Menge von S� ist�
Die Abbildung F ist o�en� wenn das Bild einer o
enen Menge von S� eine o
ene Menge von
S� darstellt� Die Abbildung F stellt einen Homeomorphismus dar� wenn sie eine Bijektion ist�
die sowohl stetig als auch o
en ist�

Zwei topologisch R	aume S�� S� werden werden homeomorph genannt� wenn ein Homeomorphis�
mus F � S� � S� existiert�

B�� Di�eomorphismus f�ur Koordinatentransformationen

Sei ��x� eine Rn�wertige Funktion von n Ver	anderlichen� also � � Rn � Rn�

��x� �

�
�����
���x�
���x�

���
�n�x�

�
����� �

�
�����
���x�� � � � � xn�
���x�� � � � � xn�

���
�n�x�� � � � � xn�

�
����� � z�x� � �B���

mit den folgenden Eigenschaften�

�� ��x� ist invertierbar� d�h� es existiert eine Funktion ����z�� f	ur alle x � Rn in der Art�
da�

������x�� � x � �B���

�� ��x� und ����z� sind je glatte Abbildungen� d�h� sie besitzen stetige partielle Ableitungen
beliebiger Ordnung� sind also C��
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Die so denierte Transformation hei�t globaler Di�eomorphismus auf Rn� Ist eine derartige
Transformation lediglich auf einer Umgebung um einen gegebenen Punkt herum deniert� so
spricht man von einem lokalen Di�eomorphismus�

Satz B�� �Isidori �����
Sei ��x� eine glatte auf einer Teilmenge M von Rn denierte Funktion� Es sei weiterhin die
Jakobi�Matrix von � bei einem Punkt x� nichtsingul	ar� Dann deniert ��x� auf einer geeig�
neten o
enen Teilmenge M� von M einen lokalen Di
eomorphismus� �

Mit anderen Worten bedeutet das� da� ��x� das Kriterium des maximalen Rangs erf	ullt �
bzw� dim ��x� � dim M�� So denierte Koordinatentransformationen bilden im 	ubrigen auch
eine Gruppe �siehe Anhang B����� was soviel bedeutet wie� da� eine Koordinatentransformation�
angewandt auf einer Koordinatentransformation wiederum eine �neue� Koordinatentransforma�
tion darstellt�

B�� Glatte Mannigfaltigkeiten� Koordinatennetze� Koordinatenfunk�
tionen

De�nition B��

Ein lokal euklidischer Raum X der Dimension n ist ein topologischer Raum derart� da� f	ur
jeden beliebigen Punkt p �X ein Homeomorphismus � existiert� der eine Umgebung von p in
eine o
ene Menge in Rn abbildet� �

De�nition B��

Eine Mannigfaltigkeit N der Dimension n ist ein topologischer� lokal euklidischer Raum der
Dimension n� der einen Hausdor
�Raum darstellt und eine endlich abz	ahlbare Basis besitzt� �

Wird eine Mannigfaltigkeit in lokalen Koordinaten dargestellt� so sieht diese lokal auch exakt wie
ein � in der Ingenieurwissenschaft bekannter � euklidischer Raum aus �vgl� Olver �������� Da im
Bereich der Ingenieurwissenschaften sehr h	aug Probleme lokaler Natur auftreten� ist es f	ur den
Anwender sehr wohl m	oglich� den Begri
 der Mannigfaltigkeit durch den einer o
enen Teilmenge
eines eukidischen Raums zu ersetzen� ohne � lokal betrachtet � einen falschen Eindruck der
notwendigen Theorie zu bekommen�

Ein Koordinatennetz auf einer Mannigfaltigkeit N ist ein Zwei�Tupel �U��� f	ur das gilt� U
ist eine o
ene Menge von N und � ein Homeomorphismus von U auf eine o
ene Menge von
Rn� Manchmal wird � als eine Menge ���� � � � � �n� dargestellt� wobei �i � U � R die i�te
Koordinatenfunktion genannt wird� F	ur p � U hei�t das n�Tupel von reellwertigen Zahlen
����p�� � � � � �n�p�� lokale Koordinaten von p im Koordinatennetz �U����

Seien �U��� und �V�	� zwei Koordinatennetze auf einer Mannigfaltigkeit N � mit U � V 
� ��
Seien ferner ���� � � � � �n� die Koordinatenfunktionen der Abbildung 	� Der Homeomorphismus

	 � ��� � ��U � V � � ��U � V � � �B���
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der f	ur jeden Punkt p � U � V die Menge von lokalen Koordinaten ����p�� � � � � �n�p�� in eine
Menge lokaler Koordinaten ����p�� � � � � �n�p�� 	uberf	uhrt� hei�t Koordinatentransformation auf
U �V � Eine Koordinatentransformation 	���� kann in der folgenden Form dargestellt werden�

y �

�
���
y�
���
yn

�
��� �

�
���
y��x�� � � � � xn�

���
yn�x�� � � � � xn�

�
��� � y�x� �B���

und die inverse Transformation

x � x�y� � �B���

Zwei Koordinatennetze �U��� und �V�	� hei�en C��kompatibel� wenn f	ur jede U � V 
� � die
Koordinatentransformation 	 ���� einen Di
eomorphismus darstellt� d�h� wenn y�x� und x�y�
jeweils C� Abbildungen sind�

Die Kompatibilit	at von Koordinatennetzen ist dann wichtig� wenn man aus mehreren lokalen
Koordinatennetzen ein globales

�
zusammenkleben� m	ochte� Daf	ur ist es dann wichtig� da� in

den Bereichen an denen sich diese Koordinatennetze 	uberlappen keine
�
Ecken� und

�
Kanten�

oder gar Unstetigkeitsstellen erzeugt werden� Ein derart
�
zusammengeklebtes� System von

lokalen Koordinatennetzen hei�t dann Atlas�

Ein C� Atlas auf einer Mannigfaltigkeit N ist eine Sammlung A � f�Ui� �i � i � Ig von paar�
weise C��kompatiblen Koordinatennetzen mit der Eigenschaft

S
i�I

Vi � N �

De�nition B��

Eine glatte oder C� Mannigfaltigkeit ist eine mit einem kompletten C� Atlas versehene
Mannigfaltigkeit� �

B�	 Untermannigfaltigkeiten

De�nition B��

Sei F � N �M eine glatte Abbildung von Mannigfaltigkeiten�

i� F hei�t Immersion� wenn Rang �F � �dim �N � f	ur alle p � N gilt�

ii� F hei�t univalente Immersion� wenn F eine Immersion und injektiv ist�

iii� F hei�t Einbettung� wenn F eine univalente Immersion ist und die auf F �N � induzierte
Topologie mit der von N zusammenf	allt und eine Teilmenge von M ist�

�

Eine Immersion dient dazu� eine Parametrisierung einer Untermannigfaltigkeit zu denieren
�Olver ������

De�nition B�	

Das Bild F �N � einer univalenten Immersion hei�t immerse Untermannigfaltigkeit von M� Das
Bild F �N � einer Einbettung hei�t eingebettete Untermannigfaltigkeit von M� �
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B�� Tangentenvektoren und Tangentialr�aume

Sei N eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n� Dann hei�t eine reell�wertige Funktion �
glatt in einer Umgebung von p� wenn der Bereich von � eine o
ene Menge U von N einschlie�t�
die den Punkt p einschlie�t und die Restriktion erf	ullt� da� � nach U eine glatte Funktion ist�

Die Menge aller glatten Funktionen innerhalb einer Umgebung von p wird mit C��p� bezeich�
net� Dabei bildet C��p� einen Vektorraum 	uber den K	orper R�

De�nition B�


Ein Tangentenvektor v an dem Punkt p ist eine Abbildung
v � C��p� � R mit den folgenden Eigenschaften�

i� Linearit	at� v�a� # b�� � av��� # bv��� f	ur alle �� � � C��p�� und a� b � R und

ii� Leibnitzregel� v���� � ��p�v��� # ��p�v���� f	ur alle �� � � C��p��

�

Die Sammlung aller Tangentenvektoren zu allen nur m	oglichen Kurven� die durch einen gegebe�
nen Punkt p � N verlaufen� hei�t Tangentialraum �mit TpN bezeichnet� zu N bei p� Ist N eine
n�dimensionale Mannigfaltigkeit� so stellt TpN einen n�dimensionalen Vektorraum dar� f	ur den
f���p�� � � � � ���png eine Basis in den gegebenen lokalen Koordinaten darstellt �Olver ������

De�nition B�� �Isidori �����
Sei N eine glatte Mannigfaltigkeit� Dann ist der Tangentialraum zu N am Punkt p die Menge
aller Tangentenvektoren bei p� Der Tangentialraum wird durch TpN gekennzeichnet� �

De�nition B��

Seien N und M glatte Mannigfaltigkeiten� Sei ferner F � N �M eine glatte Abbildung� Das
Di�erential F� von F beim Punkt p ist dann die Abbildung�

F� � TpN � TF �p�M � �B���

die wie folgt deniert wird�

�F��v����� � v�� � F � � �B���

�

Dabei ist F� eine Abbildung vom Tangentialraum von N am Punkt p auf den Tangentialraum
von M beim Punkt F �p��

B�� Vektorfelder� Integralkurven� Flu�

De�nition B��

Sei N eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n� Dann ist ein Vektorfeld f auf N eine
Abbildung� die zu jedem Punkt p � N einen Tangentenvektor f �p� in TpN zuordnet� �
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De�nition B���

Ein Vektorfeld f hei�t glatt� wenn f	ur jeden Punkt p � N ein Koordinatennetz �U��� 	uber
p und n reell�wertige glatte Funktionen f�� � � � �fn� die auf U deniert sind� existieren� in der
Art� da� f	ur alle q � U gilt�

f �q� �
nX
i��

fi�q�

�
�

��i

	
q

� �B���

�

Wird diese Gleichung in lokalen Koordinaten aufgeschrieben� so wird verdeutlicht� da� man ein
Vektorfeld als einen Operator auffassen kann� Dabei ist dann ein Vektorfeld als Erzeuger einer
Transformation anzusehen� Es ergibt sich die Gleichung

f �x� �
nX
i��

fi�x�
�

�xi
� �B���

Dabei spannen dann die ���xi den Tangentialraum auf� Ein Vektorfeld kann also als ein Ope�
rator �auf den Systemzustand oder den Stellwert� interpretiert werden� der dieser Gr	o�e neue
Gr	o�en in Richtung der Koordinaten des Tangentialraumes an diesem Punkt zuweist� F	ur den
Fall� da� der Zustandsraum im Rn ist� spannen die ���xi �lokal� den Rn selbst auf�

Mit Hilfe der Vektorfelder kann nun ein Konzept der Di�erentialgleichungen auf einer Mannig�
faltigkeit N eingef	uhrt werden� Die Menge aller glatten Vektorfelder auf einer Mannigfaltigkeit
N wird durch die Schreibweise V �N � gekennzeichnet� Diese Menge stellt einen Vektorraum
	uber R dar�

Sei f ein Vektorfeld� Dann hei�t die eine glatte Kurve � � �t�� t�� � N Integralkurve auf f �
wenn f	ur alle t � �t�� t� gilt�

��

�
d

dt

	
t

� f ���t�� � �B����

Oder anders ausgedr	uckt �Olver ������ Eine Integralkurve eines Vektorfelds v ist eine glatte
parametrisierte Kurve� deren Tangentenvektoren zu jedem Punkt mit dem Wert von v am
selben Punkt zusammenf	allt�

Die Schreibweise �ft �x� bezeichne den Flu eines Vektorfelds f � also die glatte Funktion von t
und x mit der Eigenschaft� da� x�t� � �

f
t �x�� die gew	ohnliche Di
erentialgleichung "x � f �x�

mit der Anfangsbedingung x��� � x� l	ost� Anders ausgedr	uckt hei�t das� da� �ft �x� eine glatte
Funktion von t und x ist� die

�

�t
�
f
t �x� � f ��ft �x�� $ f ��f� �x�� � x � �B����

erf	ullt� F	ur ein beliebiges vorgegebenes x� existiert ein �hinreichend kleines� t derart� da� die
Abbildung

�
f
t � �� �

f
t �x� � �B����

die f	ur alle x auf einer Umgebung von x� deniert ist� einen lokalen Di
eomorphismus �auf ihr
Bild� darstellt�
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B�� Kovektorfelder� duale Vektorfelder

Bei einigen Berechungen mit Hilfe von Vektorfeldern ist es bequemer statt ausschlie�lich mit
Vektorfeldern� auch zu ihnen duale Objekte� die Kovektorfelder� zu ber	ucksichtigen� Dabei stellt
ein Kovektorfeld eine Abbildung eines Punktes x �einer Untermenge M� auf ein Element ei�
nes dualen Raums �R�� dar� Anschaulich kann man sich glatte Kovektorfelder �die auf einer
Untermenge des Rn deniert seien� als Zeilen� ��� n��vektoren vorstellen� Der zu einem Vek�
torraum V �z�B� Rn� dualen Raum V � �Rm� stellt dabei die Menge aller linearen reell�wertigen
Funktionen dar� die auf V deniert sind� Der duale Raum eines n�dimensionalen Vektorraums
ist ebenfalls ein n�dimensionaler Vektorraum� dessen Elemente Kovektoren genannt werden� So
wie jede andere lineare Abbildung kann auch ein Element �� von V � als eine Matrix aufgefa�t
werden� Da im besonderen �� eine Abbildung eines n�dimensionalen Raums V auf den eindi�
mensionalen Raum R darstellt� besteht diese Matrix dann aus nur einer Zeile� stellt also einen
Zeilenvektor dar�

Vor diesem Hintergrund kann man �Rn�� als die Menge aller n�dimensionalen Zeilenvektoren
und jede Untermenge von �Rn�� als eine Sammlung aller Linearkombinationen einer Menge von
n�dimensionalen Zeilenvektoren �z�B� die Zeilen einer Matrix mit n Spalten� auffassen� Ein
Vektor

v �

�
�����
v�
v�
���
vn

�
����� �B����

stellt also ein Element von V und

�� � ��� �� � � � �n �B����

ein Element von V � dar� Der
�
Wert� von �� bei v wird durch das Produkt

��v �
nX
i��

�ivi �B����

berechnet�

Seien nun ��� � � � � �n glatte reell�wertige Funktionen der Ver	anderlichen x�� � � � � xn� die auf einer
o
enen Teilmenge von Rn deniert seien� Betrachtet werde dann der Zeilenvektor�

��x� � ����x�� � � � � xn� ���x�� � � � � xn� � � � �n�x�� � � � � xn� �B����

Auf der Grundlage der obigen Diskussion erscheint es nat	urlich� diesen Zeilenvektor �Gl� �B�����
als eine �glatte� Abbildung aufzufassen� die jedem Punkt x einer Teilmenge M ein Element
��x� eines dualen Raums �Rn�� zuordnet� also dem Objekt� welches als Kovektorfeld bezeichnet
wird�



B Di�erentialgeometrische Hilfsmittel ��

B�� Di�erential� Gradient� Lie
� Ableitungen

Ein Kovektorfeld besonderer Bedeutung stellt das sog� Di�erential� oder auch der Gradient einer
reellwertigen Funktion � dar� wobei � auf einer o
enen Menge M des Rn deniert sei� Das mit
d� bezeichnete Kovektorfeld ist deniert als der � � n Zeilenvektor� dessen i�tes Element die
partielle Ableitung von � nach xi beinhaltet� Der Wert zu einem bestimmten Punkt x ist dann�

d��x� �
��

�x
�



��

�x�

��

�x�
� � � ��

�xn

�
� �B����

Die rechte Seite der Gleichung �B���� stellt exakt die Jakobi�Matrix von � dar�

De�nition B���

Sei f ein glattes Vektorfeld auf N und � eine glatte reell�wertige Funktion auf N � Dann ist die
Ableitung von � entlang f eine Funktion N � R� die mit Lf� bezeichnet wird und wie folgt
deniert ist�

�Lf���p� � �f �p����� �B����

�

Die Funktion Lf� ist ebenfalls eine glatte Funktion� In lokalen Koordinaten dargestellt ergibt
sich f	ur Lf��

�Lf���x� � �Lf���x�� � � � � xn� �
h ��
�x�

� � � ��

�xn

i ����
f�
���
fn

�
��� �B����

Gebr	auchlich sind auch die folgenden Schreibweisen�

Lf��x� � hd��x��f �x�i �
��

�x
f �x� �

nX
i��

��

�xi
fi�x� � �B����

Wird Gl� �B���� leicht umgeschrieben� f	allt einem die Operatorauffasung dieser Funktion auf�
Die Ableitung von � entlang eines Vektorfelds f stellt also einen Operator dar�

Lf��x� � hd��x��f �x�i � f �x�
��

�x
�

nX
i��

fi�x�
��

�xi
� �B����

Seien f��f� Vektorfelder und � eine reell�wertige Funktion� so schreibt man

Lf�Lf�� � Lf��Lf��� � �B����

	Ahnlich zur Denition B��� �bzw� B���� ist auch die n	achste Operation erkl	art�

Seien das Kovektorfeld � und das Vektorfeld f auf einer o
enen TeilmengeM des Rn deniert�
Dann erzeugt diese Operation ein neues Vektorfeld� das mit Lf� bezeichnet wird und f	ur jedes
x � M wie folgt deniert ist �der Hochindex T steht dabei f	ur die transponierte Matrix��

Lf ����x� � fT �x�



��T

�x

�T
# ��x�

�f

�x
� �B����

Der so erzeugte Kovektor hei�t Ableitung von � entlang f �
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B��� Gruppe und Lie
Gruppe

F	ur die Anwendung der Theorien von Lie innerhalb der Kontrollmathematik und im besonderen
der Di
erentialgeometrie� sind im Grunde nur die Lie�Algebra und die Lie�Klammer �auch Lie�
Produkt oder Kommutator� von gro�em Interesse� F	ur ein besseres Verst	andnis werden an
dieser Stelle jedoch auch die Lie�Gruppen erw	ahnt�

De�nition B��� �Olver �����
Eine Gruppe ist eine Menge G zusammen mit einer Gruppenoperation� 	ublicherweise Multipli�
kation genannt� in der Art� da� f	ur zwei beliebige Elemente g� h aus G das Produkt g�h wiederum
ein Element von G ist� Die Gruppenoperation mu� den folgenden Axiomen unterliegen�

�� Assoziativit�at	 Sind g� h und k Elemente der Menge G� so gilt�

g � �h � k� � �g � h� � k � �B����

�� Identit�at	 Es gibt ein Element e von G� das sogenannte Identit	atselement� das die folgende
Eigenschaft besitzt�

e � g � g � e � g � �B����

�� Invertierbarkeit	 F	ur jedes g aus G existiert ein inverses mit g�� bezeichnets Element mit
der Eigenschaft�

g � g�� � g�� � g � e � �B����

�

Als Untergruppe bezeichnet man eine Teilmenge H einer Gruppe G� die den Gruppenaxiomen
�Gl��B���� � �B����� gen	ugt� �Gellert u� a� ������ Die Untergruppe N von G ist genau dann
Normalteiler� wenn f	ur beliebige a � G gilt� a � N � N � a� F	ur jedes Element a der Gruppe
G und jedes Element b der Untergruppe N mu� dazu a � b � a�� wieder in N liegen� �Gellert
u� a� ������ Eine kommutative Gruppe wird auch abelsche Gruppe genannt und es gilt �Gellert
u� a� ������ In einer abelschen Gruppe ist jede Untergruppe Normalteiler�

Beispiel B�� �Olver �����

a� Sei G � GL�n�Q� die Menge der invertierbaren n� n Matrizen mit rationalen
Zahlen als Elementen� Die Gruppenoperation ist dann durch die Matrizenmul�
tiplikation gegeben� Das Identit	atselement ist die Einheitsmatrix und die zu A
inverse Matrix ist die gew	ohnliche inverse Matrix� die wiederum nur rationale
Zahlen als Elemente besitzt�

b� 	Ahnlich zu a� stelle GL�n�R� die Menge aller invertierbaren n�n Matrizen mit
rationalen Zahlen als Matrizenelemente dar� so ist diese Menge ebenfalls eine
Gruppe unter der Matrizenmultiplikation� Die Identit	atsmatrix und die Inverse
sind genauso deniert wie in a�� Als abk	urzende Schreibweise f	ur die generelle
lineare Gruppe GL�n�R� wird im folgenden GL�n� benutzt�

Die besondere Eigenschaft einer Lie�Gruppe ist� da� diese Gruppe zus	atzlich noch die Struktur
einer glatten Mannigfaltigkeit besitzt� die Gruppenelemente k	onnen also stetig variieren�
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B��� Lie
Algebra und Lie
Klammer

Eine der wichtigsten Operationen auf einem Vektorfeld ist ihre Lie�Klammer oder Kommu�
tator� Diese ist am einfachsten in ihrem Sinn als Ableitung entlang Funktionen deniert� Im
besonderen� wenn v und w Vektorfelder auf M darstellen� ist ihre Lie�Klammer �v�w als das
Vektorfeld deniert� f	ur das gilt�

�v�w �f� � v�w�f�� �w�v�f�� �B����

f	ur alle glatten Funktionen f � M� R �Olver ������

Beispiele solcher Lie�Klammern sind �Olah ������

� Das Kreuzprodukt in der Vektorrechnung�

� die Poisson�Klammer in der klassischen Mechanik und

� der Kommutator aus der Quantenmechanik�

Stellt G eine Lie�Gruppe dar� dann existieren herausragende Vektorfelder in G� die dadurch
charakterisiert sind� da� sie invariant unter der Gruppenmultiplikation sind� Diese Vektorfelder
bilden einen endlich dimensionalen Vektorraum� der Lie�Algebra von G genannt wird� die in
einer pr	aziseren Deutung die

�
innitesimalen Erzeuger� von G sind� Tats	achlich sind nahezu

alle Informationen 	uber die Gruppe G in ihrer Lie�Algebra enthalten� Diese fundamentale
Beobachtung stellt einen der Eckpfeiler der Lie�Gruppen�Theorie dar� So wird es dadurch
z�B� m	oglich� komplizierte nichtlineare Invarianzbedingungen unter einer Gruppenoperation
durch einfacherere� innitesimale lineare Bedingungen zu ersetzen� Nahezu alle Anwendungen
der Lie�Gruppen auf Di
erentialgleichungen basieren letztlich auf dieser Konstruktion �Olver
������

F	ur die exakte Denition der Lie�Algebra werden jedoch noch die Rechts�Multiplikation und
die Rechtsinvarianz ben	otigt�

De�nition B��� �Olver �����
Sei eine Lie�Gruppe G gegeben� F	ur jedes Gruppenelement g � G ist dann die Rechts�
Multiplikation

Rg � G� G �B����

deniert durch�

Rg�h� � h � g �B����

und stellt einen Di
eomorphismus mit der inversen

Rg�� � �Rg�
�� �B����

dar� �



B Di�erentialgeometrische Hilfsmittel ��

De�nition B��� �Olver �����
Ein Vektorfeld v auf G hei�t rechtsinvariant� wenn f	ur alle g und h in G gilt�

dRg�vjh� � vjRg�h� � vjhg � �B����

gilt� �

Sind die beiden Vektorfelder v undw rechtsinvariant� so gilt dies auch f	ur alle Linearkombinatio�
nen av# bw � a� b � R� Die Menge aller rechtsinvarianten Vektorfelder bildet einen Vektorraum�

De�nition B��	 �Olver �����
Die Lie�Algebra einer Gruppe G ist der Vektorraum aller rechtsinvarianten Vektorfelder auf G�

�

Eine andere M	oglichkeit der Denition der Lie�Algebra und des Kommutators sieht dagegen
wie folgt aus �Isidori ������

De�nition B��


Ein Vektorraum V 	uber R hei�t Lie�Algebra� wenn zus	atzlich zu seiner Vektorraumstruktur es
m	oglich ist� eine bin	are Operation V � V � V zu denieren� die Lie�Klammer genannt und
als ��� � geschrieben wird� mit den Eigenschaften ��� � �

i� ist schief kommutativ� d�h�

h
v�w

i
� �

h
w�v

i
�B����

ii� ist ist bilinear 	uber R� d�h�

h
��v� # ��v��w

i
� ��

h
v��w

i
# ��

h
v��w

i
�B����

wobei ��� �� reelle Zahlen darstellen

iii� besitzt eine Jacobi�Identit�at� d�h�

h
v�
h
w�z

ii
#
h
w�

h
z�v

ii
#
h
z�
h
v�w

ii
� � � �B����

�

Es l	a�t sich nun ein Lie�Produkt �Lie�Klammer� ��� � wie folgt denieren� Seien f und g Vektor�
felder� �f �g ist dann ein neues Vektorfeld� dessen Werte beim Punkt p� einen Tangentenvektor
in TpN � C��p� abbildet auf R� Das geschieht nach der Rechenvorschrift��h

f �g
i�

�
�
LfLg�

�
�p��

�
LgLf�

�
�p� � �B����

Man kann auch vereinfacht schreiben�

L
f �g� � LfLg� � LgLf� � �B����
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In lokalen Koordinaten ergibt sich mit der Jacobi�Matrix�

�f �x��g�x� �
�g�x�

�x
f �x�� �f �x�

�x
g�x�

�

�
��������������

�g�
�x�

�g�
�x�

� � �
�g�
�xn

�g�
�x�

�g�
�x�

� � �
�g�
�xn

���
���

� � �
���

�gn
�x�

�gn
�x�

� � �
�gn
�xn

�
��������������
f �x��

�
��������������

�f�
�x�

�f�
�x�

� � �
�f�
�xn

�f�
�x�

�f�
�x�

� � �
�f�
�xn

���
���

� � �
���

�fn
�x�

�fn
�x�

� � �
�fn
�xn

�
��������������
g�x� �

�B����

Gilt im speziellen Fall N � Rn und

f �x� � Ax g�x� � Bx � �B����

dann gilt auchh
f �g

i
�x� �

�
AB �BA

�
x � �B����

Als Operator aufgefa�t ergibt sich f	ur den Kommutator�h
A�B

i
� AB �BA � �B����

Die Matrix �A�B wird Kommutator von A�B genannt�

Anschaulich betrachtet ist der Kommutator ein Ma� daf	ur� wie abh	angig ein System von der
Reihenfolge der Anwendung der Operatoren ist� Ist der Kommutator gleich Null� so ist es egal�
welcher Operator zuerst angewendet wird� das System ist dann also bez	uglich der betrachteten
Operatoren kommutativ� Da im Rahmen der Di
erentialgeometrie die Lie�Klammer in Form des
Kommutators benutzt wird� die Vektorfelder in einen Tangentialraum abbildet� kann man diese
Lie�Klammer auch als Ableitung der Vektorfelder nach ihren Ver	anderlichen ansehen� wobei
das Ergebnis in den Koordinaten der partiellen Ableitungen der urspr	unglichen Vektorfelder
ausgerechnet wird�

Satz B�� Der Kommutator �Gl� �B����� bildet zusammen mit V �M� eine Lie�Algebra� �

Als Umkehrschlu� l	a�t sich auch formulieren� da� eine Lie�Algebra eine Vektorraumstruktur
und eine Kommutatorstruktur besitzt� Die Lie�Klammer bzw� der oben denierte Kommutator
spielt eine gro�e Rolle bei der di
erentialgeometrischen Beschreibung nichtlinearer Systeme�
Darum sei an dieser Stelle noch eine wichtige Eigenschaft erw	ahnt�

� Sei N �

eine eingebettete Mannigfaltigkeit von N � Seien ferner U
�

eine o
ene Menge von
N �

und f �g glatte Vektorfelder von N � so da� f	ur alle p � U
�

gilt�

f �p� � TpN �

und g�p� � TpN �

� �B����

dann gilt auchh
f �g

i
�p� � TpN �

� �B����
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f	ur alle p � U
�

� In anderen Worten bedeutet dies� da� eine Lie�Klammer
�
tangential�

zu einer xen Untermannigfaltigkeit immer noch eine tangentiale Untermannigfaltigkeit
darstellt�

Ebenfalls wichtig ist die Erkenntnis� da� der Kommutator invariant unter Koordinatentransfor�
mationen ist �Olah ������ Wird also mit Hilfe dieses Kommutators eine Distribution �Anhang
B���� dadurch erzeugt� da� Vektorfelder in lokalen Koordinaten benutzt werden� so ist das
erzeugte Objekt �z�B� die Distribution P aus Abschnitt ��� oder ���� unabh	angig von den
urspr	unglich gew	ahlten Koordinaten�

B��� Distribution� Regul�arit�at� Singul�arit�at

Es seien d glatte Vektorfelder f�� � � � �fd gegeben� die alle auf derselben o
enen Menge U de�
niert seien� Zu jedem xen Punkt x � U spannen die Vektoren f��x�� � � � �fd�x� einen Vektor�
raum �einen Unterraum des Vektorraums� auf dem die Vektoren fi�x� deniert sind� d�h� ein
Unterraum von Rn� auf� Dieser� von x abh	angige Vektorraum sei mit ��x� bezeichnet� also
die Menge�

��x� � span ff��x�� � � � �fd�x�g � �B����

Durch diese Denition wird jedem Punkt x aus U ein Vektorraum zugeordnet� ��x� stellt also
den Vektorraum am Punkt x dar� Da die Vektorfelder f�� � � � �fd glatt sind� wird auch die so
denierte Menge als glatt bezeichnet� Das so charakterisierte Objekt hei�t glatte Distribution�

De�nition B���

Der Vektorraum� der durch d Vektorfelder fi� i � �� �� � � � � d aufgespannt wird� hei�t Distribution
��

� � span ff��f�� � � � �fdg � �B����

�

� stellt somit den Vektorraum als ganzes dar� ��x� bezeichnet dann den
�
Wert� von � bei

einem Punkt x� Punktweise ist eine Distribution also ein Vektorraum� bzw� ein Unterraum von
Rn� Daraus ergeben sich die folgenden Rechenregeln f	ur Distributionen�
Die Summe zweier Distributionen ����� wird berechnet� indem Punktweise die Summe der
Unterr	aume ���x�����x� berechnet wird�

��� #����x� � ���x� #���x� � �B����

Die Schnittmenge berechnet sich zu�

��� �����x� � ���x� ����x� � �B����

Sei F eine Matrix� die aus n Zeilen aufgebaut ist und deren Elemente glatte Funktionen in
Abh	angigkeit von x seien� Die Spalten der Matrix k	onnen als glatte Vektorfelder aufgefa�t
werden� Somit kann jede derart aufgebaute Matrix eine glatte Distribution erzeugen� die durch
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die Spalten der Matrix aufgespannt wird� Der Wert einer solchen Distribution zu einem belie�
bigen Punkt x ist gleich dem Bild der Matrix F �x� zu diesem Punkt�

��x� � bild �F �x�� � �B����

Dabei ist bild �F � f	ur eine m � n�Matrix gem	a� Gl� �A��� deniert� Aus dieser 	Uberlegung
ist ersichtlich� da� f	ur eine Distribution �� die durch die Spalten einer Matrix F aufgespannt
wird� die Dimensionsbestimmung von � identisch mit einer Rangbestimmung von F ist� F	ur
diesen Fall gilt dann�

dim ��x� � r � rang F �x� �B����

Eine Distribution ��x� hei�t nichtsingul�ar� wenn eine nichtnegative ganze Zahl r existiert� so
da� f	ur alle x � U gilt�

dim ���x�� � r � �B����

F	ur eine nichtsingul	are Distribution ��x� bzw� deren erzeugende Matrix F �x� gilt dann� da�
dim ��x� und rang F �x� konstant sind� Ein Punkt x� � U hei�t regul�arer Punkt einer Dis�
tribution �� wenn eine Umgebung U� von x� existiert� die die Eigenschaft besitzt� da� �
nichtsingul	ar auf U� ist�

Die so denierte Distribution ��x� besitzt einige wichtige Eigenschaften�

Satz B��

Es sei ��x� eine glatte Distribution� x� ein regul	arer Punkt von ��x� sowie dim ��x�� � d�
dann existiert eine o
ene Umgebung U� von x� und eine Menge 	uber U� denierter Vektorfelder�

ff��x��f��x�� � � � �fd�x�g �B����

mit den Eigenschaften�

i� Die Vektoren f��x�� � � � �fd�x� sind linear unabh	angig f	ur alle x � U��

ii� ��x� � span ff��x�� � � � �fd�x�g� f	ur alle x � U� �

iii� Jedes glatte Vektorfeld � �x�� das in ��x� enthalten ist� l	a�t sich als Linearkombination
der fi�x� darstellen zu�

� �x� �
dX
i��

ci�x�fi�x� � �B����

worin die ci�x� reellwertige� 	uber U� denierte Funktionen von x sind�

�

Mit Hilfe der Lie�Klammer lassen sich im folgenden nun einige Eigenschaften von Distributionen
erkl	aren�
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De�nition B���

Eine Distribution ��x� ist involutiv� wenn die Lie�Klammer
�f��x��f��x� eines beliebigen zu ��x� geh	orenden Paares von Vektorfeldern f��x� und f��x�
ein Vektorfeld ist� das wiederum in ��x� enthalten ist�

f��x� ���x� � f��x� ���x� � �f��x��f��x� ���x� �B����

�

Eine solche Eigenschaft wird auch mit Abgeschlossenheit unter Kommutieren bezeichnet� Die
	Uberpr	ufung einer solchen involutiven Eigenschaft kann mit Hilfe des folgenden Rangkriteriums
erfolgen�

Satz B��

Eine Distribution ��x� � span ff��x��f��x�� � � � �fd�x�g mit der Dimension dim ��x� � d
ist involutiv� wenn gilt�

rang �f��x�
���f��x�

��� � � �
���fd�x� 

� rang �f��x�
��� � � �

���fd�x��fi�x��fj�x�  
f	ur alle i� j � �� �� � � � � d �

�B����

�

Eine Distribution ��x� hei�t invariant unter einem Vektorfelder f � wenn die Lie�Klammer
�f � �  von f und jedem Vektorfeld � von � wiederum ein Vektorfeld von � erzeugt� Also
wenn�

� ��� �f � �  �� � �B����

Dieselbe Aussage liefert die dichtere Schreibweise� in der �f �� die Distribution bezeichnet� die
von allen Vektorfeldern der Form �f � �  mit � �� aufgespannt wird�

�f �� � span f�f � �  � � ��g � �B����

Satz B�	

Es seien eine glatte Distribution � und eine Menge von Vektorfeldern � �� � � � � � q gegeben� Die
Familie aller Distributionen� die invariant unter � �� � � � � � q sind und � enthalten� besitzen ein
kleinstes Element� welches ebenfalls eine glatte Distribution darstellt� �

Diese kleinste � beinhaltende Distribution� die invariant unter den Vektorfeldern
� �� � � � � � q ist� wird durch die folgende Schreibweise dargestellt�

h� �� � � � � � q j�i � �B����
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B��� Kodistributionen� Annullatoren

H	aug lassen sich Rechnungen bez	uglich Distributionen vereinfachen� indem zu ihnen duale
Objekte� die sog� Kodistributionen betrachtet werden� Gegeben sei ein auf einer o
enen Teil�
menge M von Rn deniertes glattes Kovektorfeld �� Das kann als eine glatte Zuordnung � f	ur
jeden Punkt x � M � zu einem Element des dualen Raums �Rn�� aufgefa�t werden� Mit einer
Menge glatter Kovektorfelder ��� � � � ��d� die alle auf derselben Teilmenge M von Rn deniert
seien� kann eine Zuordnung � f	ur jeden Punkt x aus M � zu einem Punkt einer Teilmenge von
�Rn��� die durch die Kovektoren ��� � � � ��d aufgespannt� wird assoziiert werden� Da die Kovek�
torfelder ��� � � � ��d glatt sind� nennt man das so charakterisierte Objekt glatte Kodistribution�
Analog zur Schreibweise der Distributionen wird vereinbart�

� � span f��� � � � ��dg �B����

��x� � span f���x�� � � � ��d�x�g � �B����

Manchmal ist es m	oglich Kodistributionen durch Distributionen zu konstruieren� oder auch
umgekehrt� Auf diese Weise soll nun eine Kodistribution und eine Distribution festgelegt wer�
den� Es sei eine Distribution � gegeben� F	ur jedes x aus M ist der Annullator von ��x� die
Menge von Kovektoren� die alle Vektoren in ��x� annulieren�

���x� � f�� � �Rn�� � hw�� vi � � f	ur alle v ���x�g � �B����

Da ���x� eine Teilmenge des �Rn�� darstellt� wird dadurch exakt eine Kodistribution erzeugt�
in der � zu jedem Punkt x aus M � eine Teilmenge von �Rn�� zugeordnet wird� Diese Kodis�
tribution �� hei�t Annullator von ��

Sehr anschaulich wird die Einf	uhrung einer Kodistribution anhand des sehr bekannten Beispiels
des orthogonalen Komplements nach Bronsteijn und Semendjajew ������� Demnach sind die
Kovektoren� die die Vektoren der Distribution� annulieren orthogonal zu diesen Vektoren� Die
Kodistribution �� ist dann die Vereinigungsmenge aller nur m	oglichen Vektoren� die zu allen
Vektoren der Distribution � orthogonal sind� Diese Kodistribution �� stellt somit nach Bron�
steijn und Semendjajew ������ das orthogonale Komplement zur Distribution � dar �Formal
geht das jedoch nur� wenn gilt� Rm � �Rn����

Umgekehrt kann zu einer gegebenen Kodistribution� eine Distribution�� konstruiert werden�
der sog� Annullator von �� mit�

���x� � fv � Rn � hw��vi � � f	ur alle �� � ��x�g � �B����

Sei eine nichtsingul	are Distribution � mit der Dimension d gegeben und auf einer o
enen
Teilmenge M von Rn deniert� Dann gibt es in einer Umgebung M� von x� d glatte und linear
unabh	angige Vektorfelder f�� � � � �fd� die auf M� deniert sind� die � aufspannen� also�

��x� � span ff��x�� � � � �fd�x�g � �B����

f	ur alle x � M�� Die Kodistribution � � �� ist dann ebenfalls glatt und nichtsingul	ar�
Ihre Dimension betr	agt n � d und wird lokal um jeden Punkt x� durch n � d Kovektorfelder
��� � � � ��n�d aufgespannt� Das hei�t�

��x� � ���x� � span f��� � � � ��n�dg � �B����
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mit

dim � � dim �� � n � d � �B����

Per Konstruktion besitzt das Kovektorfeld �j f	ur alle x � M� die Form

h�j�x��fi�x�i � � f	ur alle � � i � d� � � j � n� d $ �B����

d�h� sie l	osen die Gleichung

�j�x�F �x� � � � �B����

mit der n� d Matrix F

F �x� � �f��x�� � � � �fd�x� � �B����

Es sollen nun jedoch nicht jegliche L	osungen von Gl��B���� akzeptiert werden� sondern mit Hilfe
der reell�wertigen glatten Funktionen ��� � � � � �n�d sollen die L	osungen der Gleichung

�j �
��j
�x

�B����

gen	ugen� Ist das der Fall� so k	onnen die Funktionen ��� � � � � �n�d dazu benutzt werden� eine
Koordinatentransformation �lokal um x�� zu denieren� durch die die Vektorfelder der Distri�
bution � besonders einfach dargestellt werden kann� Das Problem sei also die L	osbarkeit einer
partiellen Di
erentialgleichung der Form�

��j
�x

�f��x� � � �fd�x� �
��j
�x

F �x� � � � �B����

Diese Fragestellung f	uhrt dann zu dem Begri
 der vollst	andigen Integrierbarkeit� der im n	achsten
Abschnitt erl	autert werden soll�

B��� Frobenius
Theorem� vollst�andige Integrierbarkeit

Eine auf einer o
enen Teilmenge M von Rn denierte� nichtsingul	are� d�dimensionale Distri�
bution � hei�t vollst�andig integrierbar� wenn f	ur jeden Punkt x� von M eine Umgebung M�

von x� und n� d auf M� denierte reell�wertige� glatte Funktionen ��� � � � � �n�d existieren� so
da� gilt�

span f��� � � � � �n�dg � �� � �B����

Darauf aufbauend ergibt sich die folgende sowohl notwendige als auch hinreichende Bedingung
f	ur die vollst	andige Integrierbarkeit�

Satz B�
 �Isidori �����
Eine nichtsingul	are Distribution ist vollst	andig integrierbar genau dann� wenn sie involutiv ist�

�



B Di�erentialgeometrische Hilfsmittel ��

B��	 Koordinatentransformation

Ein wichtiges Hilfsmittel bei der Beschreibung nichtlinearer Systeme stellt die Koordinaten�
transformation im Zustandsraum dar� Durch eine Koordinatentransformation ist es oft m	oglich�
bestimmte Eigenschaften wie z�B� die in dieser Arbeit untersuchte Steuerbarkeit bestimmter
Systeme hervorzuheben� Bei der Betrachtung linearer Systeme werden 	ublicherweise lineare Ko�
ordinatentransformationen in Betracht gezogen� Dabei wird dann der urspr	ungliche Zustands�
vektor x durch einen neuen Vektor z ersetzt� der nach der Transformationsvorschrift

z � Tx �B����

berechnet wird� Dabei stellt T eine nichtsingul	are n�n�Matrix dar� Wird also das urspr	ungliche
lineare System

X
LS

"x � Ax #Bu
y � Cx

�B����

durch die Beschreibung

X
LS

"z � Az #Bu

y � Cz
�B����

ersetzt� so gilt

A � TAT��

B � TB
C � CT�� �

�B����

Bei nichtlinearen Systemen hingegen erscheint eine nichtlineare Koordinatentransformation oft
sinnvoller� Eine nichtlineare Koordinatentransformation kann wie folgt beschrieben werden�

z � ��x� � �B����

Dabei ist � eine nach Anhang B�� beschriebene Funktion� die einen globalen Di
eomorphis�
mus auf Rn darstellt� Dabei stellt die �� Eigenschaft in dem eben erw	ahnten Abschnitt die
Notwendigkeit daf	ur dar� da� eine Umkehrtransformation existiert und der urspr	ungliche Zu�
standsvektor berechnet werden kann�

x � ����z� � �B����

F	ur nichtlineare Systeme

"x � f �x� #
mX
i��

gi�x�ui �B����

eignet sich die folgende Beschreibung� Sei

z�t� � ��x�t�� � �B����

Durch Ableitung nach der Zeit ergibt sich�

"z�t� �
dz

dt
�

��

�x

dx

dt
�

��

�x
�f �x�t�� # g�x�t��u�t� � �B����
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Wird die Beziehung x�t� � ����z�t�� ausgenutzt� so ergibt sich�

"z�t� � f �z�t�� # g�z�t��u�t�
y�t� � h�z�t�� �

�B����

F	ur die Umrechnung in das neue Koordinatensystem gilt somit�

f �z� �



��

�x
f �x�

�
x��

��

�z�

g�z� �



��

�x
g�x�

�
x��

��

�z�

h�z� � �h�x� 
x��

��

�z�
�

�B����

Auch f	ur diese Umrechnung k	onnen die Vektorfelder als Operatoren aufgefa�t werden� Dies soll
durch Umschreiben der ersten Gleichung verdeutlicht werden�

f �z� �



f �x�

�

�x
�

�
x��

��

�z�

�B����

Ist die betrachtete Transformation linear� so ergibt sich mit��x� � Tx f	ur die Gleichung �B����
die gleiche Transformationsvorschrift wie in Gleichung �B�����


